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Les  Éditeurs, 


Le  Cours  de  Mathématiques  élémentaires  comprend  les  ouvrages  suivants  : 


LiTre  de  réléyo  : 

Éléments  d'Arithmétique. 
»  d'Algèbre. 
»       DE  Géométrie. 
i>       DE  Trigonométrie. 
»'       d'Arpentage  et  de  Nivei^ 

LEMENT. 

M         DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPnVE. 

I»       DE  Cosmographie. 

B  DE  MÉCANIQUE. 


Livre  du  maître  : 

ICxERCicES  d*Arithmétiqi;e. 

Il  D'AtnÉDRE. 

H  DE  GÉOMÉTRIE. 

»  Ui;  TlUC.ONOMtiRIK. 

»  DE  géométrie  descriptive. 

IHlOBLÉMSS  DE  MÉCANIQUE. 
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AVANT-PROPOS 


Complément  de  Géométrie.  —  Nos  ÊUmenis  de  Géomé- 
trie sont  complétés  par  un  Livre  d'Eo^rcices,  comprenant  des 
théorèmes  à  dt montrer,  des  lieux  géométriques  à  trouver  et  des 
problèmes  à  résoudre. 

Utilité  des  Exercices  de  Géométrie.  —  Nous  croyons 
qu'il  est  nécessaire  d'exercer  les  élèves  à  traiter  par  eiix-mèiiies 
ou  assez  graud  nomJjre  de  queatiotis,  et  l'on  peut  justiller  cette 
assertion  par  deux  raisons  principales  : 

i«  L'exposition  synthétique  des  tliéorèoies  d'un  cours  élémen- 
taire ne  développe  pas  Tesprit  de  recherche ,  car  rien  n'est  laissé 
d  i  initiative  de  l'étudiaiiL;  il  faut  donc  provoqua  r  ses  propres 
réilexioDS  en  lui  proposant  des  exercices  à  résoudre,  et  le  porter 
ainsi  à  Caire  iisage  de  toutes  les  notions  qu'il  a  acquises. 

S*  L'extrême  variété  des  exercices  géométriques,  l'absence  de 
toute  méthode  assez  générale,  ou  du  moins  assez  pratique,  qui 
couduise  d'une  manière  certaine  à  la  solution  d'une  question  nou- 
velle, exigeât  que  Télève  se  livre  à  de  nombreuses  recherches,  s'il 
veut  se  préparer  sérieusement  à  tenir  téte  à  Timprévu  que  lui 
réservent  les  £xamens  à  subir. 

Après  avoir  rappelé  l'importance  qu'il  fout  attacher  à  la  recherche 
des  questions  géométriques,  indiquons  rapidement  l'esprit  qui 
a  présidé  à  la  rédaction  de  notre  ouvrage,  les  principales  divi- 
sions de  ce  voluuiineux  recueil  et  l'usage  des  diver'ses  parties  qui 
le  constituent. 

PREMIÈRE  PARTIE 

Des  Méthodes.  —  La  recueil  que  nous  publions  commence 

par  Texposé  des  Méthodes;  nous  donnons  aussi  sous  ce  titre  cer- 
taines solutions  générales  et  des  exemples  de  discussion* 
M  a 
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Les  Méthode»  constituent  la  partie  la  plus  importante  de  tout 

l'ouvrage,  comme  elles  en  sont  d'ailleurs  la  plus  originale.  Toui 
'professeur,  et  même  tout  élève  sérieux,  devrait  posséder  parfaite- 
ment ce  complément  de  géométne  ;  car  Texposition  des  mélhodes 
fait  naître  et  développe  les  idées  générales;  elle  permet  de  ratta- 
cher des  milliers  d'exercices  variés  à  quelques  types  principaux  ^ 
que  Ton  retient  sans  peine  et  que  Ton  applique  avec  facilité. 

Afin  de  contraindre  le  lecteur,  autant  qu'il  dépend  de  nous,  à 
s'assimiler  complètement  cette  première  partie,  nous  avons  pro- 
posé comme  Exercices,  dans  nos  Éléments  de  Géométrie  (8®  édi- 
tion),  tous  les  théorèmes  et  problèmes  donnés  en  exemples  dans 
Texposé  même  des  Méthodes;  puis  dans  le  Livre  d'Exercices,  au 
numéro  qui  correspond  à  telle  ou  telle  question ,  nous  nous  bor- 
nons le  plus  souvenL  à  renvoyer  à  la  première  partie;  par  ce 
moyen,  on  trouve  non  seulement  la  démonstration  ou  la  bultiliou 
clierchée,  mais  on  voit  à  quel  genre  il  est  possible  de  les  ratta- 
cher^  et  quels  sont  les  Exercices  que  l'on  pourrait  traiter  d'une 
manière  analogue. 

Glassemeiit  des  Méthodes.  —  Donnons  quelques  détails 

sur  le  classement  des  méthodes,  sur  leur  importance  relative  et 
sur  leur  emploi. 

Analyse  et  Synthèse.  —  V Analyse  et  la  iSynthèse  (I,  p.  1 
k  Sâ)  sont  les  seules  méthodes  générales;  mais  par  la  fait  même 
qu'elles  s'appliquent  à  toutes  les  questions»  il  en  résulte  qu'elles 
ne  dispensent  point  de  chercher  des  méthodes  particulières,  des 

procédés  spéciaux  pour  traiter  rapidement  certains  groupes 
d'exercices. 

Lieux  géométriques.  —  Les  Lieux  géométriques  (II»  p.  22 
à  57)  sont  si  utiles,  que  nul  ne  regrettera  les  développements  que 
nous  avons  donnés  à  leur  recherche  et  à  leur  emploi  ;  les  quelques 
pa^^^es  consacrées  aux  enveloppes  présentent  des  notions  intéres- 
santes SU!-  (les  questions  non  traitées  dans  les  Éléments,  mais  qui 
ont  conduit  au  principe  si  fécond  de  la  dualité. 

Emploi  des  figures  auxiliaires.  —  Vemploi  des  figures 
aumtiaires  (Ili,  p.  57  à  84)  est  presque  indispensable;  car  la 
plupart  des  questions  exigent  le  tracé  de  certaines  lignes,  la  con- 
struction de  quelques  ligures  OU  la  considération  de  surfaces  ou 

de  volumes  auxiliaires. 
;Nous  devons  ajouter  que  la  duplication  et  les  projections 
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domient  assez  souvent  des  démonslrations  aussi  simples  qu'élé^ 
gantes. 

Transforoiation  des  figures.  —  La  Transformation  des 

figures  (IV,  p.  84  à  109),  même  en  se  bornant  à  ce  que  nous  en 
avons  (lit,  est  îe  moyen  le  plus  puissant  d'investigation  que  les 
Éléments  de  Géométrie  puissent  nous  fournir  pour  découvrir  de 
nouveaux  théorèmes,  ou  pour  trouver  d'heureiises  solutions. 

Discussion.  —  La  Discussion  et  VExtensioyi  (V,  p.  109  à  138) 
ont  bien  des  points  communs»  malgré  les  différences  caractérisa 
tiques  qui  les  distinguent  Tune  de  Tautre.  La  discussion  des  pro^ 
blêmes  entre  de  plus  en  plus  dans  les  habitudes  classiques;  car, 

en  réalité,  un*'  question  n'est  traitée  d'une  manière  complète  que 
lorsqu'on  a  étudie  les  cas  de  possibilité, les  variations  que  peuvent 
subir  certaines  grandeurs,  et,  s'il  y  a  lieu ,  leur  maximum  ou  leur 
annimum. 

Extension.  —  L'Extension  est  rarement  indiquée  et  plus 
rarement  pratiquée  ;  cependant  elle  contribue  plus  que  toute  autre 

étude  géométrique  à  développer  les  forces  de  Fesprit ,  et  à  produire 
cet  enthousiasme  qui  rend  le  travail  facile.  Il  nous  semble  qu'on 
rendrait  un  grand  service  aux  élevés  si  l'on  cherchait  à  iaire  naître 
en  eux  cette  faculté  créatrice. 

L'extension  peut  être  rattachée  à  la  méthode  de  transformation 
des  figures. 

Méthode  algébriqne.  La  Méthode  algébrique  (  YI ,  p.  i38 
*  i68)  offre  des  ressources  qu'on  aurait  grand  tort  de  n^liger; 

elle  fournit,  pour  uji  grand  nombre  de  questions,  des  solutions 
parfois  peu  élégantes,  il  est  vrai,  mais  toujours  faciles  à  imaginer. 
£n  effet,  quel  que  soit  le  problème  proposé,  si  l'on  parvient  à  lier 
IflB  inconnues  aux  données  par  des  équations  des  deux  premiers 
degrés  ou  par  ime  équation  bi-carrée,  on  peut  regarder  la  ques- 
tion comme  complètement  résolue  ;  car  l'algèbre  nous  donne  dts 
règles  certaines  et  invcuiables  pour  déterminer  les  inconnues. 

Maxim  a  et  Minima.  —  Les  Maxima  et  les  Mhiimn  (V,  p.  168 
4  201),  traités  par  des  moyens  à  peu  près  exclusivement  géomé- 
triques, présentent  sans  doute  une  véritable  nouveauté;  car  le 
petit  nombre  d*exemples  qu'on  pourrait  en  trouver  dans  d'autres 

ouvi-ages  ne  constituent  ni  une  méttiode  ni  même  un  simple  pro- 
cédé susceptible  de  s*appliquer  à  quelques  exercices;  tandis  que 
liascription  d'une  ligure  d'aire  maxima,  celle  d  un  volume  maxi- 
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rnuin,  de  luènie  que  la  circonscriptioM  d  une  figure  d'à-  «3  niinima 
ou  d'un  volume  mini iiiuniy  n'exigent  la  connaiêmfice  que  d'un  seul 
problème  :  celui  de    tangente  (n^  310). 

DEUXIÈME  PARTIE 

Recueil  d'Exercices-  —  Après  avoir  ainsi  lait  connaître 
l*tttilité  de  la  première  partie  de  i'ouvrage  actuel,  relative  aux 
Méthodes,  il  nous  sera  bien  permis  de  passer  rapidement  sur  le 

reste,  consacré  aux  Exercices  proprement  dits.  Voici  néanmoins 
quelques  iudicalious  assez  iiu^ortanles. 

Choix  des  Exercices.  —  Dans  chaque  livre,  on  trouve 

d'abord  des  lliéorèmes,  puis  des  lieux  géométriques,  et  enfin  des 
problèmes;  chacune  de  ces  trois  ^M*<mdes  sections  est  à  son  tour 
subdivisée,  et  chaque  groupe  ainsi  formé  présente,  au  début,  des 
exercices  très  faciles  et  se  termine  par  des  questions  offrant  plus 
d'intérêt  et  plus  de  difficultés  ;  il  est  donc  important  que  le  Pro* 
fesseur  se  rende  compte,  par  avance,  des  questions  qu'il  veut 
proposer  à  ses  Élèves,  afin  que  les  exercices  soient  en  rapport 
avec  les  connaissances  déjà  acquises  par  ceux  (|u'il  instruit. 

Nous  avouons  sans  peine  que  plusieurs  questions  réputées  diffi- 
ciles ont  trouvé  place  dans  notre  recueil ,  parce  que  remploi  judi- 
cieux des  Méthodes  (p.  1  à  201)  conduit  à  des  démonstrations  ou 
à  des  solutions  remarquables  par  leur  simplicité;  d'ailleurs  il  nous 
a  semblé  utile  de  ne  pas  nous  l^oi-ner  aux  questions  qu'on  ren- 
contre partout,  et  de  laisser  à  un  ouvraj^e  i)lus  élénierUaire  le 
soin  de  fournir  de  nombreux  exercices  faciles  et  d'intéressants 
problèmes  d'application. 

Démonstrations  ou  solutions  muUiplcs.  —  Husieui*s 
théorèmes  ont  été  démontrés  de  diverses  manières;  quelques  pro- 
blèmes ont  été  de  même  résolus  par  remploi  successif  de  plusieurs 

procédés  différents.  En  agissant  ainsi,  nous  avons  voulu  montrer 

Favantage  que  peut  |)rcs»*iiler  lelle  niar-clie  ^ur  telle  autre,  donner 
quelques  exemples  de  l'admirable  técondité  de  cei  taiiies  méthodes, 
et  surtout  encourager  les  chercheurs,  en  leur  prouvant  qu  on  peut 
arriver,  par  bien  des  voies,  au  résultat  demandé. 

Indication  des  Exercices.  —  Les  théorèmes,  les  lieux  et 
les  problèmes  proposés  dans  les  Éléments  de  Géométrie  sont  indi- 
qués par  le  titre  :  Eocercice;  plusieurs  d'entre  eux  sont  accompa- 
gnés de  questions  complémentaires  se  rattachant  autant  que  pos- 
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sîble  à  l'énoncé  principal;  parfois  même  c'est  li  question  déjà 
traitée,  mais  présentée  sous  un  autre  point  de  vue,  ou  bien  une 

sœlie  du  théorènn  démontré;  le  Professeur  pourra,  à  son  pré, 
uLihiier  ce  coiupiciuent  ou  bien  le  passer  sous  silence,  car  les 
énoncés  qui  ne  sont  pas  précédés  par  le  titre  Exercice.,,  ne  se 
trouvent  pas  dans  le  livre  de  l'Élève. 

Ces  nouyelles  questions  offrent  néanmoins  un  grand  intérêt, 
car  plusieurs  groupes  présentent  de  remarquables  exemples  cVex- 
tct'S'.tti  OU  fîe  dêdurtions  fiuccrsi^ives  : 'dinst  Uwercle  des  iieuj  points 
conduit  à  une  vingtaine  de  théorèmes  ou  de  remarques. 

Problèmes  mimériqnes.  —  Le?  prt^hlèmrs  mimériqurs , 
qui  se  trouvaient  dan^  les  j)f*einières  éditions,  n'ont  pas  été  repro- 
duits dans  celle- ci  y  parce  que  la  Géométrie  du  cours  supérieur^ 
pour  renseignement  primaire,  donne  un  grand  nombre  de  ques- 
tions numériqueisy  empruntées  »  pour  la  plupart,  aux  examens  du 
brevet  supérieur  de  ce  même  enseignement. 

Le  l»acciilaMï-éat  ès  sciences  et  le  haccahiuréal  moderne  (ma'hé- 
matiques )  proposent  aussi  assez  fréquemment  des  questions  numé- 
riques, mais  il  faut  presque  toujours  chercher  préalablement  une 
.  solution  générale  ;  il  est  donc  nécessaire  d'étudier  tout  ce  qui  est 
relatif  aux  relaiiùns  numériques  :  aussi  avons- nous  multiplié  les 
exercices  qui  s'y  rattachent,  et  les  livres  III,  IV,  VI  et  Vil  con- 
tieniK  nt  un  assez  grand  nombre  de  formules  à  démontrer  et  de 
relations  à  trouver. 

Désignation  de  certains  Kvercices.  —  Plusieurs  ques- 
tions sont  désignées  par  des  noms  ou  des  appellations  devenues 
bistoriques  ;  par  exemple,  le  Théorème  de  Mcnélaû^,  le  Théorème 
de  Guldin,  le  Problème  de  Pappus,  le  Problème  de  la  Section 
iéîerminée,  etc.  ;  nous  en  avons  publié  un  assez  grand  nombre 
d'autres  sous  le  nom  de  leur  auteur,  ou  bien  nous  avons  indiqué, 
aj»rès  Ténoncé,  le  nom  de  l'auteur  présume  du  théorème  ou  du 
problème;  puis  une  courte  notice  historique  vient  satisfaire  la 
louable  curiosité  du  lecteur.  De  même,  nous  avons  cité  très  fré- 
quemment les  ouvrages  auxquels  nous  avions  emprunté  des  Exer» 
ciees»  sans  pouvoir  affirmer  néanmoins  que  la  question  est  due 
à  l'auteur  même  du  livre  rappelé;  car  on  sait  qu'un  très  grand 
nombre  d  ouvrages  mathématiques  ne  donnent  aucune  indication 
sur  la  provenance  des  matériaux  mis  en  œuvre. 

Citation  des  Auteurs.  —  Nous  avons  cité  les  grands  géo- 
mètres, parce  que  leur  nom  relève,  ennoblit,  en  quelque  sorte, 
les  questions  qu'ils  ont  traitées;  nous  regardons  d'ailleurs  comme 
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OU  devoir  de  recoimaissance  enveni  ces  illustras  mathématicien 
de  rappeler  leur  souvesir  à  tons  ceux  qui  béBéficieal  de  lears 

BenccMtp  de  stVMils  moins  célèbres,  sans  nul  doute,  qu'Ar- 
chimèdc,  Apollonius,  Pascal,  Descarfes,  Newton ,  Desarcîues, 
Poncciet,  Ciiasles,  etc.,  méritent  d'autant  plus  d'être  raentionnés, 
qu'ils  trouvent  rarement  place  dans  les  dictionnaire  bibiiocpra- 
phiques.  £a  effet,  la  plupart  de  ces  ouvrages»  dus  à  des  hommes 
de  teltres,  ne  veulent  point  oublier  le  moindre  romancier,  le 
moindre  utopiste  de  quelque  reuoui  ;  mais  ils  ne  se  préoccupent 
patô  au  même  degré  de  ceux  qui  ont  voué  leur  existence  aux  labo- 
rieuses  recherclies  matiiéiuatiques. 

Enfm,  à  côté  des  plus  grands  noms,  se  trouvent  aussi  les  noms, 
parfois  très  modestes,  de  certains  auteurs  que  nous  avons  néan- 
moins consultés  ave(*  iJi  ofit  ;  nous  n'avons  pas  hésité  à  mettre  ces 
hommes  estimables  dans  le  corlcgc  di's  j»lns  illuslies  géomètres, 
et  nous  pouvons  ini^'Uie  dire  (]ue  si  nuur>  .-unîmes  fier  de  citer  les 
plus  grands  mathématiciens,  nous  sommes  encore  plus  heu- 
reux de  rendre  justice  k  ceux  que  la  gloire  ne  ^nendra  jamais 
couronner. 

Tables  diverses. — L'ouvrage  se  termine  par  diverses  tables 
de  référence;  on  y  trouve  :  un  Lexique  géométrique  avec  renvois 

aux  numéros  correspondants;  l'énoncé  de  quelques  Problèmes  et 

Théorèmes  hutor'vincs  ;  une  Tahlo  des  noies  et  des  remarques 
principales;  un  Index  bibUoyiaphique  et  un  Index  biographique, 

destinés  à  faciliter  les  recherches  et  à  rappeler  les  sources  où 
nous  avons  puisé. 
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Dès  le  eommencenient  du  monde,  les  hommes  ont  eu  besoin  dM^aluer 
les  y.raii  Jcurs,  et  ont  choisi,  à  cette  fin,  des  unilcs  convenables;  il  n'y 
a  donc  pas  lieu  de  rechercher  Torigine  des  idées  d'étendue,  de  mesure, 
de  riôjiîbre,  et  il  est  impossible  d'assicrner  la  dat**  des  premières  décou- 
vertes relatives  aux  propriétés  des  futures;  néanmoins  on  croit  commu- 
nément que  la  (iéometrie  proprement  dite  prit  naissance  chfz  les  Chal- 
'J'îens  et  les  Kgyptiens.  Hérodote,  le  père  de  l'histoire ,  fait  remonter 
Torigine  de  cette  science  à  Tépoque  où  Sésostris  fit  une  répartition  géné- 
rale des  terres  eotre  les  habitants  de  TÉgypte;  Aristote  place  de  même 
dans  cette  contrée  le  berceau  des  mathématiques. 

On  doit  dire  cependant  que  la  Grèce  est  la  vraie  patrie  de  la  Gëomé- 
Irie,  car  e^est  là  qii*elle  a  élé  cultivée  avec  ardeur,  que  de  nombreuses 
dieoQfertea  oui  été  &ites,  et  que  les  résultats  obtenus  ont  été  coordon- 
sée  de  manière  à  former  un  corps  de  doctrine. 

Au  vi«  siècle  avant  J.*C.,  Thalè*,  né  en  Phénicie,  va  s'instruire  en 
Egypte,  y  mesure  la  hauteur  des  pyramides  par  leur  ombre,  porte  la 
Géométrie  en  Grèce,  fonde  à  Milet  Tëcole  Ionienne,  et  enrichit  la  science 
de  divers  théorèmes  sur  le  triangle  isocèle ,  Vangle  imcrit  et  les  triangles 
semblât  les. 

Fythagore,  né  à  Samos  vers  580 avant  J.-C.,  est  le  plus  illustre  disciple 
de  Tbalés ;  comme  son  maître,  il  voyage  en  Egypte.  Après  avoir  parcouru 
llade,  il  se  retire  en  Italie,  y  fonde  une  école  célèbre;  on  lui  doit  la 
déoiooslration  de  Vineommeimtrabilité  de  la  diagonale  du  carré  comparée 
«a  côté  de  cette  Hgure;  la  théorie  des  carp$  régulierêf  le  théorème  du 
carrtf  de  thypoiémue  du  triangle  rectangle  et  le  premier  germe  de  la 
doctrine  des  «sofidirtméffei. 

AMXAgm  de  Clazomène,  mort  vers  Tan  430  avant  J.-C,  s'occupe  le 
premier  de  ia  quadrature  du  cercle. 

Hippocrate  de  Chio  (vers  45<)  av.  J.-C),  s'adonne  aux  mômes  recherches, 
^insi  qu  à  rétude  du  problème  de  la  duplication  du  cube,  et  se  rend  célèbre 
HT  la  quadrature  de  ses  hmules. 
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Platon  ^430-347  av.  3.-C,  ]  va  d'abord  s'inBlruîre  en  Egypte,  puis  ch(*7. 
Ida  pythagoriciens.  De  retour  à  Athènes ,  le  fondateur  du  Lycée  introduit  I 
dans  la  géométrie  la  méthode  analytique,  les  sections  coniques,  la  doc* 
trioe  des  lieux  géométriqties ,  et  doooe  une  solution  graphique  du  pro- 
blème de  la  duplicatian  du  cube;  H  appelle  Dieu  V Étemel  Géomètre,  et 
inserit  sur  la  porte  de  son  école  de  philosophie  ;  «  Que  nul  n^entie  ici» 
8*il  D^est  géomètre.  » 

Le  pythagoricien  AMhfta»,  né  àTarente  vers  490  avant  J.-C.»  8*oecope 
le  premier  d^une  courbe  à  double  courbure  à  Toccasion  du  problème  des 
deux  moyennes  proportionnelles,  auquel  Hippocrate  avait  ramené  celai 
de  la  duplication  du  cube. 

A  la  môme  époqut;,  Dmottrate,  disciple  de  l  laLon,  résout  le  problème 
de  la  tnsection  de  Vangle  à  l'aide  d'une  courbe  qu^il  nomme  quadra- 
trice. 

Perteus  recherche  les  propriétés  des  spiriques,  c'est-à-dire  des  lignes 
obtenues  en  coupant  par  un  plan  la  surface  annulaire  appelée  tore. 

Eadide  (vera  285  av.  J.-C.)  enseigne  à  Alexandrie ,  et  rédige  les  Élé- 
ments de  Géométrie,  en  j  introduisant  la  méthode  de  réduction  à  Vab^ 
surde. 

Les  Éléments  comprennent  treize  livres,  auxquels  on  joint  deux  autres 
livres,  attribués  à  Hypncle,  géomètre  d^Alexandrie,  postérieur  à  EucUde 

de  150  ans.  Les  six  premiers  livres  traitent  des  figures  planes;  les  quatre 
suivants  sont  nommés  arithmétiques,  parce  qu'ils  traitent  des  propriétés 
des  nombres,  et  les  cinq  derniers  s'occupent  des  plans  et  des  solides.  On 
n'a  fait  pas.ser  dans  l'enseignement  que  les  six  premiers  livres,  le  onzième  , 
et  le  douzième. 

On  doit  aussi  à  Euclide  un  livre  des  Données:  il  avait  écrit  sur  les 
sections  coniques,  et  laissé  trois  livres  de  JPortmie«  qui  ne  nous  sont  point 
parvenus.  ' 

AvdûmèdA  (S87-212  av.  J.-G.)  s'occupe  particulièrement  de  la  géomé- 
trie de  la  mesure;  il  opère  la  quadrature  de  la  parabolef  étudie  les  spi- 
rales, donne  Texpression  des  volumes  des  segments  des  ellipsoïdes  et  des 
hyperbololdes ,  la  proposition  de  la  sphère  et  du  cylindre  circonscrit,  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre;  il  lègue  aux  générations  sut- 
vanles  non  seulement  uii  grand  nombre  de  Ihéorômes  nouveaux,  mais 
la  mélhode  (Ve.vfumstion  qu'il  avait  si  bien  employée. 

Apollonius  (vers  247  av.  J.-C.)  traite  de  la  Gcojtu'frie  de  l'ordr- .  de  la 
forme  et  de  la  situation  des  figures.  On  lui  doit  un  Traite  des  coniques 
en  huit  livres;  sept  nous  sont  parvenus,  et  le  huitième  a  été  rétabli 
en  1646  par  Taslronome  Halley,  d'après  les  indications  de  Pappus.  Le 
Traité  des  coniques  flt  donner  à  son  auteur  le  nom  de  géomètre  par  esDceU 
lenee;  on  y  trouve  lee  principales  propriétés  des  foyers,  le  germe  des 
théories  ûeB  polaires,  des  déoeloppées,  des  maxima  et  des  minima. 

Après  les  grands  noms  d'Archimède  et  d'Apollonius,  il  fkut  se  borner 
à  citer  rapidement  quelques  autres  géomètres. 

NÎGomède  (150  av.  J.-C.)  est  connu  par  la  conchoide,  courbe  qui  permet 
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do  résoudre  par  un  procédé  mécanique  le  problème  des  deux  moyennes 
froportionmUes  et  celui  de  la  trieection  de  Vangle* 

Bfppttrqne  (Ters  iSO  aT.  J.-C.)  eonsidère  \9i  prcifeeHon  siéréographique 
et  s'occupe  des  triangles  Bph6riquei. 

Mënelaûs  i  vers  80  ap.  J.-C),  dans  son  Traité  des  sphériques,  découvre 
Iiljsifurs  des  propriétés  des  Iriangles  sphcriques  et  don  ne  comme  lemme 
1  liiéorème  fondamental  do  la  Ihcone  des  tramiH'rsaîcs. 

Ptolémée  (vers  125  ap.  J.-C),  dans  sa  Synfa^re  mathématique,  nommée 
AlmagestCf  c'esl-à-dirc  Très  grande  y  par  les  Arabes  ^  donne  lo  premier 
traité  de  Triganomélrie  rectiligne  et  sphériqm  qui  nous  soit  parvenu. 

Psippw  (sur  la  fin  du  iv^  siècle  de  Tére  chrétienne)  rassemble  dans  £68 
(Me^Ume  mathématique»  les  déeouTerles  des  mathématiciens  les  plus 
célèbres,  et  une  multitude  de  propositions  curieuses  et  de  femmes  desli- 
oési  faciliter  la  lecture  de  leurs  oo?rages.  On  loi  doit  le  célèbre  théorème 
âe  Gf'Idin  et  la  première  mention  du  rapport  anharmnnîqnr 

Diocié»  invente  la  cissoide  pour  rôsou  ire  le  probièmc  des  deux 
moyennes  proportionnelles,  mais  le  tracé  mécanique  de  cette  courbe  est 
dû  à  Newton. 

Aux  grands  géomètres  succèdent  quelques  commentateurs  plus  ou  moins 
bgénieui,  et  Ton  arrive  à  une  période  de  stagnation  qui  dure  jusqu^au 
XVI*  siècle. 

Vièto,  de  Fonlenay-le-GomIe  (1540-1643),  ouvre  Tère  moderne  de  la 
science;  il  complète  la  méthode  analytique  de  Platon  par  Tinveniion  de 

Wilyèbre,  il  construit  graphiquement  les  équations  du  second  et  du  troi- 
sième degré,  préparant  ainsi  la  voie  à  Descaries,  et  il  perfeclionne  la 
trigonométrie  sphérique. 

ILépkr  (1571 -1631  ),  dans  sa  Nouvelle  stéréométrie,  introduit  le  pre- 
mier la  notion  de  Vinfini  dans  la  géométrie,  fait  remarquer  la  nullité 
d'accroissement  d*une  variable  au  maanmum  ou  au  minimum,  et  donne 
Doe  méthode  graphique  pour  déterminer  les  circonstances  d*une  éclipse 
de  soleil. 

GaTaiiérî  (15^-1647)  publie  sa  Créoméirie  de»  indivisibles  ;  il  considère 

les  solides  comme  formés  d*une  iofiolté  de  plans,  et  les  plans,  par  la 
réunion  d'une  infinité  de  lignes;  cette  idée  frconde,  malgré  Tinexac- 
Uu'U'  fJu  fait  qu'elle  exprime,  permet  des  évaluations  nouvelles  de  sur- 
faces et  de  volumes,  et  la  détermination  géométrique  des  centres  de 
gravité. 

Gvidia  (1577-1643)  découvre  les  théorèmes  célèbres  qui  portent  son 
stMQ,et  que  plus  tard  on  a  aperçus  dans  Pappus. 

&égo£re  d«  B«8ttt'¥iaoeiit  (1584-1667)  perfectionne  la  méthode  d*ex- 
huxtion  d'Archimède,  et  Ton  peut  dire  avec  raison  que  le  petit  triangle 
-iifférentiel  qui  apf)araît  entre  la  courbe  et  deux  des  côtés  consécutifs  de 
lin  «ie^  deux  polygones  inscrit  ou  circonscrit,  a  conduit  Barrow,  Leibnitz 
HNewloa  au  calcul  ioflnilésimal. 

inhuwrf  (1602-1673)  donne  une  méthode  pour  mener  les  tangentes, 
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basée  sur  la  doctrine  défi  mouTemeote  composés,  introduite  daos  U  méca- 
nique par  Galilée. 

FeMMi  (iSOO-1663)  publie  U  belle  méthode  de  maximiê  si  mmkmis, 
en  iniroduîsant  pour  la  première  toh  Vinfini  dans  le  calcul,  conuna 
Képler  Tarait  introduit  dans  Ja  géométrie  pure  ;  il  est  sans  égal  dans  sa 
théorie  de9  nombres. 

Desarguet  (1593-1(162)  élentJ  aux  cotii(|ue6  les  propriétés  du  cercle  qui 
sert  de  base  au  cùne,  dont  il  ôlutiie  Jes  seclioiiB;  il  con^^idère  les  droites 
parallèles  comine  concourant  h  Pinfini ,  et  donne  le  théorème  fondameulai 
de  VinroÏKiinn  ilr  sir  points ,  en  considérant  une  sécante  qui  coupe  une 
conique  et  un  quadrilatère  inscrit  dans  celte  courbe.  On  lui  doit  aussi  le 
tbéoréme  fondamental  des  deux  triangles  hmnologique», 

Paml  (1623-1663)  écrit  à  seize  ans  soo  Traité  des  êectùms  eani^UM; 
à  dix-biiit,  ses  découvertes  sur  la  Bûuleite  ou  Cyeloide,  et  doan«  lé 
célèbre  théorème  de  Vhexagramme  wyàHpte  relatif  à  la  proptiéié  de 
rhexagone  inscrit  dans  une  conique. 

De»carte>  (1596-1650),  par  son  inripprôciable  conception  de  Vapplica- 
tion  (le  ralgèbrc  à  la  théorie  des  courbt's,  change  v<^rilableiiient  la  face 
des  sciences  mathématiques.  La  physique  et  Tolgèbre  elle-même  retireol 
(le  grands  avantages  de  la  doctrine  de:3  coordojinées,  et  l'analyse  s'enri- 
chit de  la  méthode  des  coefficient^  indéterminées. 

La  méthode  anahjiiqtœ  de  Dcscartes  est  dôs  lors  cultivée  par  un  si 
grand  nombre  de  géomètres ,  qu'il  faut  se  borner  à  en  citer  quelques- uns. 

De  Wîtt  (16525-1672),  le  grand  pensionnaire  de  Hollande,  donna  mie 
description  organique  des  coniques. 

W«liit  (1616-1703)  écrit  le  premier  un  Traité  analytique  des  seetiûne 

coniques.  » 

Viviani  ,  li>22-1703)  propoàe  le  problème  de  la  voûte  sphérique  (xacte- 

menl  carrable. 

Hwyghenf»  1(129-16951,  célèbre  à  bien  des  titres,  rectifie  la  cissolde, 
donne  la  théorie  des  développées,  établit  \e  principe  de  la  conservation 
des  forces  vives ^  et  publie  son  Traité  de  la  Lumière^ 

La  Hin  (1640-1718),  continuateur  des  doctrines  de  Desargues  et  de 

Pascal ,  donne  la  Nouvelle  Méthode  en  géométrie  pour  les  sections  des 
superficies  coniques  et  cylindriqties,  un  Mémoire  sur  les  épicycloides , 
et,  en  1685,  son  grand  irai  te  des  sections  coniques. 

Newton  (1642-1727  i,  le  grand  géomètre ,  publie  VArithmétiqtie  uni- 
verselle, modèle  parfait  de  Tapplication  de  la  méthode  de  Descartes  à  la 
résolution  des  problèmes  de  géométrie  et  à  la  Gonstruction  des  racines 
des  équations.  Le  grand  ouvrage  des  Principes  contient  de  nombreuses 
propositions  de  géométrie  pure  et  la  rectification  des  épicydoïdes  ;  mais 
tout  semble  disparaître  devant  rinveotion  du  calcul  des  fluxions  ou  eaJetsl 
infinUésimiU,  dont  Newton  dispute  la  gloire  è  LeîbnitK. 

Leibnits  (1646-1716)  est  le  principal  auteur  des  méli^odes  merveilleu- 
sement puissantes  qu'on  uomme  calcul  di/léreniiel  et  calcul  intégral^  la 
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(rmière  est  surtout  empJoyée  poor  la  détermmaiioii  des  tcmgentes  et  des 
siestma  oa  nùmma;  la  seconde  pour  les  quadnOnrts,  les  cubatwnBf 
ks  rteiifieaiionê, 

Balley  (1656-1742)  est  non  seulement  astronome  eélèbre,  maïs  géo- 
mètre distingué.  On  lui  doit  la  traduction  et  la  restitution  de  plusieurs 
OQTrages  d'Apollonius. 

Madaurin  (IGO^-  îTiB'i  montre,  dans  son  Traité  fies  puxions ,  le  grand 
parti  qu'on  peut  tirer  des  considérations  [)urement  géométriques  pour 
étudier  les  <ioestioas  relatires  à  l'attractioa  des  ellipsoïdes. 

S.  flÎBwm  (1687-1768)  publie,  dans  son  Traité  des  coniques,  les  théo- 
rèmes célèbres  de  Dessrgnes  et  de  Pascal ,  ainsi  que  le  problème  ad  qua- 
tuor Uneas  de  Pappus,  et  s'occupe  de  découvrir  les  porismes  d^Euelide^ 

Les  BernouiH  emploient  iurlout  le  calciil  iiiliiiiLëi?i(nal. 

Jacques  BcrnoulU  '  irK>i-l705)  est  l'nn  des  preiiiiers  à  faire  usage  du 
calcul  intégral;  iî  èlLuli^  la  spirale  hxj  ' rilJinnque. 

Le  marquis  de  l'Hôpital  (1651 -1104)  donne  Vatmlyse  des  infiniment  petits, 

Jean  Bemoullî  (1667-1748),  émule  de  son  frère  Jacques,  propose  le 
problème  de  la  ïn^chistodirone,  ou  de  la  plus  courte  descente,  et  étudie 
le  problème  des  têopérimètres. 

Il  faut  se  borner  à  nommer  Bolle  (1749-1652)  et  son  théorème  d*algèbre  ; 
lioMiS  (  1676  -1754),  dont  une  équation  porte  le  nom  ;  Taylor  (  1685- 17M  ) 
et  sa  série;  Moim  (1667-1756);  Cotes  (1682-1716)  et  leurs  théorèmes; 
GNmv  et  son  IntroéuctUm  à  Vanalyse  des  ecurhes  algébriques,  pour 
passer  è  un  des  plus  grsnds  analystes. 

Euler  I  1707-1783)  publie  l'Introduction  à  l'analyse  des  infinis  et  un 
f^and  nombre  de  mémoires  sur  les  différentes  parties  des  mathéma- 
tiques. 

CUimlt  (1713-1765)  écrit  à  sei?^  nns  le  Traité  des  courbes  à  double 
courbure,  et  expose  pour  la  première  fois,  d'une  manière  méthodique, 
la  doctrine  des  coordonnées  dansTespace,  appliquée  aux  surfaces  courbes 
et  sux  lignes  à  double  courbure  qui  résultent  de  leur  intersection. 

Mlembert  (1716-178^  est  surtout  connu  par  son  Traité  de  dyna- 
miquf. 

Lambert  i  172S-  1777)  publi/s  SOU  Traité  de  perspective  et  son  Traite 
yéométrique  (h's  comètes. 

Bcsmift  (1730«1783),  bien  connu  par  son  Qmr$  ecmplet  de  mathéma- 
tiques. 

tu^mm^s  (1786-1813),  auteur  de  la  Mécanique  analytique  et  du  Caicul 
LapUor  tT  »'*  -  l^^i^z),  auquel  on  doit  de  nombreux  travaux  d^anaijse  et 

ia  ideCilUUfiit:  l't'it:i>lti. 

La  puissance  et  la  fécondité  des  Méthvdtfy  analytiques  exeice  dès  îors 
un  tel  attrait  sur  les  intelligences,  qu'on  ne  cultive  plus,  pour  ainsi  dire, 
U  géométrie  proprement  dite  ;  mais  un  réveil  se  produit  vers  la  fin  du  der- 
nier siècle,  et  reporte  Tattention  sur  les  méthodes  purement  géométriques. 
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Monge  '1746-1818)  coordonne  les  éléments  de  conirtriiclion  lii^persés 
dans  les  œuvres  de  Desargue?,  d»^  Fré/ier  et  de  divers  praticit  ns,  i  !  crée 
la  Géométrie  descriptive;  il  réduit  aÏDSi  à  un  petil  nombre  de  principf^s 
invariables  et  à  des  conalraclions  faciles  et  certaines  toutes  les  opérations 
géométriques  qui  peuvent  se  présenter  dans  la  coupe  des  pierres ,  la  char- 
pente, la  perspective,  la  gnomontque;  il  développe  en  outre  la  faculté  de 
percevoir  les  âgures  dans  Tespace  et  de  découvrir  leurs  propriétés. 

GatiMi  (  1753-1823)  donne  la  Méthode  deê  tramversales  et  la  G^mé- 
trie  de  pù»ition,  qui  permet  de  déduire  d^un  cas  donné  d^un  problèaie 
proposé,  les  divers  autres  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

Legendre  (  1752-1833 1 ,  devenu  populaire  par  ses  Éléments  de  Géomé- 
trie, pnbiicb  en  1794,  s'adonne  aussi  à  la  plus  haute  Analyse  et  à  la 
Throrir  (les  nombreii. 

Cil.  Oopm,  dans  ses  Développements  et  ses  Applicatious  de  géométrie, 
traite  par  de  simples  considérations  géométriques  quelques-unes  des 
queslioos  les  plus  difficiles  de  Tanalyse. 

BrûmchoB  fait  connaître  les  propriétés  de  Vhexagone  drcorucrit  à  une 
conique,  et  publie  son  Mémoire  sur  les  lignes  du  second  ordre. 

Ponoelet  (1788-1857)  devient  le  principal  auteur  des  méthodes  de  Irans- 
foniiation  des  figures  par  les  fécondes  doctrines  de  Vhohwhtjie  et  des 
puldircs  réciproques;  soii  l' mité  des  j^^opricfcs  projectives  des  figurea 
montre  la  puissance  extraordinaire  des  instruments  qu'il  a  créés  et  (ju'il 
met  en  œuvre.  Il  tsl  possible,  sans  mil  doute,  de  trouver,  dans  des 
ouvrages  publiés  antérieurement,  quelques  germes  des  méthodes  qu'il 
donne;  mais  il  y  a  loin  d'un  théorème  isolé,  quelque  intéressant  qu'il 
puisse  élre,  à  une  doctrine  complète  conduisaot  à  de  nombreuses 
applications. 

Pointoty  si  connu  par  sa  théorie  des  couples,  étudie  les  polyèdres 
étoilés. 

G«uchy  traite  la  même  question  et  ne  reste  étranger  à  aucune  des 
branches  des  mathématiques. 

Mobiua  et  Stdner  appliquent  avec  succès  les  méthodes  do  transforma- 
tion des  figures,  et  le  dernier  surtout  fait  connaître  un  très  grand  nombre 
de  théorèmes  nouveaux. 

Gergonne,  dans  se«  Atitial<.'s  nmthriiidtiqurs .  {^l'opngo  les  nouvelles 
doctrines  ;  il  formule  le  principe  de  dualité ^  en  généralisant  les  résultats 
donnés  par  la  méfhode  des  polaires  réciproques. 

Cbatlet  reprend  toutes  les  nouvelles  découvertes,  les  étend  par  ses 
propres  recherches;  puis  il  les  présente  d'une  manière  élégante  et  rigou- 
reuse,  en  employant  les  transformations  qu'il  désigne  sous  le  nom  d'ho* 
mographie  et  de  corrélation  des  figures,  et  dont  le  rapport  anharmonique 
est  la  babe  fondamentale.  Sa  Géométrie  supérieure,  le  Traité  des  coniques 
et  le  rétablissement  des  porismesd'Euclide,  font  époque  dan»  Thistoire  de 
la  géométrie. 

Cremona,  dans  sa  Géométrie  projcctive,  résume  les  principes  de  la 
géouiétrie  moderne  établie  par  Poncelet,  Steioer,  Chasles,  et  trouve  le 
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moyen,  trop  négligé  par  la  plupart  des  auteurêf  de  rendre  justice  aux 
saTanIs  qui  Tont  précédé. 

LMnvenian  de$  figures  a  ses  propriétés  particulières  et  obtient  des  tra- 
vaux spéciaux  des  géomètres  nomMm,  Sinbt,  Ltomllle,  flahiMm,  etc. 
Pendant  ce  temps,  BdfavHit  crée  la  théorie  des  ^uipollences,  et  Héwolmim 
développe  la  Géométrie  cinématique,  dont  Boberral  avait  donné  une  pre- 
mière notion  par  sa  métiiode  des  tangentes,  et  que  Poinsot  avait  conti- 
nuée par  la  théorie  du  centre  instantané  de  rotation. 

La  tntneformation  des  figures,  appliquée  aux  arts  mécaniques ,  donne 
lieu  à  d'intéressants  travaux  :  Peauœllier,  par  son  Inverseur,  ouvre  «ne 

voie  féconde,  que  suivent  avec  succès  &empe,  Hartt,  Sylvester,  Liguine, 

De  nos  jours,  la  Géométrie  du  triangle  s'est  enrichie  rPun  chapitre 
très  intéressant,  grâce  aux  Iravani  d'un  grand  nombre  de  géomètres 
ôi&iiiïg  ié<  y  parmi  lesquels  ÎJ  coq  vient  de  citer  d*abord  MM.  Lemoine^ 
MkocMgd»  et  ll«iibara. 
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POUR  D1s;MONTJU:;II  les  TilJ^OBiMES  ET  liÉSOUORK  LES  PROBLÈMES 

DE  GÉOMÉTRIE 


1 

MÉTHODES  GÉNÉRALES 


lutroducllon  * 

1.  Il  est  utile  de  faire  précéder  Texposé  des  méthodes  de  quelques  indi- 
calions  relatives  aux  dÎTerses  proposâtions  que  I^od  peut  avoir  à  démon- 
trer. (  Voir  M*  iO  ci'Oprès.) 

2.  Manière  d^énoucer  les  théorèmes.  —  L'énoncô  d'un  théorème  se  Com- 
pose cssentiellcinenl  dVine  /nfiutthi-sc  et  d'une  anirf(t.<itni. 

fisonple.  7»»/'/  />oinf  tir  lu  hlssn  h  ier  »/';(//  ((nyi4S  eitl  vquitlisiaul  iivH 
i/e'o  fôtrtt  ifr      f  'nujir.  [Groutcl rie  O'i.) 

h'hyjjo/hèsc  consiste  à  supposer  qnc  le  point  ai)pai  lieiiL  ;'i  la  bissec- 
trice ;  la  coticlHHton  coosiste  à  dire  que  Je  point  est  équidi&laot  des  deux 

3.  Remar^ne.  L^h^pothèse  s^énotice  ordioairemeut  au  début  de  la 
propo.^ition  ;  mais  on  peut  aussi  commencer  par  la  conclusion  et  dire» 

par  exemple  î 

Deuj:  triiîMgUî»  sfoni  éyuu,r  lorsqu'ils  on(  les  trois  cotés  respectivement 

4.  pirwe»  sortes  de  propositions.  Deux  itntjfosidon.s  comparées  entre 
elles  peuvent  être  réciproques^  contraires,  coèitradivioiè'vs, 

pfopoaitâop*  rèoîpffoqvw.  Dcux  propositions  sont  réciproques  lorsque 
i  hvpotbèse  et  la  conclusion  de  la  première  deviennent  respectivement  la 
conclusion  et  Thypothèse  de  la  seconde. 

Propositions  contraint.  Deux  propositioM  Bont  contraires  lorsque  les 
coodilions  de  la  seconde  sont  Tinverse  ou  la  négative  des  conditions  de 


O^n*  nntt  première  élude,  on  peut  §B  borner  à 
*  ÉT^rnsntr  de  Oéomitriet  par  F.  J.,  S*  éaïUon. 

I  MOT  iO*«  tl^  M**.)* 


eomneneor  au  H>  it. 

roBvolB  à  eot  ouvrage  leront  UUU- 
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la  première  ;  ainsi  Phypothèse  de  la  proposition  contraire  est  roppcaè 
de  l'hypothèse  de  la  proposition  directe,  et  la  conclusion  de  cette  môme 
proposition  contraire  est  aussi  l'opposé  de  la  conclusion  de  la  proposition 

énoDCce  directement. 

Propositions  contradiotoires.  Oenx  pm^tositions  50nt  voh  I  iu'<l wtomx^ 
lorsqu'elles  ont  mùme  hypothèse  avec  une  conclusion  opposée,  ou  des 
hypothèses  didèrentes  et  môme  coociusiou. 

i>.  ProposiUont  oorretpondantes.  A  toute  proposition  donnée  direele- 

went  correspondent  : 

1*^  La  proposition  rccij^roipir, 

2o  La  proposition  contraire  et  sa  réciproque. 

3"  Les  deux  propositions  vontradictmtHfs  et  leurs  réciproques. 

Exemples.  I^roixmiiou  iiimctr.  Tout  poiut  de  la  bissectrice  d'un  angle 
est  équidistant  des  rôlés  de  cet  ande. 

ProposihuN  rcrij'r<Hjt(L'.  Tout  point  équidistant  des  cùlés  d'un  angle 
appartient  à  la  bissectrice  de  cet  angle. 

f^ropnsiiinn  amirn  'trr.  Tout  point  pris  hors  de  la  bissectrice  d'un  angle 
est  inè^:^nlemenl  éloiprn"''  des  cùlés  de  cet  ariL^le. 

I*rnj><>siin,ns  ionfi-((<in  ti>ires.  1^  ToLit  poliit  dc  lu  bi-seclrlce  serait 
inégalement  éloigné  des  côtés  de  l'angle;  2^'  tout  point  pris  hors  delà 
bissectrice  serait  également  éloigné  des  colés  de  l'angle. 

6.  Bêmaïquet.  1®  La  réciproque  d^un  théorème  peut  être  une  propo- 
sition fausse.  Ainsi ,  du  théorème  connu  :  ions  les  angles  droUs  son! 
égaux,  on  ne  peut  pas  conclure  que  tous  les  angles  égaux  sont  droits. 

^  Ùl  propos! lion  contraire  d^un  théorème  peut  être  fausse  ;  telle  est 
la  suivante  :  tous  le»  angle»  qui  ne  »onf  pa»  droit»  9ont  ifiégat/T, 

3^  Il  est  évident  que  si  une  proposition  est  mie,  sa  contradictoire  est 
fausse,  et  réciproquement. 

¥  La  proposition  contradictoire  est  employée  lorsqu'on  démontre,  par 
la  réduction  à  Tabsurde,  la  réciproque  d^un  théorème  donné. 

7.  Dépendance  des  propositions.  1.  Si  le  Ihéorème  direct  et  le  théorème 
contraire  sont  vrais,  il  en  est  de  morne  de  la  proposition  réciproque  de 
chacun  de  ces  théorèmes. 

Exemple.  Dans  le  même  crrclf ,  f>u  fiffns  <fr^  i  crcles  êgau^ ,  le»  arc» 
égaux  »onl  sons^tendus  par  th's  ctfrdvs  rgales  ci  le»  a^x»  inégaux  sont 
WUS"  tendu»  par  de»  cordes  inégales. 

On  peut  en  conclure  que  des  cordes  égales  sous-lendent  des  arcs  égaux 
et  que  les  cordes  inégales  sous-tendent  des  ares  inégaux. 

IL  Si  le  théorème  direct  et  la  proposiùon  r»:*ciproque  sont  vrai»,  il  en 
est  de  même  de  la  proposition  contraire  de  chacun  de  ces  théorèmes. 

Exemple.  Toute  droite  pcrpi'iuUfuhiire  à  /V  '  '?v'vm  t*ayon  cal 

tangente  à  la  circonftJrencv  f  et,  réciproquement,  lunh;  tfroifo  tangente  <> 
ta  circoïiférence  est  perpendiculaire  au  rayon  qui  aboutit  au  point  dr 
contact. 

Il  en  résulte  nécessairement  que  toute  droite  non  perpeiidlettlaire  i 
l^extrémité  d^un  rayon  n'est  pas  tangente  à  la  circonférence,  et  que  tout« 
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droite  qui  n'est  pas  tangeote  n'est  pas  perpendiculaire  à  l'extrémité  d'un 
rajon. 

8.  aé«u«é^  Kn  représCDlant  par  A  el  A'  une  proposition  et  sa  réci- 
proque  par  B  et  B  les  propositions  contraires  de  A  et  A',  par  C  et  C  Ir  s 
proposilions  contradictoires  de  A',  on  peut  démontrer  directement  A  et 
B  pour  en  déduire  A'  et  B',  ou  bien  démontrer  A  et  A'  pour  en  déduire  B 

et  sa  réciproque  B'. 

Enfin  on  peut  démontrer  directement  que  A  étant  une  proposition  vraie, 
SI  I  on  prou  ve  que  l'une  des  propositions  contradictoires  C  ou  C  de  la 
réciproque  A  est  une  proposition  fausse,  on  en  conclura  Texactitade  do 
A ,  et  par  suite  de  B  et  B'. 

9.  Hypothé.*.  .imuitanée..  Un  même  théorème  peut  énoncer  ou  conte- 
nir plusieurs  hypoti  èseâ  devant  exister  ensemble  pour  aboutir  à  une 
conrlusion  umqur.  Daûs  co  cas.  il  y  a  auUntde  propositions  réciproques 

bonple.  DetijP  angles  ttdjWeu h  donl  les  côU',s  extérieurs  fonuaU  mie 
même  ligne  droite  mnî  sftppfihtienffnrca. 

U  oon  litiDn  dMrp  adjacents  forme  une  première  b^pothése,  et  celle 
d  ajuir  les  cotes  exl.  ri.  urs  en  li.rie  droite  en  forme  une  seconde. 

On  a  les  deux  r^^ciprorjuef?  suivantes  ; 

1<»  Si  deu  T  in.^ih'H  mpplêimulaire^  sont  adjacent,  les  côté»  extérieur» 

fOitt  eu  litprc  ih'nifr. 

2o  uHf/lr.  s>>pphh„enlautiH  ont  les  côtés  extérieurs  en  ligne 

droite,  vcs  un*/ les  aont  adjaernts. 

La  première  réciproque  est  vraie;  elle  correspond  aux  angles  «  et  b 
iM-  J  ).  La  seconde  ne  Test  pas,  car  si  l'on  prend  l'angle  c  égal  hb,  les 
aogles  o  et  c  sont  6applémentaire.8,  ont  deux  côtés  en  lisne  droite,  et 
oéaomouis  ils  ne  sont  pas  adjacents. 


t^-  *•  Fig.  2. 

Dans  la  figure  les  angles  et  et  6  sont  supplémentaires  et  ont  les  côtés 
extérieurs  en  ligne  droite  ;  néanmoioa  Us  ne  sont  pas  adjacents. 


W.  ftMMvqve.  Les  indications  que  Ton  vient  de  donner  sont  inipoi- 
liDleSy  et  même  nécessaires  pour  prévenir  les  conclusions  et  les  consé- 
Vancea  iseiaetes  qn^on  serait  tenté  de  tirer  d*un  théorème  dont  onnégli- 
IBflit  dTétndier  directement  la  proposition  réciproque  ou  la  proposition 
flialfaif€.  Ainsi  <  il  est  bon  que  les  élèves  aient  des  idées  générales  pré- 
•  «bas  tm  tm  naéilMxles  de  démonstration  ;  ils  suivent  plus  racilemant 
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«  les  détails  d'un  théorème,  et  iis  peuvent  abréger  le  travail  relatif  aux 
«  propositions  contraires ,  rrciproques,  etc.. .  ».  t 
J.  BouROET  *,  Journal  de  mathétnaliques  cUimeti taire»  **,  1877,  p.  37. 

§  1.  —  Classlflcaliou  des  méthodes. 

11.  But  des  mèthadM.  Les  méthodes  indiquent  la  marche  quil  but  , 
suivre  pour  démontrer  un  théorème,  ou  pour  résoudre  un  problème. 

En  géométrie,  il  n'est  pas  possible  d'indiquer  une  même  ?oie  qui,  dans 
tous  les  cas,  conduise  inévitablement  au  but;  mais  on  peut  diriger  les 
recherches  et  faire  trouver  plus  facilement  les  résultats  demandés. 

19.  Principales  sortes  de  méthode».  On  classe  les  méthodes  en  deux 
groupes  pniii  ipauA.  Un  distingue  les  mêthotlrs  yem-ralcs  et  les  mclhodca 
particuLièrea. 

l.es  niéthoth's  f/énérales  peuvent  s'appliquer  à  toutes  les  questions. 

Les  tiiéthodi's  particulièn'^  ne  peuvent  être  utilisées  que  dans  un  cer-  ; 
lain  nombre  de  questions.  L'emploi  de  plusieurs  d'entre  elles  est  si  res-  • 
Ireint,  qu'on  doit  considérer  ces  métliodes  comme  ne  constituant  que  de  = 
siuiplcs  proœdés. 

Les  méthodes  générales  sont  Vanalysc  et  la  synthèse, 

i3.  Analyse***.  L*analyse  est  la  méthode  par  laquelle  une  proposition 
inconnue  A  se  ramène  à  une  autre  proposition  in  -onnue  I'»,  puis  cette 
seconde  B  à  une  troisième  C.  et  celle  ci  à  une  quatrième  D,  etc.,  jusqu'à  , 
ce  que  Ton  tombe  sur  une  proposition  connue. 

Entre  !a  proposition  d'où  l'on  part  et  celle  où  Ton  arrive,  il  peut  sa  . 
trouver  un  nombre  quelconque  de  propositions  intermédiaires.  j 

14*  SyntlièM.  La  synthèse  est  la  méthode  par  laquelle  on  passe  d'usé  ^ 
proposition  connue  D  à  une  autre  proposition  connue  G,  puis  de  celte' 
seconde  C  à  une  troisième  de  cellè-ci  à  une  quatrième,  etc.,  jusqu'à  ^ 
ce  que  Ton  arrive  ainsi  à  la  proposition  A  que  Ton  devait  étudier. 

L^analyse  et  la  synthèse  suivent  des  voies  opposées  :  tandis  que  la  ; 
première  part  de  la  question  à  traiter  pour  arriver  à  une  question  connue, 
la  seconde  part  d^une  question  connue  pour  tomber  sur  la  question  pro- 
posée. 

li>.  Déduction.  Quel  que  boit  l'exercice  géométrique  à  étudier  et  U' 
méthode  que  l'on  veut  employer,  il  faut  que  les  propositions  se  ilcditisi^nt 
rigoureusement  Icb  unes  des  autres,  et  que  deux  propositions  consecu- 
tives  quelconques  soient  rra^^tajucs,  au  point  de  vue  logique. 

*  3f.  J.  noi:H«ihr.  ancie»  jtrorosecur  à  la  faculté  des  Bcienoea  de  ClMmoni,  pals  rooteitr 
do  i»  luétue  ^iicuiui.  (  Voir  cl-uj»rè»*.  H"  66,  note.) 

**  /Oiirtfoi  de  nuOhématiçue»  ^émentalreB,  fondé  en  1877,  frabllé  »ous  la  dlrectloa  de: 
HH.BovtMSKT  et  KcxuLKR.—  Depuis  1880.  cette  utile  publication  n  pour  tître  ;  «Toiinial  H 

mnniémaliquc»  iïùmnlains  tt  spécial* s.  M.  0.  pr  î.oNC'-iiAMr:' ,  profBMeur  m^tllénia- 
tiques  fjxiclalc»  an  lycée  SaInt-LouU,  ea  a  pri«  )a  direction  en  1S88. 

VanalaHt  nmUiématiqtie  est  dae  à  PtATOX.  —  Platok  (480*M7  av.  J.-C.)  alla  s'iiis- 
traira  des  matbéinatlqtt«t  en  tigjpte,  pal«  en  lUlle.  De  retour  à  Athènes,  le  célèlirv  phi" 

lo^opho  fiitrodni-it  flnn^  la  pr.-'orti(^trlc  \.\  w>'>?iafî^  nvnhftiquc  ;  \\  éttidlri  fes  sectiova  coni<iue^, 
et  tu  c  niiaiMo  cinq  poil/cdKs  rff/it/to.^  ami'f<Cfn.  on  connaît  l'insciiption  qn'W  nvalt 
lait  uieitie  a  ieiiuétj  d©  sou  école  pbllosophiquo  :  Qutf  nMi  n'êntre  icl,#'ti  n€»t  geomàtn 
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II».  Proposition»  réciproques.  DeilX  propositions  SOnl  n'ci /iriKpii's ,  an 

point  de  vue  logique,  lorsque  chacune  d'elles  eDtraîae  Tautre  et  loutes 
âôs  coDséquences 

Exemple.  Lorsque  les  angles  d'un  triangle  stont  rcspectit*ctnent  égaux 
àeeux  d'tnt  autre  triangle,  les  côtés  du  premier  triangle  sont  à  ceti.r 
du  second  dans  un  rapport  constant ,  et  il  en  est  de  même  de»  hauteurs 
cnrrespondapiles,  etc, 

Réeiproquement,  de  la  proportionnalité  des  côtés  on  déduit  Tégalilé 
des  angles  et  toutes  les  propriétés  qui  en  découlent. 

Ainsi  Végalité  des  angle»  de  deu,v  triangles  et  le  rajiftort  constant  des 
riUé$  homologues  donnent  lieu  à  deux  projiositions  rcripro<ines. 

L^égalité  des  côtés  de  deux  triangles  et  Tégalilé  des  angles  opposés  ne 
donnent  pas  lieu,  au  point  de  me  logique,  à  deux  propositions  réciproques: 
car  de  l*égaiité  des  côtés  on  déduit  bien  Tégalité  des  angles  opposés, 
mais  Tégalilé  des  angles  n*entratne  pas  celle  des  côtés  **, 

17.  Exercices  de  géométrie.  Les  ('.rrrcices  OU  questions  de  géométrie 
comprennent  des  tfu'*>rdmcs,  des  Ucn.v  rjfJométriqycs  et  des  prohfèmeH, 
!l  convient  de  parler  en  premier  lieu  des  théorèmes,  parce  qu'on  les 

utilise  pour  la  résolution  des  problèmes. 

La  détermination  des  lieux  f^éométriques  doit  venir  ensuite,  car  leur 
emploi  constitue  une  des  méthodes,  les  plus  fécondes  pour  résoudre  les 
prohlèœes  de  géométrie. 

^  U.  —  Démoustratiou  «les  théorèmes  par  Taiialyse. 

1$.  Emploi  de  Fatmlyte.  Pour  déoQonlrer  un  théorème  par  Tanal^se, 
on  procède  ordinairement  comme  il  suit  : 

Du  théorème  à  démontrer,  regardé  comme  vrai,  on  déduit  itne 
deuxième  proposition  ;  de  celle-ci  on  passe  à  une  troisième,  etc.,  jusqu'à 
ce  que  Voti  arrive  à  une  proposition  connue.  Mais  il  faut  que  les  propo- 
sitions consécutives,  considérées  deux  à  deux,  soient  toujours  réciproques 
ao  point  de  vue  logique  {n*^  13  et  16). 

Voici  quelques  exemples  de  théorèmes  démontrés  par  Tanalyse. 

19«  Théoffèow.  Par  un  point  quelconque  de  la  hase  d'un  triangle 
isoeèie,  on  mène  des  parallèles  attx  côtés  égauj- ;  pmurer  que  le  parallé^ 
hgramme  aimi  formé  a  un  périmètre  constant. 

Soient  UM,  UiS  deux  paraiiéie:»  aux  côtés  égaux  CB,  AB. 


•  L'txprr^ion  pr''P<>sifiohs  réclprof/u^^s  n'a  pas  Ici  la  Bignlflcatlon  (\u'<  u  a  d(*lù  inrtiqnt'e 
fi*  41.  Il  e^t  regrettable  que  les  mèmai  termes  eoietil  «mployée»  eo  géométrie,  avec  deux 

Pour  lA  Téésetkm  de  ce  iiangnph*,  nom  avoui  mie  à  profit  !«■  première  volumes 
éerevTrtge  :  De»  Méihoâes  êan»  fe«  tdtnaeëiê  raisonnemtmt  t  par  DoHAMSt. 

r>riiA«iL,  aé  à  Seltit  Malo  en  1797,  mort  à  Perte  en  pntffweur  à  l*Écolt-  fHtly- 

t^tie^oe,  ambre  de  riostltut. 


Digitized  by  Google 


O  BXgRfilCBS  DB  oéOMÉTRIS 

11  laut  prouver  que  le  périmètre  du  parallélogramme  ÛMBN  esteon- 
stant. 

Il  suffit  de  le  démontrer  pour  le  demi-périmètre  OM-f  ON. 

Pour  reconnaître  sMI  est  coneUnl,  on 
p3ut  porter  les  deux  parties  sur  la  même  droite 
et  prendre  OL  =  ON. 
Les  angles  l,  m  sont  égaux  comme  opposés 

par  lo  sommet;  m=:n  comme  étant  respec- 
tivement é^aux  aux  angles  A  et  G;  donc  les 
triangles  COL,GON  sont  ég^ux  eomme  syaot 
o\y/~/^        anirlc  égal  compris  entre  des  côtés  égaux; 

donc  l'angle  OCL=:  OCN= A,  et  les  deux  droites 
^/h       GL,  AB  sont  parallèles  (G.,  n<>  80)  et  MIXB 
/  est  un  parallélogramme  (G.,  n*  90);  donc 

Fig.  3.  OM  +  ON  ou  Ml.  =  BC,  longueur  constante; 

donc../ 

Pour  SToir  la  somme  OM-f- ON,  on  peut  remplacer  chacune  de  ces 

lignes  par  une  droite  égale. 

Ainsi  OM  =  BN ,  comme  côtés  opposés  d*un  parallélogramme. 

Le  triangle  ONG  est  isocèle,  car  Tangle  n=:A  =  C:  par  suite. 
ON=GN;donc...  ^ 

OM  +  0  N  r=  BG.       Quantité  conslanie. 


Exemoe. 


PiR.  4. 


5È0.  Théorème.  La  somme  iit'>  pcrpcniHculaircs  dhalssees  d'un  point 

quelconque  de  la  Oane  d'ini  triangle  isocèle  »nr  les 
côtés  égaux f  est  une  quantité  constante. 

Une  analyse  analogue  à  la  précédente  nous  con- 
duit à  prolonger  OM  d'une  quantité  OL  égale  à  ON, 
et  à  prouver  que  OL  est  parallèle  &  AB;  donc  la 
somme  OM  +  ON  est  constante,  car  elle  est  égale 
à  la  distance  des  parallèles  AB ,  GL.  Ainsi  OM  +  ON 
égale  la  hauteur  GH,  quantité  constante. 

2'»  En  menant  OK  parallèle  à  AB,  on  a 

OM=:iiK,    ON  =  CK 

car  les  deux  triangles  rectangles  GNO  et  GKO  sont  égaux  (G.,  54); 
donc  0M4-0N  =  GH. 

21.  Théorème  de  MiqueL  (J'i/ifrc  ilt'utlrs,   s.r  (onjuinl   (Iru.r  à  flcfT". 

fonncnf  rjnnirc  I runu/lrs  ;  /es  i  iri  tiujéi'cncva  circoiUfcrittJit  à  ces  quatre 

l  es  quatre  droites,  se  coupant  deux  à  deux,  donnent  six  sommets  Ai 
B,  G,  D,  F,  F.  Circonscrivons  des  circonférences  à  deux  des  quatre 
triangles,  p»r  exemple  aux  trianKle»  ACF,  ADE  ;  soit  M  le  second  point 
où  les  circonférences  se  coupent,  et  joignons  ce  pomt  aux  six  sommets: 
il  faut  prouvrr  que  les  circonfcreQces  circonscrites  aux  triangles  BDF. 
BGE,  passent  aussi  par  le  point  M. 
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En  adnielt.int  que  cela  ait  lieu,  on  reconnaît  que  le  quadrilatère  CBME 
s.Tait  in->crit,  et,  par  buite,  que  Pantrle  BUM  égalerait  B£M  (G.,  n^l4S) 
laàià  j'é^ralfté  de  ces  deux  angles  peut 
s'établir  directement.  En  effet  : 

Mgle  BCM   ou  FGMrrFAM 

comme  ayant  môme  mesure,  '/g  FM, 
car  le  quadrilatère  PACM  est  de  môme 
tDscrit; 

angle  BEM  ou  DEM  =  DAM  ou  FAM 

comme  ayant  n^nue  mesure,  '/«  DM; 

donc  aogle  BCM  =::  angle  BEM 

Or  les  aogles  BCM,  BEM  étant  égaux,  il  est  démontré  (G.,  n«>  iB4-iS5) 
que  la  eirconféreoce  circonscrite  au  triangle  BCE  passe  par  le  point  M. 
Il  en  est  de  même  de  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  BDF  ; 
donc... 

Rensarqu«.  Lc  poitil  de  concours  des  quatre  circonférences  ctrcoDBcrites 
tàl  nommé  point  de  Miquel  (?oir  ci-après  n°  689,  noie). 


22»  Théorème  de  WmMm  *,  Si  (Vuti  point  pri.s  mir  la  circcnférence 
rircomcriie  à  tm  trunuiJc  ou  abaimi  r^  s-  perpendiculcûreê  sur  chaque 
côté  du  triangle,  les  trois  point»  ainsi  oOtenus  sont  en  ligne  droite» 

Ce  théorème  s^énonce  quelquefois  comme  tt  suit  : 

LfiS  ifyojpc fions  (Thu  fioint  qtwlconqnv  dt'  la  circonférence  circonscrite 
à  un  triantfle,  snr  chatjtic  <  ôir  dr  ce  truinijlCf  sont  en  iiync  droite» 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  cir- 
confèrcDce  circonscrite  au  triangle  ABC; 
abaissons  les  perpendiculaire?  MD, 
MK,  MF  sur  les  côtes;  il  faut  prouver 
qur  l«-s  trois  points  D,  E,  l*'  sont  eu 
ligne  droite. 

St  1rs  S4'4/iiteftfs  DE,  EF  ft'r't'ineni 

'{x'infr  tnf'rnc  flr"'fr,  les  angles  AED, 
'^EF  ët^raient  égaux  comme  opposés  par 
le  iomrnet.  t  (t.,  n*»  3o.) 

Les  quadrilatères  ADME,  CFEM  sont 
inscriptible'»  :  le  premier,  parce  que  les 
aofles  nppn.-és  D  et  E  sont  supplémen- 
tairiv-  '  *j ij  *  lliT);  le  deuxième,  parce 
que  les  deux  triangles  rectangles  MEC  et  MFC  ont  même  hypoté- 


*  Womagr  Baiw>K  CM8M768),  mathémaUden  écoastit,  proCeiM  à  OlaBgow.  On  »  de  loi 

Zti  TraiU  dtn  ffclionn  roniqueM^Vi  rétablit  plll*ittlin  pwimtt  d'BlTCMin,  mloii  4|ae  Ift  «M< 

U  ne  fADt  {MU  confondre  R.  Simho.v  avec  Tuojiab  Simpsch  (171U-176I).  lu  Uemier  e«t«ur> 
tttt  eoma  p«r  1m  foromlM  arlgonoaiétrtqMt  qnl  portenl  loa  Mm  {.TrigoMumiMêf  a*  §7) 
K IV  vue  formide  d«  qqftdrmtarw  {QiomHH^^  n*  96S). 
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nuï^e  MG;  donc,  de  IVpalîlé  dp?  angles  Al'D.  CEF,  on  conclurait  IV^ahlé 
des  aiiL'I^'s  AMh.CMK  n  apectJN omenf  t-i-Mux  a  sx  premicis.  Il  suffit  donc 
(Je  (iuiiiui  t[  r  dir» clt  inent  IVgalilé  des  an^iies  vVMD,  CMF,  ou  bien  l'éga- 
lité de  leuin  cornplém  nts  MAO,  MTF. 

Or  l'anf^le  L-\-in?(M"it  ^  MAI»  a  \xaiT  inesm».'  uioilié  de  l'arc  MAB;  ainsi 
il  éirale  Tanirlu  MCI',  qui  a  au-.^i  poiii'  inesurt-  in-tilié  de  l'arc  MAB. 

Donc  1  liypolliè-o  qui  a  servi  de  point  de  départ  est  vraie,  et  les  trois 
points  D,  E,  V  sont  en  ligne  droite. 

It3.  Bamarque».  !<>  Les  propositions  Gonsécatives  dont  nous  nous 
sommes  servis  dans  la  précédente  démonstralion  sont  éridemment  réci- 
proques au  point  de  vue  logique  (n«  16),  car  (ont  repose  sur  régalité 
des  angles  ;  les  exercices  suivants  oiTriront  qtietques  nouvelles  particu- 
larités. 

2^  La  droite  DEF,  qui  passe  par  les  trots  projections  du  point  M ,  est 
appelée  draHe  de  Siwson,  parce  que  le  théorème  lui-même  est  dû  à  Robert 
Simêon. 

3^  Le  cercle  circonscrit  est  le  lieu  des  points  dont  les  projections  sur 
les  trois  c6tés  d^un  triangle  sont  en  ligne  droite. 

£xercioe. 

24.  Théorèmp.  f.nrsrjttf  Iti  (Irmi-i  ircmift'rcm  rdrcfilf  sni'lc  vôh'  ithlif/nt- 

flif'tsr  ht  liiiiitetir  vu  tleu:r  mntm  uta  tiottf  Iv  proiintl  etfah'  ie  pi'wiuii  tivs 
bancs  (lu  trUj't'Zt'. 

Supposons  que  la  demi-circonférence  ayant  AD 
pour  diamètre  coupe  la  hauteur  BG  aui  points 

M  et  N. 

11  faut  prouver  que  Ton  a ,  par  exemple  : 

BM.MG  =  AB.CD  (|) 

En  admettant  cette  relation  comme  vraie,  on 
peut  écrire  : 

1 1^'.  7.  RM  _  CD  ^ 

AB  —  MC 

Alor^  les  triangles  reclaii'^dcs  ARM,  MCD  seraient  semblables  comme 
avant  un  angle  éiral  compris  «-nljc  cùîés  proiior!io  mels  i  G.,  no  225;;  il 
sullît  donc  de  démontrer  diieclfinent  la  ^imilitiulo  de  ces  lrianL*-|cs:  or 
les  nneles  AMR,  DMC  ?o:il  comiiléiiK-ntaii ,  car  Taiiirle  AMi»  e<l  droit. 

Donc  l'angle  AMR  égale  Mh'!  connue  ayant  même  tompl«''iiiefit  DMC. 

Dune  les  triangles  sont  semblables,  et  I  on  peut  en  déduire  la  propor- 
tion (2),  et  par  suite  la  relation  (1). 

».     On  a  de  même 

BN.NG  =  AB.CD  ^7} 


*  L*ftngle  fx-în$efit  n*est  autre  cboie  que  le  tnpplément  de  Fangle  Inscrit  proprement 
dit;  uiD8i  raiiKic  DAC  (Q^  n«  15S,tcolie  II),  lopplémeiit  de  rengle  iiuerlt  BAC,  eit  on 
engle  tjr-intcrtt. 
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2°  Quand  la  demi -circonférence  AD  est  tangente  à  BG,  le  point  de 
ionlact  e^t  au  milieu  de  la  hauteur;  le  carré 
(le  la  moitié  de  I)C  égale  AB  .  CD. 

3^  Lor.st]ue  la  demi -circonférence  ne  coup»? 
point  BC,  on  ne  peut  pas  diviser  f^C  en  deux 
>eafnit^!!ts  additifs  dont  le  produit  soit  égal  au  pro- 
duit Ali.  CD. 

¥  Lorsque  les  perpendiculaires  AB,  CD  sont 
dirigées  en  sens  contraire  (fig.  8),  il  y  a  tou- 
jours  iotersection ;  maïs  les  points  M,  N  sont  * 
sur  le  prolongement  de  BC,  et  Ton  a  eomme  précédemment  : 

BM.GM  =  AB.CD  =  BN.CN 


Exercice. 


La  distance  MP  d'un  point  qtwlronqtus  M  d'une  citH'on- 
férenee  à  vnf  corde  donnée  AB,  t'st  moyenne  proportionnelle  entre  le» 
distances  ME,  M  G  du  même  im  'ml  M  nnx  Inngenten  AC,  BC,  menée»  ^tnr 
les  extrémiié»  de  la  corde  donnée. 

Il  laut  prouTer  que  Ton  a  : 

MP«  =  ME.MG  (1) 

Regardant  cette  relation  comme  étant  démontrée,  nous  pouvons  en 
déduire  les  rapports  égaux 

ME  _  MP 
MP  ^  MG 

Mais  îes  anirles  EMP,  PMG  sont  égaux,  car  ils  égaient  respectivement 

les  angles  e-gaux  'v/iC,  (fmCi  donc, 
eu  admettant  (2),  on  trouve  que  les 
triangles  EMP,  PMO  .sont  semblal  les 
comme  avant  un  angle  égal  compris 
^Qlre  deux  cùte&  iiomoiogues  propor- 
tionnels. 

Cjitirne  conséquence  de  cette  simili- 
tude (]'•  iriangles,  on  peut  dire  que 
l'angle  MPt  =:  MGP. 

En  réalité,  pour  j»ouvoir  conclure 
que  ks  propo*'itions  iulermédinires  et 
celle  du  point  de  départ  sont  vraies,  il 
HJiii  (\f  démontrer  directement  Téga- 
-.ic  d;s  ari-te-s  MPE  et  MGP.  Or  les 
Jeux  quadrilatères  APME,  BGMP  sont 
iT^.icripûbles  (G,,  n««  156  et  157),  car 
chacun  d'eux  a  deux  angles  opposés 
supplémentaires,  puisqu'ils  sont  droits;  donc  Pangle  MP£s=MAE 
eomiTio  correspondant  au  même  are  dans  la  eireonrérence  clrconscrile 
tti  quadrilatère  aPME. 

De  même  Tangle  MGP  =  MBP.  Or  les  angles  MAS,  MBP  ont  pour  me- 

i* 
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sure  la  moitié  de  Tare  AM;  donc  ils  sont  égaux,  et  il  en  est  de  même 
des  angles  MPE,  MGP. 
Le  théorème  est  donc  démontré,  et  Ton  peut  écrire  :  ! 

MP*  =  ME.MG  I 

26.  HeoBwque  Dans  le  raisonnement  ci -dessus,  deux  propositions 
eoQsécutireft  sont  toujours  réciproques. 

Ainsi,  de  même  que,  de  la  similitude  des  triangles  établie  par  Fégaliti  i 
de  trois  angles ,  on  déduit  :  ' 

ME  MP 

Mi'  —  MO  ' 

de  mviuv ,  de  IV<rah't6  de  ces  rap!*orts  et  de  Tégalité  des  angles  en  M,  on  . 
déduit  que  l'angle  MF£  =  MGP,  etc. 

I 

27.  néoféme.  —  Cercle  dm  neuf  ponU.  JOam  un  triangtet  \ei  wilietw  \ 
fie»  côtés,  leê  pieds  den  hauteur»  et  le»  milieux  de»  droite»  qui  joigneitt 
le»  gomtnet»  an  point  de  concours  de»  hauteur»,  sont  »itué»  surunemém 
circonférence. 

EolerS  Mémoire»  de  Saint  •  Péter»boti  rf^ ,  1765. 

Soient  D,  K ,  F  les  points  milieux  des 
eûtes;  AK  ,  C(i  deux  des  hauteurs,  etL  le 
point  milieu  de  Ali. 

Circonbcrivons    une    circonférence  au. 
Irianj^'le  DEF. 

l*our  démontrer  le  théorème,  il  eufiit 
de  prouver  que  cette  circonférence  pass' 
par  le  pied  K,  d'une  hauteur  quelconque, 
et  par  le  point  L,  milieu  de  AH,  I 
lo  La  droite  FK ,  qui  joint  le  sommet  K 
de  Tangle  droit  au  point  milieu  F  de  Thypo- 
téiiuse,  égale  la  liiOilié  de  celle  liypoténuse 
(G.,  iv>22'2);  donc  FK  =  FC  =  donc  DE. 
Ainsi  le  trapèze  LDFK  est  isocèle;  par  suite,  la  circonférence  qui  passe 
par  I'^,  D,  F,  passe  aussi  par  le  qualrièine  sommet  K. 

2^  La  droite  FL.  qui  joinl  les  points  milieux  1',  L  des  cùlès  du  trinnirle 
ACH,  est  parallèle  à  la  base  CH;  d'ailleurs  FE  est  ausFÎ  parallèle  à  Ab  .^ 
donc  Tniiu-le  FFf.  é?a!e  Tangle  AGC ,  ^gale  donc  9\)  degrés.  ' 

Le  quadrilatère  EKFL  est  inscriptible  à  cause  «le^^  ancrles  droits  EKL. 
KFL;  donc  la  circonférence  qui  passe  par  les  trois  sommets  E,  K,  F, 
passe  aussi  par  le  quatrième  sommet  L.  C.  Q,  F.  1). 

28.  Sootief.  I.  Le  centre  du  cercle  de»  neaf  point»  est  au  milieu  de  in 
droite  qui  joint  le  point  de  concour»  des  hauteur»  au  centre  du  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle. 


*  Ki't.i'ît,  né  n  Bâlc  en  1707.  tnr.rt  ii  Saint  ■  P(i^•r^>^X'ur£^  en  17H3,  cék'bne  aDalysto:  i' 
perfoctiouna  le  caLcui  tnté{/ral  H  lit  connaiiic  les  cimi  Hartaceu  ûa  ttecoad  degré.  (Q.,Q*  8^'-^ 
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En  effet,  le  centre  ee  trouTe  sur  les  perpendieulaires  élevéee  au  mitieu 
de  FG  et  de  KE  (fig.  11)  ;  or  ces  perpendiculaires  pesseot  par  le  point  M, 
fflîliea  de  OU. 

La  droite  OH  qui  contient  le  centre  du  ceirele  des  neuf  pointB  et  qui 
joint  Varihocentre  *,  ou  point  de  concours  des  bauteure»  au  centre  du 
Mrde  circonscrit,  a  reçu  le  nom  de  droite  d^Euîer. 

II.  h'  rayon  du  cercle  dc'i  neuf  points  att  la  moitié  du  rayon  du  cercle 
eircatucriL 

Car     EM  =  -*-EL=:4^A0 

Cela  résulte  aussi  des  triangles  sem- 
bUl^esËOM,  AHO. 

III.  ht  tanifenfc  EJ ,  du  cercle  d'Euler, 
uu  jtoint  milieu  d'un  côté,  et  ce  même 
fàté  sont  antiparallèles  par  rapport  aux 
tété*  de  l'anyle  opposéj. 

Le?  tanîrenle?  EJ,  AT  sont  parallèles, 
'  '  lies  sont  perpendiculaires  aux  rayons 
idîriiUies   ËM,  AO;  de  plus,  Tangie  Fi«  11. 

Dûuc  AT  et  GB  ou  ËJ  et  CB  sont  antiparallèles  par  rapport  à  l'angle  A. 

IV.  On  sait  que  deux  droites  AT  et  CE]  sont  antiparallèlea  jax  Tà^ 
port  à  un  angle  CAB,  lorsque  Tangle  CAT,  que  la  première  forme  avec 
PuD  des  côtés  de  Tangle  donné,  égale  l'angle  que  forme  la  seconde  droite 
arec  l'autre  côté.  Ainsi  Tangie  CAT  égale  ABC. 

Bcmarque.  Le  théorème  du  cercle  des  neuf  poiufs  peut  être 
dëmoDtré  de  plusieurs  manières  différentes,  mais  il  n'en  est  pas  de  plus 
éiémentaire  et  de  plus  rapide  que  la  précédente  (n<>  97). 

2*Cest  par  l'emploi  judicieux  de  l'analyse  que  Ton  découvre  les  relations 
les  plus  simples  qui  rattachent  entre  elles  les  diverses  parties  d'une  même 
question  et  que  l'on  trouve,  par  suite,  le  meilleur  mode  de  démonstration. 

3*»  L'analyse  est  aussi  très  utile  lorsqu'il  s'agit  de  la  géométrie  dans 
respire.  Dans  bien  des  cns  elle  permet  de  se  passer  de  figure,  on  du 
moiûâ  de  remplacer  par  une  •  onstrnrtion  biuiple  une  ligure  compliquée 
peu  (acile  a  étudier.  En  voici  quelques  exemples. 

Exernioe. 

99.  Tbèoféme..  On  donne  um  sphère  et  un  point  fure  P  ;  par  ce  point 
'>M  mène  trois  plans  rectangulaires  deux  à  deux  et  qui  déterminent  trois 
crrfes;  fnr&urer  que  la  somme  de  ces  trois  cercles  est  constante, 

Soieat  a,  6,  des  rayons  de  ces  cercles,  r  le  rayon  de  la  sphère  et  a', 
Vf  ^  les  distances  du  centre  de  la  sphère  aux  cereles  ;  il  faut  prourer 
qss  1*00  a  : 

Tca*  -|-  ''^^ + '^<^^  =  constante 


*  rtiqr  reBipkH  du  mot  orthocmlrt,  voir  cl>aprè«  (n"  (iC3»  note). 
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OU,  ce  qui  revient  au  même,      +    +    =  ^ï*®  valeur  consUnle 

mais  a-=:  r-- =r    — ; 

on  a  donc  a*  +  6*  +    =  ar«  --  (a  *  +  6  *  +  c'*) 

11  8u(Bt  de  prouver  que  la  quantité  à  souslraire  est  constante. 

Or  les  trois  distances  a',  h\  c^,  perpendiculaires  deux  à  deux,  menées 
du  centre  0  sur  les  trois  plans  rectangulaires,  dont  P  est  le  point  com- 
mun, sont  les  trois  arêtes  latérales  d'un  parallélépipède  rectangle  ajaol 
PO  pour  diagonale  ;  par  suite,  la  somme  des  carrés  de  ces  arêtes  ^aie 
PO*  (G.,  no  439),  et  le  théorème  est  démontré. 

31.  Reaiarque.  La  détermination  de  la  valeur  confiante  n'offre  aucunt; 
difficulté. 

Ainsi  +  h*  +  c«  —  3r*  —  PO* 

donc  t:"*  +  7t^9  4-  iTf^  =  Swi-*  —  irPO* 

La  somme  des  li  oib  cercles  déttM  uiinés  par  !e  Irièdre  tri-icclaii.-,'le  dont 
P  est  le  sommet,  égale  trois  grands  cercles  moins  Je  cercle  qui  aurait 
PO  pour  ra^on. 

ExereSoe. 

32.  néorèiae.  Lofmjttr  les  oréten  opitosiv»  tl*int  (tchtèfliT  ins(  i-if  tlim^ 
Hfie  sphère  wnf  dans  nn  mâttw  plnu^  ttuÙA  iVmfjoinih  s  tir  rovlaèthr 
4CC  coupent  au  ïnèim-  )kûii(.  En  mvmtut  un  l'inn  lumimt  à  /«  Hphèi***  /wr 
rhmpid  ifonimct  de  Cochtèdref  on  forme  tnt  tw.raèditu^îrcnHsrrit  dont  tes 
face»,  priscit  qmtfrc  à  qualr**,  convont^ent  rn  un  même  imint,  (G.,  n**  429."> 

\^  Les  arêtes  opposées  étant  dans  un  même  [)ian,  les  deux  diagonales 
qui  joignent  les  extrémités  des  arêtes  opposées  se  coupent ,  car  elles  sont 
deux  à  deux  dans  un  même  plan.  Les  trois  diagonales  de  Toctaèdre  ne 
peuvent  être  dans  un  même  plan;  car,  si  cela  avait  lieu,  les  six  sommets 
seraient  ainsi  dans  un  même  plan,  et  il  n^y  aurait  pas  de  solide;  or  les 
trois  diagonales  n^étant  pas  dans  un  même  plan,  et  se  coupant  deux 
à  deux,  doivent  passer  par  un  même  point. 

2*'  Les  quatre  sommets  qui  correspondeiil  à  deux  quelcoiiqm  s  des  dia- 
gonales de  Poctaèdre  sont  dans  un  même  plan.  Les  plans  tangculs,  en 
ces  quatre  points,  déterminent  (|uatre  faces  consécutives  de  Phexaèdre 
circonscrit.  Or  le  plan  des  quatre  sommets  considérés  coupe  la  sphère 
suivant  un  cercle  dont  la  circonlérence  peut  être  considérée  comme  la 
courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  à  la  sphère  ;  mais  les  plans  tan- 
gents menés  par  les  quatre  sommets  sont  en  même  temps  tangents  à  la 
sphère  et  au  cône  circonscrit;  donc  ces  quatre  plans  passent  par  le  som- 
met  du  cône,  et  par  suite  se  coupent  au  même  point. 

33.  Remarque.  Los  SIX  facos  de  Thexaèdre,  prises  quatre  à  quatre, 
donnent  lieu  à  trois  groupes,  et  par  suite  à  trois  points  de  concours:  le 
point  de  rencontre  des  diagonales  <ie  l'octaèdre  inscrit  est  le  pôle  du  plan 
des  trois  points  de  concours  des  faces  de  Thexaèdre. 
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§  111.  —  Synthèse  et  lléductioii  ù  l'absurde« 


31.  Emploi  de  la  synthèse,  l'ouï  démonticr  ufî  lliéorèmc  par  la  syn- 
tbèse,  on  pnrt  fl'tnn-  vérité  connue ^  on  en  déduit  une  dcuj  iLine  propo- 
silioii  counttr,  de  ccUr-ci  une  troisième,  ctc^  jusqu'à  ce  que  l'on  lombe 
fttr  Ifl  propOsi/iDU  à  démouh-rr. 

Comme  eiicJiaineiiient  de  proposiLioDâ »  la  synthèse  suit  une  marciic 
inverse  de  celiu  de  ranai\>c 

Appliquons  la  synthèse  à  l*exeruple 
déjà  donuè  iu"^  2u). 


Ftg.  12. 


35.  Théotéine.  La  diManvc  MI\ 
d'u»i  foiiU  qiteleonquf.  M  d*tmc.  cir- 

Moyenne  proportioiimlli*  enin»  les  di»-' 
tanves  MG,  ME  du  mênu-  point  M 
««j*  tttugmiva  AC,  BC,  %mtwe$  /wr 
tr$  extnhuiUht  dv  h*  coi^dv  donnée. 

Le  qiia  Jriialère  APMIl  est  inscrîp- 
libif,  p.iire  que  deux  -le  ses  angles 
opposés  iont  droits;  donc  Tangle 
MPE  =  MAE,  comme  angles  inscrits 
dans  un  même  segment. 

De  même  Tangle  MGP==MBP. 

D'ailleurs  les  au^^les  MAE,  MBl^  sont  égaux; 
dooc  raogJe  MPË  =  MGP 

et  puisque  les  angles  EMP,  GMP  sont  égaux  comme  étant  respectivement 
égaux  aux  angles  en  tn,  il  en  résulte  que  les  triangles  MPB,  MGP  sont 

^uiangtes,  et  par  suite  semblables.  (0.,  n^  223.) 

ME  Ml> 

ilou  MP^  =  ME.MG  Q.  F,  D. 

RetDanitte.  Maili  comment  eàt-on  conduit  à  considérer  le  quadrilatère 
aPMC?...  pourquoi  a^occuper  do  Tégaiité  des  angles  MBP,  MAE...  et 
antres  questions  analogues? 

AucuDo  réponse  con)plèfe;iient  salisfaisante  ne  peut  être  donnée:  en 
réalité,  Vintaition  lit  plu»  henrenst'  nrsi  qtw  la  conséquence  d'une 
mm!ijH  rui'iilc,  jtarfols  iiu  (luscienie ,  luois  néanmoins  ire»  révUe  ;  pour 
recbetcbtr  la  vérité,  il  faut  donc  recourir  à  l'analyse. 

TMi.  Réduction  a  l'ab»urde  '.  L<i  déuuntsi  rat  ton  d'un  théorème  par  la 


*  U  néCMe  par  rédactfon  à  ffetanid*  tit 

lOraii&eQi  par  hwamtonts, 

Kr.xiDE,  né  Ttrx  315  av.  J.-C,  mort  von* 
i^t  Skmftiis  d»-  {/éometrit ,  cûuapocé^  de  ti 
«  iA  corpt  de  doctrine  IM  Téiitèt  gkméi 


BrcUD^i  elle  *  été  employée  tré' 

i  .\lL  \;»iiiJrir,  aupr^-s  do  Ptf>lémée  I. 
''<n>i]'prcrial>Ir  avautikgQ  de  réuDir 
>  <  P  u.  i  s  jiis(|a*àoette  époqac  : 
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réduction  à  l'absurde  t  onshh'  à  a (Ivu  ttre  provisoirement  comme  vraie 
la  propoitition  conlrad'u  Unre  du  llvéorème  énoncéf  à  en  dnluirc  nue^^nite 
de  eonsrqaences,  Jusqu'à  ce  que  Von  jmnmnneà  un  réiultut  émdemmenl 
incompatible  arec  le»  vérités  connue». 

Exemple,  Pour  démontrer  le  théorème  8ui?aDt  : 

Si  deuT  droites  sont  parallèl*  s ,  tonte  droite 
fterpendicHlaiii'  à  Vnne  d'elles  AB  rsf  am^fi  yer- 
il     ^iciuUi  iiUiire  à  Vautn'  droite  CD.  (G.,  n*^  76.) 

On  admet,  ou  plutôt  Ton  raisonne  comme  si 
;  ^}     Ton  admettait  la  proposition  conlradicloire  :  5i 

ç  'i  '   ^      deuj'  droites  AB  et  CD  sont  parallèles ,  nur  <h-<>iU' 

\  AC,  perpendicalaire  à  l'une  d'elles  Al3,  n'oit  p^i^ 

Fîg.  18.  ju'rpendii'if/ttire  à  Vinitre,  CI3. 

Par  suite,  on  [HMit-rait  élever  une  perpendicu- 
laire CK  sur  AC  :  mois  les  droites  AB  et  «  .E  seraient  parallèles  d'apri^ 
le  Ihéorènie  direct  dej.i  démontré  (G.,  n^'  72^;  il  en  résulter. til  que  par 
le  point  C  on  aurait  deux  parallèles  h  une  même  di'nite  Or  cette  cunse- 
quence  évidemment  inadmi^sibN,'  d'après  le  Funlulatuin  ^G.,  n^  14); 
il  faut  donc  que  CD  &oit  perpendiculaire  à  AC. 

37.  Remarque.  U  faut  avoir  Boin  d^étudier  lea  cas  différeata  que  peut 
présenter  la  proposition  contradictoire  ;  car,  sans  cela ,  de  Tabsurdité  de 
Pun  d^eux  on  ne  pourrait  pas  conclure  la  vérité  dn  théorème  proposé. 

Ejcemple,  On  sait  que  to\itr  i»frt'tirir  DE,  nn-née  à  lo  f>ase  d'un 

iri'iti'//r,  lii  U  rntiue  un  second  trionfjla  ADE 
Idohlr  iiK  i>mnier  (G.,  n<>  221);  c'e&t- à -dire  dé- 
termine un  triani^de  ayant  môme  anp'le  au  sommet 
que  le  premier  et  dont  les  côtés,  qui  comprennent 
l'angle  commun,  sont  respectivement  proportion- 
nels. 

La  proposition  réciproque  serait  fausse  si  on 
l'énonçait  comme  il  suit  ; 

Lorsque  deu.r  triinnjles  ont  un  nmjle  commun 
fifi  14,      '      coni]>ris  entre  îles  côtt''s  /iropoHionneUf  les  boiteii 
de  ces  iHunfjh  s  sont  parallèU'H, 

En  effet,  une  droite  telle  que  D'E'  obtenue  en  prenant  A1>'  =  AD, 
AE's=  AE  donne  deux  triangles  semblables  AD'Ë',  ABC,  qui  remplifiseot 
toutes  les  conditions  de  rénoncé  de  la  proposition  réciproque  ;  néanmoins 
D'E'  n'est  pas  parallèle  à  BG  Ces  deui  autres  droites  sont  antiparaltèles 
(n'»28,  IV). 


et,  tout  en  ajoutaot  aiu  décou vertes  dos  oavragea  uiitérieorH,  da  donner  de»  dtoioastra* 
liomi  rlgomeofoi. 

Les  Slémenii  d'EucIido  sont  encore  (p  iques  en  ÂngleUrro;  on  doit  <siter  le  Mannci 
(le  ToDifUNTEn,  f^'  l  li  il'  Jonv  Casky.^R  Klément»  <^d!tés  par  W.  Collîv?  ,  Pt  ?nirtoiît 
l'édition  magistrale  de  UoiuutT  PoiT^^e  dernier  ouvrage  oouUeat  un  grand  nombre 
é>xereiee9  et  des  note»  %té»  Importan^pf 

Leuenurs,  né  à  Touloaae  en  17S$»  mort  à  AnteuU  en  .1S38,  fat  membre  du  boreaa 
det  LongltndM.  On  loi  doit  plusieurs  amat»  ooTragei  :  tw  mimentg  de  GéaméiHe,  poMMi 
on  t7M,  ont  rendu  «m  nom  populaire. 
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38.  Emploi  ée  la  réduction  à  l'absurde.  La  démonstration  peu  la  réduc- 
tion à  Tabsurde  convainc,  mais  n'éclaire  pa?;  elle  contraint  à  reconnaître 
rexdclilihle  de  la  propnsilion  énoncée,  néanmoins  elle  satisfait  peu  i'eaprit, 
parct;  qu'elle  ne  traite  pas  direciement  le  ihèurèine  demaudé;  aussi  on  a 
rarement  recours  à  cette  méthode  aujourd'hui 


§  IV.  —  Problèmes  graphiques. 

K  Analyse.  Pour  traiter  par  l'analyse  unprchlème  graphique,  on  le 
SHppoxe  résolu;  puis  ou  considère  les  rapports  desâmnées  et  des  ineon- 
fiiu\i,  et  l'on  en  déduit  des  conséquences  jusqu'à  ce  qu'on  anùve  à  des 
nkHltatê  eonnwt. 

On  doU  avoir  soin  que  les  propositions  déduites  les  unes  des  autres 
soient  txTiproques,  «>/  point  de  vue  logique  (d«  16);  sans  quoi  on  pour- 
rait omettre  on  perdre  des  solutions,  ou  en  introduire  d'étrangères  à  la 
cpiestîon  proposée. 

40.  Synthèse.  Pour  tratter  par  synthèse  un  problème  graphique,  0» 
infiiqae  ivimédiatetnent  les  constructions  à  effectuer  pour  arriver  au 
n'^iultat  demandé,  et  l'on  justifie  successiveinent  les  constnwtions  ainsi 

fuites. 

Nous  allons  appliquer  successivement  Tanalyse  et  la  synthèse  à  un 
oiôme  problême. 


41.  Problème.  Construire  un  carré,  connaissant  la  somme  1  de  la  dia* 
gonate  et  du  côté, 

i*  Anahjse,  Supposons  le  problème  résolu ,  et  soit  ABGD  le  carré 
demandé. 

Menons  la  diagonale  AC,  prolongeons  cette  ligne,  et  prenons  une  lon- 
gueur CE  égale  à  C6;  il  faut  que  Ton  ait 

Si  Ton  mène  BE,  on  reconnaît  que  le  triangle 
BCE  est  isocèle;  l*aogle  BCA,  extérieur  à  ce 
triangle,  étant  de  45  degrés,  chacun  des  angles 
B,  Ë  du  triangle  isocèle  BCE  égale  la  moitié 
de 45 degrés.  Ainsi,  dans  le  triangle  ABE,  on 
connaît  la  base  AE  ou  /  et  les  angles  adjacents 
A,Ë. 

On  peut  donc  construire  le  triangle,  et  le 
petit  côté  AB  sera  le  côté  du  carré  demandé. 

L'ordre  le  plus  pratique,  pour  ces  con- 
struetiooB,  est  celui  que  nous  allons  indiquer  dans  la  synthèse. 

^  Synthèse.  Sur  le  milieu  d^une  droite  AE,  égale  à  la  longueur 
éo&Dèe  l,  il  faut  éleyer  une  perpendiculaire  ;  porter  MA  de  M  en  N  ;  tracer 


Fig.  15. 


'  l/Hwè*  DenàMML  :  Deê  MélKodva  Oaïut  kê  êcieneeti  rtUionnemfnt, 
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NA  et  NK;  mener  RB  bissectrice  de  l'angle  E,  puis  BC  perpeadicuUire 
à  AB,  et  enfin  AD  <  l  CD  qui  complètent  le  carré. 

Efi  effet,  dans  le  triangle  AHC,  Taimlf"  P'  c>i  droit,  Tangle  A  égale 
45  degrés,  el,  par  suite,  G  égaie  aussi  45  degrcs;  ainsi  BC  =  AB. 

L*an*j'»'  A  KN  /-L'aie  45  desrré^  ;  donc  AER  —  la  moitié  de  45  degrés. 

Daii>  It  triangle  BCE,  Tangle  B  égaie  1  angle  extérieur  C  moins  Tanfçle 
intérieur  E  ; 

ou  angle  B  =  4B""' ^  =  ^ 

donc  le  triangle  BCE  est  isocèle;  CE  =  CB  ou  AB,  et  la  ligne  A£  ou  i 
égale  la  diagonale  AC  plus  la  longueur  du  côté. 
Le  problème  est  donc  résolu. 

■mMque.  Nous  bUodb  donner  quelques  autres  exemples  de  résolalion 
de  problèmes,  mais  en  nous  bornant  à  les  traiter  par  l'analyse. 

Exercice. 

•12.  Problème.  Divisrr  un  ttrc  de  crvch'  vu  ilén.i   futiiieUf  dr  )n(tm,  , 
que  li-'fi  cni'tlcs  ilrs  arcs  dinsi  lUUcruiim's  soient  cnh'n  t:llcs  dans  iin  rap^ 

port  donné  ^  . 

Soit  ACB  Tare  donné.  Supposons  le  problème  résolu  et  admettons 

qu'on  ait  : 

\  "BÏT"  n 

\  Pour  ôtre  conduit  à  la  solution,  il  suffit  d'*em- 

j  ployer  le  théorème  de  la  bissectrice  (G.,  n«215), 

  car  on  sait  que  la  base  est  divisée  en  segments 

;/  proportionnels  aux  côtés. 

\  ^  , ,       ,   AE      AD  >/» 

n\   ,■  un  a  donc     ^  =  -gj3-=_ 

On  peut  dès  lors  déterminer  le  point  E  ;  de 
plus,  la  bissectrice  de  Pangle  D  doit  passer  par 
le  point  milieu  de  Tare  AFB.  On  est  donc  conduit  à  ia  eonstruction  sui> 
vante. 

ConsfruchoH.  Sur  une  droit''  (|ut  lconque  menée  par  le  pojnl  A,  il  faut 
prendre  AM  =  rn ,  M  N  =  //  ;  joindre  B  au  point  N  ;  par  M  mener  la 
parallèle  ME  et  joindre  le  milieu  F  de  l'arc  au  point  E  ;  la  droite  FED 
détermine  le  point  D. 

Reaiarque.  Le  point  D',  symétrique  de  D  par  rapport  au  diamètre  CF, 

BD'  m 
correspond  a  ^  = 

Exeroioe. 

43.  Problème.  Ci>t}str>n  rf  trituojif,  tuniu'issant  deUJC  L'ôtês  et  la 

bissectrice  de  l'tni'jlr  conipris  cuire  ces  côtt's. 
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Soit  ABC  le  triangle  demandé;  les  côtés  BC,  BA  respeclîremenl  égaux 
4JUX  longueurs  données  a,     et  la  bissectrice  BD,  égale  à  une  autre  lon^ 

gociir  connue  h. 

En  menant  une  parallèle  AK  à  la  bissec- 
trice» on  forme  un   Irianprlc  isocèle  AHK 
0.,  o<*  215),  dont  nous  pouvons  délermioer 
ia  base. 

Mn  eiïrt .  les  triangles  semblables  CAE, 
CDB  donnent  la  relation  : 

AE      ce  AE      a  +  c 

6 


s=— —  ou 


car  BE  =  c 


/ 


Ainsi,  après  n\oir  dolerniiné,  par  une  €|iiatrième  proportionnelle,  ia 
lonis'ueur  de  \  M  ,  il  faudra  <  onslruire  un  triangle  isocèle  ABE,  a^ant  AE 
pour  base  »  i  c  i»our  lonGrut  ur  des  côtés  égaux. 

Par  le  sotniiict  B  du  trian.t^le  isocèle,  mener  une  parallèle  à  la  base; 
prendre  BlJ  =  U  et  inuni^r  les  droites  EB,  AD  jusqu'à  leur  point  de  con- 
cours. 


W.  Problème.    Ki<'iii  <l,,,nh'  ini  (rîf'ltfffr  ABC,  t'jffinf  trois  vùtf's  titr- 
i^'it.i  y  tiff    il'-nioiidt   dr   Xiciirr  >Us  (h'tnIi'S   OM,   ON  tUI    jiiiini  tjiirl- 

l'tUfftf-  il'-  Iti  tuisi',  d>'  nul  11  ir !>•  ijin'frs  dnflirs  OM,  ON,  linnh'i's  iiit  rdi'U.V 
'>'•'»*.>,  ntt'itt  //.'">•  >'j//MM''  (i > Il 1 1 II l  U )•  dtiiliK'r  1.  rt  ifUt  ,  iiitiii'  itiiit  lUih'C 

y..Uit   d*'    l>>    l'i'^r  ,    Il  s  j  ,1  i  n/lrl,  s    nnm-t'S  (tH.l'  itroitrS  UM,  ON  VOlt- 

'ianniH'ii t  ^HUt  $■  sutititii'  /il  loiiij lU'H r  1. 

Admettons  que  la  question  proposée  puisse  être 

î  résolue,  et  soit  OM  +  ON  — /. 

Puisque  la  Fomnfie  doit  être  constante  pour  un 
point  quelconque  de  la  base,  il  faut  que  BE,  pa- 
raHèîe  à  ON,  égale  /;  car.  pour  le  point  D,  la 
parallèle  menée  à  OM  est  nulle,  piii«(|u'elle  est 
c'implèl' nienl    liors  du  triangle.    De  même  C(i, 
menée  par^i li«>lenieut  à  OM,  doit  éii^aler  /.  Nous 
Kimmes  dt>nc  conduit.^  h  la  construction  suivante  : 
Du  point  1'.,  \ir\>  pour  centre,  avec  /  pour  rayon, 
il  fniit  couper   A^^  ;  du  eenlre        avec  le  m-'ine 
ravon  ,  déciire  un  arc  qui  délen^iirio  le  point  (1;  puis,  par  un  point 
]iieironqi;''  (  >  de  la  base,  mener  des  parallèles  aux  droites  BE,  GG. 
Il  *-u;li[  de  prouver  que  OM -f- ON /. 
Ln  etfei,  les  triangles  semblables  OCN,  BGE  donnent  : 


ON 


d'où    UM  =  / 


on 


oc  . 

BC"'   BU 

Les  iriaogies  semblables  OBM ,  CfiG  donnent  : 

CM      OB  , ...     .  OB 


Pàr  fiuite. 


OM  +  ON  =  r^OÇ=/ 


(;.  Q,  h\  J). 
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4K.  Remarque.  Dan^^  les  problèmes  précédents,  le  rappel  d'un  eeul 
théorème  n  conduit  à  la  sulution;  mais  il  iVt  n  est  pds  ainsi  çowr  la  plu- 
part des  (jiieslions;  on  peut  proc(l'der  alors  comaie  il  suit  : 

On  cherche  à  ramener  io  prohU'uw  proposé  à  un  problème  pluA  siwpk, 
puis  ce  necoufl  à  ini  Iroiniènu*  encon*  j^hfs  farih-  à  rt'sondrf,  et  aittsidf 
stiilr,  jusiju'à  ce  (pw  l'on  jtariùcnnc  à  nnc  fptcsfinn  cotmue^  ott-  thi  tnoiHi 
à  nn  /irriftfi'tt»''  q"!  fiifissi'  cire  rèsoiu  iminédintement . 

Voici  quelques  exemples  : 

JBzeroioe* 

40.  VwMkm»,  Ikkrire  une  circonféretire  tangente  à  trois  cireonfr- 
rences  données  A  »  B,  G 

Soient  a,  6,  c  tes  rayons  respectifs  de  ces  circonférences,  et  D  le  centrt^ 
de  la  circonférence  demandée. 


Fi«.  19. 


En  décrivant  une  circonférence  du  centre  D,  avec  lo  rayon  AD,  oo 
reconnaît  qu*eUe  sera  tangente  à  la  circonférence  décrite  du  centre  B  avec 
le  rayon  6  — a,  et  à  celle  que  l'on  décrirait  du  centre  G  avec  le  rayon 
c  —  a;  donc  le  problème  est  ramené  au  suivant. 

£xeroioe> 

47.  Problème.  Décrire  une  circonférence  «yu  passe  par  mt  point  A  et 
qui  soit  tan(jvnte  à  deux  circonférences  donfiées  BF  et  CG. 


•  La  prcml»"re  t:'>Iut>"n  u'Aoniôlrlquc  da  problème  :  rnrr^tnij n-  un  niclr  qui  en  foîirh> 
trois  au,trt:a  e*t  due  k  \  iiah'.  elle  tte  trouve  Uau»  non  ApoiiuntuM  GaUtut  :  c'c&t  ïh  »qïuiï<jH 
même  que  noue  donnons;  raaii  ce  nvant  procède  du  iloiple  an  eompoié,  tt  traite  dea  caa 
particulier-  tt  tcrmloo  parle  pr<>il('Miio  général,  LauilU  que  dans  lo  niOiU»  (rexpot«itiou  ci- 
dcssou.H,  on  pr^>cède  à  l'invcrro,  afin  d'nmcm'r  la  r|nf¥«ti'>n  propo  éo  h  un  probî^nH'  do  piv^ 
en  plus  fclmple  :  U'ilo  a  été  probablement  U  marche  que  Vièto  lui-même  a  huitic  pour 
tronTer  la  iolntloii  remarqoable  qoe  nom  loi  devont  (toIt  d>aprèa  la  o<rte  dn  b*  14CS). 

Fkançob  TiAtr,  né  en  IMO  à  Fonteiui7-le*0Qinte  (Yendéo),  détint  mattre  dea  reqnfttet. 
mnl^  rnliiva  les  mathématiquefl  aver  bonnr  up  d'ardeur  et  do  f-wccl-^.  Il  ost  le  promiet  QOt 
ail  cou»truit  géomélrtquement  les  fomuleê  algébriques.  Il  mourut  à  Taris  en  1608. 
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Kn  supposant  le  problètne  résolu,  menant  la  tanfrente  comnnnnc  EGF 
ei  joignant  le  centre  de  simililude  £  au  poiot  A,  on  sail  que  Ton  a  : 

EA.EH  =  EF.EG  (G.,  no8l9); 

donc,  pour  déterminer  le  point  H,  il  suffit  de  faire  passer  une  circonfé- 
rence par  les  points  A ,  F,  G  ;  puis  le  cercle  demandé  devant  passer  par 
deoz  points  connus  A,  H,  la  que&tion  est  ramenée  à  la  suivante. 

Sxeroîoe. 

I 

48.  Problème.  Décrire  mo-  i  irnutjV'i'encr  <pi  '\  />assv'  jnir  tlntuc  pointé 
ùôuiUfs  A,  H,  tU  qiti  soif  tanycufc  à  une  circonfi  rrMt'C  donnée. 

On  sait  (G.,  299)  que  ce  troisième  problème  se  ramène  à  re  qua- 
trième :  faire  pcuser  nne  circonférence  par  trois  pointé  donucH, 

40.  Remarque.  La  marche  indiquée  est  complèlemenl  aiiului<iue ; 
mais,  comme  les  questions  successives  ne  sont  pas  réciproques  les  unes 
des  autres,  il  laut  étudier  chacune  d'elles  avec  soin,  afin  de  ne  pas 
omettre  certaines  solutions.  Ainsi  le  quatrit  mo  problème,  fuirr  jxtssrr 
unr  cirrnnfrrrnœ  p((r  trois  points^  n'a  qu'une  solulion  ;  le  troisième, 
f  nn'  ]i((sser  utw  t  irconférftti'r  fuir  deux  points  et  tnugente  à  une  autre 
nnonfri^'ure ,  en  a  deux;  le  deuxième,  faire  passer  uue  cireouférowe 
un  /foint  et  tfinyente  à  deux  outres  cirvoufereures ,  en  a  quatre;  et 
le  premier,  décrire  une  vircoiiféroice  taiigeute  à  trois  autres  circonfé- 
rencef,  a  huit  solutions*. 

La  méthode  synlhéliqu  '  txpose  en  premier  lieu  le  problème  le  plus 
-iiiif  l»-.  Itnus  IVxeniple  eité.  c'est  le  qualtièm-';  puis  viendfout  successi- 
vement le  troisième,  le  deuxième  et  le  premier. 

I 

I  tfH.  P^blème.  Dans  iinr  rfftpse,  (jueUe  est  lu  distance  OL  du  ceulre  à 
Htie  corde  MN  parallèle  à  KM  y  et  dont  lu  longueur  est  la  inoitié  du 
grand  aaeef  (Baccalauréat  ès  sciences;  Toulouse,  août 

i**  Coo^îdèrons  le  cercle  principal  de  Tellipse.  (G.,  n<>6'26.)  La  corde 
torrespondante  mn  égale  a,  rayon  de  ce  cercle;  en  joignant  les  extré- 
mités au  centre,  on  forme  un  triangle  équilatéral  nOm.  La  hauteur  de  ce 

I  triangie  égale  >  (^-i     ^^^0  Or  cette  distance  est  réduite  pour  la 

corde  de  rellipse»,  dans  le  rapport      (G.,  n<>  636)  ;  donc  la  distance  du 

i 

I  centre  à  la  corde  de  TelUpse  égale 


*  C«  btl  «xempto  de  ^mplifi«(UU>i»è  moœt^ttê  m  trouve  dans  les  ProbUmé»  de  giométrif 
1^  Errr. 

Qfitiijiais  Hrrr,  aBden  inspecteur  génémt,  est  auitout  etmuu  par  t>oa  A rnhmcllquf  ëlé- 
•MiMv  «c  par  l«i  reemM  de  pnnAmeê  nlatlfi  à  TAlgèbro,  aoz  Étémeots  4e  géométrie 
«  *  la  OéoaéM  analjttvva. 
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2»  On  peut  arriver  plus  rapidement  à  ce  résultat.  Par  rapport  au 

cercle  décrit  mr  le  petit  axe,  la  deiui- 

torde      est  Tabscisse  DE  d'un  point  D; 

pour  le  petit  cercle,  la  demi -corde  corres- 
pondante dEssA.  (G.,  n«  635.)  Mais 
th  =  b  est  la  base  d'un  triangle  équiiatë- 
ral;  donc  OB  =  y>/^- 

3»  Le  moyen  général  poar  traiter  c^s 
queations,  c'est  d'employer  Téquation  de  la  courbe  aV  + ^*«*=**^'' 
(G.,  no  645.) 


Remplaçons  j?  par  ML  ou -2",  d'où  j;-=-y-,  l'équation  devient  suc- 
cessÎTemeot  :  a V  H — 4  "  =  ****** 


a' 


M,  Problème  de  CMtîllon.  On  donne  frùU  pointa  A,  B,  Cet  une  cir- 
conférence; inscrire  dans  ceffe  circonférence  un  triangle  DEF,  tef  qv*- 
chaque  côté  passe  par  ttn  des  points  donnés*. 

Soit  le  problème  résolu  et  bEF  le  triani^le  demandé.  11  suffit  qu'un 

seul  sommet  suit  détcrtiiiné.  F'our  établir 
aisément  certaines  rclalioas  entre  les  don- 
nées et  les  inconnues,  menons  FG  parallèle 
à  BP,  et  menons  GEH. 

Les  angles  inscrits  D,  G  sont  égaux, 
donc  Tangle  EHB  =  D  ;  les  triangles  BHE, 
BDC  sont  semblables,  car  ils  ont  un 
angle  B  commun  et  un  angle  H  égal  à  D; 
on  a  par  conséquent  : 

BII      BD  . 

d'où 


BË 


bt. 


BH=:—  -^5- 


*  Ce  problème,  pix>pt)«o  par  Cuaus»,  a  été  râ>olu  ea  1770  {>ar  Caktillok,  géomètre  tu- 
lien  (1708'17M>.  Le  problème  avait  été  réaoln  par  Pappos  dana  le  cas  partlenlier  oti  U» 
Ma  poinu  A,  B,  C,  aoïkt  en  ligne  droite.  (NoutpflUê  Annaleê  ma(MmaHq!un,  année  1M4, 

pQgO  4G4.) 

Ckambh,  né  à  Génère»  en  1704,  luort  h  DagnolB-sur-Cèze  en  1762.  On  lui  tîolt  VTntro- 
(iuci/on  à  l'analyjte  des  courbas  algUfrlqufa  et  les  formules  d'élimloatloa  qui  portent 
■on  nom* 

Pappos  Tirait  à  Alexandrie  ven  la  fln  dn  iv«  slèole  de  Père  chrétienne.  Ses  OoUtMom 
math  é  m '1  11  que»  cootlenneiit  \ca  prludpnlos  découvertes  faites  Jnsqn'alon  en  géoaéCrle,  et 

\oê  reclu'i  i  hf«  pci  sonrit  îlO'S  Ac  Vnxarnr.  On  y  trouve  iiir  iuo  une  qucî-tion  analogue  an  lAéb* 
rhm  du  Guidiiif  et  le  théorème  fondamental  relatif  au  rapport  anhurmonique. 
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Le»  longueurs  BE  et  BD  ne  fiont  point  connues,  mais  leur  produit  égale 
le  carré  de  la  tangente  BT  ; 


BG 


Ainsi  le  point  H  peut  ôtre  déterminé,  et  le  problème  proposé  serait 
résolo,  ai  Ton  savait  déterminer  un  point  E,  tel  qu^en  le  joignant  aux 
pointa  A  et  H ,  la  corde  GF  fût  parallèle  à  BC.  On  est  donc  conduit  à 
résoudre  le  problème  suivant. 


On  donne  deux  point»  A,  H,  nne  circonféretice  et  une 
droiie  BC.  il  faut  déterminer  mr  cette  eirconfét*ence  un  point  E,  tel 
qu'en  le  joignant  aux  deux  points  donnes  A,  H ,  2a  conte  FG  soit  paral- 
lèle à  la  droite  BC. 

Soit  le  problème  résolu  et  FG  parallèle  à  BC. 
Par  analogie  à  la  question  précédente,  menons 
FL  parallèle  k  AH,  puis  la  ligne  LGM ,  et  déter- 
minons  la  position  du  point  M. 

Les  triangles  MGH,  BAH  sont  semblables. 
En  effet,  Pangle  H  est  commun  et  Tangle  M 
égale  rangle  £,  car  ces  deux  angles  ont  pour 
supplément  te  même  angle  L. 

H  M  _  ik; 

IIE  ~"  ÏÏA  • 


On  a  donc 


d-oà  iiM=iL^,-[^^--iLLl 

AH      —  AH 

Ainsi  le  poni!  M  est  connu  de  position;  d'ailleurs  Tangle  LFG  =  AHB-v_ 
.uigle  donné;  donc  il  sullit  de  mener  par  le  point  M  une  sécante  MGL  -    '  ' 
elle  que  Pangk  «nscrit  correspondant  LFG  soit  égal  à  l'angle  formé  par-, 
les  droites  doiméeë  Ali  et  BC. 

La  ré.olutiin  compl,  io  du  problème  de  Castillon  n*exige  plus  quels 
résolution  de  l'exercice  très  simple  que  voici, 

Exercice. 

îkJ.  Problème.  Par  un  point  donnr  M,  mener  une  sécante  telle  que 
l'angle  inscrit  LFG,  7;^'  correspond  à  la  corde 
mierceptée  GL,  soii  vyulà  un  any le  donné  AHB. 

Tous  les  angles  inscrits  égaux  correspondent 
à  des  arcd  égaux,  et  par  suite  à  des  cordes 
égal^  Il  suffît  donc  de  faire  un  angle  inscrit  C 
éfe'al  à  H .  de  mener  une  circonférence  roncen- 
irique  à  la  première  et  tangente  à  la  corde  DE, 
pui§  par  le  poiut  M  de  mener  à  cette  deuxième 
circonférence  une  tangente  MGL.  Tout  angle 
ifticrit  tei  que  F  égalera  U. 

HéMimé. 

IM.  La  synthèse  permet  à  celui  qui  sait  d*ex- 
peier  ce  qu'il  connaît  ;  il  est  d'usage  de  remployer,  dans  les  éléments 
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de  géométrie,  à  la  démonslration  des  théorèmes;  mais  la  ajnUièfle  ne 
peut  guère  être  utilisée  dans  la  rosoluliou  des  problèmei,  ear  rien  dHb* 
dique»  à  priori,  les  constructions  à  effectuer. 

Vanalyse  est,  par  excellence,  la  méthode  pour  décou?rir;  par  suite, 
on  en  fkit  constamment  usage  dans  la  solution  des  questions  que  IVm  B*k 
pas  encore  étudiées. 


ISiS.  Pour  faciliter  la  démonstration  des  théorèmes  et  la  résolution  des 
problèmes  graphiques,  il  est  à  propos  d^indiquer  plusieurs  méthodes  par 
ticulières  qui  se  rapportent  en  réalité  è  Tanalyse. 

La  classification  des  méthodes  parfieulièreê  n*a  rien  d'absolu,  carsn 
grand  nombre  d'exercices  pourraient  être  rapportés  à  plasieurs  de  ces 
méthodes.  Souvent  aussi  la  démonstration  ou  la  résoluUoo  d'une  ques- 
tion proposée  peut  exiger  remploi  simultané  de  plusieurs  dea  proMH 
spéciaux  qui  vont  être  indiqués.  On  ne  doit  jamais  perdre  de  vue  rob-; 
servation  suivante  : 

Il  fuKt,  d(in9  chaque  caa,  employer  la  méthode  ry^/i  mène  proinptanvut 
et  te  plus  fnciletnent  au  but  ;  ntah  loujours  en  con^rvani  l* inexorable \ 
t*igu€>tr  lixjiqne      cHf  l'âmc  de  ht  itcienve.  (Terquem,  NottveUeit  Annale* 
W(f fht^mttlifjties,  1852,  page  447.) 

Note.  Lt'  |<>urual  coaiiu  ëous  le  nom  de  Xouvellei  Annales  nmUténiatiquei^ 
a  été  fondé,  en  Iï5i2,  par  MM.  Teiiqlem  et  Gehoso. 

M.  Terquem,  mort  en  1862,  a  été  succesuvament  remplacé  par  MM.  E.  Procbst, 
J.  BoinvGer,  Cb.  Brissk.  L^honorable  et  savant  M.  Gesoko  a  continué  jusqu*6o  1867; 
à  cette  époque,  il  se  Ht  remplacer  par  M.  E.  Roucaé. 

Noos  aurons  è  ciler  fréquemment  le.s  Nouvelles  Annales,  car  cet  ouvrage 
nous  a  fourni  de  nombreuses  et  inléressanto^  quesfinn^  et  d'utiles  rens^eigre- 
ntents  bibliographiques.  Les  renvois  seroDl  iadiqués  par  N.  A.,  année  .... 
page  ...). 

TEnQUEM ,  né  n  N!elz  en  1782,  n.ort  à  I*ari=?  on  \^V2,  fui  admis  à  rhVolt: 
pul\ technique  eu  IbOl  ;  il  0C4:uf»a  la  chaire  de  malhémrUiques  Iraiisccntl.uites,  au 
lycée  de  Mayence,  de  184)4  à  18l  'i.  A  partir  de  celle  époque,  il  l'ut  bibliothé- 
caire au  dépôt  d'artillerie  à  Paris,  publia  diven  ouvrages,  et  collabora  aasidû- 
ment  au  journal  de  M.  Gbrono. 

Gbkono,  ué  à  Pariâ  le  30  décembre  1799,  décédé  eu  1892,  après  avoir  dirigé 
les  Nouv^Ua  Annales  peadsot  plus  de  45  ans  et  publié  divers  ouvrages,  oolam-i 
ment  des  Traités  de  Géométrie  analytique  et  de  Géométrie  descriptive  (  voir  la 
Notice  publiée  par  M.  Rouché,  Nouvellet  Annalei,  1892,  p.  838). 

E.  PftouRBT,  décédé  en  1867,  répétiteur  à  1* École  polytecbnique. 

J.  BouROËT,  décédé  en  1887,  recteur  à  Clermont-Ferrand,  après  avoir  été] 
recteur  i  Aix,  directeur  des  études  â  Sainte- Barbe,  et  anlérieuremeot  profes-| 
seur  à  la  faculté  des  sciences  de  Clennont-Perrand. 

Ch.  Baissa,  professeur  â  TÉcole  centrale,  répétiteur  A  TÊcole  polytechnique. 

E.  Poucnr. ,  professeur  au  Conservatoire  dts  Aru  et  Metierd,  auiour  de». 
Appendices  si  estimés,  du  Traité  de  Géométrie  qui  porte  son  nom  el  celui  de 
M«  DB  CoHBBaoussa. 
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LIEUX  GÉOMÉTRIQUES  * 


§  1.  —  Kecherclie  îles  lieux  géométriques. 

06.  Définition.  On  sait  qu^on  appelle  liea  géométrique  Teosemble  des 
points  qui  jouissent  d'une  même  propriété. 
Od  a  déjà  vu  dans  les  ÈU'uwnié  de  gémnéirie  un  atfiei  grand  nombre 
I  d«  lieux  géométriques,  ainsi  : 

La  perpendiculaire  élevée  au  milieu  iVune  droite  est  le  lieu  de»  poiutë 
j  >^iuîdintant9  de»  extrémité»  de  cette  droite.  (C,  42.) 

Iti  biftfectricc  d'un  angle  est  te  lieu  des  points  éqnidisiants  des  deujc 
I  iôtt»  de  cet  auyle.  (G.,  n«  66.) 

On  connatl  aussi  la  lieu  des  points  distants  d^une  longueur  donn<?e 
<runa droite  ou  d^one  circonférenee.  (G..  no*84, 115,  2''.) 
I    Le  lieu  des  points  distsnts  d^une  longueur  donnée  d^un  plan  ou  d'une 
sphère ,  est  un  plan  parallèle  au  premier  ou  une  sphère  concentrique  à  la 
sphère  proposée. 

i»7.  Détermination  du  lieu.  Pour  recoriDaîtrc  la  nature  du  lieu  des 
pomt?  qni  jouissent  d'une  propriété  dom)('*e ,  cl  pour  reconnaître  la 
po-ition  de  ce  lieu  par  rapport  aux  L^randuurs  connues,  on  con-idAre 
>]udqued  points  spéciaux  do  lieu  et  Von  cherche  quelle  est  la  Hl^ik'  [>ii 
peut  passer  par  les  points  aioai  trouvés ,  puis  on  suit  un  des  deux  uiodcb 
n- après. 

PreoMv  mode.  1"  On  démontre  que  ious  les  points  de  la  ligne  jouissent 
de  ia  propriété  énoncée. 

2*  On  prouve  que  tout  puint  pris  hors  de  la  iigne  considérée  n*a  pas  la 
propriété  demandée. 

Second  mode,  On  démontre  qu*un  point  quelconque ,  jouissant  de  la 
propriété  Toulue ,  se  trouve  sur  la  ligne. 

>  On  prouTC  que  toute  la  ligne  appartient  au  Heu,  ou  on  reconnaît 
qoelle  est  la  partie  de  cette  ligne  qui  appartient  réellement  à  ce  lieu. 

Remarque.  A  causo  de  Timporlance  de  la  dt  terminal  ion  des  lieux  gco- 
u'iri  jues  et  des  difficultés  que  présente  l'application  des  consi'iérations 
gèoérales  ci- dessus,  nous  allons  traiter  quelques  exemples  avec  tous  les 
^laila  nécessaires. 


*L*  doctrla«  dca  Ucmx  uéonUlri^iws»  A»  vafym  nue  Vanalu«^»  ^  Utrlbnèe  à  Platoip» 
àm>9^  hmartçwt  fog*  A») 
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Problème    i'  ir  rhinjnr  point  iVtnir  rinnn (i'tf'NrP ,   tut  ttiCttC  r***."*: 
€/ro'/t\'<  jHd-iiUcIcs  sur  IcsqNrIlcs  <"/  jn  rmi  ii iio  totufacnr  constante  1  :  '/"»*^{ 

e»l  le  lirn  (les  jn)ittts  ninsi  oiftrnus?  i 

Soil  CiN  é^ale  et  parallèle  à  BM.  i 
Par  le  cenirc  A  menons  une  parallèle  AU. 
égale  à  /. 

La  fignn'  Al' MO  c?t  un  parallèlogramm-» 
comme  nyant  deux  cùlés  opposés  égaux  el 
parallèles;  donc 
T       G  OM=AB 
Fig.  24.  De  même     ON     AC  =  r 

Le  lieu  est  donc  une  circonférence  <^gale  à  la  première. 

Kî).  Remarque.  î«  l^ii  a|.i>1iquaiit  les  condiLioiis  de  IV-noiicu  ci-Uessuà 
a  une  lionne  qurlronque,  on  oMicnrirail  aussi  uoe  ligure  égale. 
La  (loiiionstralion  irAnéraie  est  la  suivante  : 

Les  droites  1M>  el  MK  sont  égales  el  pnralh  les,  car  BM  et  DE  sont 
cgaks,  et  niAfise  Lh  ;  et  EN  sont  c>^.i\cs  ti  i>arallples,  et  les  angK-^ 
BDH,  ME\  sont  .  .iraux  cointiie  ci>aiit  les  rôlês  p.iral  l<"'los  et  de  môme  sens. 

Aiubi  les  figures  BDCF,  MKNT.  -onl  égaler  comme  a^'aut  les  cotés  res- 
pectivement «'•sraux  el  le*^  anL'l»  s  ôizaux. 

Les  ligures  couiIjls  sont  égales  coinme  limites  df  |*ulyc:onfs  égaux. 

2"  Dans  les  applications .  on  peut  c-tnsidérer  la  Ogure  MENO  comm^ 
ayant  été  obtenue  par  le  déplacement  de  in  fif^ure  BDCF,  dont  lt)us  fefl 
iîommets  ont  glissé  sur  des  parallèle?.  Ainsi  on  peut  dire  que  la  figur<l 
MENG  a  été  obtenue  à  l'aide  de  BDUl' ,  on  employant  un  ilepfaiernetU  WJ 
une  imnslittion  pttmllclc  ^ . 

Exercice. 

tîO.  Problème.  Quel  est  te  (icu  (k't>  puntts  dont  le  rapport  dv:>  </<â(/a«i<^ 
à  deiw  droites  égale  un  rapport  donné  ? 

Soient  OX .  OV  le«  droites  dounées. 
Le  point  O  appartient  au  lieu  ;  soit  A  uil 
point  tel  qu'où  ait  : 

A\l  i,t 
AiN  n 

La  droite  AO  est  le  lien  deitutudé^  caj 
pour  tout  autre  point  A' 

A'M'  AM 
on  aura  W=  ÂÎT 

A'M'  _  m_ 


t  ig.  %f. 


donc 


*  Le  terme  tranaUiitvn  jmraildc     ironvo  dans  un  ouvrage  bien  reinArquabie  *  MéOtùAÀ 

ft  thioric»  pour  ta  »<**oî»'f  ihs  juoNù  du.'^  df  rnn9trnrtfony  rf-<i nj'^fTirjTî,  ^  ^  par  JCJ  îïl 
l'bTEilisKN ,  i>rorc«i>eijr  ik  l'École  poijtccUnlquo  <io  Gopcuhaguc;  traduction  de  M.  O.  CaBMtS 
iogéuieur  dm  puutê  et  obaoïtéM. 
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La  droite  OB  appartient  aiii^si  au  lieu  y  car  on  peut  avoir 

BP  m 


81-  Problème.  Qnri  rsl  le  lien  géottuHrique  des  pninff^  dnuf  les 
<li$tatn'i's  fc  deuj;  points  donnés  A  et  B  iioni  daèi8  un  rapport  coii' 

Mont  ^? 
n 

Sur  la  droite  AB  et  fur 

-on  prolongement,  détermi- 
f  *  ns  les  poioU  M  et  N  tels 
4U*oo  ait  : 

MA  _  NA  _  w 

(G.,  n»  307.1  - 

Cès  deaz  poioU  M  et  N  ap- 
partieD&eiit  au  liea  demandé.  ^' 

IVmr  un  aotre  poiot  quelconque  C  du  lieu,  on  a  par  hypothèse  : 

CA  _  m 

Cb  n 

.  CA      MA  NA 

^^^^  cb="m¥  =  W 

Mais  la  bissectrice  de  l  angle  AiiH  et  relie  de  Tanglc  supplémentaire 
BCD  donneraient,  sur  la  base,  deux  points  dont  le  rapport  des  distances 

«m  points  A  et  6  égalerait  ou       ;  donc  les  droites  CM  et 

CN  iont  elles- mômes  les  bissectrices  cherchées. 

Les  bissectrices  des  deux  angles  supplémenlaireï.  sont  perpendiculaires 
l'Orne  à  ran're  ;  donc  Tangle  MCN  est  droit,  et  le  point  C  appartient  à  la 
circonférence  décrite  sur  le  diamètre  MN. 

Un  prouve  ensuite  que  tout  point  de  la  circonférence  appartient  au 
àeu.  ^G.,  n  ^  307,  2«./ 

II.  s«i#.  f  *  En  tenant  compte  des  signes,  on  écrit  : 

MA  m     .    NA  _  m  .  ...    NA  MA 

"MB*^""  ~      'm'-IT'         "W-'^  MB  • 

quatre  points  A^B^M^N,  forment  une  division  harmonique.  Dans  la  Géo^ 
métrés  récente  du  triangle  (  n««  2262  et  suivante)  on  écrit  de  préférence  : 

MB  _  m    .  MA  m 

AQd  que  le  rapport  qui  correspond  au  point  compris  entre  M  et  N  soit  positif. 
Le  lieu  de»  point*'  doDt  le  rapport  des  dislances  à  un  point  et  à  une  droite 
•M  eonstanl  est  une  conique. 


On  obtient  une  elllpee  lorsque  ^  est  <  1.  (G.,  n<>  846.) 

_       mie  parabole  lorsque  —     =1.  (G.,  n»  84Ô.) 

—       uno  hyperbole  pour  ™      >  i.  (G.,  850.) 
u. 
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63,  PMliléiae.  On  Joint  les  tUvcrs  poinf:^  M  'l'une  droite  à  u,i  poi^n 
donné  0,  et  Von  prmid  sur  chaque  ligne  ainsi  r„rnrc  une  disinuce  0^ , 

lieu  des  pomts  N  ? 

Soient  N  et  N'  deux  pointe  du 
lieu. 

Les  triangles  MOM',  NON*  sont 
semblables,  eomma  ayant  un 
angle  égal  compris  entre  c^ytés 
homologues  proportionnels ,  car 

CM     m  OU* 

donc  les  droiteb  MM'  el  NN'  sont  parallèles. 

64.  Remarque.  Le  point  0  (fig.  27)  est  le  centre  de  simililude  directe. 
Le  point  0  (fig.  28)  est  le  centre  de  similitude  inverse.  (G.,  n»«  âOo 
et  813.) 

Exercice. 

Oo.  Problème.  On  joiftt  Us  dirers  points  M  d'nne  rinonft'rriirr  t\  nu 
point  donné  0,  et  l'on  prend  sur  chaque  liyne  ainsi  mcnév  une  distance 

ON,  felle  que  vyale  un  rapport  donne  — .  Qitel  est  le  lieu  de» 

pointa  N  ï 

Soit  N  un  point  quelconque  du  lieu. 
Sur  la  ligne  ÂO  prenons  une  longueur  OB,  telle 
qu*on  ait  : 

UA  m  ,  ()M 
OB=  n  ^^^^^  ON 

Les  triangles  AOM,  BON  sont  semblablçs  corooic 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  cdlds  proportion* 
nels  i  donc 

AM      CM       AM  m 


Fig.  29. 


d'où 


BN  —  ON  •  n 
BN  ^  AM .  1^^^^  quantité  constante. 


Donc  le  lieu  des  points  N  est  une  circonférence  décrite  du  point 
comme  centre  aycc  BN  ou  ÀM .  ^'^'^  pour  rayon. 

664  RcmavqiMi.  1^  Quand  le  point  0  est  entre  M  et  N  «  la  similitude 
est  inverse;  elle  est  directe  dans  le  cas  contraire. 

2  '  Le  théorème  s'applique  à  une  figure  quelconque ,  le  lieu  des  points 
N  est  une  figure  semblable  à  la  première. 
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(>7  Problème.  l*ar  HU  pouii  iUumr  (),  f'iiK  iKVin'  une  M'CtUite  ij"''^- 
Conque  ;  rffe  r'  /iconfre  unr  tlmilr  doimrr  AI»  en  un  point  N,  t'I  l'oti  pi<  nJ 
fUr  la  M-i  >fntr  fine  lumiiimi'  OM  feUr  i/nr  fe  produit  OM  .  ON  uil  UHC 
voleur  vi»n<hi  ,1  te  k'.  (J"(l  »',s?  le  heu  dn  pninl  M? 

Le  lieu  esl  évidemment  symétrique  par 
rapport  à  la  perpendiculaire  (iH,  nhai^sée 
du  point  <>  sur  la  droite  donnée;  dèlermi* 
nous  dooc  16  point  D  tel  que  Ton  ait 

SoU  M  ttD  point  quelconque  du  Heu,  on 
Mn:  OM.ON=ibi 

Les  produits  «gaui  OB.OD  el  OM.ON 

.        .  OM  OD 

donnent:        ^,^3  =-,,^ 

Doûc  les  Lriangics  UBN ,  OMD  buiit  semblabh^s.  car  ils  ont  un  angle 
égal  compris  entre  cotés  homolop:ues  proportionnels;  donc  l'angle  M  est 
droit,  car  il  égale  H.  Aiuai  tout  poiDi  M  du  iieu  appartient  à  la  circon- 
ierence  décrite  sur  le  diamètre  OD. 


Fig.  30. 


I.  i«  Il  serait  facile  de  prouver  que  tous  les  points  de  la 
circonférence  appartiennent  au  Heu. 

2«  En  donnant  un  point  0  sur  une  circonférence  ayant  OD  pour  dia- 
mètre, et  déterminant  ON  par  la  relation 

OM.0N  =  ** 

le  lieu  des  points  N  est  la  perpendiculaire  NB,  menée  au  diamètre  par 
un  poiol  B,  tel  que  Too  ait  : 

OB.OD  =  iG.,  n"  825.) 

3**  Lorsque  le  point  0  n'est  pas  sur  la  circoiifércnrr»  de^  points  M,  le 
lieu  des  points  N,  tels  que  OM  .  ON  =:/c*,  est  une  secondt  circonférence; 
les  deux  courbes  ont  le  point  Q  pour  centre  de  similitude.  ^G.,  n<*  828.) 

Exercice. 

W.  FroUtoe.  Qml  esi  le  lieu  des  points  dont  la  somnie  des  carrés  des 
dUftatues  à  deux  points  donné»  égale  un  canré  donné  k'? 

Soient  A ,  B  les  points  donnés  ;  G  un  point  du 
lieu  tel  que  Ton  ait  : 

AC«  +  BC^  =  /î* 

puisqu'on  a  la  somme  des  carrés  de  deux  côtés 
du  triangle  ABC,  on  est  conduit  à  appliquer  le 
théorème  du  carré  de  la  médiane.  (G.,  n^  254.  ) 
loigBOtts  éûM  le  point  G  au  point  milieu  O  de  la 
base,  OD  aara  : 

AC«  +  BC* = 2A0*  +  20C;=' 

donc  2A0»  +  2C0«  =  ^«  ;   d'où  CO-'^-— 

Ainsi  CO  est  une  longueur  constante. 
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T.e  lieu  est  donc  la  circonférence  décrite  du  point  milieu  0  connue 
centre,  avec  OC  pour  ra^oo. 

70.  RonwqiiM.  i«  Toute  la  circonférence  appartient  au  lieu. 

2<»  Pour  déterminer  le  rayon ,  on  peut  éleyer  une  perpendiculaire  au 
point  0  sur  AB  (fig.  31),  et  du  point  B  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  au  cété  do  carré  équivalent  à  la  moitié  de  h\  couper  la  perpendicu- 
laire au  point  D. 

AB* 

3*  Il  faut  que     égale  au  moins  2AÛ^  ou  . 


71.  Pkoli|èm«.  Quel  est     lieu  des  pointa  dont  la  différence  de^  carix» 
dtîH  distances  à  deux  points  domtés  égale  un  carré  donné  k*t 

Soit  AC«-BC»  =  ** 

Puisqu'il  s'agit  de  la  dilTéreacc  des  carrés  de» 
deux  c  ôtés  d'un  triangle,  on  est  conduit  à  étudier 
les  projections  de  ces  côtés  sur  AB.  ^G.,  t*^.) 
Abaissons  donc  la  perpendiculaire  CD  ;  on  a  : 
AC*  =  AD^  +  CD-;    BC-  =  BD^  +  CD* 
d'où  AC*  —  BC*  =  A  D*  —  BD* 

Ainsi,  quel  que  soit  le  point  du  lieu,  la  diffé- 
rence AB»  — BD*  ne  varie  point,  elle  égale  k*;  donc  le  point  Beat  déter- 
miné, et  la  perpendiculaire  CD  appartient  au  lieu  demandé. 


Kig.  32. 


Le  lieu  complet  comprend  encore  la  perpendiculaire  CD'  telle  que 


A-' 


Les  deux  perpendiculaires  sont  équidiatantes  du  mi- 
lieu 0. 

2f>  La  différence  peut  varier  de  zéro  à  +  ^ 

Loraqu'elle  est  nulle,  lea  deux  droites  UC,  IVC  ae  réduiaeni  à  une 
seule  perpendiculaire  au  milieu  de  AB  au  point  0. 


72.  Quel  eut  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distances 
à  deux  droites  rectangulaires  est  égale  à  un  carré  donné  a*? 

lY  îi^:»  BC-  +  BL)^  =  a« 

BG*  +  OG*  =  aS* 

OB*  =  a« 


OB  étant  une  longueur  constante,  le  lieu 
du  point  B  c^l  la  circonférence  décrite  du 
centre  O  avec  a  pour  rayon. 

73.  Remarques.  1'  Pour  la  différence  des 
carrés  ou  B'D'^ -~  B'C'«=a%  le  lieu  est  uae 
hyperbole  équilatére  ayant  AA'  =  2a  pour  axe  transverae.  (G.,  n<»  676.) 
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2**  Lorsque  les  axes  ne  sont  pas  rectangulaires,  le  premier  lieu  est  une 
ellipse  et  le  second  une  hyperbole  à  axes  inéijaux. 

30  Le  lieu  des  poinU  dont  la  somme  ou  la  différence  des  carrés  des 
distances  à  un  point  et  à  une  droite  est  constante >  est  aussi  une 
coniqne. 


0' 


Fig.  34. 


74.  Problème.  Qml  e»i  le  lieu  des  poinU  dont  la  somme  des  dislanees 
à  deux  droites  cowottranfes  égale  une  Ictiffueur  domtée  1? 

Soieul  deux  droites  coacouranles  BX, 

BY. 

Sur  chacune  de  ces  droites  il  y  a  un 
des  points  du  lieu;  pour  BV  c'est  un 
point  G  tel  que  la  hauteur  CH=/,  car 
la  distance  du  même  point  C  à  la  droite 
BY  est  nulle. 

Poui  délerminer  C,  on  prend  une  per- 
pendiculaire M'L'  êçrale  à  la  longueur 
donnée  /,  et  Ton  mène  une  parallèle  L'L. 

On  d«^termine  de  même  un  point  A  tel 
ijue  AG  —  /. 

Il  suffit  d'ailleurs  de  prendre  BA  =  BG, 
car  le  triangle  ABC  est  isocèle  comme  ayant  deux  hauteurs  égales. 

\^  On  est  donc  conduit  à  regarder  hypothétiquement  la  droite  AC 
comme  étant  le  lieu  demandé. 
En  effet,  on  sait  que  pour  tout  autre  point  O  de  la  base  on  a  (n®  20) 

OM  +  ONr=ML  =  f 

2*^  il  reste  à  examiner  ^\  fous  les  points  de  la  ligne  déterminée  par  les 
points  A  et  G  appartiennent  au  lieu. 

Or,  pour  tout  point  0'  pris  sur  le  prolongement  de  la  base  AC  du  tri- 
angle isocèle ,  on  a       Û'M'  -  O'N'    M'L'  ^  l 

Ainsi  Ton  doit  regard€r  une  des  perpendiculaires  comme  étant  négative 
ou  modifier  Ténoncé,  caries  points  situés  sur  le  prolongement  de  la  base 
apparliennent  au  lieu  des  points  dont  la  différence  des  distances  aux 
droites  données  égale  L 

Ej'ti'ustnn.  Mais  les  droites  BX,  BY  sont  illimitées  ;  il  y  a  donc  lieu  de 
considérer  les  quatre  angles  que  ces  droites  forment  en  se  coupant 
(fig.  35).  On  trouve  ainsi  la  solution  complète  qui  suit. 


7K.  ThéorèoM».  Le  lieu  de»  points  dont  lu.  êomwc  tJcs  dintancrs  rsl 
égale  à  I  est  formé  par  le  périmètre  d^un  rectauglv  ACDE;  et  le  lieu  des 
foints  dont  if*  différence  des  dislatices  est  ('y aie  à  1  est  fonné  par  les 
prolongements  des  quatre  côtés  de  ce  rectangle. 

Figura  camplépaeoUirM.  On  uommQ  fiyurca  complémentaires  les  figures 
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qui  répondent  aux  mêmes  données  et  à  la  même  qneation,  mais  avec  ua 

changement  de  aigne  dans  la  relation  :  elles 
constituent  Tensemble  complet  d'un  lieu  géo- 
métrique. Ainsi  le  rectangle  ACDE ,  qui  cor- 
respond à  une  somme  (  75) ,  et  les  proloa- 
gements  des  côtés  de  ce  même  rectangle»  qni 
correspondent  à  une  différence,  sont  des  figures 
complémentaires.  Il  en  est  de  même  du  cercle 
et  de  rbyperbole  (n<>  72). 

Remarque.  On  sait  que  le  Hcu  des  poiols 
dont  la  somme  ou  la  difTércnce  des  distaoctt 
à  deux  points  donnés  éi^'ale  une  longueur  doo- 
née  2a,  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole. 
(G.,  n"^  618  et  653.) 


1  n 

A 

AN 

/ 

k 

Fig.  35. 


Exercice. 

70.  Problème.  Quet  rst  Ir  hett         }>oiiils  flont  ht  sottnttr  oit  ht  diff*' 
rence  iies  dintancet*  à  nue  droUt'  et  à  uti  point  <lonm  .s  rst  loushmte? 

Soient  F  le  point  et  BC  la  droite  donnée. 
Soient  M,  M' ...  dés  points  du  Heu  ;  on  a  donc 

MF  +  MN  =  Ï 

Pour  ajouter  les  deux  droiles,  il  suffit  de 
prendre  MP  égal  à  MF,  M'P'  égal  à  M'F; 

donc  PN  =  P'N'  =  / 

Le  lieu  des  points  P  est  une  droite  parallèle 
à  BG;  et  les  points  M«  M',  étant  équidistanfs 
d*un  point  F  et  d*une  droite  DP,  appariienneoi 
à  une  parabole  ayant  F  pour  foyer  et  DP  pour  di* 
rectrice.  (G.,  n«  681.) 

Les  points  de  la  parabole  compris  à  droite  de 
BC  correspondent  à  la  différence; 

car  FI  =  1K 

et  Fl~IJ  =  JK  =  « 

77.  Remarque*.  1"  Lorsque  /  est  <  FE,  tous  les  points  de  la  parabole 
correspondent  à  une  différence;  la  courbe  ne  coupe  point  la  droite 

donnée. 

2**  Si  Ton  relraiichail  le  i-ayon  vecteur  de  la  distance  du  poitit  consi- 
déré à  la  droile  donnée,  la  directrice  se  trouverait  entre  la  droite  et  le 
point  donnés. 


78.  PraUéme.  Qffei  rsl  If  iieu  de»  points  dont  If  produit  de»  diatmet^ 
à  deux  «,m<  reetangtihire/i  éifale  un  ciirré  donné  k*? 

Soit  MP.MN=:=k» 
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 ""^^^ 

ptp     je  X 

Fig.  37. 


U  lieu  Mi  uoe  liyperbole  6quilatère  rapportée  à  ma  «symplotos. 

Tous  l6«  r0cUiig]«i  tels  que  etnx  qui 
oat  pour  somcDêU  Joâ  points  M,  M'  sont 
équifaleati  outre  eui. 

On  Mit  que  la  tangente  DE,  à  la 
courbe,  eat  dirâée  en  deux  parties  égales 
par  le  point  de  contact  (voir  n«  175,  ci- 
sprèe},  et  que,  par  suite,  le  triangle  DOE, 
dooUe  da  rsetaogle  OPMN ,  est  équiva* 
lent  an  triangle  D'OE'. 

T9.  Woie.  !.o;s.]iie  droifes  OX,  OY 
ne  sont  pas  recLaiigulaires ,  le  lieu  des  puinU 
dûAl  lo  produit  des  distances  aux  deux  droites 
Ml  conttanl  est  une  ii yi  erbole  à  axes  inégaux. 

S*  Eu  géoni^^trie  élémetiturc,  il  n'y  a  poinl  à  s'occuper  du  lieu  des  poinls 
dûQt  le  produit  des  diàlauces  à  ua  point  et  à  une  droite  est  constant,  car  la 
courbe  est  du  troisième  degré. 

3  Le  Ii(.u  il^  riiiint-;  donf  le  produit  des  di-laiices  à  deux  points  donnés  est 
constant  est  du  qualnciae  dûgré}  il  est  connu  i^ous  le  nom  de  courbe  cussi' 
niennê  et  cennprend  plusieurs  variétés ,  entre  autres  VovtUe  dê  dmini  et  U 
lemniteaie  de  BemouUÛ 

Pour  Tétude  de  oe  lieu  géonoétrique,  on  peut  consulter  divers  Traités  de 
Géçtmètne  analytique  :  Briot,  n*"  339;  M.  Pruvost,  n*  175,  exemple  II;  M.  G. 
DF  LoNGCHA»! PS .  fi  *  27  -  29  On  peut  aussi  voir  nos  Exerciceê  de  Géométrie 
df^-ripfivt' .      f'dilion,  page  55(3. 

Lêi  CASsiNi  uni  été  flurloul  «i^'lro nomes,  et  ont  travaille  de  pèro  en  fils,  pen- 
àéùi  quatre  génératious,  suit  au  tracé  de  la  méridienne,  soit  à  celui  de  la  ^rauiie 
eaila  de  France,  commenoée  en  1744  et  terminée  en  1793. 

Les  BsucooiLLi,  voir  ci*apfès,  n<>  770,  note. 


80.  problème.  Qttel  eat  (e  lieu  dee  point»  milieux  de$  eordee  menéee 
à  une  eirconfcretice  par  un  même  point  A  ? 

l'  Le  lieu  doit  passer  par  le  centre  0, 
milieu  du  diamètre,  et  par  lo  point  A,  car 
ce  point  est  le  milieu  de  la  corde  OU,  per- 
pendiculaire au  diamèfr^'  ÎJ\  :  d'ailleurs  le 
lieu  eat  sjrmétrique  par  rapport  à  AO. 

^  Ponr  le  point  milieu  D  d*une  corde  quel- 
conque CB,  00  sait  que  la  droite  OD  est 
perpendiculaire  à  la  corde  BC;  done  le 
point  D,  aomaiet  de  Tangle  droit  ADO,  ap- 
pirtient  à  la  circonférence  décrite  sur  AO, 
eoninie  diamètre. 

^'  Lorsque  le  point  A  est  intérieur  ilig.  38i,  toute  la  circonférence  AO 
«i'partienl  évi«Jemrnent  au  lieu;  mais  il  n^en  est  pas  de  môme  lorsque  le 
i»wml  A  est  extérieur  (fig.  31);. 
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EXERCICES  DE  CbOMËTRIE 


Lorsqu'on  se  place  au  point  de  vue  de  la  géométrie  ôlëmenlaire  et  des 
constructions  ultérieures  qu*on  pourrait  avoir  à  efTecloer,  Van  MDON. 

limité  aux  tangetitcs  AM,  AN,  op- 
parlient  seul  au  lieu,  puisque,  ai 
dehors  de  ces  tangentes,  il  o^y  a  point 
de  corde  menée  par  le  point  A  qui 
puisse  rencontrer  la  circonférence  0. 

I^éanmoins,  afin  de  pou?oir  se 
rendre  compte  de  la  présence  de  Tare 
MAN  comme  lieu,  il  suffit  de  reo)a^ 
quer  que  Pangle  ADO  est  droit  et  de 
poier  la  question  comme  il  suit  : 

Quel  est  le  lieu  géotnétri^ue  du 
sommet  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont  KO  est  Vhypotémaef 

Car,  dans  ce  cas ,  le  point  E  appartient  é?idemmeot  au  lieu  ;  maïs  il 

y  a  une  manière  plus  générale  de  se 
rendre  compte  de  la  prince  de  Tare 
MAN. 

81.  Note  LY'»^ij.Tliori  du  cercle  rapportée 
è  driix  axes  rectangulaires  menés  paraoD 
ccutre  est  : 

ap»  +  y»  =  A   (G.,  !!•  646.) 

L*équatioQ  d*une  sécante  quelcooqoe 
menée  par  le  point  A  est  de  la  forme 

h  est  une  longueur  constaute,  a  un  coefilcient  augulaire  variable  pour  carac* 
lériser  la  position  de  la  droite  par  rapport  à  AO. 
En  éliminant  y,  on  trouve  l*équation  du  aecond  degré 

05^  +  a^x»  +  2afeF  +  fti  —  r»  =  0 

ou  -j-^-^lT^  +  T+at  ^ 

Les  deux  Taleurs  de  x  correspondent  aux  abscisses  AG,  AH  des  deux  poinu 
d'intersection  ;  la  demi-somme  de  ces  lignes  est  Tabscisse  AP  du  point  milieu  di 
la  corde;  de  même  que  CP  est  la  demi -somme  des  ordonnées  BH  et  DG.  Or, 
on  sait  que  la  somme  des  racines  égale  le  coefTicient  de  x,  pris  en  signe  con- 
traire; donc  l'abscisse  AP  du  point  milieu  est  toujours  rt'ell^^,  môme  lorîsqiie 
les  racines  «ont  imaginaires,  c'est-à-dire  lorsque  la  sécanle  ne  rencoiUre  pas  la 
circonréreuce.  Il  en  est  de  môme  de  l'ordonnée;  dans  ce  cas,  on  dit  que  le& 
points  de  rencontre  sont  imatfinnires.  Ainsi  : 

Une  sèrante  i]>felri,,t(fin'  ttunirr  par  If  poixt  A  rencontre  la  cn  confi'rt'uce  en 
deuji:  points  réels  ou  iinatfiiuiires,  tuais  le  point  milieu  delà  distance  des  deux 
points  d^intersection  est  toujours  réel  et  appartient  ou  lieu. 


i-  iK.  40. 


Exercice. 


82.  Problém*.  On  donne  une  circonférence  et  un  diamètre  fixe  AB* 
lyun  point  quelconque  C,  pris  sur  le  prolongement  du  diamètre ,  oti 


*  Voir  ItUMVirni  D*ALiiteiis,  F.  J.,  s*  édition.  , 
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mène  une  tangente  CT,  puis  ia  bUsectriee  de  l'angle  ACT;  quel  est  It 
lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  bissectrice  ? 
f  Énoncé  de  Blanchbt*.) 


FIff.  41. 


\'  Kludioiis  les  positions  particulières  de  la  tangente. 

Pour  la  langeijle  au  poinl  la  biâseclrice  est  parallèle  à  ia  taflgeate 
el  au  diamètre  AR  :  elle  passe  par  le  point  milieu  E  de  ()\). 

La  tangente  au  point  B  donne  une  bissectrice  BD  qui  coupe  le  diamètre 
sous  un  ani^'le  de  45".  La  perpeadiculaire  OG  délermiDe  un  triangle 
0GB,  reclaugle  isocèle; 

donc  GF  =  G£  =  Y 

Les  quatre  points  G,  G',  G",  G'"  sont  les  sommets  d'un  carré  ayant 
\^  poinl  0  pour  centre.  Le  côté  GG'  passe  par  le  point  £  déjà  déter- 
miné. 

Pour  une  tangente  quelconque  GT,  le  point  M  est  la  projection  du 
centre  'sur  la  bissectrice  CM.  ProuTons  que  le  point  M  appartient  à  la 
'Iroite  GEG'. 

Menons  le  rayon  \M  de  la  circonférence  OTC  qui  détermine  le  point 
de  contact;  soit  H  le  point  oti  ce  riyron  coupe  la  corde  OT, 

on  a  0H=^=:|. 

Ur  les  triangles  rectangles  OMF,  OMH  sont  égaux  comnae  ayant  l'hy- 
poténuse commune  et  l'angle  MON  =  OMN. 

Donc  MP=  0H  =  |^  ^-  0  D. 

83.  Remarque.  Le  lieu  complet,  pour  le  diamètre  fixe  AH,  se  compose 
dé  deux  parallèles  illimitées.  Les  segmeals  GG',  G"G"'  corrcbpoadenL  à  la 


*  9éomiirU  dr  LtgtnAre,  ntm  i>ar  Â.  Kjjixcilkt,  ancien  directeur  dett  étutled  k  Suinte* 
SBte. 

Le»  théorèmej*,  lieux  géométriguos  n  prr)blèiii(M  propotK^  dans  cet  ouvraw'*-,  ont  intf-iPfi.^r 
4^  tombreax  éièra».  Im  wlutiou  de  toutes  ces  qoetUoiis  cat  oonteuue  dans  un  ouvrage 
l'aklié  en  ld79. 

iffSeollMit  de  BtaneM,  ptr  X.  Km,  uicfcn  élève  de  rÉoole  vllitain  belge. 

2* 
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bissectrice  IJ  de  Tau^Ic  aigu  que  la  tanpenl»*  fait  avec  le  diamètre, 
tandis  que  les  prolongemeuls  correspoudeut  à  la  bissectrice  IK  de  Tangie 
obtus. 

Ezeroto«. 


04.  PfoUènie,  Deux  côtéa  opposes  Ah  et  Ci>  (Vint  (juiulrUctirr  s<nit 

donnes  ;  ils  se  voiipent  Pn  tni  j'<<'i/l 

0.    Un  (1rs  rntf's  AH  rst  jir<' ^  l'antiX 

Cl»  toiiviir  iii'iotir  tin  j>uii(f  0.  Qtt'l 
('}(f  h'  li'-K  du  point  M  on  sf  voitpeiit 
les  (Icii.id  II  très  (vMi's  AC,  BD  ,  t't 
lictf  ,h(  point  M'  (l'interaectioti  i^e^ 
diagonales  AD,  BGÏ 

Par  le  point  M  menons  MN  pa- 
rallèle à  OCD,  et  cherchons  la  re- 
lation qui  existo  entre  AN,  NM  et  les 
longueurs  données. 

Soient  OA  =  a;  OP. —  h;  AB 
ou  b  — a=/;   OG=:c,    oD  =  d. 

Les  triangles  semblables  NBM,  OBD  ;  puis  NAM,  OAC  donnent  : 

 rf 


(     f     ^  ^ 

«  i 

'  B 

fiir.  42. 


MN 

on 

d 

NB 

=  T>B  = 

h  ' 

MN 

OG 

c 

iNA 

—  OA 

a 


d'où 
mais 
d'où 


NA.-^  =  NB.-^ 


NB=:NA4-/,    donc        . NA  . +  / . 


NA  =  / 


hc  —  fid 


quantité  constante  ; 


cd 


puis,  de  MN  =  NA.  — ,  on  tire  MN  =  ^.  hc^ad  constante. 

Donc  le  Ueu  du  point  M  e»t  une  circonférence  donl  le  centre  N  e»t 
mr  GAB. 

lien  de  M'  est  te  circonférence  dont  N'  csf  le  centre  et  N'M'  /t- 
rayon. 

L'enstmLie  des  deux  cirronférences,  a^aot  pour  centres  respectifs  N 
et  N',  constitue  le  lieu  complet. 

8^.  Lieu  composé.  Le  Heu  géométrique  demandé  peut  être  formé  par 
plusieurs  lignes  dVspccf»s  différentes:  par  exemple,  d'un  cercle  et  d'une 
hyperbole.  Dans  ce  cas,  IVtude  en  est  plus  difOcile,  car  on  est  exposé  à 
omettre  liuelque  partie  du  lieu. 

Soit  proposé  le  problème  suivant. 
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86.  Problème,  l  it  Iriam/tf  isocèle  rsl  ilounr  ;  on  dotuimU'  le  lieu  liea 
}"fiuU  It'ls  <pte  f(f  (h'sliinri'  (h'  chacim  d'eu.r  à  la  Ihi»v  du  Irifuigle  aoit 

iif<>i;'nHt'  frojjijrfif)/' n'  ilc  Ci>lnj  les  distances  (ht  mt^me  puitit  tm.r  drux 

'  'h-rs  Cités.  (CoDcourâ  des  ijcées,  i8ôti;  cours  de  logique,  sccUon  scieo- 
Ulique.) 

On  reconnaît  immédiateiaeni  que  le  centre  0  du  cercle  inscrit  et  les 
centres  H.  I,  J  des  cercles  ex- inscrits  appartiennent  au  lieu  demandât 
carebaeuD  d'eux  est  équidistant  des  trois  côtés. 

Les  points  A  et  B  apparlîennent  aussi  au  lieu.  En  effet,  la  distance  de 
chacun  de  ces  points  à  la  base  et  à  Tun  des  côtés  e^t  nulle,  ce  qui  suffit 
pour  annuler  le  carré  et  le  produit. 

Les  six  points  ainsi  trouvés  directement  ne  peuvent  évidemment  appar* 
tenir  ni  à  une  m(*'me  droit»^,  ni 

à  une  même  circonférence;  les  ' 
nifitîenrs  élèves  ont  été  arrêtés 
par  celte  consitJ^*ralion ,  tandis 
que  ceux  qui  n'avaient  songé 
qu'aux  points  A,  0,  B,  H,  ont 
domv'  pour  réponse  une  cii  con- 
f^rrnce.  et  telle  était  bien  la  so- 
lution dtauinch^c. 

C'est  aus-i  l^i  seule  solution 
qu'indique  un  ouvraL^e  ,  d'niileurs 
reruarquable  à  bien  des  (>oints  de 
vi:c  :  Thi'nrp^fte<  ri  problèmes  tle 
Gcornrlric  <  (r iiif'tilmre ,  pnr  Ca- 
talan 6»  édit.,  1879,  probl. 
XIJ,  p.  -243. 

Mai?  le  lit  iJ  complet  comprend  Kig. 
les  deux  parties  indiquées  ci-après: 

l"^  La  circonférence  taiii^eiite  aux  deux  côtés  en  A  et  B;  celte  courbe 
p3sse  par  les  centres  11  et  0.  un  sait  que  tous  les  points  de  cette  circon- 
(érence  appartiennent  au  lieu  f  n**  25  V 

La  géométrie  analytique  donne  en  outre,  comme  solution  : 

^  Une  hyperbole  JAJ\  IBT,  tangente  aux  côtés  en  A  et  B,  et  par  suite 
Uagente  à  la  première  partie  du  lieu.  Cette  seconde  courbe  contient  les 
centres  I  et  J  des  cercles  ex  «inscrits  aux  côtés  égaux  du  triangle 
itocèle. 

Itinwfnwot  1<*  La  circonférence  et  rhyperlK>le  sont  des  figures  corn* 
ptoentairea(no  'IR^K 


*  Ec<;à5K  r'T  . r.Av  '  profo.-itur  timOnte  à  rUûhttaitc  de  Liège,  auteur  de 

^.Qttean  oaTra^e»  entiméi»  :  Manwl  du  eandiâ^tl  à  l  Seok  polytechnique  ,  BUmtntë  dt 
tkmmti,  Théorèmét  prûMnu»  de  çéométriê  iUmtntairê.^NouvéU»  wnttpondante  mathé' 
■uzUfiw,  de  1074*75  h  1S80  ;  on  lui  iloit  de  nombreux  et  savant?  méniolros  matbéuiuUiiue?. 
Oî  jiTîT  Mrr  h  «on  Mift  t  le  Discctttg  mr  Us  travaux  mathématiques  d«  M.  E.  C.  CaéalaHi 
f*r  U.  UAUf^tos ,  profeeeeur  à  i'anlvewlté  de  Gand,  nuMubre  »le  racadcmic  royale  «le  Bel* 
ÈT>-  iMaihéêiê,  ISSS). 
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2<»  Loraque  les  droites  CA,  CB  sont  parallèles  et  soot  coupées  par  une 
perpeDdiculaire  AB,  le  lieu  se  compose  de  la  circonférence  décrite  sur 
AB  comme  diamètre,  et  de  Thyperbole  équilatère  ayant  A  et  B  pour 
sommets. 

§  II*  —  Emploi  des  lieux  géométriques. 

Lieux  à  employer.  Les  jM*iiictpattJi*  lieux  giotnéhnques  à  utiliser 
diins  la  recherche  des  problèmes  sont  les  suivants  : 

(«)  Lieu  des  points  dont  la  somme  ou  la  différence  des  distances  à  deui 
droites  données  égale  une  ligne  donnée  ; 

(b)  Lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  droites  sont  dans  un  rap- 
port donné  ; 

(c)  Lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  points  donnés  sont  dans 
un  rapport  donné  ; 

(d)  Lieu  des  points  d*où  les  droites  menées  d^un  pointé  une  droite  ou 

à  une  circonféreoce  sont  divisées  dans  un  rapport  donné  ; 

(e)  Lieu  des  points  N  d^où  une  droite  OM,  menée  d*UD  point  à  une 
droite  ou  à  une  circonférence,  estdtfiséeen  deux  parties  telles  que  le 
produit  OMxON  est  constant; 

(f)  Lieu  des  points  dont  la  somme  ou  la  différence  des  carrés  des  dis- 
tances à  deux  points  donnés  égale  une  valeur  donnée. 

Détermination  d*un  point.  Dans  la  plupart  des  cas,  la  rrsolutioo 
d'un  i>roblème  graphique  revient  à  déterminer  la  position  d'un  point. 

Or,  en  ne  tenant  [ja.s  compte  d'une  des  (htnnvcs  de  la  question  proposée,, 
on  trouve  une  ligne  contenant  le  point  cherché;  puis,  en  prenant  la  con-: 
dilion  négligée,  mais  en  faisant  abstraction  d'une  autre  donnée^  on  obtient: 
encore  une  ligne  à  laquelle  appartient  le  point  à  déterminer;  donc  rin-i 
terseclion  des  deux  lieux  géométriques  donne  le  point  demandé. 

La  détermination  d*un  point  n'exige  parfois  que  la  construction  d'un 
9eul  lieu;  cette  circonstance  se  présente  lorsque  le  point  doit  appartenir 
à  une  ligne  donnée.  En  Yoici  quelques  exemples. 

Exercice. 

I 

89.  Problème.  Entre  deux  circonférences  données^  ittacrire  une  droite  \ 

de  longueur  1,  l't  qui  eoil  parallèle  l 
à  une  ligne  xy.  î 

Soient  A  et  H  les  rirconférences' 
données,  il  faut  recourir  au  lieu! 
géométrique  qu'on  obtient  par  une 
translation  puntUrU'  (n^  1)9,  rem.  2'>V 
Par  le  cenUc  A  menons  la  droite, 
AC  égale  à  l  et  parallèle  à  X\  ;  puis, 
Fig.  V».  du  point  C  comme  centre,  décrivons 

une  circonlérence  égale  au  cercle  A.  \ 
LeS  points  d*interseclîon  M,  M'  donnent  les  solutions,  puisque  les  i 
figures  ANMG  et  AN'M'C  sont  des  parallélogrammes.  I 
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90.  KeoMflqiMt.  La  circonférence  A  |ieut  être  remplacée  par  on  poly- 
gone quelconque,  parce  que  le  déplacement  pourra  être  effectué  en  n'em- 
ployant que  la  régie  et  le  compas. 

La  cireanféreoce  B  peut  être  remplacée  par  une  courbe  quelconque. 

Dana  le  cas  ^éral ,  il  y  a  quatre  solutions. 


01.  Problème.  On  doiinc  deux  circonférences  e.rtprU'ureR  A  c/  B,  ninai 
qu'une  droite  xy;  mener  une  sécante  parallèle  à  xy,  de  manière  que  la 
somme  de»  corde»  iuierceptées  égale  une  longueur  1. 

£m  ployons  une  trans- 
lation parallèle,  et, 
comme  à  Texercice 
précédent,  menons  la 
droite  AC  parallèle  à 
XY  et  égale  à  la  lon- 
gueur donnée  l,  el  du 
point  C  dècrÎTOos  une 
ciroonféreoce  de  même 
rayon  que  A.  Toute 
parallèle  à  XY,  lelte 
que  EG  égale  L 


Fig. 


Par  un  second  déplacement  parallèle,  amenons  le  cercle  B  à  avoir  son 
centre  en  D  sur  1j  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  AC. 
Les  points  d'inlerfeectioa  donnent  la  solution. 

En  effet,   EG  =  AC  =  /;  FG  =  MN;   donc  EF  +  M.N  =  i 

On  voit,  aor  la  figure,  une  seconde  solution  plus  rapprochée  de  XY. 


Exercice* 


92.  Problème.  On  donne  un  point  sur  une  circonférence  ainsi  nu  une 
corde  ;  par  le  points  mener  une  neconde  corde  qui  soit  diviitée  en  deu.c 
parties  égales  par  la  première, 

Ir*  Soiution.  Soient  A  le  point  donné  et  BC 
la  corde  donnée. 

SI  ADE  est  la  corde  demandée,  le  point  D 
doit  se  trouver  sur  BC  et  sur  le  lieu  des  points 
milieux  des  cordes  menées  par  le  point  A 
(n^  8D).  Il  suffit  donc  de  décrire  une  circonfé- 
rence sur  le  diamètre  AO. 

Les  pointa  D  et  D'  déterminent  les  cordes  de- 
mandées. 


Fig.  46. 


2«  Solution,  Le  puiiil  1.  doit  se  trouver  sur 
la  circonférence  donnée  el  sur  le  lieu,  tel  ijue 

toute  ligne  incuëe  par  le  point  A  se  trouve  divisée  en  deux  parties  égales 
l>ar  BC. 


^  EXBRCIOW  DE  GÉOMélRU: 

Donc,  Bur  une  ligne  droite  (juelconqae  AU,  il  sulfli  dp  pnndre  U  s=  Al 
et  de  mener  une  parallèle  EH'  k  BC. 

03.  Remarques.  1»  Lors^jH'um-  sohdlott  dcpnid  Jr  l'intersection  d'wie 
droite  et  d'un  cercle,  il  {)eiit  y  avoir  iIcuj:  réponses,  une  seule,  OU  OMCUne. 
Aous  nous  dispenseroiKi  pari jis  de  répéler  cette  observation. 

2«  La  seconde  solution  peut  être  employée  mémo  lorsque  la  circonfé- 
rence est  remplacée  par  une  courbe  quelconque. 
La  question  proposée  n'eat  qu'un  cas  parttcuHer  de  rexercice  aui- 


fUercâoe. 

94.  Problème.  On  ,1mm.'  un  point  n  et  deux  droiten  quelcoiwucê  :  par 
ie  point  donne,  nu  sur  une  .écante  MON  linntêe  atw  tlméX  lionet  don- 
itées.  et  telle  que  Iv^  segments  interceptés  OM,  ON  soiefU  dam  un  rapport 

n 

Soient  l6B  droites  XY.  XZ  et  MON  dans  le  rapport  voulu. 

Le  point  N  doit  apj.artenir  à  XZ  et 
au  lieu  des  points  tels  que  toute 
droite  menée  par  le  point  0  se  trouve 

divisée  dans  le  rapport  — .  Il  tànt 

donc  construire  ce  lieu.  Pour  cela, 
menons  une  droite  quelconque  AOb[ 

prenons       =       et  par  le  point  B 

menons  une  parallèle  à  XY. 

OM  m 


Fig.  47. 


On  aura 


donne 


.  Pour  une  droite  XY  et  une  cîrconrémce,  le  môme  lieu 
CM'  m 


Pour  une  droite  et  une  courbe  qnelconnue  on  nrofiÂilA  ^^^«.^  m 


A  ttt  ^  •'"'"'f'^'-^-^*  -i""'  respectivement  pou,  «entw,  I,.  point. 


Il  faut  trouver  le  Ueu  des  poiute  teb  que        —  *!L 

ON  —  »  • 
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Un  sait  (no  60)  que  ce  lieu  est  une  circoiilërence  de  ceotre  C,  telle  qil0 
le  point  «lonné  0  soil  le  centre  de  siniihtiidc 
des  circonférences  A  et  C  ;  donc  sur  la  droite  AO 
prenons 

OC  _  «I 
UK—  n 

puis  un  ra^oû  c,  tel  qu'on  ait 

£  

a  11 

Les  points  M  et  M'  répondent  i  la  quesUon, 
car  00  a  : 

OM  _  OC  _  m 
UN""  UA  n 

£xeroîoe. 

•7.  ProMtee.  Par  un  point  0,  donné  dans  un  angle  YXZ,  mener 
une  sécante  MON,  telle  que  h  produit  OM .  ON  ait  mte  valeur  donnée  k^. 

H  sufQt,  comme  précédemment,  de  déterminer  directement  une  des 
eiirémiléB  de  la  sécante,  N  par  exemple.  Y! 
Or  le  point  N  doit  se  trouver  aur  XZ  et 
sur  le  lieu  des  points  tels  que 

<  »r  on  sait  ()ue,  pour  déterminer  ce  dt;r- 
nier  li*~u  »  67),  il  faut  abaisser  la  per- 
pendiculaire OA ,  prendre  OB  lel  que 
On.OA=:A-^,  et  «nr  OB  comme  diamètre 
d'iTnrr  une  circonférence  î.<'s  point'^  <l'in- 
terscctioa  .N  et      répondeol  à  la  question. 

86.  Remarque*  Il  peut  y  avolr  deux  so- 
lutions, une  seule,  ou  aucune. 

Une  des  droites  peut  être  remplacée  par  une  circonférence,  ou  par  une 
courbe  quelconque. 

Ou  peut  donner  deux  circonférences,  ou  bien  une  circonférence  et  une 
courbe  quelconque. 

Exercice. 

98.  PirobUnie.  Par  un  point  de  Vhypoiénuse  <JPun  triangle  rectangle, 
inener  des  parallèles  aux  côtés  de 
Vangle  droit,  de  mafiière  que  le  rec-  ^ 
(angle  obtenu  réaliiv  certaines  candi» 
Hons  imposées.  B 

{•)  périmètre  du  rectangle  doit 
égaler  une  longueur  donnée  2p. 

Soi^^nt  âBC  le  triangle  rectangle 
donné:  APMN  un  rectangle  tel  que  le 
demi -périmètre 

MN-fMPr=;>   (fig.  50). 


Fig.  W. 


V 

\ 

N 

\ 

M 

V 

p 

Fig.  80. 


Le  point  M  doit  appartenir  au  côté  BC  et  au  lieu  des  points  dont  la 
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somme  des  distances  aux  droiles  rectangulaires  AD ,  AC  égale  p  {a9  75)  ; 
donc  il  suffit  de  prendre  AD  =  AE =p  et  de  mener  DME. 

jidoltdtre  <AC  et  >AB. 

(b;  Lu  diffvrcnir  de  dettx  côlén  aH- 
jiircuh  du  reclaiigle  doit  égaler  mit 
.M'  longueur  doHttrf*  d. 

Il  faut  omfiloyer  lo  lieu  Ue»  puinls 
dont  la  diil  'Tence  des  dislances  és/ale 
une  ligne  donnée  (n"  75),  et  prendre 

AD  =  AE  =  d,   (fig.  M .) 

Le  point  M  étant  sur  le  prolonge- 
ment de  la  base  DE  du  triangle  tso- 
F»»-  ^>i-  cèle  ADE ,  on  a 

MN  — MP  =  t/ 


 L 

Ai 


'  \ 
I 


1«  K'M'  donne  une  seconde  solution  :  M'P'  —  M'N'  = 

La  dillérence  peut  ^tre  nulle;  on  obtient  alors  le  carré  inscrit;  la 
ligne  AO,  à  45°,  corresponii  à  ce  cas. 

Il  y  a  deux  solutions  lorsque  d  est  uiuiiidre  que  le  plus  petit  des 
côtés. 

Une  seule  pour  <i<AG,   mais  >AB. 
Aucune  pour  à  >  AC. 

(o)  /,€  rapport  di^s  côtes  i/w  reetanyle  tloit  égaler 

Ou  bien  :  le  reeUingle  doit  être  aemhltUfte 
à  UH  rectiinglv  donné. 

Le  point  M  doit  appartenir  au  lieu  des 
points  dont  le  rapport  des  distances  aux 

côl<^s  AB  et  AC  .  géjle 


n 


Pour  conbtruiro  ce  lien  (fig.  M),  il  suffit 
de  déterminer  un  point  M'  dont  les  dis- 
tances soient  dans  le  rapport  voulu.  Pour 


AP' 


cela,  il  suffit  de  prendre  X,  =  —  et  de 

AiM  n 

mener  des  parallèles  P'M',  N'M',  ou  bien  de  construire  un  rectangle 

AP'M'.N'  égal  au  rectangle  donné. 

Il  y  a  deux  solutions,  car  on  peut  disposer  le  rectangle  AP'M'iN'  de 
niauit  re  que  la  petite  base  soit  sur  AC. 

{d)  Lit  somme  des  carrât  des  côlês  adjacent»  dn  rectangle  doit  égaler 
un  carré  donné  k*. 

Du  point  A  comme  centre,  avec  une  longueur  AK  =  k,  on  décrit  un 
arc  de  cercle  (fig.  52). 
il  peut  y  avoir  deux  solutions,  une  seule,  ou  aucune. 

te)  Dans  un  tt'iaiiyle  rectangle  Isocrh- .  în^icrhe  un  rectangle  dont  la 
à/'i'faee  soit  équivalente  à  un  meré  ihuim-  k*. 

11  faudrait  cbercher  Tinterseclion  de  l'bypoténuse  BG  et  de  rbyperboie 
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ôquilalère,  lieu  des  points  M  de  produit  conslaiil  (n*78);  nidis  Tiiyper- 
bole  ne  pouvant  être  traci'*p  par  des  procé  lés 

jéoni*'lriques,  il  faut  recourir  à  d'autres  cou- 

slractioiis. 

Le  rectâcigie  sera  détermioé  lorsque  le  point 

sera  connu. 

Or  le  trianf<le  étant  isocèle,  la  somme  des 
cùtés  MP,  MN  est  constante;  elle  égale  AG 
'i»*'74).  Or  tous  les  reclan'jles  qui  ont  AG  pour 
somme  des  côtés,  ont  pour  surface  Ih  carré  des 
«tiver<f!5  ordonnées  telles  que  PE,  du  demi- 
icrcle  AEG  décrit  sur  AG  comme  diamètre 
G  ,  Tï^  256 \  :  donc  il  faut  prendre  AU  =  h  et 
iiieoer  une  parallèle        (G.,  n"  340.1 

On  aura:  AP.PC  =  EP'  ou  Aà>.PM  =  /;^ 


fOO.  ProblènM.  Dans  u$i  cercle  donné,  insterire  un  rectangle  dùfii  le 
fifrimètre  égaie  une  longueur  donnée  1. 

(•}  Il  suffit  éTtdemmeDt  de  s^occuper  du  quart  da  périmètre  et  de 


poser 


Le  point  M  doit  appartenir  à  1*arc  BMG  (fig.  54)  et  au  lieu  des  points 
doot  la  somme  des  diataBcea  aux  droites  AB,  AC  égale  ^  ;  donc  il  faut 

prendre  AD  =  AE  =  -|- ,  et  meoer  DE  (a*"  99,  a). 

t.  11  peut  y  avoir  deux  solutions,  une  seule,  ou  aueune  (n^dS). 


1  / 

P 

N 

V 

C  lE 


Elg.  55. 


*h)  La  différetiC4s  dea  côiéa  (uljat'ents  du  rectangle  doit  c'^a/f^i'd  (flg.54). 

d 

Ua  prend     AF  =  AG  =  -2-   et  on  mène  FGM. 


Uatroure  MN  — MP=--^i  d'où  MM'-MM"=:fY. 
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(o)  Le  rapport  des  côlés  adjacenU  du  rectangle  doit  égaler  — . 

Oo  procède  comme  pour  le  triangle  (n""  1)9,  o). 

(à)  La  mrface  du  rectanfjle  doit  égaler  un  carré  domté  (fig.  65)* 

Puisqu'il  suffit  de  s'occuper  du  nuail  APMN  du  rectangle  demaiiéé, 
représentons  la  surface  tolait  par  'ik'. 

Oûaura:  AP.MP  =  /s^ 

d^aineun  AP«  +  MP« = AM«  =         ( G.,  646.) 

Donc   AP^  +  2AP.MP  +  MP'   ou   (ÀP  +  MP)«a«f*4-2fc« 

Nous  pouvons  donc  connaître  la  somme  des  deux  côtés  adjacents  et 
retomber  sur  une  (|ue>iion  connue  (•). 

Soit  AFGH  le  carré  donné  ;  AG> = 

Portons  celte  longueur  AG  de  A  en  I ,  et  menons  les  perpendicttlatres 

IL,  CL.  On  a  :  AL'^^r^  +  Sfe^ 

donc  AL=:AP  +  iVlP 

Puis  portons  AL  de  A  en  E  et  en  D,  et  menons  le  lieu  DE. 

(e)  La  dijfvrcnce  dca  carres  de  detw  côtét 
adjacents  du  rectangle  doit  égaler  Ult  carré 
donne  (  fig.  56.) 

Il  faudrait,  couun»'  au  n"  -  e),  construire 
une  l)y[)erbolc  et  prendre  son  iiilersecLion  ivot. 
le  cercle  donné  ;  mais  on  préfère  remplacer 
celte  courbe  par  une  droite. 

F.n  représentant  la  différence  des  carrés 
|)ar  'ik-, 

on  aura  :  MN^-MP-^  =  /c* 
d'ailleurs  MN«  +  MP«  =  r- 
d'où ,  on  addilionnant  =  r*  +  fc» 

11  suffit  donc  de  construirr  cette  longueur. 

Il  faut  prendre  CL  =  k;  alors  AL'*  =  r* -|- A^;  puia  élever  une 
perpendiculaire  H  G  au  milieu  de  AL,  jusqu'à  la  rencontre  de  la  demi- 
eirconrérence  AGL. 


Fig.  56. 


On  aura  : 


AO  -  - 


Enfin,  en  portant  AG  de  A  en  P,  la  droite  PY,  parallèle  à  AB,  est  le 
lieu  des  points  distants  de  AB  de  la  longueur  MN  voulue  ;  donc  M  est  le 
sommet  du  rectangle. 

Remarque.  Les  exerciccs  déjà  résolus  conduisent  à  faire  les  remairquea 

suivantes. 

Pour  certains  problèmes,  on  utilise  immédiatement  les  lieux  gëomé-. 
Irique^  (n'*^  89,  92,  94...),  tandis  que  pour  d  autres  queistions  il  faut 
préparer  la  solution. 
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Ltft  exemples  donnés  ^99,  «;  iUO,  •)  fMUfeiii  M  mpporier  à  la 
ihotie  ulgébtnque  (n»  293),  tandis  que  les  ddttz  Bulvanto  réelament  d«a 


FIg.  57. 


m\ .  Problème.  ()t>  (Umnr  lieiu'  ptfinfs  A  *'t  B  aur  ww  virt'Oitfih*ence y 
'jii'un  iltfit'n  ttf  l.l  fij:e  (le  posilloii  ;  l rouvrr  xffr  la  cirvonférence 
yiinf  C,  ft'i  'ft'*'  //  s  mrfff's  CA ,  CB  dt'lei*Mi»wnt  Huy  le  diamètre  fijcv 
>*^gmeni  MN  c/<'  lonytifur  donnée  1. 

^  ^posons  le  problème  résolu,  et   MN  = 

^ous  connaissons  la  position  des  points  A,  B,  et  par  suite  la  graDdeur 
Tangle  inscrit  C.  On  conoait  aussi  la 

irucur  donnée. 

Jr,  €D  menant  des  pnrallùles  M),  AI» 
»t  droites  A  M  ,  MN  ,  nous  formons  un  pa- 
lUIograrame  dans  lequel  Al)  =  MN  ^  /; 
plus,  Taogle  D]NB:=C  comme  corres- 
[uJant. 

Mais  îe  point  I»  [ïoiil  être  déterminé 
rectemi  nt;  donr  nous  sommes  conduits 
a  coDs^triiedon  ;^Mirnnle: 
Var  le  point  A,  il  laut  mener  une  paral- 
r  Tîi  diamètre  fixe,  prendre  AD  —  ?, 
r  bl»  décrire  un  fiegmeiit  capable  de  Tauglo  couau  C,  puis  mener 
iW  et  CA. 

LHi  aura  MN  =  l 

Problème.         iioMw  deux  poinis  A  e<  K  sur  um  circonférence 
i  qu'un  iliaint^tré'  KF/îjv»  de  positio» ;  trauvPT  sur  l4i  circonférence 
i'  'hfl  C,  lel  que  ies  Cfirdes  CA,  CB  déterminent  mr  le  diamètre  fUtt', 
du  rentre  O,        »egmpnf»  égaux  OM  ,  ON. 

Supp«»-L»ns  le  probh-iii*' ré-olu  et    OM  — ON. 

V.r,  menaot  le  diamièlre  AGI)  et  joiguaul  lu  poml  N  au  point  L>,  nous 
'Dioos  deux  tria Mzles  AOM, 
)N  qui  sont  égaux  ,  comme 
0hi  un  angle  égal,  au  point 
compris  entre  deux  côté» 
lux:  donc  la  druite  ND  est 
îalléle  à  aC  ,  et  nous  pou- 
connaître  la  valeur  de 

Ea  effet,  l'angle  DNC=sC. 
ce   dernier    ang^le  est 
,  car  il  a  pour  mesure 
aaoOië  de  Tare  AB.  Puis 
BND,  supplément  de 


Fig.  Ô6. 


\,  mi  amMX  le  supplâment  de  C  ;  nous  sommes  donc  conduits  ù  la 
»n  suivante  : 
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Il  faut  mener  le  diamètre  AOD  ;  sur  BD  décrire  un  segment  eipibl 
Bupplèment  de  Tangle  connu  C. 

Le  point  X  se  troure  ainsi  déterminé;  on  mène  BNC,  et  l'on  joial  ( 
point  A. 

Remarque.  Le  poinl  N'  correspond  à  une  seconde  solution. 
L'angle  BN'Û  supplément  de  BND  =  C. 

Emploi  dei  lieux  géométriques. 

Lorsque  le  point  a  délerniiner  ne  doit  pas  se  trouver  sur  uno  i 
don  II. ''C,  il  faut  recourir  à  l'emploi  siiuultaiié  de  deux  lieux  géoiDélri> 
iji  ss  I  ;  niais  il  faut  cliercher  les  lieux  les  plus  faciles  à  construire 
se  rappelant  qu^on  ne  peut  tracer  directement  que  des  droites  et  (ie^ 
confère  nres. 

Voici  quelques  exemples. 

Exeroîoe. 

103.  Problème.  Dans  un  lrutn(fli\  détt'nniurr  itn  point  liunt  t' • 
tomes  X,  y,  Z  (iu,r  trois  côtes  a,  b,  c  Wu  triangh,  .NOifi//  *'n(re  vUt"^ 
U'  même  rapport  qvt'  les  côti's  correspomt4ints. 

Pour  deux  des  sotinuets,  A  et  H,  il  suffi l  de  dëlcmiiniT  la  droite 
est  le  lif'u  des  points  dont  les  distances  aux  deux  côtés  correspond 
sont  dans  le  même  rapport  que  ces  côtés. 


C 


3  c-  A 

Fig.  59. 


Poar  Af  éle?on8  aux  extrémités  des  côtés  b  et  e  des  perpcndicu. 
CD,  BE  qui  soient  dans  le  rapport  de  ces  côlés;  qui  en  soit  nt. 
exemple,  la  moitié  ;  puis  par  D,  E  des  parallèles  DM,  EM  au.\  coië^ 
respondonts  b  et  c;  le  point  M  appartient  au  lieu  AM. 

On  procède  de  même  pour  le  sommet  B,  et  Ton  trouve  BN  ;  d< 
point  K  répond  à  la  question,  car  Ton  a  : 

f       a       y    b 

z       c       z  c 

ou  X  :  y  :  z^a  :  b  i  c 

Reouwqae*  Le  point  K  est  nommé  point  de  Lemoine  (voir  ci-a^ 
n«  2352  et  suiTaots). 
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104.  Prol»lta»e.  Cnnstruire  un  rectangle,  eatinamant  le  périmètre  2p 
la  somme       de»  carrés  de»  côtés  adja- 


ïoil  ua  aogîe  droit  XAY. 
Ml  ne  coasidérant  que  la  première  con- 
bn ,  on  est  eonduifc  à  prendre 

AE  =  AD=r|> 

it  sommet  M  doit  se  trouver  sur  DE. 
P>û  ne  tenant  compte  que  de  la  seconde, 
•décrit  UH  arc  de  cercle  du  centre  AavocÂ 

1  rayon. 

L  ialersection   «les  deux  lieux  fait  coo- 
i're  le  point  M. 

bneilei,  MN-{-MP  =  AE  rrp 

MN'  +  MP<  =  AM«  =  A' 


Y; 


t  V 


Fig.  tiU. 


(n«  74.) 


Ezeroioe. 

lOô.  Problème.  Construire  un  triauglv^  connaissant  la  base  AB,  Vanglc 
r  >omrn€t  oppose  et  Ut  hauteur  h  abaissée  de 
dentier  point. 

)ni  ne  tenant  pas  compte  de  In  hauteur,  le 
[umet  pourrait  être  en  un  point  quelcooque 
l'arc  ACB,  capable  de  l'angle  donné. 
Mais  tou>  î^-  Irianèjlcâ  ayant  AB  pour  base 
h  pour  hauteur  ont  l^ur  troisième  sommet 
f  une  parallèle  FC ,  distanle  de  la  base  AH 
une  loDirueur  donn»'*e  h. 
T^ODf  le  soMiniet  G  est  au  point  d'inter- 
^tiOQ  du  segiueni  capable  de  Tangle  donné  et  de  la  parallèle  FG. 


Itit».  Problème.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  l'angle 
p03é  et  le  produit      des  d^ux  côtés  qui  comprenftent  cet  angle 

i'  Le  sommet  doit  ee  trouver  sur  Tare  du  segmeol  capable  de  Tanglc 
Il  en  résulte  qu*oa  connatt  le  diamètre  d  du  cercle  circooserit. 
le  produit  a*  des  deux  cètès  du  triangle  égale  le  produit  du  diamètre 
la  hauteur  Inconnue  h,  (6.,  d«  210.) 


a' 


\t  se  trouvera  sur  uoe  parallèle  à  la  base,  la  distance  des 


panOëlas  ayant  pour  valeur        { i05). 
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107. 


C^mirwre  un  triangle j  conHmêêant  la  Wm'  AF'> 

hauteur  h  et  hi  r'ileur  k"  «it  I 
somme  des  carréa  des  deux  ttui^ 
côtés.  j 

En  ne  tonaiit  pas  compte  de  ia  h« 
tour,  il  ne  reete  que  la  retalion  < 

donc  le  sommet  M  doit  se  truiiï4 
bui  le  lieu  des  points  dont  la  soiiiG 
des  carréë  des  distances  à  deux  poiots  fixes  A  et  B  a  uoe  valeur  ce 

s  la  nie  k^, 

hait  que  ce  lieu  est  une  circooféreace  décrite  du  poiut  militu  <^ 
pris  pour  centre,  avec  un  rayon 


Fjg.  62. 


—  y^^^*— AC«    (G.,  255.) 


Pais,  en  négligeant  la  condition  a}  +  b'*s:=1^,  et  en  considéraotj 
hauteur  donnée  h,  on  voit  que  le  sommet  doit  se  trouver  sur  une  puij 
léle  à  AB  meuée  à  une  distance  h  de  AB.  Donc  le  sommet  M  sera  dêtfs 
miné  par  l'intersection  de  la  circon^ence  et  d'une  droite  parallèle  i| 
base.  I 


108.  Problème.  Construire  tm  triavgle,  cotmaissant  la  longueur 
la  bafii',  une  droite  sur  laquelle  cette  batte  doit  se  trouva*,  Vafigle  ûpi^^ 
et  sachant  que  /p^s  côtes  qui  comprennent  cet  angle  doivetU  pfl««er  fi^^ 
deux  point»  fixe»  Aet  li. 

1«  Le  sommet  C  doit  se  trouver  sur 
du  segment  capable  de  Tangle  donné  C  i 
décrit  sur  la  corde  AB. 

La  considération  de  cet  arc  ACB  «li^ 
pour  ramener  le  problème  proposé  à  «il 
{T  question  d6j&  connue  (n<*  iOl),  mais  oïl 
droite  donnée  remplace  le  diamètre  fiie.  % 
réalité,  on  pourra  donc  se  borner  aux  ei 
strudions  suivantes. 

2"  l'ar  le  point  A,  mener  une  paraJN 
6  EF.  Prendre  la  ligne  AD  égale  à  la  M 
Fig.  U3.  gueur  que  la  base  doit  avoir  ;  sur  BD  a 

crire  un  eegment  capable  de  Tangle  doo^ 
joindre  le  point  1!  au  point  N,  où  Parc  du  segment  coupe  la  drd 
donnée  EF;  mener  la  droite  BNC,  el  parle  point  A  mener  une  pafij 
lèle  à  DN. 

Le  ii  iangle  MCN  est  le  triangle  demandé. 

100.  EemM^uM.      Ce  problème  peut  s^énoncer  autrement  :  V\ 
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1.  pltn* f  i  rff*'  if^jttr  sur  EF,  f^f?  inrtnière  que  lamjiv  <J,  fonné  j^Hir  les 
i//^<i/t>  AM  cl         ,  tyalv  Un  amjle  donne. 

Le  nouvel  énoncé  conduit  à  poser  une  question  très  intéressante, 
qui  sera  traitée  au  paragraphe  relatir  aux  inaxima^i  aux  mimifw.  Voici 
le  problème  :  ConèUicnt  vanc  l*anyie  C,  hnque  le  te^fment  MM  ne  dé- 
place 9Hr  EF. 


110. 


Construire  un  trapèze  j  connaùisant  les  anylea  et  les 


On  sait  que  dans  un  trapèze,  à  partir  du  poiat  de  concours  des  dia- 
gonales y  les  segments  AO,  OB  sont  dans  le  même  rapport  que  les  diago- 
sales. 

Soient  d  et  d'  les  diagonales.  Sur  une  droite  quelconque  AB  je  fais  les 
angles  donnés  A  et  B  ;  je  décris  le  lieu  DD'  des  points  dont  les  distances 

êia  points  A  et  H  sont  dans  le  rapport       ;  et  je  mène  la  médiane  MG, 

qoi généralameut  coupe  le  lieu  en  deux  points.  Menons  AOC,  P)OE;  la 
û^re  obtenue  est  un  tra()èze,  comme  il  est  facile  de  le  ddmonlrtr;  de 
plas,  ilest  semblable  au  trapèze  proposé,  l^ortons  d  de  A  en  C,  menons 
les  parallèles  C'F%  F'IV;  et  AB'C'F'  est  le  trapèze  demandé.  Le  point  a 
été  détermiiié  par  la  rencontre  de  deux  lieux  géométriques. 

tll.  ReoiArque.  On  TC  |MMit  employer  directement  à  la  résolution  des 
r»roblè(nes  que  les  lieux  géométriques  constitués  par  des  droites  ou  des 
ùfconférenees  ^n**  i03);  esr  os  ne  sait  pas  construire  dVne  manière 
contioue,  par  des  moyens  suffisamment  rigoureux,  ni  Tellipse,  ni  les 
dtiix  autres  rourbes  du  second  degré.  Lorsque  le  point  à  déterminer  se 
rapporte  à  uo  lieu  qu*on  ne  tracerait  pas  géométriquement,  il  faut  cher- 


mém€niê  de  çéamétrU  de  Xc^nApr, ftnu  pat  biJuicBar,  v  is  M  pn>M>nm  %  tSMoén. 
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cher  une  solution  particulière  qui  n*exige  point  la  cODStructiOD  du  Itett; 
c  est  ainsi  qu'on  a  procédé  (n"  99,  e;  100,  d)  ;  en  voici  quelques  Botm 
exemples. 

Exercice. 

112.  PMtblème.  Construire  un  triangle,  eannaissani  la  base  FF,  la 
hauteur  h  correspondante  et  la  eomme  2a  deê  deux  autres  câtés. 

Soit  MP  =  h  ;    Mb  +  M  F'  =  2a 

Le  sommet  M  est  sur  la  parallèle  distante  de  la  base,  d^une  longueur 

/»,  et  sur  Pellipse  qui  aurait  F,  F'  pour 
foyers  et  AA'  =  2a  pour  grand  axe.  Le 
problème  proposé  revient  donc  au  pro- 
blème connu  : 

Sam  construire  la  courbe,  trùuœr 
les  points  d'intersection  d*une  ell^ 
et  aW  droite  MM'.  (G.,  n«  642.) 

Sur  AA'  comme  diamètre»  décrivons 
le  cercle  principal;  cherchons  quelle 
est  la  droite  NN'  qui  correspond  à  MM'.  Pour  cela,  déterminons  le 
rapport  des  ordonnées  eorrespondaotes  de  Pellipse  et  du  cercle.  Du 
centre  F,  avec  a  pour  rayon,  coupons  la  perpendiculaire  OD  au  point  B; 
cette  ligne  OB  est  le  demi  petit  axe  de  Tellipse;  puis  trarant  AG,  DG. 
BE  et  les  droites  OG,  OE,  il  suffira  de  mener  Pordonnée  du  point  1.  Soo 
intersection  J,  avec  OG,  fait  connaître  la  ligne  JL,  qui  correspond  h  HL 
L'intersection  de  la  circonférence  et  de  JL  donne  les  points  N  et  N',  et 
par  suite  M  et  M'. 
Le  point  M  appartient  à  rellipse,  car  on  a  : 

MP  _  IK  _  EA  _  6_ 
"NP  —  JK GA  a 

donc  MF  +  MP  =  2a,   et  FMF'   est  le  triangle  demandé. 


F 


(ft)  Construire  un  hnanylc  dont  la  base  est  don  née, 

connaissant  la  différence  d  des  autr^^ 
côtés  et  sachant  que  le  sommet  i^.- 
connu  doit  se  trouver  sur  une  droiU 

donnée. 

Soient  A  et  B  les  points  doonéa, 
la  droite  sur  laquelle  doit  se  trouve! 
le  troisième  sommet. 
Supposons  le  problème  résolu  et 

AC  — BG  =  «L 

On  reconnaît  que  le  point  G  appar^ 
pig,  lient  ù  r hyperbole  qui  aurait  A  et  H 

pour  foyers  et  d  pour  axe  Ira ub verse. 
Le  problème  revient  donc  à  la  question  suivante  ;  I 
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hoUème.  (b)  Déterminer  tes  points  où  une  droite  xy  coupe  une 
hyperbole  dont  on  eonyiait  les  foyers  A,  B  et  la  différence  constante  d. 

En  déerivaDt  une  eiroonférenee  du  point  A  comme  centre  avec  d  pour 
rayon,  on  trouTO  GB  =  GH 

Donc  on  est  ramené  au  problème  suivant  : 

(c)  Décrire  une  circonférence  qui  ait  son  centre  sur  une  droite  xy, 
pi  passe  par  un  point  B  et  soit  tangente  à  une  circonférence  AH. 

Mais  le  cercle  qui  a  son  centre  sur  xy  et  passe  par  le  point  B  passe 
fiécatsaîrement  par  la  point  D,  symétrique  de  B. 
Donc  la  question  peut  s'énoncer  : 

fâ)  D^'cnrc  une  circonférence  guipasse  par  deux  points  donnes  B,  D 
ti  qui  mt  tangente  à  un  cercle  AH. 

Or  cette  question  est  connue.  (G.,  299.) 

Par  B  et  D  on  fait  passer  un  cercle  qui  coupe  le  cercle  AH,  on  mène 
EFG,  BDG|  puis  les  tangentes  GH,  GL,  et  Ton  fait  passer  une  circonfé- 
ft'oa'  par  les  trois  points  i^,  D,  II,  ce  qui  donne  une  première  solution 
C;  et  une  autre  circonférence  par  D,  B,  L,  ce  qui  donne  une  seconde 
âoiation  0;  car  OB  — OA=:c{ 

114.  ■«Bw^M.  Dans  les  exemples  ci -dessus  {n^  112  et  113),  la 
coosidération  do  lieu  que  l'on  ne  pent  tracer  conduit  néanmoins  à  la 
Miation. 

Dans  les  exemples  suivants  (tt<>*  115  et  117) ,  la  solution  trouvée  direc* 
teneot  résout  un  problème  relatif  aux  coniques. 


Exerwce. 

M^.  Problème.  Construire  un  triangle j  connaissant  la  hase  AB,  Vangle 
^pp&9^  et  la  somme  2a  des  côtés  qui  comprennent  cet  angle. 

1^  Le  sommet  C  appartient  à  Tare  de  seg- 
ment capable  de  Tangle  donné. 

^  Le  même  sommet  appartient  aussi  à  Tel- 
ip^  qui  aurait  A  et  B  pour  foyers  et  2a  pour 
i/û^or  du  grand  axe;  mais  comme  on  ne 
'^l  point  uttitsor  directement  cette  ellipse,  11 
<it  cbercber  une  autre  solution. 

Sopposons  le  problème  résolu,  et  soit 

AC  +  CB  =  2a 

Ko  portant  Cr>   de  C  en  D,  sur  le  pro- 
apemenl  de  AC,  nous  formons  un  triangle 
*xèle  BGD  :    or   Tangle  extérieur  C  égale  la  somme  des  îingles 
(JBD,  CDB  ;  donc  Tangle  D  est  constant,  car  il  égale  la  moi- 
de  Tangle  dumié  G;  donc  sur  AB  décrivons  un  segment  capable 

transie  [r,  et  do  point  A  comme  centre,  avec  une  longueur  2a, 
D  et  D'  Tare  décrit,  puis  menons  DA  et  BG  ;  AGB  est  une  des 

U problème  résolu  donne  la  solution  du  suivant  : 

a,  3 
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lia  MiMn*.  Sans  irwser  une  ellipse  dont  on  conwnt  h'<  joucn  ket 
B  Ukhngnmtf^^d^grimdaxe,  déUrminnr  les  points     c.Uc  con.oc 

coiJSÎar  um  cifionférence  ACB,  dout  U  centre  ,U  sur  k  ^ui 
de  VeUipse*  ^ 

EemtfqoM.  10  Pour  décrire  l'arc  capable  de  Tangle  ^,  on  piwile 
point  0  pour  centre  et  OB  pour  rayon.  Ou  bien  on  bonN>  à  déctire 
directement  le  segment  capable  de  Tare  el  Ton  élève  une  pcrF^odl. 
culaire  au  milieu  de  B D  juequ^à  la  renoonlre  de  AD, 

20  Si  la  différence  des  côlés  était  donnée,  on  porieraU  CA  de  C  ea  E. 

A  =  E=:90-Yî  AEB  =  90  +  ^ 

Sur  A13  on  décrirait  un  segment  capable  de  (^  +  y) ,  et  du  point  B, 
avee  la  difléwnea  donnée,  on  aouperail  l'arc  du  segmeat, 

Cxeroioe. 


1 


117  Problème.  Coupev       côtes  d'un  angle  droit  ,  J^*' 
d'une  longueur  donnée,  de  manière  que  le  triangle  reeîangfe  rcsnmm 
ait  une  aire  donnée. 

Soit  le  triangle  ABC.  tel  que  sa  surface  égale       aire  donnée,  et  qu. 

•    BC—.  la  longueur  2Î. 

Par   M  ,  point  milieu  de  nivp<4omi5e, 
menons  des  parallèles  aux  côtés  AU,  AC. 

î  e  r<  .  tanjrle  APMN  est  la  moitié  du 
triangle ,  il  égale  k\  et 


donc  le  point  M  appartient  au  cercle  décrit 
du  centre  A  »  avec  l  pour  rayon  ;  il  faut 
ensuite  inscrire  un  rectangle  APMN  ayatt 
une  aire  donnée  fc^;  c'est  une  question  con- 
nue (n"  100,  d)i  enfin  il  faut  prendre  PB  =  AP  et  joindre  BMG. 

110  Remarque.  On  Sait  quo  le  liou  dos  poiuts  M,  tels  quo  le  produit 
des  distances  MP.  MN  à  deux  axes  rectangulaires,  égale  une  quant, 
con  auto  h^'  est  ine  hyperbole  équilatère  ayant     pour  puissance,  H 
AX  :  AY  pour  asymptotes  (G.,  no  678)  ;  donc  on  a  résolu  la  question  su. 

vaute  : 

PMUtee.  Une  hyperbole  équilafèrr  r(a>U  donnée  pur  ses  asymptote 
et  nar  m  puissance  k\  mener  uvr  tangente  sans  romtnm^  Ui  courh^ 
demaniÀîtigue  la  droite  interceptée  entre  les  asymplote^^  ad  me  knt^ 
gueur  donnée  21. 
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§  III.  —  Enveloppes. 


119.  DèfiBitiott.  Oo  nomme  courbe  enveloppe,  oa  simplement  enveloppe 
d'une  droite  mobile,  la  courbe  taDgente  à  la  droite  dans  chaque  position 
^  celte  deraière  ligne  peut  œcuper. 

h— pie.  L'enwioppe  des  droites  équiàistantes  d'un  point  donné  est 
mdreonfifrence  mycmi  ee  point  pour  centre. 

I  Vm^etoppe  ee  réduit  au  point  donné»  lorsque  la  distance  des  droites 
\  à  oe  point  devient  nulle. 

VmHleppê  peut  être  considérée  comme  formée  par  la  suite  des  points 
'  (RileneeUon  de  sm  tangentes,  prises  deux  à  deux,  dans  des  positions 
fildiflllient  wfiniiBenl  peu  rnoe  de  l'àotre. 

120.  DroHe  mi^Ue.  La  droile  qui  engendre  la  courbe  cnvelop|)c  est 
i  âssujetlie  h  mouvoir  suivant  une  cerlditie  loi;  en  d'autres  terme?, 
I  chaque  (nii^'tiitr  jouit  d'une  même  propriété,  et  rensemble  de  ces  lignes 
I  '"onstilue  une  famille  de  droites,  analogue  au  lieu  géométrique  formé  par 
I  i^Dieable  ém  poinU  qui  jouissent  d'une  même  propriété. 

121.  Emploi  des  eaveloppM.  De  môme  qu'un  point  peut  élre  déterminé 
par  notersectioD  de  deux  tieux,  de  même  une  droite  peut  être  déterminée 
par  deux  enTeioppes,  car  elle  est  tangente  à  ehaeune  de  ces  courbes.  11 
siiftit  que  Ton  connaisse  une  euTeloppe  de  cette  droite  et  une  autre  con* 

I  «HtioD  à  laquelle  la  ligne  demandée  est  assujettie. 

!  Itt.  R«mar«|a»«  La  connaissance  des  propriétés  des  courbes  enve- 
^'fpes  facilite  non  seulement  la  résolutiou  de  quelques  problèmes,  mais 
elle  est  indispensable  pour  arriver  à  comprendre  et  à  utiliser  la  théorie 
<^es  polaires  réciproques.  Il  faut  reconnaître  néanmoins  que  les  Elémcnia 
^kGémnélrie  nWrent  que  de  faibles  ressources  pour  traiter  des  enve- 
loppes. Nous  devons  donc  nous  borner  à  citer  qu  elques  exemples  Irô^ 
'impies  qui,  é*«il!ettrs,  seront  suffisants  pour  ies  questions  à  Iraitei^ 
ftltérieurcmenl. 


Exaroice. 


123.  Problème.  Un  drs  côtt's  AX  d'ii/i  -  /  ,    droit  XAY  roule  sur  une 

^^rcotifcrrucr ,  prndanl  que  le  ^'(HHtncf  A  (jhssn 
\iHr  nu<;  t  (rconferctice  cofwentriquc  t'i  la  pre- 
.>>ni'tK,  qi'rUr  est  Venvcloppc  du  second  côté 
AY  Je  Vamjle  droit  f 

Soit  0  le  centre  coaamun  aux  circoniéreaces 

âoDDées  OB,  OA. 

Quelle  que  soit  la  position  AUX,  la  perpen- 
'iicoltire  OC  forme  un  rectangle  Al'OC  dont 
;  lii  dimensions  ne  varîrnt  pas,  car  OA,  OB 
t*tde»  longueurs  données,  et  l'angle  ARU  est 


Fig.  (K). 


donc  la  perpendiculaire  OC  est  constante;  par  suite,  le  côté  ACï 
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sera  conBlamineDl  tangent  à  la  circonférence  OC  ;  donc  TenTelopi  c 
A  Y  est  la  circonférence  décrite  du  centre  0 ,  avec  OC  pour  rayon. 

Remarque.  Ouel  quc  soit  rani:le  A,  Ic  cnlé  AY  reble  à  une  distance 
r<  nstanle  du  crntp'  0,  et  Tenveloppe  demandée  est  une  circonfércDCô 
concentricjuc  aux  premières. 

Ezeroioe. 

12i.  Problème.  Quelle  csl  Venveloppc  de  la  base  BG  (Vun  triangle  BAC 

dont  le  périmètre  est  constant,  et  dont 
Vangle  A  est  donné  de  grandeur  et  de  jnh 
sition? 

Proposons-nous  de  trouver  un  triangle 
isocèle  EAF  dont  la  somme  des  côtéa  AE» 
AF  égale  le  p<^rimètre  AI^C;  menons  les 
bissectrices  des  ani^les  ext-  rieurs  11  et  C. 

On  aura  AE  + AF  =  AB  +  BC  +  AC 

et  OG  =  OE  =  OF 

Donc  la  base  RC  est  lanfronte  à  la  circon- 
férence ex-inscrite;  en   d'autres  teruics, 

_  renveloppe  de  la  droite  liC  est  l'arc  EGF. 

T\%.  70. 

Remarque.  L'arc  EG'F  est  Penveloppe  de 
la  droite  B'C,  telle  que  AB'4-AG'  — B'C  est  une  quantité  consUntc. 


Problème.  Par  un  point  fixe  A  sur  ufie  circonférence,  on 
mène  deux  cordes  AB,  AC  dont  le  produit  k^est  constant;  quelle  est  Vcfh 
veloppe  de  la  base  BC  du  triangle  BAC?  {N,  A.     1868,  page  187.) 

En  abaissant  la  perpendiculaire  AD,  on  reconnaît 
que  sa  longueur  est  constante,  car  le  produit  des 
deux  côtés  d*un  triangle  égale  la  hauteur  de  ce  triangle 
muHipUée  par  le  diamètre  du  cercle  circonscrit.  , 
n«  270.) 


l'ig.  71. 


Remcur(|tie. 


Donc 


AD  = 


pour 


Ainsi  rcaveloppc  de  BG  est  une  circonférence  décnl^i 
du  point  A  comme  centre,  avec  la  valeur  J^' 
rayon. 

I.Vnvrloj.po  c>i  la  n»<^inn  pour  toutes  les  circonféreooâ4 


a^anl  U  pour  rayon  et  passant  par  le  point  donné  A. 


Exercice. 

120.  Problème,  /x*  Cote  GX  (Z'io<  fUKflc  druil  XG\  j*as}>e  ]hir  Uft 
ft.rr  F,  t'indi^  fjw.  le  .sitmmi't  C  de  L'anyic  droit  (jlisuc  sur  une  droite  AG 
quelle  e6L  Vcnvclo^qie  du  vùtc  GV  / 
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Eo  prolongeant  FC  d'une  grandeur  CF^  égale  à  GF,  le  lieu  des  points 
?i  sera  une  droite  DF|  parallèle  à  AG  et 
telle  que  AD  =  AF. 

Or  on  sait  que  toute  perpendiculaire 
CY,  élerée  au  milieu  de  FF,,  est  tangente 
à  la  parabole  dont  F  est  le  foyer  et  DF, 
la  directrice  ;  donc  V  enveloppe  de  G  Y  est 
vue  parabole  ayant  F  pour  foyer  et  AG 
jsowr  iangmite  au  sommet. 


Bcmarqae.  Il  est  possible  d'arriver  plus 
rapidement  à  la  conclusion,  car  il  sufOt 
de  se  raj) peler  que  le  lieu  <les  projecfioini 
du  fuycr  d'imc  parabole,  sur  la>  Uraifralrn 
h  cette  coayhc  ^  r.^t  la  tangente  au  smti- 
met  {G. y  n*>  ;  mais  si  les  théorèmes 
relatifs  à  la  directrice  et  à  la  tangente  au 
commet  (Cr.,         695  et  697)  n'étaient 

p3s  connus,  les  Éléments  de  Gcoinélr'tn  ne  conduiraient  pas  à  la  con- 
Qdicâance  de  la  courbe  enveloppe. 


Fîg. 


Ezerdce* 


127.  Problème.  Le  cùlr  CF  (Vuu  angle  droit  FCT  passe  par  un  ptant 
fire  F;    qatllf    est  renvthippe  dr 
I  autre  côté  CT ,    lorsque  le  si>iii- 
mt  i  C  glis$e  sïii'  une  circonférence 
'lonnér  ACA'  *? 

Quand  le  poiot  F  est  dans  le  cer- 
cle, Tenvelopp*^'  de  01  est  une  ellipse 
ny,int  A  A'  pour  ^^rand  axe  et  h  pour 
friyer;  car  on  sait  que  le  lieu  de  ta 
projection  C  du  foyer  F  sur  les  tan- 
genlês  à  Tellipse  est  le  cercle  prin- 
cipal décrit  sur  le  diamètre  AA'. 
G.,  no  626.) 

Lorsque  le  |iOînt  fixe  c*t  extérieur  au  cercle,  Tenvcloppo  eet  une  hyper- 
bole ayant  F  pour  un  de  ses  foyers  et  le  diamètre  AA',  qui  passe  par  le 
poiot  iixe,  pour  axe  transverse.  (G.,  667.) 


Fig.  73. 


•  Ce  théorème  eut  Uû  à  Macialrik,  Traitéd*"!:  pmpriétés  projeeliifs  f  "rft,U>va&  I, 
3=  447.  Il  mt  attribué  souvent  tk  La  lîniK.  Voir  Aperçu  historique,  i>age  1..^. 

Maculurin  ou  Kac-Laubin,  n6  en  1G98,  mort  à  York  en  17-lG,  donna  divcra  procédés 
l««r  le  trieé  orgralgiM  tfM  eonrliet,  et  imbll»  wn  TtaHU  tfef  1luxkm$,  Dot  ourrigt  célèbre 
e  Mé  tndfllt  cA  f «nciis  pw  1»  PAre  FâniCâa. 

Lt  HiHK,  h.  Paris  on  1C77,  riK-rr  en  1719,  publia,  en  K?."!,  un  ^'tand  traité  fur  I.  ' 
rjiilqtje*.  Dana  cet  rnvrage,  il  étudiait  les  propriétés  do  cercle,  cii^Idéré  comme  étant  la 
d*ui}  o6De»  et  en  dédubait  des  propriétés  corresi>ondante8  pour  les  Sections  conique?, 
nit  «n  grand  «nplol  de  ta  propoiHUm  tiarmoniqne^  et  éUbUt  lee  théorèinef  princliMiix 
éil»tkèork;  des  {jolmlres. 

DtGf»Qn  Traité  dt»  planiœniq^ia,  il  donne  la  premièi'e  méttioflf ,  su fn.sammeni  générale, 
Hv  umaâioaoûr  de»  figures  données  on  d'autros  flgares  de  mdoio  genre. 


Digitized  by  Google 


G4 


fiXBRCICBS  DB  OÉOMBTIUE 


iig.  TV. 


128.  Problème.  Quelle  est  Vùfmtôppù  iTime 
droite  AG  Hiviêe  deux  drtnfeê  DM,  DN, 
données  de  longueur  et  de  positiim,  en  per^ 
fies  inversement  proporHonne^lesf 

AD  -T:5r 

LVnvoloppe  est  une  parabole,  rar  un  liiéo- 
rùaie  rnnnu  (G.,  n°  71Ô)  prouve  que  la  parak'I» 
lancreiiU;  en  M,  N  aux  lignes  données,  esl  lan- 
gciile  à  (ou te  droite  AC  qui  divise  les  côlés 
DM,  DN  eu  parties  iorersemeoi  proporiioii- 
DoUes. 


120.  Problème.  Ou  coupe  f,\^  rn/i's  (Vun  angle  dtoit  XOY  par  une 
droitv  \>\\,  ih-  miDiierc  rjur  Ir  h  iangle  DOE  ait  une  aire  comlanle  ^\ 
qwUv  PHt  Vcnvclopiic  du  côté  DE  ? 

OD.OË 


D 

N 

\ 

Soit 


Du  point  M  milieu  de  DB|  abaitieiis 
les  perpendiculaires  MN,  MP,  on  aura 


MN.MP  = 


OD.OE 


a' 


Fig.  75. 


Or  le  protluif  MN.MD  des  coordon- 
ne'es  du  point  milieu  M,  étant  constant, 
le  lieu  du  point  M  est  une  hyperbole 
équiiâtère  ayant  OX|UÏ  pour  asymptotes 

et 


a' 


pour  puissance.  (G.,  n«6T7.) 

On  fait  trailleurs  que  la  tangente,  limilée  aux  asymploles,  est  divisec 
en  deux  parties  égales  par  le  point  de  contact  (  n**  75  »  ;  donc  Dt]  est  lao- 
gcnte  jiu  lieu  obtenu;  par  suite,  Venveloppe  de  DK  est  l'hyperbole ^  Ik^ 

Remarque.  (Juel  que  soit  Tanîzle  donné,  l'enveloppe  de  ia  base  DE  d'un 
triangle  à  aire  constante  est  une  hyperbole  ayant  OX,  OY  pour  asymptotes. 

Exeroioe. 

IdD,  pMblènM.  Les  hauteurs  d'un  triangle  ABC,  inaerii  dans  un 
cercle  de  centre  0,  se  coupent  en  un  point  H.  Ce  dernier  point  peut  servtr 
de  point  de  concours  des  Hauteurs  d^une  infinité  4e  triangles  inscrits 
dans  le  même  cercle;  quelle  est  Vcnveloppe  des  côtés  de  tûmces  triangiesf 
{N.  A, -^im,  page  m.) 

On  sait  qu^en  prolongeant  chaque  hauteur  jusqu'à  la  clrcoolèreneef 
chaque  côté,  DG  par  exemple,  est  perpendieulaire  au  milieu  4ia  HL,  esr 
ran^e  G6L  =  GAL;  mais  l'angle  GAD  =  GBE,  donc  DHsDL^ete. 

De  uiêuie  JiL^EM;    11F  =  FN 


Digitized  by  Google 


Fig.  76w 


UlUX  GBOMéTRIQUBS  88 

Il  y  a  une  infinité  de  triangles  dont  leB  hauteurs  se  coupent  en 
on  point  donné  H.  En  effet ,  admettons  qn^on 
ne  donne  <pie  le  eercle  et  le  point  H  »  prou- 
rons  qn^à  tonte  corde  menée  par  H  corres- 
pond on  triangle  dont  ce  point  est  le  point 
de  oooeoore  des  hauteurs.  Menons  nne  torde 
quelconque  BHM»  élevons  une  perpendicu- 
laire AC  au  milieu  de  HM,  les  trois  hau- 
tear?  de  ABC  se  eouperont  au  point  H ,  car 
ËH^EM;  donc... 

9*  La  propriété  connue  du  cercle  directeur 
(G.,  n«  624)  prouTO  que  les  cdtés  AC  perpen- 
diculaire au  milieu  de  HM,  A6  perpendicu- 
laire au  milieu  de  HN*,  etc.,  Eont  tangenta  à  une  ellipse  ayant  pour 
toycra  les  points  0  et  H,  et  le  cercle  circonscrit  pour  cercle  directeur; 
donc  Venreloppe  des  côtés  est  Veîlipse  OH  *. 

Remarque.  I^^  i-q  ie  le  point  do  concoiir?  <1<'S  hauteurs  est  hors  du 
cercle,  l'enyeloppe  eal  une  hyperbole.  (G.,  tibU.) 

131.  Bnveloppe  d'une  courbe  varieUe.  L'enveloppe  d^une  courbe  qui 
varie  suivant  une  loi  donnée  est  une  seconde  courbe  tangente  à  la  pre- 
mière dans  toutes  les  positions  que  celle-ci  peut  occuper. 

Bxempie.  Venveloppe  d'un  cercle  de  ranon  constant  dont  le  centre 
décrit  une  circonférence  donnée,  rensemble  de  deii-x  circon^'ér£noes 
concentriques  à  celle  que  décrit  le  centre  du  cercle  mobile. 

Lorsque  r  est  le  rayon  de  la  eirooaférence  fixe  et  s  le  rayon  de  la 
circonférence  mobile,  Tun  des  rayons  de  Tenveloppe  =r-|-a  et 
l'astre  r— a. 


132.  Problème.  Quelle  est  rcnvelo/'j>e  des 
ft-rclér^s  doitl  //■  centre  est  sur  uiie  parabole  cl 
7'ii  sofit  tangent:^  à  une  corde  perpendiculaire 
à  Taav  de  cette  courbe  ? 

La  parabole  est  le  lieu  des  points  dont  la 
somme  ou  la  différence  des  dislances  au  foyer 
F  et  à  une  droite  EG  est  constante  (n»  76). 

Donc  FM-hMN 

OQ  1L  =  FA  +  AE=:FD 
^ttétte  FM'-M'iV 
«S  FL'  =  FD 


25' 

Y/ 

E  \ 

Fig.  Tf. 


*  I*  dteoBtiiation  de  foyers,  pour  l'cllipsc  et  rhypcrlioltj,  se  trouve  dans  les  ouvrages 

AFMiosra  a»  p8r9B  (ven  S47     J..a)  Tirait  4  Alezuidrie  sons  to  rbgn»  do  Ptolémdo 
^^ir^xar;  Il  pablU  un  traité  célèbre  fur  îm  Sections  coniqueg^  00  grand  ouvrage,  dans 
»e  troQTent  les  prt>prtétc%  len  lAnn  remarquables  dci  oonlqofls,  avait  lait  donner  à  «on 
**'ûQr  la  ramom  de  géomètre  par  (excellence. 
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Ainsi  reûveloppe  est  la  circonférence  DLL',  décrite  du  foyer  F  pris 
pour  centre  avec  FA  +  AE  pourrayom 

Reiiiar<iue.  La  courbe  passe  par  les  points  B  et  C. 

Sxeroioe.  * 

* 

133.  Problème.  Quelle  est  Vcnvcloppe  des  cercles  dont  le  centre  e»t  m 

une  ellipse  et  qui  sont  tangeniê 
à  une  circonférence  décrite  ifiw 
foyer  comme  centre  f 

Soit  MiN  un  cercle  quelconque  ; 
décrivons  le  cercle  directeur  relatif 
au  foypr  F'. 

On  sait  que  pour  tout  centre  M, 
pris  sur  l'ellipse,  la  circonft'reTïce 
qui  passe  par  le  foyer  est  lauccnle 
au  cercle  directeur  au  point  0. 
(Gm  n*»  625.) 

Bonc  1  enveloppe  des  cercles  dé- 
crits du  centre  M ,  et  tangents  au 
cercle  LF,  est  une  circonférence  concentrique  au  cercle  directeur;  FN 
en  est  le  rayon. 

Les  circonlVrences  auxquelles  le  cercle  F  serait  tangent  intérieuremeol 
auraient  pour  enveloppe  le  cercle  dont  F'N'  serait  le  rayon. 

« 

Application. 

134.  Problème.  Constrinre  un  hianyle,  cotinaissant  h  2)vnmèifCf 

un  angle  et  la  hauleur  abaissi'e  du  sommet  de  cet 
angle. 

Formons  un  angle  A  égal  à  Pangle  <lonn.'  ;  délor- 
mînons  Tenveloppe  de  la  base  du  triangle  à  p^^'* 
mètre  constant  2p  (n*^  124).  Pour  cela,  prem  lîs 
ADz=\E  =  p;  élevons  les  perpeîidicTJhiires  DO,  K'^ 
et  décrivons  le  cercle  ex-inscrit  au  trian  jlr  d^niand  • 
Du  soininct  A,  il  faut  décrire  ui>e  autre  circonférenrc 
avec  h  pour  rayon,  piii?  mener  une  tangente  coàu- 
mune  aux  deux  circonférences  A ,  0. 


Fig.  7H. 


♦  La  dénomination  de  cfrclfs  (x  ivscrits  (G.,  n<>  185)  est  duc  h  lAmiiAKR ,  de  GenèTc  .  m  îëlî- 
Simon  Lirmf  îEK,  né  6  nen*vo  on  1750,  eut  iwnr  pmfrî^:*our  I.orrs  BfnrnAVD.  conua  par 
la  UéBïon»itratlon  dcA  jiaruUèles  tn»  125  j.  laiciLUCii  léuida  lougLeiups  k  Varéovio,  puta  A 
Oûnè?e,  où  11  poblU  te  Poltmomitrie,  Il  monrnt  en  1840,  aprèi  avoir  compté  STcm  «n 
nombre  de  tes  èlèvei. 


V 
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EMPLOI  DE  FIGURES  AUXILIAIRES 


§  I.      €k>nstlnictlons  auxiliaires. 

I3î>.  Le  recours  à  des  constructions  auxiliaires,  soit  pour  démontrer 
m  théorème,  soit  pour  résoudre  un  problème,  est  moins  une  méthode 
qu'un  procédé  dont  1  emploi  e^t  réclamé  par  la  plupart  des  questions  à 
traiter.  Les  exercices  déjà  proposés  eo  fouroissent  plusieurs  exemples 

^  «  ÎS,  49,  51). 

Il  est  impossible  d'indiquer  d'une  manière  générale  les  constructions 
qu'il  convient  de  faire  ;  mais  parfois  une  seule  ligne  donne  des  rapports 
'  'lîenili]?  d'où  dérive  directement  la  solution. 

Dan»  le»  exemples  que  nous  allons  donner,  les  lignes  auxiliaires  seront 
tantôt  une  ou  plusieurs  droites,  et  tantôt  une  circonférence. 


IdS.  Théorèm.  Les  côtés  oppo$éB  d'un  quadrilatère  imcnptihtc ,  dont 
de$  dia^onaies  est  un  diamètre,  se  projettent  sur  Vautre  diagonale 
outoMl  des  longueurs  égales. 

Soit  A6CD  un  quadriialdre  inscrit,  AOG  le  dia- 
mèire,  CE ,  AF  les  perpendiculaires  abaissées  sur 
la  diagonale  BD* 

Il  liai  proarer  que  6E  =  DF. 

En  elfet,  en  traçant  comme  ligne  auxiliaire  le 
diamètre  parallèle  à  BD,  prolongeant  CE,  et  me- 
nât la  perpeadiculairo  OH,  on  obtient  deux  tri- 
iDgles  rectangles  égaux  :  OAN,  OGM 

lonc  OM  =  ON 

De  même  BF^^ËD  C.  Q.  F,  D. 


rig.  a). 


137.  PtMèmm.  Une  rivière,  dont  le  cours  est  rectiUgne  dans  ta  partie 
tmmdrrA!,  passe  efitre  deux  loc^Uités  inégalement  ('toUjnét^n  du  cours 
^«H.  Où  faut-il  construire  un  pont  perpendiculaire  à  la  rivière,  pour 

3* 
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que  les  deux  localités  soient  à  dea  distances  égales  de  Vcnlréc  correspon- 
dante du  pontf 

Supposons  le  problème  résolu;  soit  AMNB 
la  ligne  brisée  telle  que  MN  soit  perpendiculaire 
àRM  elque  AM  =  BN. 

Eq  menant  une  droite  auxiliaire  BC  égale  et 
parallèle  à  MN,  on  reconnaît  immédîatomeol 
que  le  point  If  sera  déterminé  par  la  perpen- 
diculaire DM  élevée  au  milieu  de  AG;  car  la 
figure  BGMN  est  un  parallélogramme;  donc 

Fig.  81.  BN  =  CM~AM 


138.  PtMèmB.  Étant  données  deux  eireonfércnces  sécantes  A  et 
mener  par  Vun  des  points  d^inierseeHoH  E  une  sécant  gut  Sùiî  éimée 

par  ce  point  dam  un  rapport  donné  ~ . 

Pour  résoudre  la  question  proposée, 
on  pourrait  recourir  à  un  lieu  géomè-l 
trique  déjà  étudié  (n^  65)  ;  mais  le  pro*| 
blême  comporte  une  solution  particulière! 
très  simple,  quHl  est  utile  d^indiquer.  | 
Soit  le  problème  résolu  et  | 

CE      m  GE  m 

HE  = 


n 


n 


1- ig-  82. 


eo  ne  prenant  que  la  moitié  des  cordes. 
Si  Ton  mène  par  le  point  E  une  perpendiculaire  fiF  à  OU,  1«  ligne  AB 
sera  divisée  dans  le  rapport  donné,  et  le  point  F  fera  oonnattre  la  diree-' 


m 


lion  de  l  E  ;  doiic  il  laut  diviser  AB  dans  h  rapport  . 

Joindre  le  point  F  au  point  E,  puis  élever  une  perpendiculaire  CD  à  la 
droite  FË. 


130.  Problème.  Par  l'un  des  points  dSntrrsection  de  deux  cxirox' 

fcrcnces  qui  5îc  co}(pr)U,  menhir  uni 
sécante  qui  ait  une  longueur  don* 
née  2L  ' 

En  supposant  le  problème  rèsolat 
et  CEI)  =  2^;  on  est  conduit  comin< 
précédemment  (n^  138)  à  ne  confié 
dérer  que  la  moitié  GH  de  la  sécante. 
Il  suffit  de  considérer  une  droitt 
g3  auxiliaire  BF  parallèle  à  CD  pourre* 

connaître  que  le  problème  est  ramcD^ 
à  construire  un  triangle  rectangle  AFii  dont  on  connaît  ThypotènaM 
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AB  et  Ift  loDgMur  I  d*im  côté  BF  de  Tangle  droit.  On  esl  donc  «mené 
i  hiro  la  eonstmeiloQ  suivante  : 

Sur  AB  comme  diamètre,  il  faut  décrire  une  demi*^eirconférenee;  du 
poiot  B  comme  cenlre«  avec  un  rayon  BL  égal  à  l,  décrire  un  arc  LF, 
enfin  mener  une  droite  CED  parallèle  à  BF. 

Eemarque.  La  loriGTueur  (Jonnéc  2^  peut  au  plus  être  égale  à  2.\B;  ainsi 
la  svcanU  maxima  est  parallèle  à  la  ligne  des  centres. 

Exercice. 


IM.  rinMiimn  Une  drûUe  DF  étant  d^nnéû  de  longueur  et  de  pon" 
tm,  trouver  sur  un  cercle  aussi  donné  un  point  G  tel  qu'en  le  joignant 
mapemtê  D,  F,  le»  corde  intereef>iée  AB  soit  parallèle  à  DF*. 

Supposons  le  problème  résolu  et  AB  parallèle  à  DF.  li  suffit  de  déter- 
miner UD  des  points  A  ou  B. 

Pour  rattacher  le  point 
ntonnu  A  aux  données  du 
problème,  menons  la  lan- 
reole  AE.  Tout  serait  dé- 
lerminé  si  le  point  E  était 
ronnu  de  position.  Or  les 
xian^îpg  ADI],  FDC  sont 
^inLIable»  comme  ayant  un 
iflglô  D  commun  ,  et  l'angle 
A^'gale  F;  car  l'angle  A,  ou 
opposé  par  le  sommet, 
I  pour  mesure  la  moitié  de 
arc  AÏC,  et  il  en  c^t  de 
ï>^me  de  Tanglc  li ,  auquel 
^angle  F  est  égal. 

les  triangles  semblables 
Jonoent  : 

DE      DA  . 


rem  DE  = 


DA.DC 
DF  ' 

"hu  ne  eoiiotisnoiis  ni  DA 
P  DC,  maie  leur  produit 
isi  connu  ;  car  en  nkeoant  la  tangente  DT,  on  a  :  DA .  DC  DT*. 


Fig.  8i. 


DF 


Il  sofiit^jonc  de  construire  une  troisième  proportionnelle  au^  lignes 
tofittoes  DT  et  DF. 


''>t«  r^uegUon  a  été  choisie  par  Tîat  iav'N  (îana  son  Application  dr  J'aî^^bre  à  la  gco' 
•fcf;.  (r.-ï  21  et  2î>,  poTir  montrer  tonto  l'utllltô  qn'on  peut  retirer  do  l'introdactlou  do 
pEi>>«es  iîgne»  auxiliaires ,  telles  qoo  la  tiingcnte  AE. 

Miannoir,  «BBleii  omiiliuitmnr  d*adtiilagloD  à  fÉcote  polrteèhnlqiio,  est  talrt<^»t  connii 
IVf ^nbte  c\&né  «ini  r^gve  dâiis  tooa  tes  onfngtt  :  Ardthméti^,  Alfi^e^  A99^^ 
A  te  gêamétru. 


f 
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Construction.  Sur  DF  décrivons  une  demi -circonférence  ;  portoosBT 
de  T>  en  Tî,  abaissons  la  perpendiculaire  HE;  menons  la  langeûte  EA j 
puis  les  liùiit  -»        el  CF» 

il  y  a  deux  solulions. 

Exercice* 

141.  Théorème.  lorsqu*un  paralh'lo'imnnnr  AI'CD  de  (iraiidcur  îfirftt 
Hable  se  meut  dans  son  plau  ,  de  manière  que  deu.r  côh's  adja^-ents  Ai>| 

AD  passent  resperiivcmeiil  par  deux  fouiis  fucti 
M  et  la  diayonale  AG  passe  aum  par  «il 
point  fixe, 

L'augle  DAB  est  constant,  donc  le  somrael  J 
du  parallélogramme  se  meut  sur  l  are  du  seff 
ment  MAN  capable  de  Tangle  donné  A. 

La  considération  de  la  circonférence  MAN^ 
conduit  très  simplement  à  la  démoDstration  du 
théorème. 

En  effet  ,  Tanirle  MAO  ou  DAG  est  consUDtj 
le  premier  côté  A'D'       l'angle  passe  par  il 


Fïg.  85. 


point  N  j  donc  le  second  cOté  A'C  passera  par  un  point  fixe  0. 

Remarque.  Ce  théorème  si  éléuienlaire  conduit  à  un  théorème  remaP 
quabie  de  statique  :  Lorsqu'on  fait  tourner  deux  forces  cancowronié 
d'une  même  quanlitc  angulaire  et  dans  le  mvine  sens  autour  de 
poiufB  respectifs  d'appltLaliati ,  la  résultante  tourne  de  la  même  qwià 


tué  el  passe  par  un  point  fixe  *. 


EzeroSee* 

142.  Lieu.  Qtfrl  est  le  lieu  des  poi)its  M  tels  que  la  droite  AB  quijoii^ 
les  pituh  ties  iterpciiilieulaircs  MA,  MB  abaissées  de  ce  point  sur  âen^ 
droites  fUxs  OX,  OV,  ait  une  longueur  constante  I? 

Soient  M  nn  point  du  lieu,  MA  |»en>efl 
diculairc  ?ur  OX,  MB  sur  OV  et  AB  = 

La  considération  du  cercle  circor-H 
au  quadrilatère  AMBO,  dont  deux  iiugl^ 
Font  droits,  conduit  immédiatement  à  1 
réponse. 

En  cfTet,  à  cause  des  angles  droiU  i 
et  B,  le  cercle  circonscrit  a  pour  dij 
mètre  MO.  Mais  AB  ayant  une  longueii 
constante,  on  peut  dire  (jue  Tare  AOB  ei 
Tare  de  segment  décrit  sur  AR  el  capabi 
de  Tangle  donné  XW.  Ainsi  la  circonférence  circonscrite  cliange  dt^  po5 
lion,  mais  non  de  grandeur  ;  donc  le  diamètre  MO  a  une  longueur  col 


Fig.  80. 


*  lie  tbforAme  «vt  dft  à  M.  UAURfCR  D'OcAoyi;,  alun  élève  à  l'âeole  poij^uvii  i<g 
(N,  A.,  1880,  pAge  lW)î  actneUemeiii  lugmlour  ih  t  jk  î.îv  et  cliaxtteéca;  «Qieur  de  Ml 
breux  article»  dont  divers  rucneiU  »cleDtiflqu«s  et  de  piugtoars  ouvrages  esUméi. 
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slaat6;dooc  le  lieu  du  point  il  Cbl  une  cii  cuuiéieiice  décrite  du  centre  0, 
arec  OM  pour  rayon. 

Pour  Tétude  complète,  on  peut  voir  ci-après  âOi. 


143.  lira.  Les  tommets  A  et  h  d'un  irtdngle  ABC  gîment  respective- 
ment 9ur  les  tîeux  droites  fixes  OX,  OY»  dont  Vangle  XOY  est  le  supplé- 
ment de  Vangle  C;  quel  est  le  lieu  décrit  par  ce  troisième  sommet  G? 

Soit  l*aiigl6  C  supplémentaire  de  Tangle  0. 

Comme  précédemment,  la  considération  du 
cercle  clreonscrii  .  amène  fecilement  à  la  con- 
naissance du  lieu. 

En  effet,  quelle  que  soit  la  position  du 
triangle  donné  ABC ,  le  cercle  circonscrit  passe 
par  le  point  0,  car  le  quadrilatère  AOBC  est 
ioseriptible ;  or  l*angle  BOC  égale  A;  donc 
l'angle  BOC  est  constant;  le  point  C,  quelle 
que  soit  la  position  du  triangle  mobile,  se 
trouve  sur  une  droite  ZOZ'  formant  aTOc  OY 
on  angle  égal  à  Tangle  donné  A. 

ftemarque.  Pour  avoir  les  positions  extrêmes  du  sommet  B,  il  faut 
porter  sur  01  el  sur  OZ'  des  longueurs  égales  au  diamètre  Oh  du  cercle 
circonscrit. 

£xercioe. 


FIg.  87. 


144.  liMk  Les  sommets  AetB  d^un  triangle  ABM  glissent  respective- 
ment sur  deux  droites  fixes  OX,  OY.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  le  troi- 
tième  sommet  M? 

Le  problème  précédent  nous  conduit  à 
déterminer  des  i  linls  liés  au  triangle,  et 
dont  le  lieu  boil  une  droite  passant  par  le 

point  0. 

Ur  tous  les  points  de  Tare  EDF  se  meu- 
rent suivant  des  droites,  car  pour  le  point 
D,  par  v:^€ii)ple,  Tangle  At^B  est  le  supplé- 
mt'nt  de  0. 

Les  points  de  l'aie  AOB  donnent  aussi 
des  droites,  car  Tangle 

AGB  =  0 

Ifenons  le  diamètre  CM  qui  passe  par 
le  sommet  M  ;  soit  D  le  point  où  Tare  EP  est  coupé  par  CM* 

La  hgnt'  CDM  reste  invariablement  liée  au  triangle. 

En  effet,  Tare  ADB,  capable  d'un  angle  supplémentaire  de  Tangle 
XOY,  a  un  rayon  constant  et  une  situation  invariable  par  rapport  au 
tittDgle  donné.  Il  coupe  BM  en  un  certain  point  E  tel  que  le  segment  BE 
BOTarie  paa  de  longueur;  de  même,  le  centre  du  cercle  AOBD  reste  à 
aae  distance  invariable  de  la  base  AB  ;  ainsi  le  diamètre  iàùiiO  a  une 


Fig.  88. 
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position  déterminée,  et  passe  conalaniiu»  ni  par  un  i)i«*ine  point  11  de  la 
base  AB  ;  donc  MIUJC  participe  au  inouv- mt  nt  du  Irianulo  donné  ABM, 
et  le  quadrilatère  inscriplible  ACl.D  est  iuobiic  daos  sou  plau,  mais  iUe 
varie  point  de  foruic  ni  de  grandeur. 

Ur  Pangle  DOC  est  droit;  donc  les  extrémités  C  cl  D  de  la  droite  CD 
glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  OX'  OY'  ;  donc  tout  point  M  de 
cette  droite  décrit  une  ellipse.  (G.,  n»  (Vi3.i 

ReoMu^u».  0  est  le  crîitrc  de  la  courbe.  1rs  axes  sont  diripés  sui- 
vant OX'  6i  OV*  L9ê  looguour»  MG,  MD  foat  coanaitra  les  d«mi-axM  a 
et  6\ 


S  II*  —  FIgiifes  syinéCrlqiiw. 


L'emploi  des  fi'jurcs  sxjméinque^  constitue  X^^mètkode pardupU- 
calioH  '*  ou  par  retoumemenl. 

Dans  certains  cas  on  détermine ,  par  rapport  à  un  axe  donné  «  le  point 
symétrique  d'un  point  donné;  en  d'autres  ciroonsiancee »  on  remplace 
une  ligne  droite  ou  courbe  par  la  ligne  symétrique. 

On  trouve  une  application  de  cette  méthode  dans  la  résolution  du 
problème  du  chemin  brisé  mimmum  (G.,,n<»  176),  et  aussi  dans  le  soi  van  t: 

Prouver  qu'on  peut  circonscrire  une  circonférence  à  tout  polygone  régu- 
lier. (G.,  no  163.) 


Ezeroîoe* 


Fig.  89. 


146.  Théorème.  Dans  tm  In- 

angle  isocèle ,  la  somme  des  dis- 
tances d'mn  point  qw^tesnfSù  de 
la  hasê  ans  deux  enstiMS  et^A 
est  constante,  et  tm  éiffirenes 
des  distances  d'un  jpmnt  pris 
sur  le  prolongement  de  ta  bem 
est  aussi  constante. 

Dans  le  rabaUeuient ,  a  cause 
des  nnc^lcs  égaux  en  M,  ME  de- 
vient ME'  sur  le  prolongemenl 
de  DM. 

Or  DE  :=CG,  quantité  con- 
stante. 

De  même  NL  devient  NL', 
et  \H  — LN^L'11=^CG. 


*  La  recherche  artnlyttqnc  ^n  llru  domaûdô  n'offre  aucoîi^^  (!}fflrnît»V  oHp  r^t  mn'i»»'' 
dopais  longtciupB  ;  mal»  In  détoriulnation  géométrlqne  dos  diamèlrcfi  Uc  l'cUipse  ne  i-cuioutc 
qn*&  1669;  cllo  o«t  dao  à  M.  Maknuhim,  alors  clève  à  l'J^olo  polytechnique,  aetueUement 
profeawnr  à  la  même  (Ecole,  mtenr  iTaper^  ttoiimiix  et  rcmafqiiables  rar  te  OdomArM 

rinèmGiUiHt. 

IiC8  mot.»  m^thrtflf  jHxr  i1v!>nrati'nt  so  trou\Tnt  dan»  un  ouvrago  do  M,  Paul  âsaftKi: 
Jks  MWiOdcs  rn  <;tu méprit ,  Inôô.  Co  Urro  rcni.irqimblc  noua  a  éiù  furi  udio. 

M.  Pml  Benêt  a  publié  eiTon  artletes  dane  toi  SfcnveUtB  annalN  41  M*  Oinne,  ti  fio> 
iMeall,  de  ns  Jmin,4  rtaitltii»  eatliàllqaedo  Farte. 
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141  titMiMn,  Sur  NHé  liroile 
émmie  xy,  âétêfmimr  tm  point  G 
M       les  temgetUeà  menées  ée  te 
psint  à  éewt  dreofifémiM  -  éhn- 
A  f  <  6  /kmtU  ^e9  an^tês  égimx 

h  cherche  B'  symélriquc  de  P»  ;  je 
mène  une  tangente  coiiiumne  aux  cir- 
conférences A  et  B'. 
Le  point    est  le  point  demandé.  * 
n  y  a  généralement  quatre  bolu- 

ikms. 


Fig.  90. 


118.  PirobléoM.  Ikm»  un  triangle,  (h'(erminer  la  droite  ^jplUéiriqm 

'h/Mr  médiane,  par  rapport  {,  fa  bissectrice  qui  jwt  du  même  sommet. 
l*rourrr  qiic  fe«  distances  de  cfuicun  de 
points  aux  deux  côtés  sont  prù' 
psriimmeUm  à  ces  mêmes  côtés, 

U  II  saffil  de  prendre  GA'  =  CA, 
GB'sGB  et  de  mener  la  médiane  CM' 
do  triangle  A'CB'. 

^  Où  sait  que  les  distances  d'an 
poiol  quelconque  d'une  médiane  aux 
cAUt  qui  partent  du  même  sommet, 
•ont  bversement  proportionnelles  à  ces 
côW8(?oir  ci-après,  n°  163)  ;  donc  on  a: 

MP      G  A'     ^    MP      G  A 

C.  Q.  F.  D. 


e. 


i' 


Fig.  9t. 


La  droite  GS,  symùlrique 
àê  U  médiane  CM ,  par  rapport  à  la 
Iwtectrice  CI,  a  reçu  le  nom  de  symédiane* ;  elle  jouit  de  nombreuses 
propriétés.  (On  peut  Toir  ci -après,  n*»  2330.) 


fisereSoe» 

M.  Tkéorème  de  Tusê  *\  Quelle  que  soit  la  base  AB  du  triangle  sphé» 
*^  ACB^  fe  Heu  du  troisième  som$net  G  ^st  uu  grand  eerclt,  lorsque 


*  U  mm  de  Sgmédiane  est  dû  à  M.  Mai  ui*  k  d'Ocaoh*:. 
VKJDLU  PraB  (ina- IBM),  ■RTilatn  perpétntl  4»  raeRdtoto  det  Mlcnen  4«  MM* 
'XMoBft.  (Voir     II»  »  «otii) 
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la  somme  des  arcs  laU'raxix  est  une  demi -circonférence,  {Aperçu  histo- 
rique *,  page  326,  noie  1 .) 

Soïi     arc  AG  +  arc  BG  =  itR 

La  somme  conaUnte  dts  arc&  étapi  une 
demi-circoDfôrooca,  nous  sommes  conduits 
à  considérer  une  figure  double  de  celle  qui 
est  donnée.  Pour  cela,  déterminons  les 
points  symétriques  de  A  et  B ,  par  rapport 
au  diamètre  parallèle  à  la  corde  AB,  oa 
bien  moDOus  les  diamètres  AOA't  BOB'. 
L*arc      AC  +  arc  BG  s  irR 
égale  arc  AG  +  arc  CA' 
donc  arc  BG  =  arc  GA' 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  longueur  de  la 
base  AB  et  la  position  des  demi -cercles  AGA',  BGB',  le  triangle  sphé- 
rique  BGA'  est  isocèle,  la  corde  BA'  est  perpendiculaire  à  la  corde  AB  : 
donc  le  sommet  C  a  pour  lieu  géométrique  le  grand  cercle  DGD^  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  au  diamètre  EE'  qui  passe  par  le  milieu  de  la 
base  AËB. 

Remarque.  \  la  luéLliodc  par  duplication,  on  peut  raltaclier  le  procédé 
qui  coiisible  a  disjiOfier  les  diverses  j)nrti(\s  d'une  figure,  de  luanière  à 
ramener  une  question  proposée  à  une  question  déjà  connue.  En  voici 
doux  cxeuiples. 


On  a 

donc 


Lorsque  deux  itiangUs  ont  deux  angle»  respective- 
ment égaux  et  deux  angles  supplémentaires,  lés 
côtés  opposés  aux  angles  égaux  smt  proportion^- 
nels  aux  côtés  opposés  aux  angles^  supidémm' 
taires. 

Plarons  les  deux  triangles  en  ABC  et  ADE, 
de  manière  que  les  angles  égaux  soient  adja- 
cents, et  que  le  côté  coniiiiun  soit  adjacent  aux 
angles  supplémentaires  15  et  1). 

A  la  seule  disposition  de  la  figure,  on  recon- 
naît le  Ihènièiiie  de  la  bisseclrice,  (G.,  n'*  215.) 

AC  .  AF 


AC 
"BG 


AE 

=-DË   OU  = 


AC 
AE 


BC^ 
DE 


C.  Q.  F.  D, 


*  Ajx:rçu  historique  aur  Vongim  et  le  développement  dtg  Méthodes  en  giomélriâ^  tmr 

Noiu  sTons  eu  f  réqnemnumt  roeonn  à  cet  ouTraye  si  complet  et  al  rtohe  «n  renaelgnemMit*. 

M.  MicBKi.  Qhavl^  C17:>3-1880)  estsaus  contredit  un  de^  plu.s  illiiâtroaet  des  plus  féoonaa 

g^m-  tio--  >]'•  Tîotr<'  .slK'lf".  f»n  doU  h  cr  i  nuicur  de  nniiîhrcnx  niL-m'-lres  matb^itiat4qoei 
la  Uéomttrii:  supérieure ^  l'Aptrçtt  htsloriqiu  f  un  Traité  <i«'a  coniques.  * 
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Wl,  Wnàtièm».  Construire  un  quadrilatère  inscrij^iible,  connaissanl 
ies  quatre  t^fén.  (Sturm  *.) 

Supposons  le  proMèiiie  résolu, 
et  a,      c,  d,  les  quatre  côtés 

donnés. 

La  propriété  caraclén>lique  du 
quadi  ilatèrt;  inscriptil»!o  (l  avoir 
I<  s  angle--;  opposés  supplrui^^n- 
taires,et  Tétude  de  l'exercice  pré- 
cédent (  150),  conduisent  à  pla- 
cer le  BCD  en  Bl- F,  atin 
de  découvrir  quelque  relation 
simple  entre  les  lignes  donnée?. 


Fift.  94. 


EF  est  parallèle  à  DA,  et  le  problème  serait  résolu  si  Ton  pouvait  con- 

irlruirt*  le  triangle  DBG. 

Or  les  triangles  semblables  ABG  et  EBF  ou  CBD  donnent  : 

AG  AB 

ou 


CD  —  W 


AG 
e 


a 
T 


doù 


AîDsi  DG  est  conou. 

Oo  peut  déterminer  en  outre  le  rapport  des  côtés  BD  et  BG. 

BD  _  BF  _  BE  _  6 


En  eflét. 


dooe,  par  rapport  aux  poiqta  D  et  G,  dont  la  distance  DG  est  connue,  il 
fMl  décrire  le  lieu  des  points  B  tels  que  le  rapport  des  distances  aux 

deux  prenaiers  égale  Puis,  du  point  A  comme  centre,  avec  la  lon- 
gueur a  pour  rayon ,  couper  le  lieu ,  et  Ton  trouve  ainsi  le  point  B. 

Enfin  circonscrire  une  circonférence  au  triangle  A6D,  et  prendre  une 
corde  BC  égale  à  h.  La  corda  CD  sera  égale  ft  la  longueur  donnée  c. 


§  III.  —  CouiposUiou  ou  décomposition. 


18t.  GovpoMtloB.  La  méthode  par  compoêitUm  consiste  à  compléter 
ose  figure  donnée,  en  ne  la  considérant  que  comme  une  partie  d'une 
figme  déjà  connue. 


•  Stcim»  né  à  QmtèwB,  a  pa«sé  U  plaa  grande  partie  de  sa  vie  à  Parla;  il  cet  mort  pro- 
'*^r  à  rftodte  pol7t0Olml^e.  On  «miialt  iod  Traité  de  ealad  In/lnitéttmal  et  iod  TratU 

micaMqve  rationnelle. 

élé^xnte  démonstration  ùn  paraUéli>gramm£  à€8/ore€$  w  trouTa  dana  la  plupart  des 
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Exemples*  Pour  avoir  Taîre  du  Iriangle,  on  considère  le  parallélo- 
gramme»  dont  la  première  figure  a*eit  ^e  la  moitié.  (G.,  314.) 

Pour  avoir  le  volume  du  prisme  triangulaire,  ou  considère  le  pantté- 
l^pîpède  de  voliune  double.  (G.,  443.) 

Pouroble&ir  le  volume  de  la  pyramide  triangulaire,  on  prouve  que 
celte  pyramide  est  le  tiers  du  prisme  de  mdme  base  et  de  même  hautettr. 
(G.,  n<»  469.) 

ir»3.  Dé  composition.  La  lll  elhode  par  drcotuposidnn  consiste  à  partager 
la  figure  à  étudier  en  {ilusieurs  autres  ûgures  connues» 

Eaeemples.  Pour  trouver  la  somme  des  nngles  d^nl  polygofie,  on  dé* 
compose  ce  polygone  en  triangles.  (G,,  n<»94.) 
On  procède  de  la  môme  manière  pour  trouver  Taire  d*iiii  poljgone* 

(G.,  n""  317  et  319.) 

Pour  déterminer  le  volume  du  tronc  de  pyramide  triangulaire  ou  du 
tronc  de  prisme,  on  décompose  le  tronc  en  trois  tétraèdres .  (G.,     475  ) 

Dans  !a  Méthode  de  sommation  (G.,  n^943),  h  surface  à  ôhîdif» r  €sl 
décomposée  en  rectangtes,  et  le  solide  à  évaluer  est  décomposé  en  prismes. 

ll>4.  Résimié.  Par  la  l  omposition  ou  par  la  décomposition ,  la  figure 
d  nnée  est  considérée  comme  étant  la  diilercucti  ou  ia  somme  de  plusieurs 
figures  connues. 

(Voir  5o6,  construction  de  polygones,  comme  application  de  cette 
méthode.) 


1 


Itttf.  Théoténe.  Lorsque  deux  droUeê  AG,  BD  de  Umgueur  donnée 
ee  coupent  sous  un  angte  eonMant,  le  quadritatère  ABCD,  formé  en 

joignant  deux  à  deux  les  extrémités  de  ces  droites, 
m  une  surface  constantê* 

On  peut  donner  plusieurs  démonstrations  élé- 
mentaires de  ce  théorème,  mais  la  plus  simple  se 
rapporte  à  la  méthode  par  composition. 

Par  les  sommets  A  et  G,  menons  des  parallèles 
à  la  diagonale  BD;  et  par  les  sommets  B  el  D, 
menons  des  parallèles  à  AC. 

Le  parallélogramme  ainsi  formé  est  constant,  car 
Fanglo  G  ou  O  est  donné,  et  il  en  est  de  même 
des  côlés  GF,  6H%  Gr  le  quadrilatère  est  ia  moitié  du  paraUèlogramme, 
car  le  triangle  AOB  égale  ABE,  etc.  ;  donc  le  quadrilatère  a  une  surface 
constante. 


ThéoT&me.  Lorsque  irois  droites  d/i  longueur  donnée  AB,  CD,  EF 
coupent  en  un  même  point  0  et  sous,  des  angles  constants,  Voctaèdre, 
aurait  pour  soinmets  les  extrémités  des  trois  droites,  a  un  volume 
conslanf. 

En.  effets  le  quadrilatère  CEDF  qui  divise  l'octaèdre  en  deUt  pyra- 
mides quadrangulaires  est  la  moitié  du  parallélogramme  invariable 
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LSfNPf  que  Ton  forme  comme  à  Tezercke  précélenL  Or,  en  menant 
par  les  sommets  A  et  B  des  plans  parallèles  au  parallélogramme  LMNP, 
d en  menant  par  US,  NP,  etc.,  des  plana  laldranx 
parallèles  à  AB,  on  ferme  nn  parallélépipède  In* 
nriaiiileé  caries  aréles  sont  égales  et  parallèles  aux 
Ms  lignes  données  AB«  CD,  EF»  et  ees  lignes  ont 
àm  longueurs  données  ét  se  rencontrent  sous  des 
angles  constants. 

Mais  h  piranfde  A^ODEP  b>sI  que  la  sixième 
partie  du  parailéiêpipède  de  même  hauteur  et  de 
base  deuble  LBfNP,  car  le  tolume  de  la  pyramide 
s'obUeat  en  multipHant  la  base  CEDF  par  le  tiers 
de  la  perpendienlaina  abaissée  du  point  A  sur  la 
base.  De  même,  la  pyramide  EyGDEPestle  sixième 
d«  parallél^ipèda  correspondant;  donc  Voctaèdre 
Mmf ,  car  en  Talome  est  le  sixième  de  celui  du  parallélépipède  total. 

■iMiUai.  Dans  le  sas  pariieulSer  où  les  droites  doanées  sont  reclan- 

flaires  deux  à  deux ,  on  a  :   V  =    AB .  CD .  EF. 


on  peut  mener  deux  plans 


Pig.  97. 


I  ill7.  ftoMèai.  Par  les  arêtes  opposées  éPun  tétraèdre,  on  mène  des 
^ÊmtsparuUitee;  cm  férme  ainsii  tm  pturoUélépipèdé  fnssùmstrU;  quel 
w  U  rapport  des  vUimm  des  deuat  eerpsf  - 

Par  les  deux  arôles  opposées  AB  et  DG, 
parallèles.  En  effet,  si  Ton  mène  CX  pa- 
rallèle à  AB,  le  plan  DCX  sera  parallèle  à 
l3  droite  AB,  et  par  celte  dernière  ligne  on 
pourra  mener  un  plan  parallèle  au  plan 
t^'  X.  (G.,  n^  378.)  De  iiitine,  parle»  arêtes 
'■'posées  AD,  BC  on  peut  mener  deux  plans 
parallèles  entre  eux.  Enfin,  par  AG  et  BD, 
L>u  peut  auisi  mener  deux  plans  parallèles, 
it  ^rmer  ainsi  un  parallélépipède  circon- 
scrit au  tétraèdre  donné. 

Le  Yolume  du  tétraèdre  égale  celui  du  patallèlépipôde  diminué  de  celui 
k  quatre  pyramides  équivalentes,  dont  chacune  est  le  sixième  du  paral- 
Iflépipède. 

EaelTet,  la  pyramide  B,DCH  a  même  hauteur  que  le  parallélépipède,  et 
nbsBe  DGii  n'est  que  la  moitié  du  parallélogramme  LDHG. 
8a  représentant  par  P  le  Tolume  du  parallélépipède,  on  a  donc  : 

Uiiittda  B,DGas=:{^P 

Il  «I  eal  de  même  ponr  ehaenna  des  pyramides  A,CDL;  G,AEB; 
l^rABF  ;  donc  le  tétraèdre  égale  P  —  ^  V  =  ^  P. 

i  le  tétraèdre  est  le  tiers  du  paraiMêpipiile  eireonserit. 
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Exeroioe* 


188.  Théorème  de  Steîner  *.  Sur  deu.r  droites  XX',  YY'  non  tUlUm  j 

dans  un  mctuc  plan,  on  prmd  respectivement  deux  ïongueun  donnent , 
AH,  Cl);  prouver  que  le  tétraèdre  qui  aurait  pour  sommets  lès  q^rt  \ 
points  A,  B,  C,  D,  a  un  vohnne  conslantj  queUe  que  sait  la posiiUm  â€  \ 

AH  sur  XX',  et  eelk  de  CD  sur  YY'.  \ 

Construisons  le  parallélépipède  circonscrit;  il  suffit  de  prouver  que  le! 

volume  de  ce  corps  est  conslanl,! 
car  celui  du  tétraèdre  en  est  U 
tiers  (no  157  ). 

Or  la  diagonale  HL  est  égale  et 
parallèle  ù  AB;  donc,  quelle  que! 
soiL  la  position  des  segnaenls  duii-j 
nés  Ai)  et  CD,  le  paraltéloLrramme 
de  bas'î  CIlliL  a  une  surface  con* 
stante,  car  ses  (ieux  diagonales  ont] 
des  longueurs  données  et  se  coupeot 
son>  un  angle  égal  à  celui  que  forment  entre  elles  les  droites  X\'  et  YV. 

l.a  iiauleur  ou  perpendiculaire  abaissée  du  point  B,  par  exemple,  surj 
la  base  CHDL,  est  la  longueur  de  la  plus  courte  distance  des  lignes  X.X',i 
VY'  (G.,  no  411)  ;  donc  elle  no  varie  point.  Par  suite,  le  volame  du  parai" 
lélépipède  est  constant,  et  il  est  de  même  de  celui  du  tétraèdre. 

Remarque.  Dans  le  cas  particulier  où  les  droites  Ch  et  LU  seraient 
perpendiculaires  l'une  à  Taulre,  et  représentées  comme  longueurs  par  m 

et  la  surface  de  base  serait  .  Si  d  représente  la  plus  courte  dis- 
tance des  droites  XX'  Y)ï\  on  aurait,  pour  le  parallélépipède, 

mnd 


Fig.  De. 


I 


donc  le  tétraèdre  serait 


Volumes 
mnd 


Si  les  diagonales  forment  enire  elles  un  angle  a,  on  a  : 


Tétraèdre  =ï 


mn .  sin  a 


d 


ou 


mnd .  sin  cl 


(2W^.,n«76 


C<  tte  expression  du  volume  du  lulraèdre  étant  connue  peut  senrir  i 
démontrer  le  théorème  de  Steiuer  ;  la  formule 


^  mnd 


sm  a 


*  Stuioes,  ptQtmunr  à  Berlin ,  antmr  de  n<ntibreiiiM  qvestioni  piopoiéM  dâu  Im  AtmàU 

di  G'T  innut  ou  tinna  le  Journal  de  Crelh- ,  a  publié,  en  1832,  Touvrage  Intitulé  :  IWveio^ 
pcriiftii  .ojxlématiqvc  de  ht  (Jèiifndanre  des  fyrm^i^  tfênm^triqur'i.  i 

Les  Annales  mathémaUqms  de  Gkuuoknb  ont  <^tô  publiée»  do  IblO  à  1S31  ;  cUcs  coav 
prennent  vingt  et  nn  volwnet,  et  contionnent  de  nombrenx  articles  de  Foxcslkt  et  d| 
STKîNKn.  On  y 'trouve  la  première  expoeition  de  la  méthode  »l  féconde  des  PoMrrfi  récipro<2>'>4 

Le  Journal  de  viathématiqftf^  jmrfiy  cf  fippfiqvi^rfn  du  docteur  Crkllï,  a  éU  fondé  •  r 
1S2C.  li  a  rendu  en  Allcmagno  des  services  analogues  à  ceux  qu'ont  renUui  eu  Francis  ie\ 
Annalea  de  Otrgonne  et  lee  ycwoelUw  Annale»  âe  Terquem  et  Qirono.  \ 

**  Toir  Blimmtt  de  trigon^mUrU  r€cU»gn€,  F.  J.,  C«  édltlcn* 

I 
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due  à  P.  Lentiîéric  et  à  Timmetimans*  {Annales  de  htaUtémaliquc», 
isi»,  p.  250  ;  d*aprcs  Le  Coints,  Fonctiofi9  circulaires,  p.  380.) 


loB.  Théorème.  En  prenant  deux  à  deux  le$  arêtes  opposées  d*im 
tétraèdre,  on  obtient  irais  groupes  d'arêtes. 
\^  Un  tétrttèdre  peut  avoir  un,  deux  ou  trois  groupes  d'arêtes 

2*  Un  tétraèdre  peut  avoir  un  seul  groupe  d'arêtes  petyendiculaircs 
t'tme  à  Vautre,  ou  trois  groupes  d'arêtes  perpendiculaires. 

{0  Poar  que  deux  arêtes  opposées  AB  et  DG  ou  LII  et  DG  soieot 
égales,  U  faut  et  il  suffit  que  la  base  CHDL 
soit  OQ  rectangle.  Dans  ee  eas,  le  parallélé- 
pipède serai  t  h  base  rectangle,  mais  les  deux 
sutres  faces  BHGËy  BUDF  seraient  des  pa- 
rtllélogra'  n^es  quelconques. 

Le  parailéiépipède  droit  a  deux  £^oupes 
de  faces  rectangulaires;  donc  le  tétraèdre 
correipoudaDt  aura  deux  groupes  d^arôtes  ^ig,  99.  ' 

égales. 

Enfin  le  tétraèdre  aura  trois  groupes  d'arêtes  égales,  si  le  parallélépi- 
pède est  rectaugle. 

2<»  Pour  que  deux  arêtes  opposées  AB  et  DC  ou  LH  et  DG  soient  per- 
peadicttlairet  Tuoe  à  Pautre,  il  faut  que  la  face  GHDL  soit  un  losange. 

Si  dans  deux  groupes  les  arêtes  opposées  sont  rectangulaires,  il  en  est 
éfrmême  dans  le  troisième  groupe. 

Ea  eflèl,  si  AD  est  perpendiculaire  à  BG,  la  figure  BHGE  est  an 
I fefiaage  ;  donc  HB  ^  HG = donc  aussi  HD 

Ainsi  la  face  HBFD  est  aussi  un  losange,  et  Tarête  BD  est  perpendicu- 

liaireàAC. 

I 

Remarque.  <  >fi  n  ^iiiiio  tëlraèJrc  ortho(/oiial  le  tétraèdre  dont  les  Irois 
tTO'.'pf'?  d'aréleâ  &oai  formés  par  des  lignes  perpendiculaires  l'une  à 

;i autre. 

Le  tétraèdre  crlii  ttronal  jouit  de  nombreuses  propriétés  pour  Tétudo 
tk>q«elles  on  peul  cuiisulter  les  ouvrages  suivants  : 
'  Sùuiilics  Annales,  année  18^34,  pages  296  et  3do;  année  1871, 
jjige  451. 

"  ?;nN.s  (fe  Gronwfrir,  par  M.  I^esbovks.  3<»  édition,  patres  218  et  2\\). 
JfUinai  lie  Mu ihéïtutlitittcs  êivnieutaircs  cl  sjKciales,  année  1881, 
y^udiSl  et  suivautes. 

i^.  Théorènte  de  Gaè«»e«H  .d'Aumont       Lu  somnic  de  deux  anylea 


F.  Lk!«TiiKiuc,  profca»cur  h  la  facalté  dci  sciences  do  Montpellier;  Tuimkumans,  pro- 

4  rafMaét  rojal  de  Toanaj. 
SriviAir  D'AirMOKTt  profCMenr  dannt  do  longnoi  années  an  collège  rojal  do  Dtjon, 
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opposés  d'un  tjuudyilalùre  sphériqm  inscrit  est  éyale  à  la  SûmiMàti 
deux  autreë  anyUa.  {Apci*çu  hisloritjue,  page  t^38.)  I 

Soit  0  le  centre  de  In  sphère;  ARCD  le  qua- 
drilatère fbrmé  p  n  quatre  arcs  de  grand  cercle, 
dont  les  Fomnicls  A  ,  B,  C,  D  se  trouvent  sur 
ui^  même  circonférence  ayant  P  pour  uo  k 
ses  y»<\!es.  00  544.)  Il  faut  dcinonlrer ^u» 
les  angies  dièdre»  qui  correspondent  aux  arèlt"» 
AO,  CD,  ont  une  somme  égaie  à  celle  éu 
dièdres  qui  correspondent  aux  arête»  BO.  l'^' 
Par  le  pôle  P  et  par  chaque  commet  faisouî 
passer  des  grands  cordes;  chaque  côte  Al], 
par  exemple,  esi  U  hsm  d'un  irUo^te  im^ 
APB»  car 

Tare,  PA  =  Pû 

donc  l'ftogle       BAP  =  ABP 

ou  1  =  i  ;   2  =  2î  etc. 

Or  la  dommu  do  deai  angles  dièdres  opposés^  se  oompos»  de 

donc  A  +  C:=B  +  D  CQ.F.a 

g  IV*  ^  SvrlaeeA  auxiliaires* 

Kîl.  Surfucc»  auxiliaires.  Lc  méthodc  dcs  Surfaccs  auxUiairt'^  c{m&i^\i^ 
à  faire  intervenir  des  surface?,  lorsqu'il  s'agit  d'établir  certuiaea  rcialioDS 
cnlrc  des  lignes  données. 

voici  quelques  exeoiples. 


ExeroSoe. 


IGli.  Théorème.  La  hti^scclricc  de  l'angle  d'un  trianyk  divise  le  côk 

opposé  en  segments  proportionnels  ai« 
ciÛês  adjacents. 

Fn  efTet,  les  triangles  BCÏ,  ACl  ayant 
niciuc  sofumet  (1  et  leurs  bases  respecliv*.:' 
sur  la  iiii'^me  dioile,  sont  dans  le  même 
rapport  que  leurs  bases  nt  et 

G'S  mômes  triangles  ont  des  hauteurs 
égales  h;  ih  sont  donc  entre  eux  comme  a 
et  donc 

C.Q.F,D. 


ïlg.  101. 

De  mèiue  pour  la  bisaeciriec  extérieure. 


n 


pnJi  &  la  faculté  de  eetto  vUlo ,  s'est  distingué  p«ir  son  zèlo  pour  ronaeignomoat  Le  théo- 
rème qui  porte  ton  nom  a  été  publié  dans  lo  tome  XU»  «wîée  4i&  Ài^HlM  ^ 

Ucrjonne, 
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103.  PiroUème.  Dans  un  triangle  iaocèle  la  soïtanc  des  distances  d'un 
point  quelconque  de  la  base  aux  tkux  aiilrcs  côU's  est  conslanlc,  cl  la 
éiférence  cfcir  distances  à^un  poUit  pria  mtr  le  prolongement  de  celle  hase 
€•1  OHM  cMslctMii». 


Va  poUit  C,  •Mhw  1a  perpeniUwdMfe  QEI  aul 
Flff.  K». 

MeDODs  AM  et  AN,  6l  MBÏgim  Cû  pMp«Adl<HUMff%  «baissée 
da  point  C  sur  AB. 

double  de  l^aîre  du  triangle  isooM  peut  être  exprimé  par 

AB.CG 

oupar  AB.MD  +  AC.MB 

lorsque  Ton  contoitière  les  doux  Lfianfjlcs  AlîM,  AMGi  mais  AC  =  Alî. 
Dooc  AB  .  CG  =  Ab  (  Ml)  +.  ME) 

d'où  ^ÎD  plua  M£        la  perpendiculaire  GO  abaissée  du  poial  C  sur  le 
côté  AD. 
Poar  le  poiot  N  on  a  : 

â6.CG  =  AB.NB-AC.NL 

d'où  CG  =  NH  — NL 


le.  La  question  précédente  a  déjà  été  traitée  par  une  aulro 


164.  Théorème.  Les  distances  dfun  point  quelconque,  d'me  médiane 

fl'"  côtés  qui  partent  du  mêntc  sommet, 
'ont  iiwersemefU  proporliomieile».  à  ces 
tiUs. 

MP  M'P' 


Ea  ellet  ; 


>r  les  triangles  CBM',  ABM'  sout  équi- 
T^icats»  donc 
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EzereÎM. 

108.  Problème.  Lorsque  trois  droites  issues  des  sommets  d'un  triangle 
se  coupent  au  même  point  0,  ou  a  lu  relation  : 

DO   ,   OE       OG  _ . 
AD  "T^BE  +  Cti 

En  effet,  les  triangles  BOG  et  BAC  sont  entre 
eux  comme  leurs  baulears,  ou  comme  les  lignes 
OD  et  AD,  proportionnelles  à  ces  hauteurs. 

BOG     DO     .     .       BOA  OG 

■BAG=Âirî  ^^"'^"'^  abïi  =  -cg 

.  AOC  _  OE 

®*  ABG~  ~  BE 

£o  ajoutant  ces  égalités  on  trouve  : 

BQG+  lîOA  +AQG    ^„   j  _  DO  ,  OE  ,  OG 
ABC  AD +^  +  "00 

On  trouverait,  par  une  marche  analogue,  que  : 

AO      BO      CO  _a 
BE  "f"  CG  ""^ 


Exeroioe. 


itîtt.  Théorème  de  AténélaUf     J.orsqu'iniu  InDtsver^dfr  coupi^  les  troii, 

côtés  d'un  lri>in(/h\  le  pri<'l"it  df-s  trois:  «f-r/- 
Uients  ^  n'ay<int  ji<fs  iViwh  rnnh-  ri>)/it/>unCf 
égale  h  produit  des  Iroi-,  iinhrs  segments. 

D(^?ignons  par  A,  B,  G  les  triangles  ALN, 

BLM ,  cm. 


¥ig,  105. 

■ 

donc  (G.,  IV  329) 


Ou  peut  écrire 


=  1 


C  •  A 

Or  les  triangles  qui  ont  un  angle  ^'gal,  ou 
suppléiijcntairc,  sont  entre  eux  comme  les  pro- 
duits des  côtés  qui  comprennent  cet  angle; 

A_  AL.LN 
■ff—  BL.LM 

B  BM.LM 
C  —  GM.MN 

G  CN.MN 
X— AN.LN 


•  Mt  ^  '  •  \  i  >  (vers  l'an  80  n\>yh  J.  ('.)  a  vécxx  ti  Alexandrie;  il  paraft  être  !o  premier  qui 
se  eoiL  occupé  de  trigonométrie.  On  lui  doit  le  tlitiorème  foudamcDtal  des  tranâTCiMicA. 
N^nmolos  ce  théorème  est  fréquemment  attribué  à  FroiiiaiB. 

PToubdai  (ven  198  à  IM  aprèi  J.-O.)  résida  h  Oanobe,  près  tfAlaxaiidfte.  Il  est  ■Qitovt 
connu  comme  astronome,  et  c'est  par  son  Almaçtste  que  le  théorème  do  MÉvéï.Aat  fSÊt^- 
Tenu  jusqu'à  nonf .  On  loi  doit  auMi  lea  preulém  noUona  de  la  doctrUie  des  prqfeeUonK 
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£q  mulLipiiaiàt  ces  égalités  membre  à  membre  et  simpliiiaat,  on  a  : 

A.  B.C  .      AL. RM  .CN 

B.  C.À^  BL.CM.AN 

OU  AL.BM.CN  =  BL.CM.AN  C.Q.F.D, 


1417*  ThéoMhM  de  Gévm*.  Les  droifeê  qui  joignent  les  sommets  d'un 
tnangle  à  un  même  point  0,  déterminent  six  segments  tels  que  le  pro- 
duit de  trois  iVe^ttrc  eux,  n'aymt  pas  d*€xtrémité  commune,  égale  le 
produit  des  trois  autres, 

DésigDons  par  a,  h,  c...  les  triangles  AOL, 
BOM ,  etc. 

Les  triangles  qui  ont  môme  sommet  sont 
entre  lux  comme  leurs  bases  ;  on  a  donc  : 

a  AL  1  _  M.  c  _  ON 
d  "  liL  ♦     e  —  m'     f  AiN 

a.b,c  AL.BM;CN 
"d-eT/  —  BL.GM.AN 

Il  suûil  de  prouver  que 
Or 


abc 

def^ 
a 

1 

OL.OA 

e 

UM.UG 

h 

OB.OM 

OA  .ON 

c 

OC.  ON 

OL.OB 

En  mullipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  ou  trouve  : 


abc 


=  1 


C.  Q.  F.  V, 


Autre  déflnonfttrailott*  On  peut  difo  pluB  simplement  : 

LA  _  OGA 
TÏÏ"  oCB" 

MB  _  OAB 
W^OAC 

NC  _  OBC 
NA  OBA 

Produit  s=i 

ftetnartfue.  On  peut  Hommcr  cévicnne  toute  droite  qui  part  du  sommet 
^Tiin  triangle  pour  se  limiter  au  côté  opposé.  (Voir  ci -après,  n<>*  2202  et 

jk^fiUe  appC'Uatioû  est  utile  dans  la  Géométrie  du  triamjle. 


«Jus  Cv:VA,d«  Mr      '  16-l«- 1737),  imblla  divers  ouvrage»  de  niathéin«liqae6,Mitro  autret» 
ktCiV  De  Un'  "  rfcits       inrteem  gtcantilms  statica  consti  uctiû. 
'  tes  itkew,  Thomas  Ckva  ,  «omtniMt  m  iDitntiBe&t  pour  opérer  laéainiqoeinent  1*  tri* 
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Exerdoe. 

468.  néoftee.  La  dttnte  la  plus  courte  que  Von  puisse  mener  parvn 
point  donné  E  dans  un  angle  donné,  est  définie  par  cetU  condition  g'^ 
la  perpendiculaire  EG  à  cette  droite,  menée  par  le  point  tlotim'  E,  et  les 

perpetidieulaires  BG,  DC  aux  côtes  Vangk, 
menées  par  les  extrémités  de  la  droite  BED,  wn- 
courent  en  un  même  jynnt  C,  (Newton*,  Opw* 
cules,  tome  I,  page  87.) 

En  admettant  que  les  droîtee  concoarantes  CB, 
CD,  CE  soient  respeciifemeoi  perpendîcoUirtt 
aux  côtés  du  triangle  ABD,  on  reconnaît  que  le 
quadrilatère  ABCD  a  deux  angles  opposés  Bel D 
qui  sont  droits;  par  suite,  AC  serait  le  diaoïétfe 
du  cercle  circonscrit,  et  comme  on  a  déjà  prouvé 
que  les  c6tés  opposés  BG,  AD  ont  des  projecktoos 
BE,  FD  égales  entre  ellès  (no  136],  le  théorème 
revient  au  suivant. 
La  (IrnUe  la  plus  courte  qu'où  puisse  niowr  par  tm  point  do9tnéEdan$ 
un  ii.iqlc.  donm  XAY  (lig.  108)  est  une  droite  BEC  telle  que  le  segtnenl 
m  r'inlô  la  projection  FC  du  côté  AC.  (De  môme,  le  segment  CE  égale 
alors  ia  projection  11  du  côlé  AB.) 

Soit  BE  =  FG 


¥ig.  107. 


En  élevant  une  perpendiculaire  EG  à  BG  et  prenant  EG  =  AF,  on 

forme  un  parallél<^ramme  ABGC. 

Par  le  point  E  menons  une  autre  droite 
MEN  ;  il  faut  prouver  que  BC  est  <  MN. 
Comparons  les  triangles  BGC,  MON. 
Si  nous  démontrons  que  BGC  est 
plus  petit  que  MGN,  nous  aurons 
prouvé  que  BC  est  <  MN,  car  b  hmi- 
teur  GE  du  premier  est  plus  grande  ^ue  i 
la  hauteur  GH  du  second. 

Or,  à  cause  des  parallèles  AC  et  B^t. 
les  triangles  P.GC,  BGN  sont  équifa- 
.  lents,  car  ils  ont  môme  base  BG  et, 
même  haiileur. 

Il  sulfit  donc  de  comparer  BGN  el 
MGN  ;  pour  cela  menons  une  paral- 
lèle BO  au  C(Mé  NG  pris  pour  base.  Le  point  0  se  trouve  entre  M  et  G. 
car  Tangle  GBÛ,  égal  à  BGN,  est  plus  petit  que  les  angles  égaux  BGC, 
 I 

*  VmoTK  <ie4S.17S7)  BBqutt  dam  le  eomté  d«  Llnooln.  en  Angleterre.  Un  de  ses  priQ 
cipaux  ouTragcfl  a  pour  titre  :  PhUvScT'^rtx  naturaVs  î  Hnrîpfa  mmihematica.  SVKT^'^ 
Inventa  le  calcul  des  yîi/.rfow.'f,  qui  iic>  liintre  du  oth-id  différentiel  de  Lkibsitz  que  çr^, 
poiot  de  départ  et  par  ia  nouuoD.  oo  doit  uuséi  nu  géomètre  anglais  une  premlèn  étude 
do  Ja  ctiMi0oâtlotk  dee  courbée  du  tnMème  âegri. 

LnSHira,  né  à  Leipzig  en  1646,  mort  à  Hanovre,  en  1716,  est  l'ittvntear  du  rotrvi 
différentiel,  nommé  nnssl  calcul  infniféftimal  ;  W  av.itt  tronré  cé  nouvcnn  crIcuI  dè«  H**- 
oQ  1676,  luaU  co  n*iiêt  qu'en  16â4  que  parut  ta  2iot;a  ileViodua  pro  maximU  tt  mininU-^ 


I 
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6BM;  donc  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  B  sur  GN  est  plus  courte 
que  la  perpendicufairc  abaissée  du  sommet  M  sur  la  même  base  GN  ; 
ainsi  le  triangle  BON  est  plus  petit  que  MGN. 

Donc  le  triangle  EGO  est  plus  petit  que  MGN , 
à'éit  BC<MN  C.Q.F.D. 

•éto.  Le  théorème  précédent  n'est  qu'ua  cas  particulier  du  théorème  [rénéral 
ds  Newton  :  Lu  droite  la  plus  courte  qu'on  puisse  mener  entre  deux  courbes 
éùmée$,  de  mardère  que  cette  droite  BEC  pane  par  un  point  donné,  ou  soli 
tangente  à  une  troi^én^  courbe,  ett  celle  qui  rempUt  les  coMRtiont  eut' 
vantes  :  Lee  normales  menées  aux  courbes  par  les  eoUrimités  B  et  C  de  la 
droite  doivent  roncowir  m  un  même  point  avec  la  normale  menée  à  la  troi' 
sihru'  ci^nrht'  j^nr  le  yjoirtl  de  contact  E. 

Un  peut  consullfT  les  ouvrages  suivant^  :  Principles  of  modem  Geomelnj , 
^/»/ John  XfuLCAHy,  n'  10'»,  pnge  106;  Questions  de  GiomtHrte,  par  M.  Una- 
BO?Es,  pages  126  ,  434;  et  surloul  Des  méthodes  en  Géométrie,  par  Paul  Seii- 
ur,  a*  56 ,  page  104.  - 

§  V*  —  Volâmes  auxiliaires. 

108.  VolumM  aimlîttMt.  L^emploi  des  volumes  auxiliaires  est  ana- 
logue à  celui  des  surfaces  auxiliaires,  mais  il  est  beaucoup  plus  étendu. 
A  l'aide  des  volumes  auxiliaires  on  peut  chercher  : 

1*  Des  relations  entre  certaines  lignes  (n^  170)  ; 

ff»  Vain  d*ane  figure  (no  173)  ; 

3*  Les  propriétés  tféne  figure  plane  considérée  comme  section  d*un 
solide  (n«  174). 

rifniifif  Ces.  lielalions  linéaires, 

Execcnoe. 

170.  Théorème.  ■  r^j ini  tétraèdre,  n  trois  faces  égales,  lu  fnunnie 
ttfg,  ffîMances  d'un  ]>nnii  tiuclconque  de  Ja  quatrième  face  à  chacune  des 
(rois  aufrf'f^  est  cintslit itir . 

La  démonstration  e.sl  analo^iMi^  à  celle  d'un  théorèiue  connu  (n"  1ft4V 
On  joint  le  point  donné  aux  juati  e  Foniinets,  ce  qui  décoiupose  le  solide 
'lonné  en  trois  pyramides  ayant  pour  base  une  des  faces  lat<^ra]c?,  etc. 

De  même  le  théorème  relatif  aux  droites  issues  d'un  même  point 
n'  165)  conduit  au  théorème  suivant,  facile  à  démontrer  à  Taide  de 
foiumeâ  auxiliaires  : 

Limqnc  des  droites  issues  de  chaque  sommet  d'un  tétraèdre  se  coujicnt 
rn  un  même  ftoint  0  dans  l'intérieur  du  solide,  l'unité  est  la  valeur 
fVort  oblientp  lorsqu'on  divise,  par  la  ligne  catière  corresjtonilanlc , 
fheque  eegment  compris  depuis  le  point  0  jusqu'à  la  face  de  la  pyra* 
mide. 

EzeroÎG«. 

171.  7^  somme  des  pcri^diculaîres  abaissées,  sur  les  faces  d'un 
\  polyèdre  régulier,  d*un  %némepoini  pris  dam  Viniérienr  de  ce  ihilyédre, 

Ml  une  quantité  constante* 

w 

A 
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Un  prend  chaque  face  pour  base  d'une  pyramide  ayant  en  premier  lieu 
le  point  donné  pour  sommet,  puis  on  considère  un  aatre  groupe  de  pyra- 
mides ayant  pour  sommet  le  centre  du  polyèdre. 

Le  volume  s'obtient  tantôt  en  multipliant  le  tiers  d*une  face  par  h 
somme  des  perpendiculaires,  et  tantôt  en  multipliant  le  tiers  d^ane  face 
par  la  somme  des  apothèmes  du  polyèdre  ;  donc  la  somme  des  perpendi- 
culaires est  constante,  car  elle  égale  celle  des  apothèmei. 


172.  HeBMfqae.  La  méthode  par  les  surfaces  ou  les  volumes  auxî* 
liaires  est  parfois  moins  élégante  qu*une  solution  directe;  mais  elle 
s'applique  à  un  assez  grand  nombre  de  questions.  Au  point  de  vue  des 
méthodes  que  Ton  peut  employer  pour  démontrer  le  théorème  connu  : 
La  somme  des  perj)€)ulici(laircs  abaissées  d'un  point  quelconque  de  la 
hase  d'tni  triangle  isocèle  sur  les  côtés  égaux  est  une  quantité  eomtonU,, 
on  peut  faire  les  remarques  suivantes  : 

La  démonstration  donnée  (no  20  i  csl  ingénieuse,  mais  ne  s'applique: 
qu'à  celte  question.  La  inélhofie  par  duplicalion  (n''  74)  est  plus  géné- 
rale, HTais  ne  convient  qu'aux  fiLairc?  planes;  et  l'emploi  des  surface' 
auxiliaires  (n^        a  de  bien  plus  nombreuse?  applications,  et  conduit  à 
des  démonstrations  analogues  pour  la  géométrie  daus  l'espace. 

t"  Ga0.  On  considère  de$  volumes  connus,  pour  obtenir  l'aire  d^unt' 
surface  demandée. 


173.  Problème.  TtH>uver  la  surface  convexe  d*un  cône  de  révolution 
coupé  par  une  section  oblique» 

La  seetion  BG  est  une  ellipse  dont  on  peut 
mesurer  ou  caleoler  les  axes.  Du  point  où 
Taxe  rencontre  la  section,  abaissons  une  per- 
pendiculaire DE  sur  une  génèratrtee;  abaîs-: 
sons  la  perpendiculaire  AH  sur  la  sectioo.  ! 
Le  Tojume  du  cône  ABC  égale 

ellipse  BCx^; 

mais  le  point  D  est  à  égale  distance  de  lout«î' 
les  génératrices.  Le  cône  peut  donc  rire  rc- 
Fig.  m  gardé  coinme  la  limite  vers  laquelle  tend  la 

somiue  des  pyramides  triangulaires  qui  au- 
raient le  point  D  pour  sommet,  et  dont  le  triangle  de  base  aurait  pour 
cuLés  deux  génératrices  voisines  et  une  corde  de  l'ellipse.  Donc  le  volume, 

peut  s'obtenir  en  multipliant  ia  surface  latérale  par        d<mc  aussi  :| 

Surface  convexe  BAC  = 

Cet  exercice  173  permet  d*obtenir  la  surface  de  la  sinusoïde,  connais- 
sant le  volume  de  Tonglel  cylindrique". 


•  Voir  Appendice  «T/.r  Ex^'-ri'-r^  C't'omètrie,  n«*  H7ft  et  S79* 
Pour  l'Appendice,  voir  d  apiù*  la  &ot6  do  w  199. 


1 
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3«  Cas.  On  emploie  un  volume  aitjciliairc ,  afin  d\'hf(licf  les  projtricti's 
f^'cne  ligure  plam,  que  l'on  peut  cotundérer  comme  étant  une  aectioti  du 
9olide, 

Exercice. 

i 
I 

174.  Théorème.  Sur       srrtnifc  quelconque^  ihypcvboU:  et  tsca  aaymp' 
U}le$  mterccptent  des  segmenta  égaux, 

'  GoDsidéroDs  le  cône  foimé  par 
h  rotation  de  ON  antoar  de  Ox, 

Un  plan  sécant  perpendicu- 
laire au  méridien  principal,  et 
doQtla  trace  serait  NN',  cou- 
perait le  cône  suivant  une  el- 
lipse, puisque  toutes  les  géné- 
ratrices de  la  même  nappe  se- 
raient rencontrées.  (G.,  l9  844.) 

Soit  NHN'  le  rabattement  de 
\è  moitié  de  Tellipse  :  le  plan 
qui  donne  Thyperbole  est  éloi- 
jgoéde  Taxe  du  céne  de  la  ion- 
goeor  06  ;  donc  sa  trace  sur 
Tellipseest  une  corde  HH'  paral- 
lèle à  NN'  et  telle  queEG  =  OB. 
Mais,  NN'  étant  le  grand  axe 

de  Tellipse,  la  perpendiculaire  Fig.  110. 

éle?ée  ?u  milieu  de  NN'  divise 

toute  corde  parallèle  en  deux  parties  égales  :  ainsi  Gil  =  GH'  ;  donc 

MNrrrM'N". 

la  sécante  coupait  les  deux  branches,  la  section  serait  une  hyper- 
bole dont  RR'  serait  Taxe  transverso:  M'M|  serait  la  projection  d^une 
corde  parallèle  ;  donc  encore,  M|B  =  M'K'. 

^  Application.  A  Taiiie  de  la  [irnprictê  dèmonlrce,  on  construit  (!'<*s  faci- 
I  leinent  une  liyperboie  lorsqu'on  connaît  les  asymptotes  et  un  point  de  la 
courbe. 

17i>.  GoroUaire.  Totilc  lungenle  li/ii>lcc  anx  aayiitptvlcn  cal  diviîicc  en 
(f.ux  parties  égales  par  le  point  de  contact  *• 

I 

170.  ThéorèfM  de  d'Afombert  *.  Trois  cirvonfcrenccs,  considérée»  deux 
[iideux,  ml  six  cenlrea  de  similitude^  les  trois  centt^ea  extérieurs  sont 


*  On  tnvn  ftoeUamcot  1»  ptupirt  des  propriétés  de  VeUlpce  lo»qa*<m  la  eonifdèrc  commo 

obtenue  par  la  Fcctton  oblique  d*un  crtno  de  révolution.  Mac-Làukik,  dès  1742,  en 
é*»tî  iJc  notnbrtux  exemples  datiK  »on  Traité  lUn  jituA&m,  toracll,  chap.  Xiv,  page  96. 

*  D'Ai.£iii)KitT,  oé  à  Paris  en  1717,  mort,  en  1783.  On  lui  doit  un  Traité  de  dynamique, 
it  MU  dt  ri9u»Mn  H  âu  moMmunt  dt§  /Mdest  «t  un  gnmd  nomlm  d'intm  écrits. 
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iignc  droite;  il  en  est  de  même  de  deux  centrer  intéi*i€urs  et  d'm 
centre  cxlcricur. 

Déniomtrution  de  }fonge  *.  Considérons  des  sphères  l^ant  pour 
grands  cercles  les  cercles  donnés  A,  B,  G.  Les  cônes,  circonscrits  à  ces 
sphères  prises  deux  à  deux,  ont  respectiTement  pour  sommets  les  centres 
de  stmilitude. 


Fig.  111. 

Pour  démontrer  que  les  trois  centres  extérieurs  L,  M,  N  sont  en  ligue 
droite,  il  suffit  de  considérer  les  deux  plans  tangents  qui  laissent  les 
trois  sphères  d'un  niôme  cdtè.  Ces  deux  plans  contiennent  les  trois  som- 
mets M,  N  des  cônes  circonscrits;  or  deux  plans  se  coupent  suivant 
une  droite  ;  donc  les  trois  points     M,  N  sont  en  ligne  droite. 

Remarque.  Pour  F,  D,  A,  on  considère  les  deux  plans  tangents  qui 
laissent  les  sphères  B  et  G  d'un  même  cètè,  taudis  que  la. sphère  A  ei>l 
de  Tautre  côté,  etc. 

BzenBW* 


177  a.  Théorème  de  Dcsarguc»  Lorfitjde  1rs  côtes  de  dcftx  lri(nt'jh  < 
AliC,  abc  se  eoapeitt  detu:  à  denj'  eu  trois  points  situés  en  ligne  droitr, 
les  droites  Aa,  llb,  Ce,  qui  joignent  les  sommets  correspondants,  ne 
coujwnt  au  même  poinl. 

Ad'itellons  que  aOc  soit  la  ba^o  d'un  prisme  Irianj^ulaire,  dont  A'B'C 
serait  la  section  par  un  plan  inené  par  la  droite  Î.AÎ\. 

î,es  droite?  M',  A'H'  conoourenl  au  point  L,  car  LA'B' est  Tiotersec- 
tion  du  plan  bécant  et  du  plan  conduit  par  Lab. 

Il  est  évident  que  les  droites  AA',  BB',  GG'  concourent  en  un  même 
point  S  ;  car  si  par  les  ligues  concouraates  LAB ,  LA'B'  on  fait  passer  un 


*  MoxGK,  né  à  Beauno  en  1746,  mnrt  on  18is.  ^>i;  ve,  puis  répétltcnr  h  rôcolo  mllltalir 
de  Mùziéres,  est  lo  prinolpal  créateur  do  la  géomctrie  d€acriptiif.  Après  avoir  acoompi^i»j  | 
Bonaparte  en  Égypic,  il  eut  à  ion  retour  la  dirM^lon  4e  TBoolo  potytechnlqao.  , 

**  Dlsaugdks,  né  à  Lyon  en  1693,  mort  en        a'oocapa  lortont  de  la  partie  prat^ne 
flcR  niailK'matiqncs.  P.\srAL,  Dkscartr'?,  Fep.mat,  La  Ilinn,  ont  profité  des  Idées  de  m  ' 
aut4;ur.  On  doit  à  Dk^aiigurs  Io  théorème  Relatif  t't  deux  triangias  dont  les  fiommots  font 
deux  k  deux  sur  troU  droites  concourantes,  théorème  que  Pox(Xlbt  a  pria  pour  Uase  d€  i 
fft  théorie  det  llgitrct  homolosIqQee. 
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premier  pîan,  puis  un  second  par  MAC,  MA'C,  un  troisième  par  NBG, 
NB'G'y  les  trois  pians  se  coupent  en  un  même  point  S. 


Fig.  112. 


Dooc  les  trois  droites  Aa,  Ub,  Ce  concourent  en  un  même  point  s,  pro- 
jecItOD  du  sommet  S  de  la  pjrramide  sur  la  base  ABC. 

Exeroioe. 

177  h.  Théorème  «écîpro^iie.  Lorsque  les  sommets  de  detty^  trianglca 
ABC,  abc  sont  deux  à  deux  sur  trois  droites  qui  concouretit  en  un 
7,iênïp  pviHt  S ,  les  côtés  des  iriangles  se  coupent  dettx  à  deux,  en  trois 
lH}{nt!i  L,  M,  N  situés  en  ligne  droite, 

Considérons  une  p.vrainiiie  dont  s<iA,  sftH,  scC  seraient  les  {irojeclions 
«ieâ  ai<"l»  >  latérales.  Les  projolantes  qui  corre?j)ondenl  aux  soniiaeU  a, 
i>.  r  dofuieraient  A',  IV,  C.  sur  h:s  arOles  corresjjondautcs. 

Or  le  flan  de  la  scctiuu  A  lî'C'  coupe  celui  de  la  base  suivant  une  cer- 
laine  droile,  cl  les  côtés  correspondanls  Ali,  A'iV  se  coupent  sur  cette 
droite,  en  I>,  par  exemple  j  donc  aO  passe  aussi  par  ce  point,  car  ab  est 
U  projection  de  A'B'. 

HeoMrqvse.  Les  deux  théorèmes  de  Desargues  sont  fondamentaux  dans 
il  théorie  de  Vhomologie  \ 


Vhomoioffi*  3  cottint  empi  da  doetrloe  et  proeédé  génMi  de- triaifongoatloB  dtt  flgorcib 
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§  VI.  —  Projections  ou  Sections. 

il^  l  a  mélbodo  des  projections  ou  des  sections  est,  en  quelque  sorte, 
la  contre-partie  de  la  métho  le  qui  emploie  des  surfaces  ou  des  volumes 
auxiliaires  pour  étudier  des  questions  de  géométrie  plane.  En  effet,  par 
la  m(^thodo  des  projections,  on  se  propose  d'obtenir  uî^e  fîp'iire  plus 
sinip!«^  que  la  figure  propocf^»^,  ou  bien  on  rdinène  une  tjin  -tion  de  géo- 
métrie dans  Tcspace  à  un  exercice  plan,  st-  bornant  à  ftudior  la  section 
obtenue  en  coupant  le  solide  par  un  plan  con?enablemenL  choisi. 

Nous  De  c» n-i'lérons  ici  que  la  'proj^^cfuMt  cylindriqiie ,  c'est-à-dire  la 
projection  obtenue  par  des  droites  parallèles  entre  elles,  mais  dans  une 
direction  d'ailleurs  quelconque  par  rapport  au  plan  de  la  section.  Ainsi, 
étudier  la  projection  plane  d'une  figure  donnée  revient  à  coiisilérer  la 
section  du  cylindre  formé  par  les  projetantes  de  cette  figure  donnée. 


17î}.  Théorème.  La  bissccirice  de  l'angle  (Vn)i  Iriongle  divise  le  côté 
opposé  en  segmenls  proportionnels  aux  côléa  at^Jaccnts, 

Projetons  les  sommets  A  et  B  sur  la 

bissectrice  extérieure  OJ. 

Les  côtés  a  et  6  étant  également  incli- 
nés sur  01  sont  proportionnels  à  leurs 
projections  e  et  d. 

11  en  est  de  même  des  segments  m 
et  n;  donc 


^=^  =  ^  C.Q.F.D. 


C 


Fig.  113.  Remarque.  Pour  les  scgmcnts  de  ter- 

minés par  la  bissectrice  extérieure,  on 
projette  ces  segments  et  les  côtés  adjacents  sur  la  bissectrice  intérieure. 
La  démonstration  est  tout  aussi  simple  que  la  précédente. 


180.  Théorème  de  MéaéUa».  LorsqtiUine  transversale  coupe  tes  trois 

côtes  d'un  triangle,  le  produit  de  trois  segments,  n*ayant  pas  d'cxtré" 
mité  commune,  égale  le  produit  des  trois  autres  segments  (n«  166). 


c£t  duo  à  PoxcELET.  PouF  M  rcodro  cotupto  de  la  /éooadlté  do  oottc  mdtbode  et  de  l'ctprli 
Intcttlgateor  du  oré«tmir  de  rbemologic,  Il  liitt  lire  «on  TraUi  de$  propriéUt  prqfeetM  i 
d«« /If/urett  et  Im  ÀjviieaUonjt  d'analyse  et  de  giomètrit^  dn  m^me  Autoar. 

Traité  fie»  proprUUs  projcrtars  (h-i  ftçiircs,  ?  vol.  in-l".  I,a  première  édition  est  de  ÎP?S, 
et  la  ttecondo  de  lâô5.  Los  preiiiiércs  recherches  datent  <lo  1813,  pondant  la  captivité  do 
l'auteur  en  Bossio;  elles  forent  oommuniqaéea  déi  1814  à  lOL  Fbaxçou  et  Sxbvois,  pro- 
feneon  aux  éeolei  d*aitlllerle  et  dn  génie  à  Mets. 

Quelques  fragmenta  de  CM  reeliercliei  ont  été  pnblMi  en  18t7>]818  diiii  le  tome  71IÎ 
dei  ÀntMUê  de  û€rgonn$. 
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Sur  une  droite  quelconque,  projetons  les  trois  sommets  du 
par  des  lignes  Aa,  hh.  Ce  parallèles  à  la  transversale.  Le  point 
projection  des  trois  points  L,  M,  N. 

Un  sait  que  les  parallèles  divisent 
les  sécantes  en  parties  proporLiou- 
nelles;  on  peut  donc  remplacer  le 
AL  ao 


Mais  AL.BM.CN=rBL.GM.AN 
^    AL      BM      CN     ,  , 


81 

triRnij'lo 

o  cât  la 


remplacé  par 


CLO 


ho 
co 


ao 


=  1 


Fi£.  114. 


Or  cetlc  dernière  égalité  est  évidente;  la  relation  demandée  est  par 
Mite  démontrée. 


181,  Théorème  d»  CSamot*.  Lorsqu  une  tramver$a}e  coupe  Us,  côtés 

(î  'oi  jxylygonc  plan,  chaque  côté  est  ilivimv  en  deux  segments  ;  fr  prcuhnt 
r''  Ojus  les  segments,  n*ayaHl  pas  éL'extrémité  commune,  égaie  le  produit 
|fe  *QHs  tes  autres  segments* 

I  Soit,  par  exemple,  un  pentagone  ABCDE  dont  les  côtés  successifii 
Ifif  BC,*«.  sont  coupés  par  une  transversale  en  des  points  H,  K,  L, 
N. 

Projetons  la  figure  sur  une  droite  quelconque  xy  située  dans  son  plan, 
r«r  des  droitea  jMtrallôles  à  la  iransTersale^  et  soit  0  le  point  où  cette 
ligne  rencoDire  j^. 
U  bot  proQTer  qu'on  a  : 

EN 

AN  -"^ 


AH 

BK 

CL  DM 

im  ' 

CK  • 

DL  •  KM 

an 

ho 

co  (f(> 

Tv 

<!o  *  co 

L  ao      ho      co      ((i>      co  I 

i  ho  '   t'o  '  <fo  '  co  '  ao 

<>  cette  dernière  relation  est  évidente.  La  première  est  donc  démon- 

I  Imarque.  On  démontre  aussi  d'une  manière  fort  simple  la  générali- 

•ilion  suivante  : 

L^n'iu'xn  C'^npc  Ivb  Cvics  (Vltn  polytjoytir  (jnurhf,  clmffue  côté  est 

rfi'''^'  Vit  (Icii-r  sédiments;  le  produit  de  tous  h  s  scymculs;  ti'oyunt  pas 
^extrémité  commune,  égale  le  produit  de  tous  les  autres  aegments. 


k  *  Cier<ir .  né  à  Kotey  (OftC»-dr0r)  es  1753 ,  mort  à  Uas^bovig  on  IS»,  élèf»  és  Hohom 
pfteli  St  wuiàrm,  paMIft  nn  EêMiisur  Ub  Imtuverêakêt  De  Ja  corr&aWm  dont  Ui  figuns 

^•■  '•icrrf^,  la  CfUnnr'frir  âf  position. 
**  «f  rtî*  gênéralctiicut  que  la  Qfrmétrif  de  poiiltou,  publiée  eu  1803;  mois  lo  théo- 
ct-4e«a»^aliul  que  son  cxicobion  ù  un  polygone  gauche,  ae  trouve Ut*Jà  dani  Voavrage 
ISil  :      la  epfTftoliM Oa/lçwes dt  pésmétrit»  n**  S»  et  SSl,  page  16>. 

4* 
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Il  bulfit  do  projeter  la  fii:urc  sur  un  plan  non  parallèle  au  plan  sêcanl, 
cil  recourant  à  des  droites  parallèles  à  ce  mémo  plaa  bccaul,  car  ou 
retombe  sur  io  théorème  de  CarnoL 


182.  Lieu.  Une  pyramide  triangulaire  SABG  est  coupée  par  un  plan 
qui  rencontre  le  plan  de  hanp  suivant  LMN,  et  détermine  dans  la  j^yrt'- 
mide  une  section  A'B'C.  On  fait  tour^ier  la  scrfinti  A'B'C  autour  fk 
Vaxe  MN,  et  Von  joint  AA',  HIV,  CC  ;  quel  est  le  lieu  décrit  par  te  som* 
met  de  la  pyramide  ainsi  obtenue  *  ?        -  * 

Par  la  hauteur  SH  menoas  ud  plao  SHOR  perpendiculaire  à  Taxe  de 
rotation  ;  ce  plan  détermine  deux  droites  DE,  DW  dont  il  suffit  d*ètudier 


.     Fig.  115. 

la  position  respective^  car  elles  sont  invariablement  liées  à  la  base  et  j 
la  section.  Le  problème  revient  donc  à  une  question  connue  de  géoinétnj 
plane.  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de  concoure  S  des  drotirj 
DO',  EE'  (n<»  84).        ■  ! 

Le  sommet  S  décrit  une  circonrérence  dont  le  pian  est  perpen dieu lairi 
à  MN  ;  R  en  0st  le  centre  et  RS  le  rayon. 


♦  Co  tliéorèiiic  .1  été  iii  îî'iné  par  Pos-rKU  T  daDS  l'étudo  do  rhomologlo;  mais  il  est  aitfibil 
ordinairement  À  Sikinku,  qui  l  u  lonnulù  explicitement  dans  Io  Journal  de  CrcUc 

La  déinomtrfttion  que  nous  donnons  est  très  simple;  néanmoins  on  lin  atoc  frui 
celle  de  A.  Amiot,  Lfipns  iwuvellea  de  géomîtrie  élémentaire,  2-'  édition,  page  570.  > 

A.  AMroT,  ancien  profc^-cnr  de  uiathémat Iquc^  spéciale»  au  lycée  Saint  r "  if  s  ,  t>t 
tout  connu  par  les  nombi-cux  élèves  qn'U  a  préparés  pour  l'École  normale  su^Mjrloui  o  et  pv>ii 
ritoolo  polyteobnitioe.  On  Ini  doit  divers  onvrages  clusidques,  entre  AUtret  des  SUmcru*  »i 
giomifirie  et  les  Leçons  nouvtUet  de  féQmétrit  deteriptive. 
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■coMvqne.  On  peut  considérer  le  point  S  comme  le  point  de  vue  de  deux 
figures  perspectives  A'B'G',  ABC«  et  la  question  8*ënonce  fréquemment 
sous  la  forme  de  théorème  : 

ZjCMraqu'une  figure  ABC  reste  fixe  et  que  sa  perspective  A'B'C  tourne 
autour  de  la  trace  du  tableau  LMN,  le  lieu  du  point  S  est  un  cercle  dont 
le  pian  est  perpendiculaire  à  Vaxe  LMN. 

Exercice. 

m.  Théortme,  Dam  un  trièdre,  les  trois  plans  menés  par  une  arête 
et  ta  bisacetrice  de  Vangle  de  la  face  opposée  se  coupent  suiwint  une 
même  droite. 

Prenons  des  fzri'andeurs  égales  SA,  SI',  SC  sur  chaque  arùte,  nous 
aiiroîjs  une  pyramide  ayant  pour  bei-o  AUG  et  pour  faces  latérales  trois 
Iriarjgks  isocèles.  La  bissectrice  de  l'angle  au  sommet  de  chacun  d'eux 
passe  au  milieu  du  côté  opposé;  donc  les  traces  sur  le  plan  ABC  des 
trois  plans  menés  dans  le  trièdre  sont  les  médianes  du  triangle  ABC;  or 
cet  ligrnos  se  coupent  en  un  môme  point  M;  par  suite,  les  trois  plans  se 
coui^enl  suivant  SM. 

Ezeroîoe. 

184*  Problème.  C.i rrotscrirc  un  eône  de  vrvoliflion  à  un  Irlèdrc  donné. 

Diaprés  le  thénrcme  précédent,  on  voit  qu'il  suffit  de  circonscrire  une 
cireonférence  au  tnangic  ABC,  obtenu  en  prenant 

SA=rSB  =  SG 

Les  arêtes  étant  égales,  le  cône  sera  de  réYOlution.  Uanffleau  sommet 
est  le  double  de  Tangle  aigu  d'un  triangle  rectangle,  dont  SA  serait  rhj- 
poténuse  et  B  le  côté  opposé  à  Tangle  demandé* 

BiMMUiia  On  peut  traiter  par  la  géométrie  plane  un  assez  grand 
nombre  de  questions  relatiTCS  au  triôdre  (n»»  417,  419). 
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TRANSFORMATION  DES  FIGURES 


mûMm.  La  méthode  dite  par  Transformation  des  figures  con- 
siste à  remplacer  une  figure  donnée  par  une  Ogure  plus  simple,  liée  a  U 
première  par  des  relations  de  position  et  de  grandeur. 

Dans  Texposé  des  méthodes  élémentaires,  nous  emploierons  les  tran»- 
formations  qui  résultent  des  modifications  suivantes': 

lo  Le  déplacement  parallèle; 

29  La  réduction  et  l'inclinaison  des  ordonnées  d'une  figure; 

3^  La  simililude  ; 

40  Le  problème  contraire  ; 

^  L*inTersion. 


§  I.  —  Déplacement  parallèle. 

186.  DèplM«metti  d*iià  loaimet.  Les  théorèmes  fondamentaux  reUUis 
à  ce  mode  de  transformation  sont  les  suivants  : 

Deux  trianr/fcs  qui  ont  môme  base  cl  même  hauteur  sont  équivalents, 
(G.,  no  31B,  2o.) 

Deux  pyramides  qui  ont  même  base  et  même  hauteur  sont  cquita' 
lentes.  (G.,  n»  467.) 

On  emploie  fréquem nient  In  premier  de  ces  théorèmes  dans  toutes  les 
questions  où  il  s'agit  de  transformer  un  polygone  donné  en  un  triangle 
équivalent,  et  de  partager  un  j>olyi;one  en  parties  équivalentes,  ou  cû 
parties  proportionnelles  à  des  c-randours  données. 

On  emploie  le  second  pour  démontrer  des  théorènties  relatifs  au  volume 
du  tronc  de  prisme  et  du  tronc  de  pyramide.  (G.,  n^-*  473  et  ^i74.) 

Voici  la  propriété  dont  nous  ferons  le  plus  fréquemment  usage. 

Exercice. 

187.  Théorèoie.  Lorsquc  le  so)tniiet  d'un  frianyl''  glisse  Sfr  une  par<}l- 
Iclc  à  la  hanCf  le  scgmcttt  dcterutinv  jnw  les  licu.r  nn.trra  rôles  du  inawjlf 
aur  une  sécante  parallèle  à  celle  hase,  a  une  Ivwjacur  constante,  qivilU 
que  soit  la  position  du  sommet  hwbile. 
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Soit  le  triangle  ABC,  dont  le  Bommet  est  transporté  en  C.  On  doit 
afoir  MN  =  M'N' 

MN  d 

d  _  M  N' 
TT-  AB 

dooc  M'N's=M.N 

188.  Scolîe.  Les  rectangles  correspondants 
MNPO  et  M'N'P'Q'  sont  égaux. 

Les  paraliélograinmes  qu^on  obtiendrait  en 
menant  par  N  et  N'  des  droites  respeclive- 
ment  parallèles  aux  côtés  AG  et  AC,  seraient 
équivalents. 

Voici  une  application. 


flP'B  ft 
Fig.  116. 


£zercîc«. 

189.  Problème.  Dans  un  tricuifflc  ABC,  moicr  um  parallèle  à  la  base, 

de  lUfinitra  (jue  le  rectangle  inacvit  vorrcs-^ 
pondant  ait  nnv  ralr.ur  dannec  r*  j^our  so)tiine 
da  carn'a  ileti  (lfn,r  côlr's  mljacents. 

Transportons  le  sommet  C  en  D,  de  manière 
à  obtenir  un  triangle  rectangle  ABD. 

Ondoitaroir  EG«+EH*=r» 

donc  AE  =  r 

Ainsi  du  point  A  comme  centre^  avec  r  pour 
rayon,  il  faut  décrire  une  circonférence.  Cette 
courbe  rencontre  Bl)  aux  points  E,  F. 

Par  le  point  E,  menons  une  parallèle  ENM 
à  la  base  du  triangle,  puis  abaissons  les  perpendiculaires  MP  et  NQ. 

On  sait  que  MN  ^  HE  (n»  187)  ; 


=^  

/ 
/ 
/ 

/ 

/ 

'/ 

h 

T 

// 

\\ 

A      G     a  LJ 

Flg.  117. 


Exeroîoe. 


I.  Dofis  titt  triangle 
donné  ABC,  inscrire  un  rectangle 
dont  le  périmètre  égale  une  2on- 
gueur  donnée  ^ 

En  supposant  le  problème  ré- 
tola  et  MPNQ  le  rectangle ,  tel  que 
MN-ffilPrrt,  on  reconnaît  que 
U  (jnestion  revient  à  inscrire  le 
icelangle  AHGI  dans  le  triangle 
lictaogle  CAD,  de  même  base  et 
di  même  hauteur  que  le  triangle 
proposé. 
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Or  il  suffit  de  prendre  AË  ==  ÂF  =  i 
etdemeDer  F£  (n«99,  n). 

On  a  GH  +  GI  =  { 

doDc  aussi  MP  +  MN  =  i 

lîM.  Remarquei.  1"  On  peut  éviter  la  construclion  du  triangle  CAl^, 
car  il  suffit  de  mener  une  parallèle  FJ  jusqu^à  la  rencontre  de  ÂBJ,et 
de  joindre  le  point  .1  au  point  E, 

ME 
JE" 

JM 


On  a  en  effet 


MP      ME  . 


MP  =  /. 


donc 


2»  Cette  seconde  construction  conduit  immédiatement  à  la  solatioD 
du  problème  suivant  qui,  de  prime  abord,  semble  plus  difficile. 


1 


102.  Problème.  Daao'  un  trxaniih'  (ji(fli  nnqi<r .  minier  fnir  ihindlcU'  MN 

(d  hiisf' f  i't  jJiir  les  points  M  et  N  àe^ 
droites  MP,  NO  parcd/cfrs  à  'nie  lipc 
dotnirr  xy,  dr  manière  </«f  i«iratU'- 
lo(/r(u,inie  insfcrit  MNQP  ait  un  pcri- 
mùtre  donné  2p. 

La  solution  développée  du  problème 
précédent,  et  remploi  des  mêmes  lettres, 
permet  do  nous  borner  à  TindicatioD 
des  constructions  à  effectuer. 

Par  le  sommet  A  menons  une  paral- 
lèle à  XV;  prenons 
AF=;AE=;p 

Prolongeons  AB  jusqu^à  la  rencontre  de  la  parallèle  FJ,  la  droite  EJ 
détermine  le  sommet  M  du  parallélogramme. 


On  aura 


MN  +  MP=p 


103.  Problème.  Dans  un  h'ianfjlv  donne,  ins- 
crire nn  rcctantjlc  ayant  pour  diagomk  unù 
longueur  donnée. 

On  a  déjà  traité  cette  question  sous  un  énoncé 
différent  (n»  189). 
Considérons  le  triangle  rectangle  BAD. 
Du  point  A  comme  centre,  a?ec  la  longueur 
donnée  AL  pour  rayon,  décrivons  un  arc  de 
cercle  qui  coupera  Pbypoténuse  en  deux  poiats 
£  et  F. 


6     Q    LP  JS 
Fig.  120. 

Ces  points  d'intersection  donnent  la  réponse 

QM  =  AEs:z< 
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184.  BaMrqiie.  Il  peut  y  avoir  deux  soluUooe,  une  seule,  ou  aueuoe. 

La  peipeDdicttlaire  AK  eat  la  plus  petile  longueur  que  Ton  puisse 
prendre  pour  diagonale  du  rectangle,  et  Ton  prépare  ainsi  la  question 
sntvante  ^ 

* 

ISi(«  PnkÊtmm.  Dam  un  triangle  quekofique,  inscrire  le  rectangle 
dont  ta  diagonale  est  minima,  { Fig.  120.) 

La  perpendiculaire  AK.  détermine  IJ,  base  supérieure  du  rectangle. 
(Voir  û<>  194.) 

■M»*  La  méthode  par  iran$kUion  parallèle  todiquée  par  M.  PiTBiisBK,  et  que 

nous  n'employons  que  rarement,  consiste  à  transporter  toutr  une  Hf^ure  d'une 
position  donnée  î  uhl^  aulre  positinn  î.r  lioii  créomotrique  coiina  (n  -  58)  est  la 
base  de  celle  outiioiie;  les  problcaich  résolus  {w"  89  et  91)  en  montrent  l'appli- 
cation. Le  saraot  auteur  danois  propose  un  grand  nombre  d'exerciceâ  qu^on 
peut  résoudre  par  la  méthode  de  Iranslation  plus  ou  moins  modifiée  :  Mclhodcs 
et  Théories  pour  la  résotution  des  Prcblèmes  de  constructions  géométriquct, 
psgesS)  A  eO. 


§  II.  ~  Modilicatiou  des  Ordouuées. 


186.  DéfiniiM.  On  sait  qu'on  nomme  onhnnées  d*une  figure  les  per- 
pendiculaires abaissées  des  divers  points  d'un 
périmètre  sur  une  droite  fixe  prise  pour  axe* 

(G.,  n-357.) 

Vab»cisse  d'un  point  esl  la  distance  du  pied 
de  l'ordonnée  à  un  point  ûxe,  nommé  origine» 
et  pris  sur  Taxe  choisi. 

On  prend  p!us  généralement  pour  axes  deux 
droites  concouranUs  OX,   OY,   formant  un 
angle  quelconque.  Par  chaque  point  du  péri- 
mètre de  la  figure  clu'lif^e,  on  mène  les  parai-  Fi$.  iH, 
lèle?  aux  axes.  Les  parallèles  à  l'axe  OY  sont 

les  ordonnées,  cl  les  parallèles  à  OX  sont  les  ab«scissc8.  Ainsi  Mi' est 
ïordonn^  du  point  M,  MQ,  ou  son  égale  OP  en  est  ïabscisse, 

187.  BMarque.  Los  modes  de  transformation  que  Ton  va  indiquer 
toot  connus  sous  les  noms  de  réduction  des  ordonnée  ou  inclinaison  des 
sréonnéee;  mais  la  modtSeation  peut  élre  opérée  sur  les  abscisses  aussi 
bieo  que  sur  lea  ordonnées. 

On  peut  indifféremment  râiutn;  ou  amplifier  les  ordonnées,  c'est-à-dire 
que  Ton  peut  muUiptier  chaque  ordonnée  ou  chaque  abscisse  par  un 
nMN6re  ewsiani,  entier,  expression  fractionnaire  ou  fraction. 

jExeroioe. 

138.  Problème.  Éft«firr  Ics  modifications  qui  n'uiiltcnl  de  lu  rcductton 
été  ord(mticc&  d'une  fiyui'c. 
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EXERC1GE&  DE  GÉOMËTRIS 


Il  fout  distiogoer  ce  qui  se  rapporte  à  la  géométrie  de  poeition  et  ce 

qui  eBt  relatif  ans  airea  ou  atu  vo- 
lumes. 

t"^  Pour  lea  mômes  abaciaaes  CE, 
OE',  OP. 

Lea  Bécantes  correspondantes  CC 
GG'  coupent  Taxe  an  même  point  L. 
(G.,n*640.) 

Les  tangentes  MT«  HT  rencontr  rt 
aussi  Taxe  en  un  môme  point  T.  (G., 
n«  640.) 

2f*  Les  surfaces  sont  réduites  on 
ampliOées  dans  le  rapport  des  ordon- 
nées correspondantes.  (G.,  n""  Ô37.) 
3^  Les  volumes  sont  réduits  ou  am> 
pliâéft  dans  le  môme  rapport  que  les  lignes  correspondantes  (G.,n<»91i 


Fig.  122. 


199.  Problème.  Étudier  les  variations  qui  résultent  de  iincimaiëon 

des  ovdijiinvt's. 

1°  Les  çécanles  correspondantes  concourent  au  môme  point  du  diamètre 
coiiiniiiii  à  la  flgnre  rlonnée  et  à  sa  transformée;  il  en  est  de  même  des 
tangentes  correspondantes. 

2o  L'aire  de  la  surface  qu'on  obtient  en  inclinant  les  ordonnées  d^une 
figure  donnAp  s'obtient  en  niuliiplianl  Taire  de  celte  Hgure  par  le  ainas 
de  l'angle  1  ini  liuai^nn.  '  G.,  n^OlO.) 

Il  en  est  de  mcuie  des  volumes.  (G.,  n<>  913.) 


I.  Les  éléments  de  géométrie,  et  surtout  les  exercices  pro- 
posés dans  rappendice,  offrent  un  grand  nombre  d^exemples  relatifs  à 
Tellipse  obtenue  par  IMncIinalson  des  ordonnées  du  cercle;  mais  nous  ne 
pouvons  point  insister  ici  sur  ce  mode  de  transformation,  parce  que  nous 
n*y  aurons  pas  recours  dans  ce  travail.  (Voir  Appendice  aux  Exercices 
de  Géométrie**,  n«»  724,  726,  734,  737,  etc.) 


SU)0.  ThéoréoM.  Quand  oh  modifie  les  ordonnées  ou  les  abscisses  tVune 
figure  donnée,  les  figures  inscrites  correspondantes  sont  entre  eUes  danê 
le  même  rapport  que  les  figures  circonscrites  correspondantes* 


*  I.c  càlthre  peintre  Alkkbt  Dorsb  (1471-1628)  tranafonnalt  le  oorclo  en  ei:|pte«ii  .mmmm^ 
croître  pro]M>rtionn«iioinoat  tontes  kt  orûouaém  de  la  premlèrs  oonrbe.  (Aptrçu  hiâtori&me. 

pages  216  et  bi».) 

♦*  Appendice  atm  Exercise»  de  OéomitHe,  F.  L  C,  lS7f.  Cet  ouvrage  donuo  U  solution 
des  questions  coii4>l(  iiientairee  propoeées  à  la  fin  de  VAppenO^et  oitx  BUmmiê  de  €fénmé* 

trie,  â»  édition.  Il  contient  quelnncs  dtv»  loppcmrnrs  rclatlf<  aux  coviqurs ;  n  donne  1« 
TOlame  des  segments  des  corps  qui  sont  lîiuiu^  par  une  .s^r/acr  «fn  .-^eanid  Oeçré  tt  tTAll# 
plmtount  questions  dont  Ui  oonnaJaumce  eet  utile  eu  'jwméiru  dcscrijtUve, 
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Considérons  trois  trianirles  ayant  mùme  hauteur,  et  dont  les  bases  sont 
àur  une  mcme  rlroite  ;  cou[)Ons  ces  triangles  par  une  droite  NP'  pnrallôlo 
à  la  base,  et  menons  i'M  parallèle  à  AC,  FM'  parallèle  à  X'C\  etc. 


On  a  évidemment 


donc 


Fig.  138, 

CNP  _  cnp  _  aN'P' 
CAB  —  "côT—  C'A'B' 

PMB  _  pmb  _  P'M'W 
CAb  —  cab  —  C'A'ir 

ANPM  _  anpm  _  A'N'P'M 
ACB  —  acb  —  "^li'B' 


C.  Q.  F.  D. 


£xeroioe. 


SOI.  Théorème.  Les  figures  inscrUcs  de  surface  maxima  8ùnt  carres- 
fondantes» 

Cest  une  conséquence  immédiate  du  théorème  précédent;  mais  le 
grand  parti  que  nous  tirerons  de  ce  corollaire  nous  conduit  à  le  présen- 
jler  directement. 

I  Dans  on  triangle  rectangle  isocèle  AÎ^C ,  on  démontre  très  simplement 
que  le  rectangle  maximum  inscrit  AFDE  (Ck-  1*23)  a  son  sommet  au 
milieu  do  Thypotèonse,  car  la  somme  DE  -f  ÛF  est  constanta,  elle  égale 
PM  4-  PN  =  CA  :  or,  pour  le  point  milieu  D,  les  facteurs  sont  égaux.  Le 
nclaÎDgêe  maximum  est  la  moitié  du  thangie  cireonseriU 

^  AFDE  \ 

un  a  donc  ""ÂBÏT'^ir 

t{  ce  rapport  du  rectancrle  inscrit  au  triangle  rectangle  circonscrit  est 
maximum.  Or  on  a  de  mcme 

^/V/ç^__  AT' 1 
I  abc  —    ABC  ""T 

donc,  ponr  un  triangle  quelconque,  le  parallélogramme  inscrit  maxi' 
»«j9i  esl  celui  qu*on  obtient  en  mena$Uf  par  le  point  milieu  du  côté 
èamd,  de»  paralièles  aux  deux  autres  côtés, 

ÎW.  Problème.  Dans  un  trmnrjlc  quelconque,  inscrire  un  rcclangle 
la  Msrface  soit  équivalente  à  un  carré  donné  k\ 
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Nous  pouvons  remplacer  le  irian  gle  donné  ABC  par  OU  triangle 

la n Lie  ADC  de  môme  base  et  de  d 
^  hauteur  (n^  187). 

Soit     AJHK  =  NMPQ:=^;« 
Si  le  triangle  ADC  était  rectangle  iso- 
cèlei  la  question  serait  résolue  (  n©  99,  e). 
Or,  en  prenant 

AJEF  JE 

JE  _  A^G  _  h 
m  AG 


on  a 


Or 


d'où 


AJEF 


1^ 

=       d*où  ron  déduit  AJEF=*«.-^ 


Nous  pouvons  chercher  un  carré     qui  soit  au  carré      daos  k 

rapport  y  {G.,      345),  puis  porter  le  côlé  trouvé  t  de  A  en  L, 

mener  une  parallèle  LI  à  AD  et  abaisser  une  perpendiculaire  UNM. 
On  a  successivement 


Mais 


ou 


AJ.JE  =  AJ.JD==î«  =  fe».^ 

AJIÎK  _  AC  _  h 
AJEF  —  AG  —  ^ 

AJUK^AJEF.-^ 


Remplaçons  AJEl* 
On  aura 


ou 


AJ.JD  par  sa  valeur  k^. 


AJHK  =  fc*.y 


l-k^ 


C,  Q,  F.  D. 


203.  Parailélépîpède  insorît.  Lorsquc  par  un  point  quel  nnque  de  la  ^ 
baec  ABC  d'un  télraèdre  S. ARC  on  mène  des  plans  parallèles  aux.  faces  • 
latérales,  on  forme  un  parallélépipède  dont  trois  faces  sont  sur  les  face»  i 
de  Tanglc  S  et  dont  un  sommet  est  sur  ABC. 

Exercice. 

ft04.  Théorème.  Quelle  que  soit  la  )noilifirafion  apporter  n  une  ou 
â  pludeurs  des  arêtes  de  V  angle  S,  le  paraUvlêpijwde  i  use  rit  est  au 
tétraèflre  primitif  dans  te  rapport  du  nouveau  parallélépipède  au 
tétraèdre  iramforfné. 

Bornons -nous  à  examiner  le  cas  le  plus  simple.  Admettons  que  dans 
le  tétraèdre  S,A1>(<,  dont  P  est  le  sommet  du  {tarallélépipède  inscrit,  on 
réduise  Taréte  SA  de  moitié,  par  exemple,  la  distance  de  P'  à  la  face 
B'S'C  ne  sera  que  la  moitié  de  la  dislance  de  P  à  la  face  BSC,  tandis 
que  les  deux  autres  dimensions  du  parallélépipède  no  varieut  point; 
donc,  en  désignant  les  solides  inscrits  par  P  et  1",  on  auia  : 

P  p* 

C.Q.  F.  D. 


S,Ai;u  —  S',A'B'C' 
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Corollaire.  Au  maximum  du  paraliclépipètle  inscrit  dans  le 
tétraèdre  S,  correspondra  Je  maximum  de  celui  qui  serait  inscrit  dans 
h  tétraèdre  S'.  . 

iVinsi,  après  avoir  démontré  que  dans  le  trièdrc  lii -rectangle  à  trois 
v9kM  égales,  le  maximum  est  oblenu  quand  P  est  au  point  de  con- 
»org  d«  médianes  du  triangle  équilaléral  AUC,  et  qu'alors  le  paral- 

^pipède  est  les  ^  da  tétraèdre,  nous  en  conclurons  que  pour  un 

léiraèdre  quelconque,  le  sommet  P'  doit  être  au  point  de  concours 

ù/tè  médianes  de  A'B'C,  et  que  le  solide  inscrit  maximum  est  les  du 

Utrsèdre  considéré. 


§  m.  —  Similitude* 

106..  KnOitnde.  L*étude  des  figures  êemblable$  repose  principalement 
m  le  théorème  de  Thalès\ relatif  aux  triangles  semblables.  (G.,  n«  221.) 

Pour  résoudre  un  problème  à  Taide  de  la  similitude,  on  construit  une 
Ifore  semblable  à  la  figure  demandée,  et  on  compare  une  dimension  à 
ion  homologue  donnée.  On  opère  surtout  ainsi  lorsque  le  problème  pro- 
posé, ou  le  problème  plus  simple  auquel  on  a  pu  le  ramener,  ne  dépend 
||06  d'une  ligne  donnée. 

Eserdoe. 

807.  ProUéne,  Construire  un  carré,  connaissant  la  somme  ou  la  dif^ 
férence  de  sa  diagonale  et  de  son  côté, 

\  Tons  les  carrés  sont  des  figures  sem- 
^bles;  ainsi  tontes  leurs  dimensions  ho- 
aologues  sont  dans  un  même  rapport.  Or 
^  lomme  ou  la  dîlférence  du  côté  et  de  la 
fiagonsle  dans  un  carré  quelconque,,  est 
lootologue  à  la  somme  pu  à  la  différence  du 
célé  et  de  la  diagonale  dans  un  autre  carré, 
be  li  on  eonclui  la  construction  ci-après: 

Gonslmlre  un  carré  quelconque  ÂBGD  ; 
tracer  et  prolonger  la  diagonale  ÂG;  du 
|MBt  G,  avec  CB  pour  rayon,  décrire  la 
écoi-drconférence  FBB,  ou  du  moins  mar- 
fier  les  points  F  et  E.  *  Fig.  125. 

!  Porter  en  A£'  ou  AF'  la  longueur  donnée 

IpiBr  la  somme  ou  pour  la  dilârence  du  cété  et  de  la  diagonale;  mener 
KB  eu  PB,  puis  E'B'  ou  FB'  parallèle  &  EB  ou  FB.  On  détermine  ainsi 
iieété  AB'  du  carré  demandé. 


*  TfiL»5».  nn  des  fept  sages  do  la  Grèce  (889  à  548  av.  J.-C),  alla  ^'In^truire  en  KRypto; 
^aeiafa  U  luiatear  dc«  pyrnmidm  par  le  moyen  de  leur  ombro;  auâbi  lui  aitribuu-t-on 
t»1ltateM  maUl^  MUE  Mttigtai  wmblAbkt.  Th«Ui  t*6tAbllt  valait»  k  HItot»  et  y  fonda 
HoitlMlaHMt.  n  eut  1*  gloliv  4t  conpier  Prkaoobe  au  nombre  de  m  dbolplfle. 
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908*  EooMiqttat.     L'emploi  des  figures  Eemblables  fournit  des 
tioos  faciles  à  (rouTer,  mais  peu  él^aoles.  Ce  procédé  est  utile  daad 
rioseription  d'une  figure  semblable  à  une  figure  donnée»  » 

2*  Dans  certains  eas«  il  faut  combiner  remploi  des  constractions  aui- 
Ualres  à  celui  des  figures  semblables. 


200. 
bUible  à 


u  Dans  un  triangle  ABC,  in$erire  un  reeiangie 
un  rectangle  donné. 

Cette  question  a  déjà  été  résolue  (n*  99, 
c]  ;  mais  la  similitude  est  la  méthode  natn* 
relie  )  puisqu'on  veut  une  figure  de  fonm 
donnée. 

Sur  AG  il  faut  construire  un  reelangit 
semblable  au  rectangle  donné,  et  joindre k 
sommet  B  aux  points  F  et    ;  enfin  il 
élever  les  perpendiculaires  PM ,  QN. 

.  MN  MP 

On  a  irC-=  -A  F 


Fitf.  m 


d'o& 


MN  AC 


Ezeroioe. 


210.  Remarques,  l'^  On  peut  couetruire  un  rectangle  sur  chaque  côté, 
ce  qui  donne  trois  solutions. 

2*  Comme,  sur  le  cùt6  A'!,  on  peut  construire  un  second  reclangii 
semblable  au  rectangle  demandé^  on  obtiendra  sur  AC  une  seconde  solfr- 
tion,  et  en  considérant  les  trois  côtés,  on  aurait  six  solutions. 

3»  Pour  inscrire  un  carré,  il  suffit  de  prendre  AP^  AC.  11  n*y  a  akn 
que  trois  solutions. 


211. 


I.  Dan»  un  cercle  donné  y  inscrire  un  triangle  isor^/r, 
connaissant  la  somme  i  de  ia  b(i$e  et  dcU 
hauteur. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  eoit 
ABC  le  triangle  demandé,  tel  que 

AG+BD=r{ 

Forions  la  base  AG  de  D  en  L  à  la  suite 
de  la  hauteur  ;  alors 

hL^l 

Pour  tout  triangle  semblable  à  LAC,  la 
là   hauteur  égale  la  base;  donc  en  prolongcsmt 
LA,  LC  jusqu^à  la  tangente  en  B,  on  aura 

FË  =  BL  ou  BE  =  Y 
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I  De  là  OD  déduit  la  coaetrucUoB  sulrante  : 

Sur  une  Ungenle,  il  faut  prendre  BE=y>  P"^^  BL  =  i  et 
nciier  LE, 

Le  peint  A  est  délermioé;  on  a  en  effel  : 

•     AD  =  yDL;  d'où  AG^DL 

^ûnc  AC  +  BD  =  BL=  l  C.  Q,  F.  D. 

a  y  a  gtaèralement  une  seconde  solution  A'BC 

212.  Remarques.  1"  Ce  problème  Sera  développé  et  discuté  1DÛ3). 

2^  On  procéderait  d'uoe  manière  analogue  pour  inscrire  un  triangle 
isocèle»  connaissant  daos  un  polygone  régulier  quelconque t  et 

même  dans  toute  figure  ayant  un  axe  de  symétrie,  pourvu  que  le  som- 
met du  triangle  dût  se  trouver  à  l'un  des  pointa  où  Taxe  de  symétrie 
CQupe  le  périmètre. 


§  IV.  —  Méthode  du  Problème  contraire  *• 


I  S13.  ffirnliUme  eoirtruM.  La  méthode  du  problème  contraire  consiste 
is^<^«P«r  d^abord  d'nn  problème  opposé  à  celui  qui  est  proposé,  et  à 
refsnir  ensuite  à  ce  dernier,  en  construisant  une  figure  égale  ou  aem* 
Ihbie  à  celle  qa*on  a  d'abord  obtenue. 

On  emploie  le  prMème  contraire  dans  la  plupart  des  cas  relatifs  à 
RttcripttoD  des  figures.  Par  exemple,  pour  inscrire  une  figure  A  dans 
jipc  figure  donnée  B,  on  circonscrit  à  la  figure  A  une  figure  égale  ou 
■BuMiMe  à  la  figure  B,  et  Ton  cherche  les  relations  de  position  qui  per» 
Miait  de  faire  la  construction  dans  un  sens  inrerse. 


m 


I       IViiliIfÉnu  A  un  are  donné  AB  mener  une  tangente  MON,  limita 

rayons  OAM ,  OBN ,  de  ma- 
^nière  que  le  ferment  CM  soit 
dMèle  de  CN. 

I  Nous  pouvoirs  construire  une 
li.Tire  oYiii)  semblable  à  celle  que 
demande  ;  pour  cela  : 
Prenons  Tnr=:2cn.  Sur  nm 
éfcriTODs  un  segment  capable  de 
t^togie  donné  AOB.  Éterons  la 
P<tpeodicnlaire  co ,  et  du  point  o 
centre  décrivons  Tare  ad>. 


Fig.  128. 


« 

'  \a  n^thotie  dti  proUhnc  tontrairt  a  été  nomni*''^'  parfois  niéiho<lo  par  Im  r<îf'>>i mais 
^  préférable  (l«  K^rvsr  oetto  dernière  «t^Uatlou  k  ane  tnéthcNle  trèi  lœporuote  que 
M  iHwie  eomuittre  plus  Intai  Ob^  S17>» 
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Il  ne  re.-te  plus  qu'à  revenir  à  la  figure  donnée.  Nous  pouvons 
avec  oa  pour  rayon,  un  arc  A'G'li',  puis  prendre  Tare  A'C==«e, 
mener  OC'G,  et  par  le  point  G  mener  une  perpendiculaire  MCN  as 
rayon  OG. 

A  cause  des  figures  semblables,  on  a  MG  =  2GN. 


âliS.  Problème.  Dam  vn  triangle  donfié  ABC,  inscrite  un  triangk 
égal  à  un  triangle  donné  DEF. 


Fig.  129. 

Circonscrivons  au  triangle  DEF  un  triangle  égal  à  AP.G. 

Sur  DE  décrivons  un  segment  capable  de  Tangle  B;  sur  DF,  un  seg 
ment  capable  de  Pangle  A  ;  par  le  point  D  menons  une  sécante  ah  égalé 
à  AB  (no  139). 

Les  triangles  ahe,  ABC  sont  égaux,  comme  ayant  un  côté  égal 
adjacent  à  deux  angles  égaux  ;  donc  la  figure  de  droite  est  semblable 
à  celle  qu'on  demande.  Prenons  Ad::=:aD,  etc.,  et  def  sera  le  triangle 
demandé. 


».  Dans  bien  des  cas,  on  se  borne  à  traiter  le  iiroblème  coih 
traire  ;  car  de  ce  dernier  on  passe  facilement  à  la  question  proposée. 

Exercice. 

îilO.  Problème.  Deuv  pfirullt'hs  AG  et  DD  sont  cloiij/h  fs  tVinte  /ojj- 
yueur  donnée  dj  d'un  point  jlxc  0,  distant  de  h  de  la  prernirry*^  lOt 

  inhir    la  j>rrpc)idii'nhtiri' 

t'ommane  0\\\.  A  qveV^ 
distance  y  dr  cette  droit'' 
une  autre  pcr}n  }idici4ltnrc 
commune  GD  sera-f'c!lf> 
vue  du  point  0  sous  un 
auffle  maximum  COD  ?  ( TWi 
gonométrie,  p.  175,  n<>  \X\ 

Résolvons  le  problème 
contraire. 

Par  le  point  O  menon! 
une  parallèle  aux  flroH^^ 
AC,  HD;  et,  DG  étant  ciotinée  (ie  position,  cherchons  sur  ÛE  le  point  U  qui 
donne  l'angle  maximum  GOD.  ' 


fe_  ^ —  

'^^^  ■  // 

\     ^<yT  / 

K 

• 

• 

•  i 
t  1 

— >^  Al 

— J 
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Ponr  un  cercle  quelconque  de  eentre  N,  qai  passe  par  D  et  C»  et  qui 
reneoDtre  la  parallèle,  Tangie  E=:N. 

Donc  il  eera  maximum  lorsque  le  rayon  sera  le  plus  petit  possible. 
Ainsi  par  DC  faisons  passer  un  cercle  M  tangent  à  la  parallèle,  Tangle 
0  =  H  ;  et,  puisque  CM  est  <  GN ,  on  a  :  angle  M  >  N» 

Remarque.  On  peut  facilement  calculer  les  éléments  Irigonooiélriques 
de  ran|j:le  maximum  COD. 

I!n  cITet,  l'angle  inscrit  0  a  pour  mesure  demi-arc  CD,  Tangle  au 
ceulra  GML  égale  demi- arc  CD  ; 

liooc  angle  0= angle  M 

Le  triangle  rectangle  CLM  a  pour  cètés  : 

CL  ou  Y'  CM  =  M0=4  +  ^ 

dooe  ^^-^(j  +  ^T^^ 

Ainsi  LU  =  ^dh  +  l^  Ou  ijh{h  +  d) 

Sinus  0  ou  aious     CML  =  -^^  =  -2*  :  + 
donc  sinus  0=^_^ 

Tangente  M  ou  Ungento  0=  9:\  =  ^  -  ^  - 

S  V.  —  Inverslan. 

DéfluitBoii.  On  ai>pelle  figures  tnrcrscs  deux  figures  telles  que 
loule  droite  OMM'  ^fifr.  131  »,  iiierjee  par  un  point  donné  0,  et  coupant 
TuDe  d'elles  en  M  et  i  autre  en  M,  donne  un  produit  OM .  OM'  dont  la 
valeur  est  coii.-tanlc. 

On  ijonirne  or'ujinc  ou  centre  (Vinversion  le  point  fixe  donné.  Les 
poîûlr»  correspoiidautb  M  et  M'  sont  appelés  jjotn^^  réciproques  ou  points 

inver^;!. 

Les  distances  OM,  OM' sont  coimues  sous  le  nom  de  rayons  vrctettrs 
rtiipri^fjucs.  On  appelle  puissance  d'inveriiioti*  le  produit  conslaot  des 
rayons  vecteurs  do  doux  points  correspondants. 

La  puiF^.niro  c^l  positive,  lorsque  les  points  M  et  M'  .sonl  d'un  môme 
eâlé  de  i  ungiiie  0;  elle  est  négative,  lûi.-^que  ces  points  sont  de  part 
el  daulre  de  l'origine.  La  puissance  se  représente  assez  fiéqucmuient 
par  ±  h\ 

La  transformation  d'une  figure  MNP        en  une  autie  M'N  T'  

h  Taide  de  Tinversion,  se  nomme  :  transformation  par  rayons  tfc- 
Umn  réciproqtie»,  Nous  dirons  simplement  :  tratisformatiou  par  inver^ 


•  Li  d-^nomînatîon  :  pvi^fanre  d'un  j>'>inf  par  rapport  à  un  cercle  (tt.,  n»  W»),  d*où  ett 
fmtêmncf  d'inveriiun ,  a  cté  Intr.  dnitc  par  ETeiKeb. 
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2iB.  Deux  coupla  de  points  invrrses  apparliennoit  à  une  ynémc  cir- 

cotifrrence.  Les  cordrs  corrcspoti' 
danU's  MN,  M'N'  sont  anlipurallèUs, 

Ôoil     la  puissance,  on  a  : 

OM.OM'r=::iks  =  ON.ON' 

donc  le$  qwUre  points  appartiennent  à 
une  même  circonférence.  (G.,  n«  260.) 

Les  angles  M  et  ONM  sont  égani, 
il  en  est  de  môme  de  N'  et  de  OMN, 
donc  les  cordes  correspondantes  sont 
an li parallèles  par  rapport  aux  rayonî 


Fig.  131. 

OMM'  ONN'  qui  aboulisseot  à  leurs  extrémités. 


Tliéorème. 

Îil9.  La  loiHjueur  tJ'inir  rordr  M\  si>bhr)it  pu  initltipliant  la  c^irdc 
coi  vespoiuhiute  pur  la  ptd^siotrf ,  et  eu  divisant  cr  résultat  par  le  pro- 
duit dv^  rayons  vecteurs,  qui  aboatissunt  aujs  extrémités  de  cette  secofuk 

corde. 

Les  cordes  MN,  M'N'  sont  anlipa- 
rallèles;  les  triangles  OMN,  ON'M' 
soQt  donc  semblables  9  d*oîi 

MN  _  ON 
"HW  — UfiF 

ON 


MN  =  M'W . 


OM' 


Fig.  m  suffit  d'exprimer  ON  en  fonclâon 

de  la  puissance  et  de  ON'. 

Or  de  ON .  ON' = on  tîre  :  ON  =:  -—r 


donc 

On  aurait  de  même 


M'.N'  = 


M'N' 
DM'.  ON' 

MN 
UM.UN 


(2) 


220.  Les  tangentes  menées  à  deux  courbes  inverses,  par  deux  pamis 
correspondants,  forment  des  angles  égaux  avec  le  ragon  vecteur  qui 
passe  par  les  points  de  contact. 

En  effet,  pour  deux  rayons  quelcorniiies  OMM',  ONN'  (fijç.  ,  le  quadri- 
latère MM'N'N  est  ioscriptiblc,  les  cordes  MN,  M'N'  sont  auliparallèles; 

rangle  PMM'  FN'O 


Digitized  by  Google 


TRANSFORMATION  DBS  FJGUHBS  97 

i'.nilt  ^  rapprochent  indéfiniment  l'un  de 

i  autre ,  les  cordes  deviennent  des  Ungentes  en  M  et  M'  ;  oii  a  donc  : 

Aiigle  TMM'  =  TM'M  C.  </.  F,  J). 


0  r-'^::z:z:2 


Fig.  m 


ScoKe.  Deux  tangentes  TNî,  TM',  et  le  segment  MM'  du  rayon  vecleur 
pointa  de  contact,  forment  un  triangle  isoeôle. 


Théorème. 

m.  VangU  de  deux  lignes  d\me  fiyure  doèniéc  éyalc  l'angle  des  deux 
h'/ttes  réciproques  de  Ut  fi^  ^  v 

ffure  interne.  q 

Oo  sait  que  Tangle  de  deux 
:^urbes  qui  &e  coupent  est 
ramgîe  des  tangeiites  luenées 
à  cci  courbes  par  le  point 
commua. 

Soient  les  courbes  MD, 
ME  qui  a;  parLiennent  à  une 
première  ligure  ;  M'D'  M'E' 

courbes  io verses  des  pre- 
ttiières. 

il  faut  prosvor-  (^ue  i'ani^lc 
BIC  des  langeâtes  =  AM'C. 

OrTangle 


raogle 

uN^ûc  Tangle 


GMM'=C'M'M 
AMM'  =  AM'M 

AMC  =  AM'C 


(n»220) 


C.  0.  F.  D. 


m.  ScoUe.  I.  Lp^  deux  couples  de  tangentes  donnent  un  quadrilatère 
ijEaélrique,  par  rapport  à  la  droite  AB  des  points  de  concours. 

11.  Dans  certeins  cas,  la  ligure  mTerse  d'une  circonférence  MD  est  une 
aroile  ircr  (a«»  223).  Le  théorème  n'en  subsiste  pas  moins. 

L^e  des  tangentes  AMC  égale  l'angle  que  la  tangente  AM'  iait  avec 
j^Mte  M'G%  îoTerse  de  l'arc  MD. 

m.  Il  no  laut  pas  cuiiiparer  Pangle  formt;  par  deux  couples  de  cordes 
«•n-esp^ndantes,  car  ces  droites  ne  sont  pas  inverses,  mais  bien  Tangle 
^«edeui  couples  de  taiigentes. 
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St3  Viw;;-..  d;„,e  nrco»{.  <n,cr ,  lorsque  le  emtre 

par  Vorigine  donnée,  (G.,  n"  823.) 

22»  Wdproqmmor^l  :  i:u,x^rsc  d'une  droite  dMtiieedunedr^ 
r<„ceq,ui,L       rori.,n,r;  le  diamètre  m»,>é i>ar  ce  ponU ett perptn 

diculaire  à  la  droite  donnée.  (Ci.,  n°  827.) 

22'!  /.  un  .  ,  sc  d'u>,c  circonférence,  U,r»qae  ^ 
J  :„  ;„  ,         do„.u'e,  est  une  circonférence  hoMgue  delapre- 

Miùrc,  par  ruyi^orl  ci  Vorigine  donnée.  {G.,  n»  »3».| 

Applioatîons* 

m       Théorème  de  Ptolémée.  Dam  iout  ^^^^'^^^'j^ 
^  prodmi  des  diagonales  égale  la  wiiwiel 

des  prodnits  des  eôfés  opposéB, 

Consid^'Tons  \m  (niaJi  iUHAre  inscnl- 
Menons  une  droite  quelconque  B  D'» 
perpendiculaire  au  diamètre  qui  passe 
par  le  sommet  A  :  la  puissance  égale 

Les  Begmenis  déterminés, par  i 
droites  AD,  AC,  AB  donneDi  ta  reU 
iioû;      D'B'  =  D'C'  +  G'B'  ( 

Mais  (n^  219)  D'B'  =  DB . 

D'C  ^  DC .         AC  '  =f  • 

L^égalité  (1)  devient  ^.DTAB*^^  AU .  AG  aC.AB 
Eq  réduisaol  au  même  dénominateur  et  simplifiant,  on  trouve  : 

DB . AG  =  DC . AB  +  CB . AD  ffll 
Donc  le  produit  des  diagonales  égale  la  somme  des  produits  des  côtéi 


Fig.  m. 


RtauaqM.  Quand  le  Irian-le  ADB  est  cquilaléral,  AD  =  BD  =  AB; 
régalité  (2)  devient  AG  =  DC  +  GB ,  ce  qui  deuiontrc  ce  théorème  connu  î 
La  distance  d'un  point  du  cercle  circomcnl  à  >ni  inauijJc  éqmluteral  «i 
Vun  des  sommets  de  ce  triangle,  ('(joie  la  somme  des  distances  dn  mihm 
point  aux  deux  autres  sommets  {n^  6â0). 

Autre  démonstration,  l'rcnons  pouT  origiiic  un  polut  quciconque  di 
cercle;  désignons  par  a,  6,  c,  d  les  rayons  vecteurs  AO,  BO,  GO,  DO^. 
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On  sait  que  pour  qaatre  segments  consécutif,  on  a  VidenHté  sui- 
▼ante:  A'B' .  CD' +  A'D' .  B'C  =  B'D\  A'C  (1, 


fis.  196. 

-^Sî:*'/'^"?^^^^"*'^'  lignesAT)'.  B'D'  et  A'G'parlo.s  scgmenU  qui  les 
composent,  chaque  membre  de  Tégalité  (1 .  a  pour  valeur 

A'B'  ,L  l)'  +  A'B' .  B'C  +  B'C  .  B'C  +  CD' .  B'C  (2) 

Mais  A'B'r=:Af_,  ai^^^CD 

Ea  mettant  ces  valeurs  dans  (2),  on  trouve  : 

-^  -^4-  AD.BG  ^D.AC 

oàcd    ^"T     adbe  bdac 
Et,  en  supprimant  le  dénominateur  commun,  on  a  : 

AB.CD  +  AD.BG  =  BD.  AG  C  Q.  F.  D. 

Remarque.  Lorsque  AB  .  GD  =  AD .  BG,  on  a  aussi  : 

A'B'.C'D'=rA'D'.B'C    ou  JiJ 

Dans  ce  cas,  la  droite  A'C  est  dite  divisée  harmoniquement  aux  points  B' 
t  B  (  13.,  no  786)  ;  réciproquement,  B'û'  est  divisée  de  la  même  manière 
.ui  points  A  et  C .  Les  droites  qui  concourent  au  point  0  forment  un 
faisceau  imrmonique.  On  sait  que  toute  droite  qui  traverse  un  tel  fais- 
ceau est  îoii|ours  divisée  harmoniquement  (G.,  no  794);  on  a  donc  2e 
résoitat  suivant  : 


W.  "néOTéme.  Lonque  les  rectangles  formés  par  Uh  côtés  opposfh 
tf'ittt  quadniatère  uuent  ioni  équivalents,  toute  droite  </ul  coupe  îr  fal<- 
formé  enjoignant  les  quatre  sommets  du  quadrilafcn-  à  un  uoint 
quelconque  de  la  circonférence  circonscrite  est  divisée  ha,  „ iniquement 
par  ce  faisceau. 


irque.  On  nomme  quadnlafire  hunnn, tique  un  quadnlalrrc 
iMcrtptiMe,  dans  lequel  le  produit  do  deux  côlùs  opposés  égale  le  pro- 
M  des  deux  autres  cWés;  par  suite,  chacun  de  ces  produits  est  la 
Mtié  do  produit  des  diagonales. 

^  Le  quadrilatère  harmonique  a  été  Tobjet  d'étnrlos  toutes  récentes-  il 
pA  de  nombreuses  propriétés.  (Voir  ci -après  ' 


IS.  Par  deux  points  A  et  B,  /"«ûv  pasaev  une  rirronfârncc  (jui  coupe 
circonférence  donnée  G,  som  un  angle  dimac  m. 
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B  h' 


Soil  le  problème  rtolu  et  l'angle  des  tangentes,  au  point  D.  égal 4 


CM,  prenons  AK^  pour  puissance. 
LUnverse  de  la  circonférence  deman- 
dée 0  sera  une  droite  telle  que  Fi», 
qui  coupera  la  circonférence  C  soiis 
un  angle  égal  à  Tangle  donné.  H 
suffit  donc  de  déterminer  celte  sé- 
cante FG.  p 
Or,  prenons  Pinverse  du  point  li, 
par  rapport  au  poiul  A  ;  c'est-à-dire 

prenons    AB .  AH  —  AK* 
Par  le  point  H  il  suffira  de  mener 


Tig.  197. 


une  tantrento  à  la  circonférence  qui  est  elle-même  tangnle  ««jj 
■  "e  cenlrfo  se  trouvera  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  W 
FG.  Le  diamètre  est  donné  par  : 

Ali .  AF  =  AK* 

H.m^.  11  y  a  deux  solnUons,  et  «teox  •«»'«!r:^^on  mit"  vaS  la 
point  H  et  ir,  taTerse  de  B.  en  donne  deux;  ma.s  b.  1°"  f^'' 
circonférence  passant  par  A  et  B,  son  angle  ne  passe  que  deux  fo.»  pa 

la  valeur  m.  .  .  ,  „„„!i;„o  aK',  tandis  que  II 

un  seul  de  ces  Jeu» 


valeur  m»  ■,- 
En  réalité  H'  correspond  à  la  puissance  posiUve 
rrespond  à  -  AK«  ;  il  faut  se  borner  à  considérer 
»lnts  H  ou  H'. 


cor 
points 


Exeroîœ. 


Î20.  Lîeu.  QuH  <  sf  le  lieu  ,U  point  de  contact  des  ci,-cmfércnce>  (««■ 
génie»  ,k-uj:  à  dcu.c  el  tangentes  à  deux  cercles  donnétî 


m 


Fig.  138. 


Considérons  une  suite  de  circonférences  tangentes  deui  à  deux  et  ua 
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génies  aux  côlôs  d'un  angle  A.  En  prenant  dans  le  plan  un  point  quel- 
conque 0  pour  origine,  et  une  puissance  quelconque  /.;*,  Icà  côtés  do 
l'angle  et  la  bissectrice  qui  contient  les  centres  ont  pour  ficfure  inverse 
des  circonférences  qui  passent  par  le  mcnio  point.  Un  doit  avoir  : 
0BxOIi'=:OCxOC'  =  ODxOD':^  A-,  Les  circonférences  tangentes 
deux  à  deux  ont  pour  inverse  des  circonlérenccs  tangentes  deux  à  deux 
et  tangentes  aux  inverses  des  côtés  de  l'angle  :  on  arrive  donc  au  théo- 
rème suivant  : 

TktoféoM.  Lor9qu*on  inscrit  «ne  suite  de  drconférences  tangentes 
deux  à  deux,  entre  deux  cercles  B  et  G ,  les  points  de  contact  sont  sur 
une  même  circonférence  D. 

130.  RcMvqiim.  Le  lieu  d«B  points  de  contact,  c'est-à-dire  le 
cercle  OD,  étaot  la  figure  inverse  de  la  bissectrice  AD',  est  le  cercle  bis- 
secteur des  cercles  qui  se  coupent  aux  points  0»  E.  La  tangente  Oa,  qui 
lui  correspond,  est  bissectrice  de  Tangle  mO». 

2»  En  vue  des  transformations  à  faire,  il  est  utile  d'indiquer  les  tliôo- 
rômes  suivants. 

XliiéovènM* 

231.  Toutes  les  ch'confcrenccs  qui  coupent  orthogonalenteèit  deux  cer- 
rlcH  donnes  A  et  B  passent  par  deux  mômes  poinh  situes  sur  la  ligne 
des  ceiUres  des  cercles  A  et  B. 

On  sait  que  Taxe  radical  CD  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  tels 
que  G  et  D  qui  coupent  orthogonalement  deux  cercles  donnés  A  et  B. 
(G.,  n«835.) 


Fig.  180. 

El  même  y  d^une  manière  plus  générale,  Taxe  radical  est  le  lieu  des 
centres  des  cercles  qui  coupent  orthogonalement  tous  les  cercles  qui  ont 
ce  même  axe  radical  GD;  car  les  tangentes  CE,  GF,  GF'  sont  égales  et 
perpoidiculaires  aux  rayons  AE,  BF,  B'F... 

Maie  deux  cercles  du  second  système,  ayant  pour  centres  C  et  ont 
pour  axe  radical  la  ligne  des  centres  AB  des  premiers,  car  le  point  A  est 
<régale  pui??nTic(^  potir  ce<^  deux  cercles;  et  il  en  est  de  même  du  point  B, 
e»AE*=AG«  et  liF*  =  BH*, 
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Or  la  cordt-  coimmim;  des  cercles  G  ei  D  est  IVxe  radici»!  dos  deux  pie- 
micrs  A  t  t  l  ;  ;  donc  les  cercles  G  et  î>  se  coupent  en  deux  points  leU 
de  la  ligne  des  cenlres  Alî  ;  car  on  sait  que  les  points  d'intersecliou  de 
deux  cercles  sont  des  points  d'égale  puissance. 

832«  B«auirqnM.  1«  PoNCfiLBT  *,  à  qui  i'on  doit  la  considération  deees 
points  remarquables,  les  nomme  pointa  limites  **. 

^  Les  points  limites  sont  réels,  quand  les  cercles  donnés  A  «  B'  ne 
se  coupent  point  ;  mais  pour  les  cercles  orthogonaux  G,  D  du  second  sys- 
tème, ils  sont  imaginaires,  parce  que  les  cercles  A  et  B  de  rautre^a- 
tème  ne  rencontrent  point  la  ligne  des  centres  CD. 

TheoféoM. 

833.  Deux  cercles  qui  ne  se  coupent  point  se  transformefit  par  inver- 
sion en  cercles  coficentriques,  lorsqu'on  prend  pour  origine  un  des  point* 
limites. 

En  effet,  en  prenant,  par  exemple,  le  point  I  (fig.  139)  pour  origtoe, 
tous  les  cercles  orthogonaux  du  second  système  se  translbrment  en  ligne 
droite,  car  ils  passent  par  Torigine  [G.,  n<>825);  mats  les  droites,  qai 
sont  les  transformées  des  cercles  G,  D...,  doivent  couper  orUiogonale- 
ment  tous  les  cercles  obtenus  par  Tinversion  des  cercles  A,  B^..;  donc 
ces  cercles  se  transforment  en  de  nouveaux  cercles  ayant  le  point  !  posr 
centre  commun. 

234.  floolie.  Tous  les  cercles  qui  ont  même  axe  radical  CD  se  trans* 
forment  en  cercles  concentriques. 

TheoFèoio. 

23i>.  Deu.rccrclr^  qui  se  coupciU,  se  f  mus  forment  en  cercles  vtjauj- 
lorsqu'on  prend  pour  orl'fine  un  point  quelconque  d*un  des  cercles  bùr 

secteurs  r?r.s-  cdrles  donnes. 

En  elVet,  le  cercle  bissecteur,  passant  par  Torigine,  se  transforme  en 
une  droite  qui  devient  Taxe  radical  des  figures  inverses  des  cercles  donnes; 
mais  ces  cercles  inverses  coupent  Taxe  radical  sous  des  angles  égaux, 
donc  ils  sont  égaux;  car  deux  cercles  qui  eoopent  sons  le  même  asgto 
leur  corde  commune  ont  nécessairement  des  rayons  égaux. 

230.  Remarque.  Le  Ihéorème  s'applique  môme  lorsque  les  deux  cercles 
ne  se  coupent  pas.  Dans  ce  cas,  le  cercle  qui  correspond  au  cercle  biî- 
secleur  de  deux  circonférences  sécantes  est  le  cercle  qui  pas>e  par  les 
points  de  contact  des  circonférences  tangentes  entre  elles  deux  à  deux  et 
tangentes  à  deux  circonférences  données  (n°  229). 


*  PoNcri.rr,  né  h  "^^•f  '  <^^'  17R8,  mort  on  1BG7,  fnt  fatt  prisonnier  pendant  la  wroymgDC 
do  Uoiisie,  et  s'occupa  Uèti  luis  ûen  Methmkê  dt  transforma tian  des  figurtB,  On  lui  doit  U 
doctrine  de  Vhomolaglc  et  celle  des  polaires  riclproqucs.  Il  est  en  réalité  le  principal  cré** 
tenr  dot  BiétbodM  moùenm.  An  point  d«  roe  géométriiiiie,  U  fout  citer  av»tit  toal  mw 
Traité  (}(9  propr'u'tt,^  prc'jrrth'es  âe»  figuras,  puia  &rs  AppUc<tHon$  >l'annh/.^'  <  t  (7.  <ji->mHri<. 

I  n  juge  bien  comjxitent,  M.  Massiox,  n  tllt  ;  «  Le  vnii  créateur  de  ia  géoiiiétrle  tapé- 
ricare  e»t  Po^iCKixr.^i Compte- i-end a  de  la  6«  édition  du  Traité  de  géom^rU ,  par  MM.  lUtuvu>: 
et  DB  OoMviBoiTBn;  voir  Mathésltt  18M,  à  1»  Sa  do  TOlnnit,  fê§s  9.) 

*"  Voir  TrtMé  des  propHUés  pr^^eeUves  des  fioufts^  tome  I,  76. 
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237.  Entre  deux  eet'cles  A  et  B  non  cohcentriqucft ,  et  qui  n^ont  pas  de 
point  com  mun,  on  inscrit  un  cercle  G  tangent  omx  deux  premiers,  puis 
un  cercle  h  tangent  nu  cercle  C  et  aux  deux  premiers;  ensuite  un  cercle 
Ë  tangent  à  1}  et  à  K  et  etc. 

1*  Les  pomfo  de  contact  qu'ont  entre  eux  les  cercles  inscrits  C,  L),  E ... 
sotU  nir  une  même  circonférence;  2^  si  un  dernier  cercle  N,  de  rang  n , 
ferme  la  série  en  se  trouvant  tangent  au  cercle  G,  um  nouvelle  série , 
commençant  en  un  point  quelconque,  se  terminera  après  n  cercles  con- 
Mécutif», 

Il  suffit  de  transformer  par  inversion  les  cercles  A  et  B  en  deux  cercles 
conc<*n triques  A'  et  P.'. 

Tou^  les  cercles  C,  b'...  seront  égaux  entre  eux  ;  les  points  de  coiilact 
tviufil  -  ur  un  cercle  concentrique  à  C  et  D'.  Si  x  cercles  ferment  le  cir- 
cuit, on  peut  les  considérer  comme  inscrits  dans  n  secteurs  égaux.  Et 
quel  que  soit  le  point  de  départ  d^une  nouvelle  série,  on  n'aura  qu'à  for- 
mer n  secteurs  égaux  pour  refenir  au  point  de  départ. 

Exeroioe. 

Théorème  de  Fuerbaeh*.  Le  cerclc  des  neuf  points  €st  tanyeut  au 
cercle  tnbct  it  et  aux  trois  cercles  ex-inscrits. 


Fig.  140. 


Soit  ABC  le  triangle  donné,  M,  N  les  centres  et  m,  n  les  rayons  du 
eercle  inscrit  et  d*iiii  eerele  ex-Inscrit  ;  H,  I,  J  les  milieux  des  côtés.' 
Menons  les  rayons  des  points  de  contact  et  projetons  le  point  G  en  G, 

On  sait  qu*OD  a  : 

(G.,  n«»  30û  et  306.) 


*  fvmAcii .  proféaeear  de  mathématiques  aa  gjmnaae  d'Erlangen ,  cit  Bé  en  1800  à  Mua* 
it  sert  en  l^Z4.  On  a  de  cet  antenr  :  PropriHé^  'h-  'jucîqtua  pointé  mnarquablêê  du  Mangh 
fVtihpu  et  de  plutUurê  lignei  ei  figure»  ^u  ih  délermincnU 
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On  peut  remplacer  chaque  ligne  par  sa  projeclion  sur  Al)  ;  on  a  donc:  j| 

i}E  ItE 

Ainsi  leg  poÎDls  D,  G  divisent  hannoniquemeot  le  s^grmeot  EF.  (G., 

no  786.) 

Mais  on  sait  que  la  moitié  du  segment  divisé,  est  une  moyenne furo* 
porlionnelle  entre  les  distances  dn  son  point  milieu  aux  deux  conjugués 
(G.,  no  787);  d^ailleurs  AF  =  BE(a,  n«  3M),  d'où  HE  =  HF;  dooc 
HE2  =  HD.HG;  soit  HE^  =  k\ 

Ceci  établi,  transformons  la  figure  par  inversion,  en  prenant  li  pour 
p61e  et    pour  puissance  d'inversion.  Les  cercles  M  et  N  se  reproduisent, 
puisque  le  carré  de  leurs  tangentes  respectives  HE,  11F  égale  k*.  U  ] 
cercle  des  neuf  points,  passant  par  l'origine  H,  point  milieu  de  Ar>,  se  \ 
transforme  suivant  une  droite;  mais  le  cercle  des  neuf  points  passe  par 
le  pied  G  de  la  hauteur  CG,  or  D  est  le  point  inverse  de  G,  car  j 
HD .  HG  =  k*;  donc  la  droite  passe  par  ce  point  D. 

La  droite  obtenue  par  la  transformation  du  cercle  des  neuf  po>''' 
coupe  la  base  AD  sous  le  môme  angle  que  la  tangente  IlL,  car  ou  sait  : 
que  IIL  et  A13  sont  antiparalièlcs  par  rapport  à  Pangle  G  (n**  28, 111).  Or 
la  ligne  aiiliparallèle,  menée  par  le  point  D,  n'est  autre  chosr  que  la  , 
seconde  tangente  intérieure  DT,  et  puisifuc  cette  droite  est  tangente aui  ' 
cercles  M  et  N ,  il  en  est  de  même  du  cercle  des  neuf  points. 

lavcnion  émoM  l'eipaee* 

230.  Considérons  les  figures  inverses  dans  Tespace,  mais  en  nous  bor- 
nant à  la  sphère  et  au  plan. 

En  faisant  tourner  une  droite  et  un  cercle  autour  du  diamètre  perpeo- 
diciilaire  à  la  droite,  on  obtient  une  sphr-r»»  cl  un  plan. 

lieux  cercles  tournant  autour  do  la  ll^ne  des  centres  engendrent  dcui 
sphères I  on  a  donc  les  résultats  suivants  : 

Théorème, 

240.  Ij(  figure  invosr  d'utie  sj>hî'r'\  par  rapport  à  un  pni)}i  de  cctî-' 
surface  jiris  panv  origine,  est  un  jdan  perpendiculaire  au  diamcUt: 
mené  jmy  Vori'jnic, 

La  fiy are  inverse  d'ini  pfan,  par  raj'porl  ô  vu  point  ai è rieur  îi 
plan  f  est  une  sj'ln-rr  ijui  piiisi,c  i>ar  rorigntc,  et  dont  le  diamùliv  coircs- 
pondant  est  p(  rj<i  ndo  ulairr  fnt  plan  douii*'. 

La  figure  inverse  d'une  .sphère^  par  raj'porl  à  un  i»>tnt  f.i  U rieur  n 
cette  surface,  est  une  autre  sphère^  et  l'origine  est  un  centre  de  simili- 
tude  pour  les  deux  sphères. 

Théorème, 

j 

241.  Dan6  deux  figures  inverses,  les  angles  correspondants  so*^' 
égauJC. 

Soient  dans  Tespace  la  courbe  M'  N'  inverse  de  MN  cl  M'L'  inverse 
ML.  Ces  courbes  MN  et  M'N'  sont  dans  un  même  plan  passant  par  l'orh 


Digitized  by  Googï 


TiUKSrOBMATION  DBS  FIGURES 


m 


pne:  il  en  e^t  de  lîiôine  des  deux  autres.  DcUir.  cliacuri  do  ces  plans,  on 
iiicMo  les  lani^'entcfe  :  il  fyut  prouver  que  ces  lignes  se 
côufjenl  sous  des  angles  égaux. 

Consi  devrons  MA,  M  H  et  les  prolongements  M'A', 
M'IV  diriges  en  sens  conlrairc. 

Les  aogles  trièdres  M,  OAB  et  M',  OA'P/  sont  épaux 
comme  ayant  un  angle  dièiire  égal  compris  entre  deux 
anpk-s  plans  respectivement  égaux. 

Kn  eiTct,  les  dièdres  qui  ont  pour  nr<  te  commune  OMM' 
-ont  opposés  au  sommet.  L^angle  plan  AMD  =  A'M'O, 
amsi  qu'on  Ta  déiuonlré  (n»  221).  De  même  Taugle 

BMO  =  B'M'0 

Donc  le  trotsième  angle  plan 

A-MB  =  A'M'B'  C.  Q.  F.  D, 

Fig.  141. 

Remarque.  On  étudte  les  angles  opposés  afin  que 
les  Irièdres  considérés  soient  ^aux  ;  mais  les  angles  opposés  par  le 

soounel  sont  égaux  ;  donc  Angle  AMB  =  C'M'O' 


212.  Vinrcrse  d'un  cctxUf,  par  rapport  à  une  origim  aiiucc  hors  de 
son        ,  est  un  cercle, 

Soil  AH  un  cercle,  0  un  point  extérieur  pris  pour  origine.  Abaissons 
la  perpendiculaire  OM  sur  le  plan 
du  cercle.  Prenons  le  plan  O.NiC 
pour  plan  principal  de  la  figure 
à  représenter,  déterminons  Tin- 
▼erse  M'  du  point  M. 

La  sphère  décrite  sur  le  dia- 
mètre OM'  sera  Pinverse  du  plan 
P  qui  contient  le  cercle  donné 
•  n<>  2i0).  Donc  tous  les  points  in- 
verses du  cercle  Ali  se  trouvent 
sur  la  sphère  S.  En  menant  un 
rayon  Tecteur  quelconque  DOiy 
limtié  à  la  sphère ,  on  aura 

OD.OD'=A«. 

Dana  le  plan  OMG  faisons  pas* 
scr  un  eercle  par  les  points  A 
ei  B  et  leurs  inrerses  A\  B^  La 
sphère  V  qni  aura  pour  grand 
cercle  la  circonférence  décrite  ÂBA'B',  doit  passer  par  tous  les  points 
inverses  tels  que  h\  E\  car  chaque  corde  menée  par  le  point  0  donne 
on  produit  constant. 

L*inTerse  du  cercle  AB  est  donc  un  cercle  A'D'B'E',  car  cette  figure  est 
doottèe  par  rinlersecUon  de  deux  sphères  S  et  V* 


Fig.  142. 


243.  ScoUe.  1.  Les  cercles  inverses  AB,  A'B'  sont  les  sections  anti- 
parallèles  du  cône  dont  0  est  le  sommet. 

5* 
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II.  Tout  phm  parallèle  au  plan  du  eercle  AB  donne  un  autre  cercto 
inverse  de  A'li\  mais  avec  une  puissance  différente  dUaversion. 

m.  Le  plan  tangent  à  la  splière  au  s(nnmet  O  du  cône  donne  on  cerde 
infiniment  petit.  Sa  direction  suffit  pour  déterminer  les  sections  antîpa- 
rallèles  d*un  cône  oblique  OA'B^  à  base  circulaire,  inscrit  dans  une  splÀs. 

IV.  En  considérant  la  spbère  V  on  peut  dire  :  tout  cône  de  somnel 
quelconque  0«  ayant  pour  base  un  cercle  AB  de  la  spbère,  coupe  encore 
cette  sphère  suivant  un  autre  cercle  A'B'. 

V.  Avec  une  puissance  positive  égale  à  2r*,  le  plan  passe  par  le 
centre  do  la  sphère  inverse. 

244.  Projection  ftéréographiiiiie.  On  nomme  projection  stérêogr^'^ 
phique*  d^une  figure  sphériquc,  la  projection  conique  obtenue  sur  an 
plan  diamétral  de  la  splière,  lorsqu'on  prend,  pour  sommet  du  cône  pro- 
jetant, une  des  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  au  plan  de  pro- 
jection. 

Conséqttences.  Tout  ce  qui  a  élé  dénionUrè  pour  les  figures  inverse- 
dans  l'espace  s^applique  au  cas  particulier  qui  constitue  la  projeetwa 
stéréograplnque . 

Ainsi  un  cercle  AMB  a  pour. projection  un  cercle  A'M'B'. 

Les  angles  sont  conservés  en  vraie  grandeur. 

Théoième  de  Cbaslet. 

ii44>.  Le  centre  N'  de  la  circottfcrcncv  ohlcntfr  par  la  praji ,  tuin  d'un 

cercle  AMB  de  la  sphère  est  la  projer- 
tion  da  sommet  N  du  cône  circntoicnt 
à  la  sj)hùrc,  suivant  le  cercle  couaidvn 
AMB 

F- Il  eifet,  pour  un  point  quelconque  M, 
menons  le  plan  MON  qui  passe  par  Von- 
'   i,'iiic  U  et  par  le  sommet  N  du  cône  cir- 
conscrit. 

La  droite  i\N'0  est  la  projelante  du 
sommet  N,  et  la  ligne  M'N'  est  la  projec- 
tion de  la  tangente  MN. 
0  Pour  (h'iMontrer  le  tli(''orèmc  [l^opo^é 

Fig.  143.  6t  pour  fournir  en  môme  temps  um  autre 

dèmonstiation  d'un  théorème  connu  (n" 
242),  il  suffit  do  prouver  que  M\N'  a  une  lon;-^ueur  constante. 

En  effet,  Tangle  OMN  formé  par  le  rayon  (JM  cl  la  lange  nie  MN  me- 
sure l'angle  que  fait  ic  môme  rayon  OM  avec  l'arc  de  cercle  que  déter- 
mine le  plan  OMN. 


*  Lci  dénomination  de  projtctif^v  !*t(^r^r>^}rn])?ilqvr ^  qno  î'on  n  ilonnéo  n  la  projection 
tniiilovt'L'  par  Ptokkmkk  dans  son  planisphère,  est  assez  rtcentc,  c';n-  clic  est  <înc  au 
l\  AuviLuuHy  do  Bruxelles,  et  m  trouve  dans  son  Optique,  publiée  <m  HIB.  (Aperçu  hu- 

**  Ixî  théoi^mo  de  CirA-i.Fs  n  t'îô  donné  en  1816.  L'énoncé  ptxVédont  (n"  243)  est  do  venu 
CluAjiqno  (t  t.p  rîolt  pas  être  modifié;  mais  i!  nr  s'agit  point  do  projrrtU>n  o^thngonah  .  malh 
Mou  de  projrctlon  conique  ou  projictim  aiUmk,  c'e«t-ii-dlre  du  point  U  inlcriectlon  N'  4k 
la  droite  OK  et  du  eercle  A'B . 
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L'inversa  de  cet  arc  est  la  droile  M'N'  fno«  220  et  223)  ;  donc  les  angles 
OMN  et  OM'N'  sont  supplémentaires.  Or  les  cùlés  opposés  aux  angles 
égaux  ou  supplémentaires  sont  proporlionnels  ^n*^  150);  donc 

M'i\'  _  ON^.  M'N'-MIM 
Aiofii  la  loogueur  de  M'N'  est  coasUuate;  donc... 


11  no 


Î46.  Quelle  que  soit  la  position  du  plan  P  qui  a  pour  invers 
spii^re  donnée,  l'origine  est  à  une  des  exirémilés  du  diamèlrc  perpeii- 
didilaire  au  plan,  et  l'on  peut  faire  le»  remarques  suivantes,  en  dôsi- 
cniifïl  par  M'  le  point  du  pian  que  détermine  le  diamètre  OM  mené  par 

l'origine. 

Tout  (frand  cercle  de  la  sphère  qui  passe  par  Voriginc  0  se  trans- 
{orvût!  Cil  une  droite  qui  passe  par  le  point  M'. 

Tout  petit  cercle  qui  passe  par  l'origine  a  une  droite  pour  inverse, 
Diâis  cette  ligne  ne  passe  point  par  M'. 
Tout  cercle  qui  ne  paxae  pas  par  l'origine  a  un  cercle  pour  inverse. 
Les  cercles  qui  passeoi  par  M',  dans  le  plan  P,  sont  les  inverses  des 
peUls  cercles  qui  passent  par  rextrémitè  du  diamètre  oppose  ù  rorlginc. 
'    Toute  propriété  d'une  figure  sphérique  donne  lieu  à  une  propriété  cor- 
,  ref pondante  dUme  figure  plane. 

'  Réciproquemenl,  toute  propriété  d*une  fujure  plane  donne  uiw  pro- 
priété correspondante  pour  une  figure  sphérique. 


247.  ThéorèMi*  U)  Dan»  un  mnne 
pian,  toute  sécante  menée  par  un  des 
f entres  de  sîmilttude  de  deux  circon- 
f''retnei,  coupe  ees  deux  courbes  sous 
,  k  même  angle 

I    (b)  Deux  poinU  aniihomologues 
i  peumni  être  conHdéréê  comme  étant 
Î€$fiomtMde  contact  d*un  cercle  tangent 
«ttx  deux  premiers,  (G.,  n«  818  1".) 

(e)  (Juatrc  points  a nd homologues 
appartiennent  à  une  ntême  circonfé- 
renc^  '  G  ,  ii«  &>18,  2**.) 
«d>  Le  lieu  des  points  où  l'on  peut 
;  mener  à  deux  circonférences  des  tan- 
yetOes  égala  est  une  perpendiculaire 
à  ta  lifrne  des  centres*  (G.,  o«  830  ) 
Cette  droite  86  nomme  <m  radical 
I      dem  eirconférencea. 


•  ••  ToiU  I  en  te  ayant  pour  vtiUrc 
impoint  de  l'axe  radical  et  pour  rayon 
k  tamgente  menée  de  ce  point  à  deux 
dnonferences  données,  eoupc  ortho- 
T>»aUment  ces  deux  cireonférencm. 


Théorèmefl  oowéUUfs-  (a)  Sur  une 

sphère,  tout  grand  cercle  mené  par 
un  lies  ceitlres  de  sivùlifudi'  dr  (h'u.c 
pelils  cercles  coupe  ces  deux  courbes 
sous  le  même  angle. 

(b)  Deux  points  antihomologucs 
peuvent  être  considérés  comme  étant 
les  p(nnts  de  contact  d'un  cercle  tan- 
gent aux  deux  petits  cercles  donnés, 

(c)  Quatre  points  anti homologues 
appartiennent  à  une  même  circonfé- 
retice. 

id)  Le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut 
mener  à  deux  petits  cercles  des  arcs 
de  grand  cercle  tangents  et  égaux, 
est  un  grand  cercle  perpendiculaire 
à  celui  qui  passe  par  tes  centres  des 
deux  pclU^  crrcfç!t. 

Ce  g» sud  «  ercle  fc  noninie  cercle 
radical  des  deux  [i^liU  ct^r-  le-, 

(e)  Tout  cercle  ayant  pour  ventre  un 
peint  du  cercle  radical  et  pour  rayon 
polaire  ta  corde  de  Varc  tangent  mené 
de  ce  point  aux  deux  cercles  donn^, 
coupe  orihogonalement  ces  deux  cer- 
cles. 
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(f)  Lorsque  par  deux  points  fixes 

on  fait  pasiser  vnr  stiite  de  circonfé- 
rences tjui  coupent  un  cercle  dunné, 
toutes  Ips  cordes  coinmuties  passent 
par  un  mente  point. 


(f)  Lorsque  par  deux  points  fixes 
d'une  sphh'e  on  fait  passer  iwe  ytfile 
de  circonférences  qui  rencntitm^f  un 
petit  cercle  donné,  loiis  ijtùndt- 
cercles,qui  tiennent  lieu  de  corde  com 
mune,  piment  pew  un  même  dimkm 


24d.  Remarque.  Vhexagrammc  de  Pascal  (G.,     747),  V hexagone d{\ 
Brianchon  (G.,  n<)  807)  ont  leurs  analogues  sur  la  ipbère,  ei  l'on  peit 
énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

TbéMèoMi*  Dam  fout  hexagone  sphériquc  insant  à  un  petit  cercle,  la 
points  de  concours  des  côtés  opposés  se  trouvent  sur  un  grand  cerek. 

Les  arcs  diayonaux  qui  joignent  tes  sommets  opposés  d^un  hexagont 
sphérique  circonscrit  à  un  petit  cercle,  se  coupent  aux  mêmes  poinU. 

En  d^autres  (ermes,  les  trois  grands  cercles  guipassent  par  toto» 
mets  opposés  d'un  hexagone  sphérique  circonscrit  à  un  petit  cercle,  m 
coupent  suivant  un  même  diamètre. 

Voici  un  exemple  d'un  théorème  sphérique,  conduisant  à  un  ihéorène 
de  géométrie  plane. 

Le  Théorème  de  Gttenaut  d'Aumont  (n^  16i)  devient  : 

îéU  somme  de  deux  angles  opposés  d^un  quadrilatère  plan  ûiscrà,  et 
dont  les  côtés  sont  des  arcs  de  cercle  de  rayon  quelconque,  égale  1^ 
somme  des  autres  angles,  (Baltzer,  §§  IV,  n*  4.) 

Il  est  d^ailleurs  facile,  ainsi  que  nous  rétablirons  {Exercices  du  livre 
n9  686) ,  de  démontrer  directement  ce  dernier  théorème,  ainsi  que  ploH 
sieurs  autres,  qui  ont  été  déduits,  par  inversion,  de  théorèmes  relatifi 
aux  polygones  spbériques. 

Note.  La  projecliou  blcréogia|»bique  paraîl  due  à  ilii  pAHOus  (150  av.  J.-C.,4 
Elle  nous  a  élé  transmise  par  PioLénéE.  {Aj^erçu  historique ,  pages  24  et  ^] 
La  mélhcde  de  transformation  par  invet^sion  a  été  proposée  par  Stvbss  enlMI 
puis  appliquée  par  William  Tiiomsom  soub  le  nom  de  Principe  des  images.  - 
M.  LiooviLLB  a  généralise  ce  principe  ou  1849;  il  Ta  traité  par  Tanalyse  ot  H 
tiési«:iié  ?nu^  \o  nom  de  Transformation  par  nr>ion'!  vecteurs  réciproques.  — j 
Le  nom  de  Surfaces  inverses  a  été  employé  pnr  I>n avais  lorsque  Ja  puiastaCÉ 
k'  égale  —  1.  (N.  A.,  ls;>'i,  pages  227  el  Buivauleà.)  ' 

La  méthode  de  transfovrnatum  poi^  inversion  est  Irèà  féconde;  on  peut  m-^rn* 
rappliquer  utilement  à  Télude  de  la  Triçronomélrio  sphérique.  (Voir  V^ii 
Sbrket,  Des  Méthodes  en  Géométrie,  page  30.) 

Pascal,  né  à  CJermont -  Ferrand  en  16ii3,  mort  en  1602,  donna,  dès  VIgêii 
plus  tendre,  des  marques  d'un  esprit  extraordinaire.  A  Tége  de  seize  ant,l 
publin  un  Kssai  sur  les  coniques,  ouvrapre  qui  conlienl  Vhexagramnie  mtjsùq^ 
el  le  théorème  fondamental  de  l'inrrhff  'toiK  H  fit  connaître  le  lrian<;r/e  orîtAiM 
tique  et  cludia  les  propriétés  de  la  cycloïde.  ' 

BuiANciioN,  né  à  Sèvres  en  17S."i.  ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  el» 
capitaine  d'artillerie  en  1817,  lorsqu'il  publia  son  Mémoire  sur  les  cotirbes  Oi 
second  ordre.  Le  théorème  qui  porte  son  nom  est  le  36*  de  cet  ouTrage;  mati 
il  l'avait  publié  en  1S10,  dans  le  XI II'  cahier  du  journal  de  TÉcole  palytecbniqod 

William  Thowson,  rédacteur  du  Cambridge  and  DMin  mathematm^ 
Journal. 

M.  LinuviLLE,  iiK.rubtc  (\c  rdcadéniie  dop  Fcionces  et  d-î  f'-iroau  de?  I.onr 
tudes^  tondalcur  du  Journal  de  Mathématiques,  cite  fréquemment  sous  le  nofi 
de  Journal  de  M.  Liouvillc,  ~ 

A.  BsAVAiB.  On  loi  doit  divers  théorèmes  relatifs  à  la  symétrie.  (G.,  n«  48*^ 
496.)  Le  Journal  de  Jlf«  LiouvUle  a  publié  plusieurs  de  ses  mémoires. 
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§  I.  —  Discussion  d'un  Problème. 

2ifl.  Définition.  Discuter  un  problème,  c'est  étudier  les  divers  cas  qui 
peuveoi  se  présenter  lorsque  certaines  données  varient. 


JEIxercicef 

2iiU.  Problème.  Moirr  tt iic  paraUrla  attx  haaes  fVnn  trapèze,  de  ma- 
nièrr  que  le  segment  compris  entre  les  diagonales  ait  une  lungneur 
daniiée  1. 


.  On  prend  DE  =  I|  et  on  mène  EM  parallèle  à  BD;  la 
droite  MN  parallèle  aux  bases 
est  la  ligne  demandée. 

(•)  Suit  1>BA 

On  prend  BL'  —  l,  puis  on 
mène  E'M'  parallèle  à  OH;  par 
celte  construction,  Ton  obtient 
une  droite  M'N'  exlôrieuro  au 
trapèze  ;  mais  il  y  a  une  solu- 
tion ,  quelle  que  soit  la  longueur 
de  1. 
(b)  Soit 


F'nî.  144. 


Dans  ee  cas,  AB  répond  à  la  question. 


(«}  Soit 


- CD 


Lorsque  /  est  la  demi -différence  des  bases,  le  segment  IJ  est  sur  la 
base  mojrenoe. 

Ed  effet 


donc 


1J  = 


AB  -  DC 


2 


(a)  Si  ls=zéro,  on  n^a  plus  que  le  point  de  concours  des  diago- 
oales. 
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(e)  Enfin ,  pour  une  valeur  négative,  on  porterait  I  de  B  en  E",  et  l'on 
obtiendrait  M"  N",  dont  la  dircetîoo  de  droite  à  gauclie  est  eontraiwi 
celle  deMN. 

Bérané.  Le  problème  adiuet  toujours  une  solution,  et  une  seule;  U 
longueur  donnée  l  peut  varier  de  +  oC  à  zéro,  et  de  zéro  à  —  s-C.  * 

Si  Ton  ne  tenait  pas  compte  de  la  direction  de  MN,  et  le  point  M 
devant  se  trouver  sur  AC,  la  longueur  l  ne  recevrait  que  des  valeur? 
positives;  à  chacune  d'elles  correspondraient  deux  solutions  :  Tune 
d'elles  serait  située  dans  l'angle  AOB,  et  l'autre  dans  l'angle  CDD. 


S».  ProUéme.  Soil  à  décrire  ime  circonférence  tangente  à  troi»  cer- 
cles donnes  A ,  !  '> ,  C  *. 

I.c  contact  peut  t  tre  exléricLir  ou  inléricur.  Dans  le  premier eas,  reprf- 
bcnlons  les  cercles  par  A ,  U,  G  ;  cl  dans  le  second,  par  a,  6,  c.  On  a  les 
huit  BolutioDS  suivantes  : 

(I)  A,  ii,  C  (  A,  c 

i  A,  H,  e  (3)    ]  a,  II,  c 

(8)    }  A,  b,  G  "                    f  «,  ft,  G 

(  a,  ii,  G  (4)  if,  ^ 

Mais,  en  réalité,  il  n'y  a  que  quatre  constructions  différentes. 
En  effet  (1)  donne  trois  contacts  extérieurs* 
Le  groupe  (2)  correspond  à  deux  contacts  extérieurs  el  un  intérieur. 
Le  groupe  (3)  donne  un  contact  extérieur  et  deux  intérieurs. 
Enfin  (4)  a  les  trois  contacts  intérieurs. 

Remar^.  Les  huit  solutious  se  correspoudent  deux  a  deux  comme 
il  suit  : 

(  A,  h,  G  (  A,  15,  c  j  A,  />,  G  j  a,  H,  G 
\  a,  b,  c      (  a,  6,  G      ta,  li,  c      !  A,  6,  c 

Ca.  partiottiien.  Un  OU  plusieurs  cercles  peuvent  se  réduire  à  un  point; 
car  un  point  peut  être  considéré  comme  un  cercle  dont  le  rayon  est  nul; 
on  peut  avoir  successivement  : 

fo  Deux  cercles  et  un  point, 

S»  Un  cercle  et  deux  points. 

3°  Trois  points. 

Un  ou  plusieurs  cercles  peuvent  être  remplacés  par  une  droite,  car  uoe 
droite  peut  élre  considérée  comme  un  cercle  do  rayon  infini.  On  peut 
donc  avoir  : 


♦  On  peut  voir  la  K'îlc  snlntiou  due  à  Gkkooknk,  en  Ihu  {AnnaUs  mathém'jtiqvfs, 
toinc  1V>.  Cette  soUition  est  reproduite  dans  la  Géométrie  d«  BoMlUr,  page  37a;  daos  le 
Traité  de  fjéomHrie  dê  Bouché  et  Oombennmet  d*  889.  —  Poscklbt,  daiw  «m  TraiU  én 
proprUtét  profeeUvei  deëjlifurei,  tome  I,  p&ge  m,  etc.,  indique  dlrcrses  solatlouk. 

Gbsoonnk,  profeâgeur,  pnlB  recteur  h  Montpellier,  fondateur  4l*oji  Journal  o6lèbf«, «m* 
malntCDaiit  soui  le  nom  iVAvnah'!^  ffr  rgonrte. 

BoBiLLiKR,  profesÉ^ur  ii  Vécoïe  d'arU  et  méllen)  dr  Chuiom,  auteur  du  Cour»  de  géonU- 
trie,  des  Principca  d'algèbre,  doitlate  m  éiéffu  dat  éoolM  4*«rt6  et  métlm 
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¥  Deux  cercles  cl  une  droite. 
S"*  Un  cercle  et  deux  droites. 
6'^  Trois  droites. 

Od  doit  encore  eoosidërer  les  trois  combinaisoDS  suifantes  : 
Un  cercle,  ud  point  et  une  droile. 

80  Deux  poînis  et  une  droite. 
9»  Un  point  et  deux  droites. 

Variétés.  Le  cas  général  de  trois  cercles  et  chaque  cas  particulier 
peufent  offrir  des  vnvutês  relatives  à  la  position  des  données.  Ainsi, 
pour  trois  cercles  donnés,  A,  G,  on  peut  faire  les  remarques  sui- 
vantes : 

{a)  Trois  cercles  extérieurs  deux  &  deux,  et  dont  les  centres  ne  sont 
pas  en  ligne  droite»  donnent  lieu  à  huit  solulwn»  différentes. 

ih)  Trois  cercles  extérieurs  deux  à  deux,  mais  lont  les  centres  sont  en 
ligne  droite,  donnent  huit  solulums  symétriques  doux  à  deux  par  rapport 
à  la  ligne  des  centres. 

(c)  Trois  ctTcIeîî ,  dont  deux,  A  et  R,  se  coupent,  tandis  que  G  est  exté- 
rieur, n'offrent  plus  que  quatre  solutions.  En  effet,  A  et  B  seront  en 
m'ma  temps  ou  tangents  extérieurement  ou  tangents  intérieurement  au 
cercle  demandé  ;  on  a*a  donc  que  les  groupes  ci -après  : 

(    A,  B,  C  I    a,  6,  C 

t    A,  B,  c  j    a,  6,  c 

(d)  V  et  P.  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre,  mais  intérieurs  au  cercle  G. 

Quatre  stflufmfts.  Le  contact  avec  G  sera  toujours  intérieur,  mais  on 
peut  avoir  les  groupes  suivants  : 

(e)  A  et  lî  se  coupent  et  sont  intérieurs  à  G. 
IMhx  aolulwits  .*  A,  B,  <;   et   a,  b,  c, 

EMwqve.  Les  indications  précédentes  suffisent  pour  montrer  l  éton- 
Dante  Tariété  des  aspects  dlfli^rents  que  peut  présenter  un  problème 
donné;  maison  aurait  à  examiner  bien  d^autres  particularités,  si  Ton 
voolait  rechercher  toutes  les  circonstances  possibles. 

Exeroîee. 

Problème.  Examiner  le  nombre  de  solutions  qur  yn  ut  ,tv,>ir  la 
qurst ion  suivante  :  Avec  un  rayon  tinnné  c,  dvcrirc  une  virconfércncc  G 
'fitnj^exfe  à  dcuj'  circonférences  A  cl  li. 

Soient  a  et  b  les  rayons  de  A  et  lî  :  d  la  distance  des  centres. 

On  sait  que  la  plu?  grande  distance  des  circonférences  données  é^^ale 
j -f- 6 -f- ;  et  que  la  plus  petite  dislanco  égale  d  —  (a  4-6).  (G.,  n"  138.) 

Admettons  en  outre  que  a  soit  plus  grand  que  b  et  que  les  deux  cir- 
eoafiérences  A  et  B  soient  extérieures,  c'est-à-dire  qu'on  ait  d^une  ma- 

ûèie  générale  d>a  +  b 
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2c  >(l~\-  "  -f  b.   On  a  huit  solutions,  symétriques  deux  à  dew, 
par  rapport  à  la  ligne  des  centres  des  cercles  A  et  li. 

2^  2c  =  d^-4~^  +  ^*  obtient  sept  solutions;  car  les  deux  circon- 
férences symétriques  qui  enveloppaient  A  et  B  dans  le  cas  précédent  se 
réduisent  à  une  seule. 

3^  2e<Cd  +  a  +  b,  mais  >rf  +  a  — 6,  eiàfortiim  >d+6-a. 
On  a  six  solutions. 


40 
80 


2c  =  d  +  a  —  b. 
2c<d  +  a  +  6, 
2c=:a+  6— -a. 

!2c  <  ^/  +  6  -  f  f , 
2c  =  ti  —  («  +  6). 


mais  >  <i  +  i»  —  a. 

mais   >  ci  —  (a-[-^)- 


90  2c<a  — (a  +  6). 


Cinq  solulioDS. 
Quatre  soluUoufl. 
Trois  solutions. 
Deux  solutions. 
Une  solution. 
Point  de  solution. 


Cas  partîoulierâ.  Il  y  aurait  ensuite  à  examiner  les  réponses  que  Ton 
obtient  suivant  la  posiLiuii  roialiv  des  deux  ciicuiiièrences  données  d 
les  diverses  valeurs  (juc  <•  peut  recevoir. 

Ainsi,  quand  la  circonlerencc  R  est  dans  la  circonférence  A.  on  peut 
avoir,  suivant  la  i^Tandeur  relative  des  rayons  et  la  distance  des  centres, 
soit  quatre  solutions,  trois,  deux,  une  ou  aucune. 

Exerdioe. 

2i»3.  Problème.  Sur  une  droite  illimiU'c  xy,  se  meut  un  segment  MN 
(le  longueur  constante.  Deux  points  fixes  A  et  B  sont  donnés;  an  mène 

AMG,  BNC;  étudier  les  vanathm 
de  Vangle  C  ainsi  déterminé. 

Soit  MN  le  segment  dans  une  po- 
sition quelconque. 

Pour  simplifier  la  question,  il  suffit 
de  mener  la  droite  AD  écrale  et  pa- 
rallèle à  MN.  Le  poii  l  D  ra  ainsi 
déterminé,  et  Tangle  DM»  sera  égal 
à  Tangle  variable  C.  Or  on  sait  que 
Tangle  N  est  d'autant  plus  grand 
que  le  rayon  du  cercle  qui  passe  par 
les  points  lixes  B  et  î>  est  plus  petit 
(n<*  216)  ;  donc  le  niaxiinum  G  est 
donné  par  le  cercle  tangent  BDF. 
Le  cercle  1>DF'  douue  un  second 
maximum. 

Entre  les  deux  maximums,  Tongle  devient  nul  pour  le  cercle  de  rayon 
tnûni,  c*est-à*dire  pour  la  corde  commune  BD.  En  effet,  les  droites  BDl, 
AJ  sont  alors  parallèles. 

Vanatiom.  Lorsque  N  est  situé  à  Tinûni,  vers  la  droite,  Tangle  estj 
nul  ;  puis,  lorsque  le  point  vient  en  M',  l'angle  a  une  certaiae  valeitf,et| 
cette  valeur  augmente  jusqu'à  la  position  où  il  y  a  un  maximum  G;| 
ensuite  il  diminue  en  iN,  jusqu'en  0,  où  il  est  nul.  Depuis  le  point  0  jus- 1 


11  Ibttt  utoner  DX.  C 

Fig.  IVj 
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qu'à  rmfiai,  vers  la  gauche,  TaDgle,  d'abord  nul,  augmente,  passe  par 
le  maiîmam  ¥\  diminue  et  revient  à  zéro. 

EfiuMnua.  An  point  de  vue  de  la  continuité  de  la  fonction,  il  n'y  a 
pas  deux  maximums,  car  l'angle  change  de  signe;  mais  il  y  a,  en  réalité, 
un  maximum  et  un  minimum. 


t84.  PkvUèm.  DwUer  un  trapèze  en  deiix  parties  équiwlefitei ,  par 
une  droite  menée  par  un  point  donné, 

La  droite  MN,  qui  joint  les  points  milieux  des  bases  (flg.  146),  divise 
le  trapèze  en  deux  parties  équivalentes  ;  par  suite,  toute  droite  EF,  menée 
par  le  milieu  O  de  MN,  et  qui  rencontre  les  deux  bases,  divise  le  trapèze 
en  deux  parties  équivalentes.  Il  n*en  est  plus  ainsi  lorsque  le  point  F 
tombe  sur  le  prolongement  te  la  petite  base;  on  est  donc  conduit  à 
déterminer  les  positions  extrêmes  de  la  ligne  de  division. 

fa.  Menons  COC\  DÛD'  (fig.  146).  La  droite  EF  passe  par  le  point  0 
tt  coupe  les  deux  bases  du  trapèze,  lorsque  le  point  P  est  situé  dans 
i  angle  COU  ou  dans  son  opposé  par  le  sommet. 


fb)  DéCerminona  les  positions  limites  de  la  droite  de  division,  lors* 
qn^elle  coupe  la  grande  base  et  un  des  cètés  latéraux. 

Graphiquement.  Il  sufllt  de  joindre  le  point  A  au  point  C  (flg.  147),  de 
meoer  la  parallèle  CG  cl  de  joindre  le  sommet  à  G. 
Le  triangle  ABG  eèt  équival '  nt  â  r;P)C. 

Sxnn^riqnpmtnt.  On  peut  calculer  la  hauteur  h'  du  triangle  ABG  eu 
fonetien  de  la  hauteur  h  du  trapèze  et  de  ses  bases  ^  et 

Un  doit  avoir   bh'  = — ^ —  .  /*/  d  ou  h  =  -  -^^-^ 

Le  point  H  est  à  la  même  hauteur  que  G.  Les  droites  AG,  B1I  se 
coupent  sur  MN  en  un  point  I.  En  outre,  AG  coupe  CG'  au  point  K  et 
BU  coupe  DD'  au  point  L  ;  donc... 

La  droite  de  division  coupe  la  grande  base  et  le  cèté  BC^  lorsque 
le  point  P  est  compris  dans  Tangle  GKG  ou  dans  son  opposé  au 
toaMiiet. 

La  diûlle  coupe  AB  et  AD»  lorsque  le  point  est  situé  dans  Pangte  DLH 
Si  deoe  son  opposé. 


Es«ffdee« 


Fig.  147. 


Fig.  iHÙ. 


Digitized  by  Google 


J'  1 


114 


BXBRCICBS  DB  GéOHATIIIB 


(c)  Eniln  la  droile  coupe  \m  deux  côlés  non  parallèles,  lorsque  le  poi 

P  est  dans  Tang^le  A!!l  ou  dans  son  opposé  par  le  sommet. 

(d)  Soient  H  et  S  les  points  où  liii  rencontre  GC  et  où  AG  renconi 
DD'. 

Pour  tout  |K)ii)t  compris  dans  le  quadrilalère  non  convexe  OKIL,| 
il  y  a  troit>  solutions,  car  le  point  appartient  à  trois  des  positions  consi- 
dérées. 

Pour  OKiSf  la  droite  peut  couper  CD  et  C  D',  ou  CG  et  AC,  ou  bi( 

OH  »'t  BH'. 

l  eur  un  point  P  compris  dans  le  triangle  lUK  ,  la  droile  coupe  :  d 
G'D',  ou  AH  ♦  t  (ilî.  ou  bien  Oi  et  AG';  remarque  analogue  pour  SiL.  0^ 
aura  :  DC  et  CD',  ou  RG  et  AH,  ou  bien  l>H  et  BP'. 

Pour  tout  point  du  périmètre  du  quadrilatère  OKIL,  il  y  a  d( 

solutions. 

(f)  Tout  poiot  pris  hors  du  quadrilatère  OKIL  De  daoïie  qu^upe  soli 
iioD. 

(g)  Le  périmètre  du  trapèze  est  partagé  en  huit  segmeDia  associés  di 
à  deux.  La  droite  de  di?ision  doit  toujours  rencontrer  deux  segment 
correspondants. 


Problème.  On  donne  une  civconfrrenec  <  (  m/r  àri'Ui',  mener  ttnt 
corde  telle  que  le  C(tn'«'  q"'»  (un-uil  ivlte  corde  pour  un  d»'.  »es  côtes, 
le  côté  opposé  sifr  Iii  (lri)>l<'  (loniiie. 

Disc  If  (f)'  le  pfoi>lr}ni- ,  eu  (ichn'thtuf  que  la  droite  varie  de  poaitio 
par  rap})iirt  au  cenlrc  de  la  circonférence. 

Soit  XV  la  ligne  donnée. 
Puisqu'il  s'agit  d'inscrire  une  figure  semblnblc  à  une  figure  donnée, 

on  pt'ut  recourir  à  la  similitude  (  n  '  *2iMj}, 
Sur  XA'  ron:?truisons  un  carré  de  côté 
quelconque,  mais  dont  P,  milieu  du  côté 
des  carrés,  soit  aussi  le  milieu  de  UL 
et  menons  FM,  PN. 

La  figure  A  PCD  est  un  carré  »  puis- 
quelle  est  semblable  à  LMNH. 
La  corde  A'B'  donne  un  second  carré. 


\ 

«V, 

/ 

V 

l\ 

'  \ 
f  l 
1  1 
1  1 
)  1 
l  f 

i  / 

B'  a: 

Fig.  148. 


Rmannie.  Il  suffit  de  mener  le  dis-»' 
mètre  perpendiculaire  à  XY,  de  preadrsî 
une  perpendiculaire  HN,  égale  au  doublé 
de  PH,  et  de  meoer  NBPB'.  Les  perpendiculaires  BG  el  B'C  sont  les 
côtés  des  carrés. 

On  peut  aussi  mener  par  le  point  P  une  droite  PN ,  faiaant  stoo  XY 
Fangle  constant  «  d*un  triangle  rectangle  PHN,  dont  le  côté  HN  est^ 
double  de  PH. 

La  droite  PN  détermine  les  sommets  B  et  B',  et  par  suite  les  côlés  BG 
et  B'G'  des  deux  carrés. 

Dîsoujfion.  H  suffit  de  déplacer  la  droite  XV,  parallèlement  à  elle- 
même,  à  partir  du  centre  et  d'un  seul  côté  de  ce  poiut,  car  les  deux^ 
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lilions  symétriques  deXY,  par  rapport  au  point  0,  donnent  des  résui- 
s  analogues. 

'm)  XY  passe  par  le  centre  (  149). 
1  y  a  deux  solutions  égaies  AD,  liC;  d'ailleurs 

AD 


0D  = 


DC 


CD 


-rAD^  ou   ^-f AD^=.r^ 

É5AD«=:4#-;   d'où  An-=:-|r« 

o 


(  ^ 

\  DP 

/  1 
/  / 

L  / 

\."U' 

'  '\ 

/  ■  \ 

'   1  \ 
1  1 

1  j 

/  oy  Y 

/  y* 

X  A 

Fig.  140.  Fîg.  150. 

b)  Dès  que  XY  s'éloigue  du  centre,  on  obtient  deu^  carrés  inégaux 

S  BG  (llg.  \VA}). 

Vi  Lorsque  la  droite  X  V'  est  tangente  au  cercle,  un  des  carrés  s'an* 
lie  ;  il  ae  reste  plus  que  B'C  (fîg.  i^), 

{d>  Lorsque  la  droite  XY  devient  extérieure,  il  y  a  deux  carrés  de 
ême  sens ,  pourvu  que  la  droite  PAB  coupe  la  circonférence  en  deux 

(c)  Lorsque  OP'  égale  le  diamètre,  la  droite  P'B'  passe  par  Textrémité 
B  rajon  OB',  parallèle  à  X^r  ;  alors  B'C  donne  le  carré  maximum.  Il 
(aie  4r*  (ûg.  151). 


SI  ifiLio: 


Ffg.  IM. 


Fig.  192. 


'f)  XY,  s'éloignant  encore  du  centre  0,  atteint  une  posilion 
Î^Tuiellc  la  droi(e  PB  se  trouve  tangente  à  la  circonférence.  Les 


prun- 
es deux 

>! liions  coïncident;  et,  au  point  de  vue  géoniétrique,  il  n'y  a  qu'un 
carr<^.  Pour  calculer  la  superficie  de  ce  carré,  on  peut  considérer  les 
4haiàKles  rectangles  semblables  OBE,  PBE. 
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EXSBClCIkS  DE  CfiOMETiUË 


BE  =  2.0E,  puisque  BC  =  2.CP 

Uli;*  +  OE*=BE*+^|^=r«;  d  où  îîBE*=4r*,  d'où  BE*=ç 
Or  BC  est  la  moitié  du  côté  du  carré  ;  donc 


Le  iriangie  rectangle  OBP  est  semblable  à  V>EV;  donc 

BP  =  2r  et  OP*  =  lirs 

Ainsi ,  à  la  posiUon  limite,  OP  s=  vyfW 

(g)  Pour  une  valeur  de  OP  plus  grande  que  i*v'o,  pour  I*'  jai 
exemple  (fig.  Ië2),  il  n'y  a  plus  de  solulion  *, 

£x6roioc 

286.  ProUème.  Ikim  un  iriangk  quelconque  ABC,  inêcrire  un  ree- 
(angle  de  périmètre  donné  2p. 

t.  ËleTons  une  perpendiculaire  AF  sur  A6,  menons  11 

parallèle  BD. 

On  sait  qu*on  résout  le  pro* 
blême  pour  le  triangle  rte* 
tangle  CAD ,  en  prenaot 

AE  =  AF=p 

et  menanl  1  ii.  Le  point  0  fait 
connaître  M  ^n^'  99,  •).  | 
Ou  peut  se  borner  à  me&a 
FG  et  GE  (n'>  191). 

On  a:  MN  +  iMP=p 

Lorsque  le  demi-pèrimèM 
variera  ^  il  suffira  de  meMf 
des  parallèles  à  GE.  j 

{•  Soit  la  base  AC  ;>M 
grande  que  la  hauteur  Ul) 
OU  AD.  I 

(a)  Supposons   p>AC;    par  exeoipL      — AE' 

La  droite  F'M',  parallèle  à  GE,  coupe  le  prulongenoent  inf<  rieur  Je  l'C 
La  hauteur  M'P'  est  de  sens  contraire  à  MP,  elle  doit  èlre  rcgardè( 

comme  négative,  et,  en  ne  UuanL  compte  que  des  valeurs  absolues,  on  a 

en  elîVt  :  M'N'  ~  M'P'  =  AL'  =  p 

(b)  p  =  AG 

La  hauteur  est  nulle;  le  demi-périmôlre  se  réduit  à  la  longueur  AC. 

(o)  P<AC,  mais  >AD 

Le  point  M  est  donné  par  une  droite  GE,  qui  coupe  BG  entre  les  point 
B  etc. 

On  a  la  somme  proprement  dite  MN  4<  MP =p. 

*  Il  est  utile  (lo  comparer  la  dUicxissiou  giométrUim  p^<^cé(lento  h  la  dUai^s^ion  ary«!&n</« 
du  môme  prof  t^me.  (Voir  Excr^ùtê  d'alg^ntt  i*  6dlt,  1982,  n*  MO,  pagf  378,  ei  4^  <HiU 
18»S,  n'  1460,  pago  743.J 


I 
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(à)  p  =  AD 

Le  demi -périmètre  se  réduisant  ù  la  hautear  abaissée  du  point  B  sur 
iC,  la  base  du  rectangle  est  nulle  lûg.  lo3). 

(e)  p  <  AD  égale  AD"  =  AE'^  par  exemple. 

la  parallèle  menée  par  E"  coape  BG  en  son  prolongement  M"  (fig.  153). 

Le  point  M"  est  à  gauche  du  point  N".  La  base  de?rait  être  regardée 
»mme  négative.  On  a  réel* 
lemant,  en  ne  tenant  compte 
loe  des  Taletm  absolues  : 

Nrp''-\r'N"=AE"=p 

Pour  toute  grandeur  de 
p,  moindre  que  AH,  la  pa- 
rallèle coupe  le  proionge- 
meat  supérieur  de  GB: 
néanmoins  il  y  a  encore 
deux  hypothèses  à  foire. 

(f)  Soit  |»  =  zéro 

La  différence  est  nulle; 
donc  la  parallèle  AM  à  EG,  menée  par  le  point  A  (6g.  154),  donne  un  carré 

inscrit;  car  MP  —  MN  =  zéro. 

L'inscription  de  ce  carré  se  résout  facilement  par  la  similitude  (n^  206)* 

(^Soit  p=:-l 

Portons  la  longueur  donnée  de  A  en  E'  (flg.  1^)  ; 
inanin  M'F-M'N's=r^| 

'  En  réalilc,  au  point  (le  vue  géométrique,  on  a  ?iin|iltiiient  un  rec- 
Ungle  dont  la  ba^e  M  N  surpasse  la  hauteur  d'une  quanUlc  donnée  l» 

Bcourque.  (a)  et  (g)  répondent  à  la  question  suWante  :  Inscrire  un 
rectangle  dont  la  base  surpasse  la  hauteur  d*nne  quantité  dounée. 

(•)  Le  périmètre  a  une  longueur  donnée. 

(e)  La  hauteur  surpasse  la  base  d'une  longueur  donnée. 

(f)  Inscrire  un  carré. 

2^  La  base  du  triangle  cyale  la  hauteur. 

Le  problème  est  indéterminé,  car  le  triangle 
trnrjîformé  ADC  est  isocèle,  et  Ton  sait  quo 
uli-^OL— AC  ;  et  quel  que  soit  le  point  M 
sur  RC ,  on  aura  toujours   MN  +  MP  AC. 

Sur  le  prolongement  de  Bd  on  a  une  diiïé- 
reoce  \  75). 

>  La  base  e»t  plus  peiiU  que  la  hauteur, 

la  discussion  est  analogue  à  celle  de  1^ 

temarqne.  Comme  on  peut  opérer  sur  nii 
^quelconque  du  triangle,  les  solutions  se  Fig. 
tnnvenl  triplées.  Ainsi,  pour  un  trian^rle  à 

^  céiés  inégaux,  si  Ton  doono  à  p  une  valeur  comprise  entre  le  cOtc 
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et  la  hauteur  correspondante  qui  diflèrent  le  moins  l^un  de  Tautre,  on 
obtiendra  trois  rectangles  ayant  powt  périmètre 

Pour  tout  triangle  quelconque  il  y  a  trois  carrés  inscrits,  tiU  ptfU 
grand  carré  est  celui  qui  correspond  au  plut  polit  côté  du  iriangk*. 


Fig.  156. 


ttl8.  PvoUènM.  Éludier  les  variations  de  la  différence  des  distooM 

de  deux  points  domiés  à  un  mine 
point  d'une  droite  donnée 

Iti  Gâ».  Les  â^ux  points  K  et  ïi 
8onl  d'un  même  côté  de  XY. 

Élevons  une  perpendiculaire  OC 
au  milieu  de  ÂB,  et  prolongeona  AB 
jusqu^à  la  rencontre  de  XY. 

Il  y  a  trois  parties  à  étudier  sépa* 
rément  :  CD,  GX,  DY. 
(•)  Pour  le  point  G ,  la  différence  est  nulle  ;  car  AC  =  BG. 
(b)  l>e  G  à  D  la  différence  augmente  graduellement 
Prouvons  qu'on  a       AM  — BM<AN  — BN       (fig.  156) 

On  sait  que  lorsque  deux  Iriangles  ont  uiôme  base  et  que  deux  de  leurs 
côtés  se  coupent,  la  souinie  des  côtés  qui  se  rencontrent  est  plus  grande: 
que  la  somme  des  deux  autres  ; 

donc  AM  +  BN  <  AN  +  BM 

Mais ,  aui  deux  membres  d^une  inégalilé,  on  peut  retrancher  uneménw 
quantité  sans  changer  le  sens  de  Tinègalité  ; 

donc  AM  — BM<AN--BN 

.   (o)  Au  point  D,  on  a     •  AD  ^  BD  =  AB 

(d)  De  D  à  Y  la  difjcrcncc  diminue  graducUcmenf  (fig.  157). 


C.  Q.  F.  /). 


Gomme  précédemment,  ou  prouve  que  AM  —  liM  <  AN  BN. 

X    N'      *M     Ca  b      P    D       N  W  Y 


Fig.  157. 

A  la  limite,  quand  Y  tend  vers  l'infini,  les  droites  AF,  BG  deviennent 

parallèles. 

Leur  différence  =  AH  ==  a&,  projection  de  AB  sur  la  ligne  donnée, 
(e)  De  G  i  X,  la  distance  BM'  surpasse  AM'  (G.,  n«  42)  en  prenant 


*  Voir  ci  -aprèii,  1635  ot  30S,  où  le  même  problème  est  résoin  par  l.i  Mithodr  alT 
brtquf.  n  ett  d'atUenn  utile  de  ivooQrir  aux  Exerckt»  â^alw'bn  t  4»  éàiU  n«  495,  page  >4l 

'*  Cette  belle  étude  est  doe  à  M*  Bégis  PuuLT,  Ingénieur  drU,  lorti  de  réoole  €N»  MitÊ0 
Ht  Haint'Stitnnt  en  1S76  avec  le  numéro  1  i  tnott  en  1694  frère  de»  Ëoolee  ehrétlennii' 
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BM'— AM'  pour  différence;  on  doit  dire  que  la  différence  augmente  lors- 
qu^oa  «^éloigne  du  point  G. 

Ed  dfet  »  BW  +  AN'  <  BN' + AM' 

d  on  BM'  -  AM'<  BN'  -  AN'  C:  0-  F.  D. 

A  la  limilo,  quand  X  s*éîoiflrne  indéfiniment  vors  la  c^auche,  les  droites 
1  G'  et  AF'  soDt  parallèles;  elles  ont  aussi  ab  pour  différence. 

f  En  prenant  constamment  AM'  — BM'  pour  différence,  on  doit  dire 
que  de  C  vers  X  la  différence  est  négative  et  augmente  en  valeur  absolue 
ju^a'À  égaler  ad. 

SiS9.  Résuioé.  De  X  vers  C  la  diflérence  est  négative  ;  sa  valeur  abso' 
lue,  égale  d^abord  à  ah,  décroît  de  plus  en  plus  et  devient  nulle  au  point 
C.  A  droite  de  ce  point,  la  différence  reste  constamment  positive  et 
augmente  graduellement  jusqu^au  point  D,  où  elle  égale  AB.  Au  delà  du 
point  D,  la  différence  toujours  positive  décroît,  cL  pour  Y  à  Hofinî,  elle 
détient  égale  à  ab;  donc  la  différence  part  de  —  arrive  à  xéro,  croit 
'  jusqu'à  AB,  pula  diminue  jusqu^à  ab, 

ReoiAitiuef.  1°  De  C  à  D,  la  diliérence  passe  de  zéro  à  AB  (fig.  157); 
doDc  il  y  a  un  point  P  pour  lequel  la  différence  égale  ab. 

I  2«  En  ne  tenant  eompte  que  de  la  valeur  absolue  de  la  différence,  on 
I  peut  dire  : 

De  X  à  P  il  y  a  deux  positions  et  deoz  seulement,  pour  lesquelles  la 
1  différence  peut  avoir  une  valeur  comprise  entre  zéro  et  ab. 

De  P  à  Y  il  j  a  deux  positions  et  deux  seulement,  pour  lesquelles  la 
•iiŒârence  peut  avoir  une  valeur  comprise  entre  ab  et  AB. 
i    Donc  de  X  à  Y  U  y  a  deux  positions  et  deitx  seulement,  pour  les* 
quelles  la  différence  a  une  valeur  donnée,  lorsque  celle  valeur  est  com- 
prise entre  zéro  et  AB. 

Casparticuiier.  Lorsque  XY  est  parallèle  à  AB,  la  projection  a&  =  AB. 
A  par& do  point  C,  soit  vers  la  droite,  soit  vers  la  gauche,  la  différence 
augmente  graduellement  et  varie  de  zéro  à  AB. 

2«  Cm».  Les  deuJi:  points  donnés  A  et  B  sont  de  part  et  d'autre 
deXY. 


Fig.  158. 


On  retombe  dans  le  cas  précédent,  en  déterminant  le  ^métrique  B'  du 
nist  B,  par  rapport  à  la  droite  donnée  XY  (fig.  158). 

Sar  la  droite  donnée,  et  pour  toute  différence  comprise  entre  zéro  et 
AB*,  on  trouve  deux  points  qui  donnent  la  différence  demandée. 

(a)  Le  point  D,  tel  que  XY  est  bisseclrice  de  Tangle  ADB,  donne  la 
^^^Dce  maxinna  AB'. 

b  ht  b  vers  \',  la  diff^;rence  diminue  de  plus  en  plus  et  tend  à  deve- 
sif  éc:ale  à  la  p>rojcction  ab  de  AB  sur  XY.  Il  est  évident  que  AB'  donne 
leiBéme  projection  ab, 

Digitized  by^OOgle 


120 


EXERCICES  DE  céoMÉTRlE 


(!)  Au  poinl  E,  où  la  perpeDdiculaire  0£,  élevée  au  milieu  de  Afi, 
coupe  XY,  la  différence  est  nulle  (ûg.  i^}. 

(J)  De  D  Ters  E ,  la  différence  diminue  depuis  sa  valeur  maxiuia  AB* 
jnsqu^à  zéro. 

(k)  A  partir  du  K  vers  X,  la  ditlérence  AF  —  HF  cal  négative;  en  ne 
tenant  compte  que  de  la  râleur  absolue,  ou  de  1»F — AF,  on  peut  dire 
qu'au  delà  du  point  E ,  la  différence  augmente  quand  le  point  s'éloigne 
de  E ,  et  tend  à  devenir  égale  à  la  projecUon  ab. 

1MI0.  AppiîMtioB.  On  sait  que  Thyperbole  est  le  lieu  des  points  dont  U 
différence  des  dislances  à  deux  poials  donnés  esl  consianto* 

Soient  F,  F  les  points  fixes  (fig.  159)  ;  âa  la  différence  constante;  ell* 
doit  être  plus  petite  que  FF'.  Soit  done  AA'  s=  2a. 

1°  Vshyperbole  est  une  courbe  convexe  y  car  une  droite  ne  peut  la  cou- 
per qu'en  deux  points.  En  effet,  sur  celle  droite,  on  ne  peut  trouver  que 
deux  points  dont  la  différence  des  distances  à  F  et  V  soit  égale  a  2«i 

(n'^  '2o9.  Remarque,  2°). 

2«  Toute  droite  XY  qui  laisse  F  et  F'  d*un  même  côté,  coupe  la  courbt 
en  deux  points  ;  car  il  existe  deux  positions  pour  lesquelles  la  différence 
des  distances  est  moindre  que  FF'* 

En  effet,  la  droite  MN  coupe  les  deux  branches,  car  les  différences 


F'M  — FM  et  F'N  — FN  ont  môme  valeur  absolue,  mais  sont  de 
signe  contraire,  car  elles  sont  de  part  et  d'autre  du  point  C  (n<»  2ô8,  f). 

S*'  Vm  droite  qui  poste  entre  U$  points  F  et  F  peut  couper  Vhi^^ 
hole  en  deux  points,  lui  être  tangente  ou  ne  pas  rencontrer  ta  coufite. 

En  effet,  soit  MN  (fig.  160);  déterminons  le  symétrique  G  ilu  point  F 
par  rapport  à  MN,  et  projetons  les  foyers  en  y  et  g'  sur  la  droite  donnée. 

Lorsque  la  longueur  AA'  ou  2a  est  comprise  entre  gg'  et  F'G,  il  y  a 
deux  points  d^interseclion  appartenant  à  la  même  branche. 

Pour  toute  parallèle  à  MN ,  la  projection  de  FF'  égale  toujours  gg'. 

Or,  en  déterminant  le  symétrique  Ë  du  point  F,  par  rapport  à  une 
certaine  droite  DT,  on  peut  trouver  que  F'E  =  Sa  ;  alors  la  droite  DT  est 
tangente  à  la  courbe  ;  les  deux  points  d'intersection  se  réduisant  à  va 
seul. 

Enfin ,  pour  IJ ,  Ton  a  2a  >  F'H ,  et  la  droite  ne  rencontM paa la  courbe. 


Ftg.  159. 


Dt  r  OB  ftteiiM»  nme  ptnmdleiitalro  IV  m  MV. 
Fig.  m 
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4»  Une  droite  01»  ifig.  16i),  qui  passe  parle  centre  0,  ne  rencontre 
l<  ioi'rhe  qu'à  l'infini,  lorsque  la  projection  DD'  de  FF'  égale  la  dis- 
tance 2a. 

Es  eflel»  on  sait  quo  pour  une  droite 
iiMDée  par  le  milieu  0  de  FF',  la  diflé* 
renée,  d'abord  nulle,  augmente  de  part 
et  (Tautre  du  point  0,  et  ne  devient 
<^gale  à  la  projection  de  FF'  qae  pour 
k»  points  inriDÎment  éloignés  do  «entre. 

Les  d}-oites  OD,  OH  sont  asymptotes 
de  la  courbe.  On  peut  les  considérer 
eoniBie  des  tangentes  dont  le  point  de 
contact  est  infiniment  éloigné  du  point 
OfCaren  prenant  nGs=DF  pour  avoir 
le  ^étriqué  de  F,  on  a  : 

GF'  =  Diy=2a 

5®  ÏQUle  droite  ([m  ne  puà^c  j>as  par  le  centre ^  et  telle  que  la  projec' 
tion  fr  égale  2d ,  ne  coupe  Vhypcrbole  qu'en  un  seul  iwint. 

En  eîïet,  soit  %i  —  ff  —  F'n.  Le  point  G  étant  le  symétrique  du 
foyer  F  par  rapport  à  rasvmplotc  (  le  point  E  symétrique  de  F  par 
rapport  à  la  parallèle  XY  e&t  différent  du  point  G. 

,  On  a  donc  2a<EF' 

Or  on  sait  qu*à  distance  iinic,  il  existe  un  point  P  et  un  seul  lel  que 

PF'  —  PF  =  //'  =  2a  (  n«  259 ,  Remarque ,  l»). 


Fig.  161. 


e.  La  droite  XY  n*est  point  tangente,  quoiqu'elle  n^t 
gaHm  seul  point  de  commun  à  distance  finie  avec  jperbole  ;  car  par  la 
ottore  même  de  la  variation  de  la  diflërence ,  on  reconnaît  que  le  point  P 
l'est  pas  obtenu  par  la  réunion  de  deux  points  infiniment  rapprochés 
(n*  Biemarque, 

Ainsi  «ne  droite  qui  n\i  qu'un  point  commun  (à  distance  finie)  avec 
ime  courbe  convexe  non  fermée,  peut  n'être  point  tangente  à  cette  courbe. 


divenei  d'oivitager  im  problèaie. 


Une  question  donnée  peut  être  pro* 
posée  de  dîflérentes  manières ,  et 
thaque  énoncé  conduit  à  une  solution 
^lus  ou  moins  facile  ;  il  y  a  donc  par- 
Itt»  utilité  à  transformer  Ténoncé  pro* 
posé.  Eo  Toici  un  exemple  : 

(1)  angle  A  constant  a  ses  deux 
kétti  tangents  à  un  cercle  donné,  de 
^mfm  r.  Quelle  position  doU  occuper 
<vt  angle  pour  que  les  côtés  inter* 
rufêsmt  urne  longueur  BG  =  1  sur  une 
\kÊigemte  fixe  DX?  Fig.  ititt 

iî)  Étant  données  deux  tangentes 
fins  AB,  AC,  mener  une  troieième  tnnyente  DX  telle  que  le  segment 

IBC«Mer«^  par  les  drntx  premières,  rgnle  une  ligne  donnée  1. 
M.  « 
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(3)  Con9iruire  un  triangle  connaiêsatH  la  base  BG,  l'angle  au  wmmi 
et  le  rayon  de  cercle  inecrit. 

Ces  àifm  énoncés  correspondent  à  la  même  qaesiion;  mais  Ils  cos' 
duîsent  avec  plus  ou  moins  de  faeililë  à  la  solution. 

SoUtlion.  Supposons  le  problème  résolu  et  prenons  les  diverses 
questions  en  commençant  par  (3).  L'angle  BOG  égale  A-J  

mais  — -^s=- — 2  ;  ^^n«  Oss-^-H-      g'  ^^  +  I* 

et  le  problème  est  ramené  à  construire  un  triangle  BOG,  connaissant  la 
base  BG,  Tangle  au  sommet  BOG  et  la  hauteur  r. 

2«  Solution,  La  longueur  AE  ou  m  peut  être  regardée  comme  eomme, 

puisqu^on  donne  Fangle  A  et  le  rayon  r.  Le  périmètre  égale  S^m+Oi 

car  BF-4-GE=:{.  La  surface  égale  p«*=:(m-f       mais  elle  ^le 

r.  .     ,  ,v      ,       ^r(m  +  l)  , 

aussi  Donc        =r(m  +  /);  î      *  proporlion- 

nellê.  Et  le  problème  est  ramené  à  construire  un  triangle,  connaissant 
la  base  BC,  Tangle  au  sommet  A  et  la  hauteur  h. 

En  considérant  la  tangente  mobile  comme  trouTée,  on  Toit  quelle 
est  déterminée  lorsqu^on  connaît  sa  distance  au  sommet  A;  donc,  pour 
construire  directement  )e  n^  (2),  du  sommet  A,  avec  h  pour  rayon, 
décrivons  un  arc  et  menons  une  tangente  commune  BG  à  cet  arc  et  au 
cercle  inscrit. 

d^Solulion,  Pour  le  énoncé,  ft  la  tangente  fixe  DX,  menons  usa 
parallèle  HL  à  la  distance  h,  et  du  point  0,  avec  la  longueur  connue 
AO ,  décrivons  un  arc  qui  fera  connaître  la  position  du  sommet  de  Tangle 
mobile. 

La  considération  de  la  hauteur  h  permet  de  résoudre  directemeot 
chaque  énoncé. 


g  II*  —  Méthode  par  extension. 


263.  ExteniSon.  La  méthode  par  cxleusion  consiste  à  étendre  les  pro- 
priétés d*unc  figure  élémentaire  à  une  figure  de  même  espèce,  mais  dont 
la  première  n^est  qu^un  cas  particulier. 

Vextension  eonsislc  aussi  à  passer  d*une  figure  plane  à  une  figure  de 
Tespace  ayant  certaines  analogies  avec  la  première. 
Il  y  a  donc  deux  cas  à  considérer  : 

1®  lyune  figure  plane  donnée,  passer  à  une  figure  plane  plus  générale 
que  la  première.  Par  exemple,  étendre  le  théorème  de  Ménélaùs  relatif 
au  triangle  à  un  polygone  plan  quelconque  {n^  180  et  181). 

2"  T)*u)ic  f{qin\'  jihoïc,  passi^r  à  une  fiijure  de  rrsy)f/(  f'.  C'est  ce  qui 
a  lieu  (|iiafid  le  théorème  de  Mvnclaus  est  appliqué  à  un  polygone 
gauche  (nt'  181.  Hemarque). 

264.  Emploi  d«  rextoBMon.  L^exlension  est  une  méthode  très  féconda 
pour  découvrir  par  intuition  de  nouveaux  théorèmes  ;  mais  il  faut  une 
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certaine  sagacité  et  une  grande  habitude  pour  arriver  à  généraliser; 
d'aiU^iirs  il  faut  démontrer  l'exactitude  du  résultat  auquel  on  est  par* 
reou. 

Bédnction.  La  réduction  est  Topposé  de  Vcxtemion,  et  constitue 
UDe  Tèritable  simplification,  La  réduction  consiste  à  étudier  on  premier 
lieu  un  ou  plusieurs  cas  particuliers  d^une  question  générale  donnée, 
afin  de  parvenir  à  la  démonstration  du  théorème  ou  à  la  résolution  du 
problème  proposés. 
Voici  quelques  exemples  d'extension. 


SPC 
Flg.  163. 

=  2Ai> 


M.  Problème»  Sur  la  base  BG  d'un  triangle  isocèle,  on  élève,  en  un 
point  quelconque,  une  per^^endicu- 
Unre  PMN  qui  coupe  les  cdtévBA, 
r\  aur  points  M  et  la  somme 
l^M  +  P^i  eët  comtante.  Que  deviettt 
ce  théorème  pour  tin  triangle  qml' 
conque? 

Poor  le  triangle  isocèle  (fig.  163), 
osa: 

PM-fPiN^  -iPO^'iAD 

Pour  le  triangle  quelconque  (lig, 
IWi,  il  fniil  (|(ic  la  droite  MN  soit 
paraUeic  ii  la  médiane,  car  ou  aura  : 

PM  +  PN=2PU 

éonc  : 

niéoréme.  Dans  un  triangle  qurl- 
innqtie,  f'i  Von  mène  par  un  p()i)it 
quelconque  de  la  base  une  parallèle 
à  fa  médiane  correspondante ,  et 
.'/uc  cette  parcUèfr  coupe  les  côtés  oi 
M  et  N,  la  nomme  PM  +  sera 
toititiinte. 

Autre  dèmcmstrAttoii.  Mcnons  CH 
parallèle  à  jusqu'à  son  inU-rscc- 
tion  A'  avec  la  médiane, puis  prolon- 
?eoaâ  NP. 

Ûûa:       PiN  =  PH 

AM6     PM  +  PNs=:MH:=AV 

les  PM  4-  PN  =  2AD  =  constante. 

l  tt7.  Remarque.  Ttécipruquement . 
^Sl  Von  avait  à  démontrer  le  tlioo- 
«coifr  relalif  l\  la  parallèle  rnenre  à 
flimc.liarie  d  un  Uiançrlc  quelconque, 
lU^iia  tlémon?trati<)ii  ni-  se  pré^nn- 
Hi*dà  iiiimôdialcnieht,  on  pourraiw  tiUibiir  le  Ihcorème  pour  un  triangle 


IGT.. 
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isocèle;  le  mode  employé  pour  traiter  ce  cas  particulier  conduinit 
pres4|ue  inévitablement  à  la  démonstration  de  la  question  générale. 


968.  PiroUèBM.  GéDéraliser  le  théorème  coddq  :  La  somme  ffèi  fier* 
pendiculaires  abai8»ée$  d*un  point  quelconque  de  la  ba$e  d'un  triangle 
iitoeèle  sur  les  côtés  égaux  est  constante. 

ExteaiSon.  La  méthode  par  duplication  conduit  immédiatement  à  la 
généralisation  suivante. 

Théorème.  Lf  s  droiffs  OP,  0<j,  fjui  êcncontrcut  les  côlrs  rfimw  s»\i^ 
(1rs  angles  égaux  et  cnustants  P  rt  (J,  oui  uar  somine  constante ,  quelle 
qitc  8oU  la  position  du  point  0  sur  la  base  du  triangle. 

En  effet,  OP+OQ  =  PQ'  (flg.  166),  longueur  eonatanto  povr  bb 
angle  donné  P,  puisque  la  figure  BACA'  est  un  losange. 

GoffoIIaîre.  Les  parallèles  menées  aux  côtés  égaux  par  un  point  quel- 
conque île  la  Ifttse  d*un  triangle  isocèle  ont  une  somme  cofistante. 

hans  ce  cas  particulier,  la  somme  égale  AH  =  AC   (n"^  19). 


SflO.  2^  Extemîoii.  Recherchons  quehjuo  propriété  analogue  pour  lo 
triangle  scalène  ABC  [Og.  107)  et  la  direction  constante  à  doeoeri 
aux  droites  OM,  ON,  pour  que  leur  somme  soit  constante  et  égale  h  uni 
longueur  L 

D*aprè8  un  problème  déjà  résolu  (n<».4l),  nous  savons  qu^en  preasnt^ 
BE  =  GG=:^  et  menant  des  parallèles  OM,  ON  aux  droites  G6,  BE|| 

on  a  :  OM  +  ON  =  l 

270.  3^^  Extension.  Prenons  |iour  [loint  de  départ  le  corollaire  établi 
prccédeniMient  (n"  *2()8  j.  P.ornons-nous  au  cas  d'un  triangle  dont  un  Ueâ 
côlés  est  double  de  raulro;  soit  Ali=2AC. 

Prenons  Al»  r- Ali  <  fitr.  lOS).  I.c  triangle  P.Al)  est  isocèle  ;  donc  la 
somme   PM  +  Pg   est  constante,  elle  égale  AB  =  2AC   (n^  20)* 


EsevpSoe, 


B       O  o 

Flg.  W. 


Flg.  166. 
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En  représeotant  ON  par  x  et  OM  par  \j,  on  écrirait  r 2?/ =  AR , 
et  Ton  arriTerait,  eu  gtoéralisaut,  au  théorème  suiraot  (fig.  169). 

Î7f.  Théorème.  Dans  tout  triaitylr,  les  jiffroUrlcs  X  cl  y  i/iciiccs  i( 
ilciix  cûtrs  AB  et  AG  pai'  point  qnclconipfc  du  tnnsicma,  donnent 
Hiic  :>"!tifjie  eonsUinie,  îorHqn'on  niulti/dic  z  et  y  par  des  coef/ieU'nl.s  n 
et  ni  dont  le  rapport  est  inverse  du  rapport  de  Ali  à  AG;  ainsi  pour 
AB  m 

^Q-  =        on  aura  nx  +  my  =  catulante, 

EserGÎce. 

Soit  I  transformer  par  extension  une  question  déjà  traitée  (n»  216)  ; 
prop080DS*nou8,  |Mir  suite,  les  problèmes  suivants  {n*^  372  et  273)  : 

272.  Problème.  Un  point  fijce  et  deux  parallèles  sont  donnés.  Mener 
me  sêmnie  GD  parallèle  à  une 
'Iroite  AB,  de  manière  que  l'angle 
liOD  soU  maximum. 

Prenons  la  question  inverse  : 
Menons  une  parallèle  à  AG  à  une 
Masea  CG»  eomptèe  sur  CD,  du 
point  flte  aux  parallèles. 
Ponr  une  position  iionnée  CD,  dé- 


ÏÏF 

■ttximum» 

Par  les  points  G  et  D»  faisons  passer  une  circonférence  tangente 
àOG. 

n  y  a  deux  réponses  0  et  0'. 

Lmque  du  point  E,  par  exemple,  le  point  s'avance  vers  la  droite,  le 
njon  de  Tare  dont  CD  est  la  corde  diminue  constamment  jusqu^au  point 
0,  pais  il  augmente  ;  donc  Tangle  augmente.  Au  point  0  a  lieu  le  maxi- 
■BBi;  puis  Tangle  diminue.  Au  point  r.  il  est  nul  ;  ensuile  il  augmente 
i^^qn^en  0\  nouveau  maximum,  et  diminue  indéfiniment.  On  a  encore  : 

Pour  calculer  Pangle  GOD,  on  résout  les  triangles  CGC,  OGD, 
tes  lesquels  on  connaît  deux  cètés  et  raogle  G  qu'ils  comprennent, 
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puis  le  triangle  GOD,  dont  les  trois  côtés  sont  alors  connus.  {Tr^-t 
édit.,  n»  79.) 

273.  Même  problème.  Les  deux  jjarallèks  sont  remplacées  par  deux 
cirronft'rvnces  concentriques . 

La  droite  (I»  peut  ^'Ire  normale  aux  circonférences  concentriques; 
La  droite  CD  peut  rencontrer  une  de  ces  circonférences  sous  un 

En  considérant  le  problème  eonfraire,  on  reconnaît  que  la  droite  '  1' 
est  donnée  de  position  et  que  le  sommet  0  doit  se  trouver  sur  une  cir- 
conférence concentrique  aux  deux  premières. 

Remarque.  Le  grand  nombre  de  cas  intéressants  que  présente  ce  der- 
nier problème  nous  conduit  à  le  traiter  avec  quelques  développements, 
au  paragraphe  des  tnaxima  et  des  minima  (n«  341). 


1 


9174.  ProUème,  Généraliser  le  problème  suivant  déjà  résolu  (n^i02  <  : 
On  donne  deux  points  \ctB  sur  une  circonféretice  ainsi  qu'un  diamètrt 

EF  fixe  de  poMon  ;  déterminer  sur  la  dr- 
conférence  un  point  C,  tel  que  les  cordes  C.A« 
CB  interceptent  sur  le  diamètre  fixe,  a 
partir  du  centre  0,  des  serments  ég<ttu 
 ^  OM ,  OiN. 

^  /      lo 'Remplaçons  le  diamètre  fixe  et  le  centre 
(T — ''^'\  L     J    du  cercle  par  une  corde  quelconque  EF  et 

 par  son  point  milieu  0. 

En  procédant  par  analogie  à  la  soloUos 
déjà  donnée,  on  arrive  immédiatement  à  la  conslruclion  suivante,  qui 
se  justifie  comme  précédemment  (n^  102). 

Il  faut  joindre  le  point  A  au  point  0  milieu  de  la  corde;  prendre 
On  =  AO,  afin  d*avoir  DN  parallèle  à  AM;  et  sur  BD  décrire  un  seg- 
ment capable  du  supplément  de  C. 

Problème.  Deuxième  extension.  La  corde  ËF  étant  donnée,  ainsi 
que  son  point  milieu,  déterminer  le  point  C  de  manière  que  le*  seg- 
ments MO,  ON  soient  dans  un  rapport  donne  , 

En  se  reportant  à  la  figure  précédente,  on  reconnaît  immédiatemeat 
qu'il  faut  mener  AO  ;  prendre  une  longueur  OD  telle  qu'on  ait  ; 

AO^  _  WL 
ÔD  n. 

car  alors  la  parallèle  DN  donnera 

Mtj  _  Af I  m_ 

ON"  "  UD  "~  n 


i.  Une  étude  attentive  de  la  question  montre  qu*on  peut  rem* 
placer  le  point  milieu  0  de  la  corde  par  un  point  donné  sur  une  droite 
quelconque,  et  Ton  parvient  ainsi  à  la  question  beaucoup  plus  générale 
qui  suit. 
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Î76.  Problème.  On  doftne  deux  points  A  et  H  snv  une  circonférence 
ainsi  qu'une  droite  EF  et  un  point  0  sur  cette  droite;  déterminer  sur 
la  circonférence  un  poiut  C  tel  que 
les  contes  ('A,  BC  détet^tn inent  sur 
i'i  droite  donnée,  à  partir  du  point 
fune  0,  des  sefftnents  CM,  ON,  qui 

toient  dam  un  rapport  donné  ^  • 

Rpnrenon?  cette  question  par  i'ana- 
Iv>*  ^^ijpposons  le  problème  résolu  > 
ti  soit 

OM  _  m 

FIg.  172. 

En  menant,  par  le  point  N,  une 
parallèle  ND  à  ACM,  et  menant  AOD  par  ie  point  fixe,  on  aurait  : 

AO  _  OM  m 

D'ailleurs,  à  cause  des  parallèles  AM  et  ND,  Panifie  PAT)  est  le  siip- 
plément  de  l  anule  G;  niais  ce  dernier  est  connu,  puisqu'il  a  pour  me- 
sure nioilié  de  Tare  Aij'U  •  doue  nous  sommes  conduits  à  la  construction 
suivante  : 

Il  faut  joindre  le  point  A  au  point  fixe  0,  prendre  OD  tel  que 

JJ^^ifT'  ^^r^uThDf  décrire  un  segment  capable  de  Tangle  supplé- 
ment de  C. 

■cnMrqaet.  1»  Lo  point  N'  donne  une  seconde  solution. 

On  mène  N'IiC'  et  r/AM' 

OSV  _  m 
O  N'  '^  n 


On  a  : 


2"  F'our  uno  droite  quelconque,  on  [.eut  demander  do  tléterniiner  le 
[  .lit  de  maiiièrc  que  le  bégaient  MN  ait  une  ioni^ueur  donnée  /. 
H  su  fût  de  procéder  comme  on  Ta  fait  lorsque  EF  est  un  diamètre 
inMOl). 


Î77.  ExleasioD  du  tliéorème  relatif  à  la  perpendiculaire  élevée  en  un 
[»oint  quelconque  de  la  base  d'un  triangle  isocèle  (n«  266). 
11  suffit  d'indiquer  les  résultats. 

Théorème.  On  donne  une  pyramide,  régulière,  en  nu  point  quel- 
f9»qu€p  de  Iti  Oass ,  OU  élève  une  }»  rpendiculaire  qui  nut  ontre  sue- 
vivement  en  M,  N,  Q,  H...  les  faces  latérales  de  la  pyramide  ou 
^prolongement;  prouver  que  la  somme  PM -j- PN  ...  +  PK  est 
tétante. 

Si  la  base  a  n  côtés,  la  somme  égale  n  fois  la  hauteur. 
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Pour  une  pyramide  non  régulière,  mais  à  base  régulière i  il  frnt 
mener  PMN ...  parallèle  à  la  droite  qui  joint  le  sommet  S  au  centre  de 
la  base* 


27a.  Extension  du  théorème  relatif  aux  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  quelconque  de  la  based^un  triangle  isocèle  sur  les  c6tés6gaai 
de  ce  triangle  isocèle  (n<>  268). 

Théorème.  Les  perpendiculaires  abaissées  d'tm  point  qiielcofiqnc  de 
la  base  d*une  pyramide  régulière  sur  les  faces  latérales,  ont  une  somme 
eonstanle. 

Si  la  base  a  n  côtés,  ia  somme  égale  n  fois  la  distance  du  centre  de 
la  base  à  une  des  faces  latérales. 

Théorème.  Lorsqu'on  mèhc  par  un  point  ^juclcon<iuc  ile  la  fccuv 
d'une  pyramide  rr<fulièrc  des  droites  sur  cliaqnr  face  et  rencotttrant 
les  fnrea  sous  un  anyle  constant ^  la  somme  dcjt  litjnes  ainsi  menées  est 
constante. 


27», 


Fig,  178. 


.  Par  un  point  fixe  Q ,  pris  sur  la  bissectrice  d'un  angle 

droit,  on  mine  une  sécante  MON; 

prouver  que  la  somme  -j- 

des  inverses  des  segments  AM ,  AN, 
délerminés  sur  les  côtés  de  Va^igU, 
est  um  quantité  constante. 

Soient  m,  n  les  segments,  h  la 
perpendiculaire  abaissée  du  poiot  0 
sur  chaque  cdté  de  Tangle  droit. 


1 


1 


Il  faut  prouver  que  ~  quantité  constante. 

En  eifet,  -  +  -  revient  à  - +^ 

'  m    '   n  mn 

Le  double  de  Taire  du  triangle  rectangle  AMN  peut  être  exprimé  par 
nh  +  m/i  et  par  mn  ; 

d*où  nh'\'mh'=:mn 

en  divisant  chaque  terme  par  mnhf 

111 

on  trouve  ~  +  -jj-  =  -g-  quantité  constante;  donc ... 


l*"*  Eztemîon. 

200.  Théorème.  Même  question  pour  un  angle  a  quelconque. 

Lo  double  de  Taire  peut  être  exprimé  de  deux  manières  diilérenies  ; 

fn 
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Le  rapport  ^  est  constant  pour  un  même  angle  «. 


En  divisant  tous  les  termes  par  mnh, 
on  IrouFO 

1       J__  1  MP 
m        n       h   '  m 

quaotilô  constante. 


u  II  est  afantagcux  dVm- 
plojer  la  notation  Irigonométrique.  Sa- 
chant qae  le  double  de  l*aire  d^un  triangle 
égale  le  produit  des  càiéB  multiplié  par 
le  sinus  de  Tangle  qu'ils  forment  (Trig., 
fo9  76),  on  a  :  tiA-|-fnÀ  =  nin  sinus  «; 


Fig.  171. 


d'Où 


_1  ,   \  sinus  £ 


H 


constante  en 
Soit 


r  d«  U  ooiMtaate.  Proposons -nous  d*exprimer  la  quantité 
fonction  de  AO  et  de  l'angle  a. 


AO  =  i 


1  il 


Isin 


T 


La  formnie  -1-  + 1    l!^ il  {„o  281).  deyienl  ^  +  A  =  . . 


Mais  on  sait  que  sin  «  =  2  sin  |^  cos  |-  (Trig,,  tt«  37.  R,,  l\L) 
Oo  peai  donc  écrire     —  -|-  —  =  y . 


€08 


S"  Exteiuion. 

îiaa.  Théorème.  Par  un  point  0  de  la  d'uujo^wlc  SO  d'tm  octaèdre 
YCijuliei',  on  mène  un  plan  tiuelconque  qui  coupe  les  quatre  arêtes  issues 
*in  point  S  ;  j^rouver  que  la  somme  des  inverses  des  quatre  sefjmeats  est 
c'Hstitnt*' . 

htiust  i  uctaèdre  rct^uiiur,  les  arêtes  opposées  d'un  même  anirle  soIifJ*:  S 
^>nt  à  anelo  droit:  donc,  en  désignant  pur  /*  la  distance  du  point  donné 
'J  à  chacune  des  quatre  arêtes  considérées,  on  aura 

SA  ^  SG  ~  A  '    SU  +  Sl>  —  X 


d'où 


SA  ^ 


112 


SI) 


Théorème.  Tout  jdari  mrnf'  par  le  point  de  concoin's  0  îles  dm- 
'?'m«'/':.s  ci'int  fu  f^*i''drc  rt'tjulier  coupe  h  s  (hmzr  art'fat  nu  h  ur  i>)''>^i'>>'fe- 
flUttl.  La  somme  des  inverses  des  vingt-quatre  segments  est  constante, 

6* 
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riliaquc  arôle  passe  ])ar  deux  sommets  et  doDiie  lieu  à  deux  scginenU 
additifs  ou  sousCraclifs,  suivant  que  le  pkm  sécant  passe  entre  Icsdcux 
sommets,  ou  qu'il  les  laisse  d'un  môme  côté. 

Or,  pour  chaque  groupe  de  quatre  segments  d'un  même  sonimel,  on  a 

pour  constante  -j^;  donc,  poar  les  six  sommets ,  la  somme  des  viogi- 
quatre  segments  égale 

Remarque.  Le  théorème  (:>i  vrai  pour  tout  octaèdre  ayant  le^  douze 
arêtes  équidistanles  du  point  de  concours  des  diagonales. 

4^  Ext«iuMm. 

ThéMtae.  Tout  plan  mené  par  un  point  fixe  0  pm  sur  k 
droite  équidiatante  des  'arêtes  eomidérées  deux  à  deux  d'un  fingk 
polyctlriqne  S,  dont  les  faces  en  nombre  pair  sont  opposées  et  é^la 
deux  à  deux,  détermine  des  segments  dont  la  somme  des  inveKses  ^ 
constante. 

En  effet,  soient  SA,  SA'  les  segments  déterminés  sur  deux  arèl-s 
opposées,  a  Tangle  qu'elles  forment  entre  elles  et  dont  SO  est  bissec- 
trice: représentons  par  a  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur 
chacune  de  ces  lignes, 


on  aura  : 


\  1        sin  S 

de  même  -g^  -)-  -^^r  =  ^ —        etc. ..  ; 

donc  la  soiuiiic  des  inverses  est  constante,  car^  pour  uu  même  point  0, 

&iii  a      ^in  B  •    »     .  * 

(f    »  varient  point. 

i'our  six  arêtes,  on  aurait  : 

Scolie.  Si  l'angle  polyédrique  est  régulier  a  =  p  =  Y  et  as^b^c» 

,    .  3  sin  a 

on  a  pour  constante  — -  - - 


S<>  Eztennon. 

286.  Théorème.  Par  un  point  fijce  0 ,  pris  sur  la  droite  qui  se  trouve\ 
cquidisianle  de  toutes  les  faces  d*un  aufflc  polycdriqne  régulier,  on  mènt\ 
un  plan  quelconque  ;  la  somme  des  inverses  des  arêtes  est  une  ^iianli(<^| 
constante,  | 

Le  théorème  est  justifié  quand  Tanja^le  polyédrique  a  nn  nombre  pair 
d'arrle^  (n"  28b]  ;  mais  il  reste  à  le  démontrer,  dan^r  le  cas  où  i!  y  a  un 
nombre  impair  iVarêf''s.  La  difficulté  est  la  même  quel  que  soit  ct 
iii^mbre  impair;  considérons,  par  exemple,  un  trièdre.  i 


L 
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CircoDScrÎTODS  un  côoe  de  révolution  à  Tangle  polyédrique  donné;  par 
cbaque  arête  et  par  chaque  génératrice  équi- 
dUtante  de  deux  ardles  con8écati?es  menons 
(les  plans  tangents  à  ce  cône;  nous  formons 
ainsi  un  angle  polyédrique  régulier  à  six  (ices. 
La  scctioD  donne  un  hexagone  DEGHI  cir- 
conscrit à  une  ellipse;  le  triangle  ABC  cor- 
respond au  triédre  donné. 

Supposons  qu'une  des  faces  de  Tangle  bexa- 
édrique  soit  rabattue  en  DSE;  DS,  ES  sont 
deux  arêles  de  cet  angle  solide  à  six  faces; 
AS,  ar  He  da  triôdre,  est  bissectrice  de  Tangle 
plan  DSË. 

Or  on  sait  qu'on  a 

1.1  â 


Juiudre  S  au  imnt  £. 
Fig.  175. 


SD 


+  sF= 


SÂ*^*"ï 


1 


( 


6A  se; 

constante  285). 


2 


1        1  1 


(no  282);  donc 


1 


Représentons  cette  constante  par  —, 


oii  d  Jonc 


donc... 


1 


1 


1 


bA  ^  SB 


2c.cos 


quantité  aussi  cousUnlu  ; 


ApplÎMtîon. 

287.  Théorème.  Par  le  foyer  iVunr  ellip.sc,  on  mène  des  i'nijotis  vec- 
fe^oN  formant  des  angles  consrcn (ifs  r'jau.r  entre 
cf'x:  prouver  que  la  somyr^c  des  inverses  de  ees 
raifons  vecteur»  est  une  quantité  eotistante. 

11  suffît  de  considérer  un  angle  polyédrique 
régulier  ayant  autant  d'arcles  qu'on  a  formé 
d*aogles  égaux  autour  du  foyer,  cinq  par  exemple, 
de  circonscrire  un  cnne  de  révolution  et  de  cou- 
per tout  le  système  par  un  plan  quelconque; 
on  aura 

•Sa  +  M  +  ST)"  +  SE  =  co'^s^^"^^      ^""^  280). 

Ea  projetant  la  section  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  cÔne  on 
ohtient  une  ellipse  abcdcj  ayant  pour  foyer  fy  la  projection  du  sommet. 
(G.,  tt»  865.)  Les  &ces  égales  de  Tangle  polyédrique  se  projettent  suivant 
éts  angles  égaux.  Les  arêtes  SA»  SB,  étant  également  inclinées  sur  le 
pbn  de  projection  perpendiculaire  à  Taxe,  seront  réduites  dans  un  rap- 
port constant;  ^       ^  . 

éooc.  Jà+       '        '  ' 


Slg.  176.  . 


fb  +  fe+  fd  +  fe 


e$t  aussi  quantité  constante^ 
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.     Le  théorème  est  vrai  pour  une  couique  quel- 


SB?  (•). 
conque. 

2»  Comme  cas  particulier,  on  peut  mener  une  corde  focale  ifji  ou 

i  1 

aura  jt'^Jf'^  consUnte 

et  Ton  obtiendra  le  théorème  suivant,  qui  se  trouve  éiioocé  dans  tes 
traités  de  Géoniiitrie  analytique. 

217  [h).  Théorème.  Dans  une  conique  quelconque,  la  tomme  d» 

inverses  des  seçimoits  d'une  corde  focale  est  une  quantité  corutmU, 

La  constante  fc  détermine  très  siniplement  lorsqu'on  coDaidère  le 
grand  axe,  car  les  segments  égalent  a  —  c  et  a  +  c; 

â  —  c      «  +  c  ~      a*  —  c' 

7ï  ■^r/-  fr* 


or 


donc 


288.  Emtension  du  triangle  au  tr!èdr«.  I.a  pliipaii  tlfs  propriét«-3  du  triangie 
plan  ppuvenl  conduire  à  dofl  propriétés  an.'^lr.enps  pour  le  Iriè'lre.  A  son  tour, 
clnqiiu  propriété  du  trièdre  doDiie  une  propriélé  correspondante  pour  lô  Iriangla 

splicruiue. 


Dans  un  triatifile,  un 
côté  quelconque  est  plus 
pelit  que  la  somme  des 
deux  autreB. 

Les  trois  hauteurs  d*un 
triangle  se  coupent  au 
mdme  point. 


Les  trois  biaseclriceâ  se 
coupent  au  mÔme  point. 


A  loul  triangle  on  peut 
inscrire  et  circnnacrire 
une  circonférence. 


Dans  im  tniilre,  une 
r.i'  e  «jMeir(»m]uo  est  plus 
petite  que  la  somme  des 
deux  autres. 

Dans  un  trièdre,  les 
trois  plans  menés  par 
chaque  arcle  perpendicu- 
lairement la  face  oppo- 
sée se  coupent  suivant  la 
môme  droite. 

Les  trois  plaits  biàsec- 
teors  des  dièdres  do  triè- 
dre se  coupent  suivant 
une  même  droite. 

A  tout  trièdre  on  peut 
in-crire  et  circonscrire  un 
cône  de  révolution. 


Dans  un  î  ri  angle  ^phé- 
i'njite,  un  culé  quelcooque 
est  plus  petit  que  la 
somme  des  deux  aolfss. 

Les  trois  ares  de  grtods 
cercles,  menés  par  chaque 
sommet  perpendiculaire- 
ment au  côté  op]«("^,  ?e 
coupent  au  même  point 

Les  trois  arcs  bissec- 
teurs des  angles  d\m 
triangle  sphérique  se  coa- 

pent  au  même  point 
A  tout  triangle  sphé- 

rique  on  peut  inscrire  et  | 
circonscrire  un  cercle.  , 


280.  Extension  des  relations  numériques.  Il  esl  facile,  par  extcnsiOD, 

de  transformer  certaines  relations  et  d'obtenir  une  autre  relation  eipri- 

maiil  un  théorème  nouveau. 
On  doit  dislinguer  deux  cas  principaux. 

\o  Lorsque  la  r>;lation ,  tJvjô  ronnvr ^  se  rapporte  à  une  somme  ou 
une  ^l'ffy'micc ,  il  fauf  tjiir  chaque  trrmr  soit  mulHpUé par  unc  quanlUé 
comtatUe.  En  voici  un  exemple  très  simple* 


(a).  Problème.  Par  un  point  pris  dans  VirUérieiir  d'un  triangle  \ 
cquUatêral  on  mène  des  droites;  chacune  d'elles  coupe  respecHvmtnl 
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le  côté  earregpondani  sous  un  angle  donné  «  ;  prouver  que  la  iommedee 
Ugne»  menées  est  oonsiant». 

Soient  CD,  OE,  OF  les  droites  coupant  les 
côtés  aoua  Tangle  donné  a. 

Abaisaona  lea  hauteurs  OL,  OM,  ON  ainsi 
que  CH ,  et  menons  CG  sous  la  même  încH- 
oaison  que  lea  droites  OD,  OE,  OF. 

On  sait  que  Ton  a  : 

OL  +  OM  +()N^i:i!  (i) 

d'ailleurs,  pour  démontrer  cctto  question  bien 
connue,  il  suffit  de  proréJer  comme  on  Ta 
fait  pour  le  triangle  isocèle  (n"  l'i6). 
Or  les  Iriaogles  ODL,  OEM,  OFlN,  GGii  sont  semblables; 

OL      CM  _  ON  CII 

w  w— oF="cir 


ilooe 


(foù 


OL +  ON  _  CH 

uD+oE  +  op^^  aïr 


Les  numéraUîurs  étant  égaux,  il  doit  en  être  de  même  des  dénomina- 
teurs ;  donc  OB  +  OË  +  OF  r=  GG    quantité  constante. 

h^.  Remarques.  La  considération  des  triangles  sembiahles  suffit 
pour  conduire  au  résultat;  mais  il  est  assez  long  et  peu  éî<';gant  d'écrire 
une  suite  nombreuse  de  rapports,  tandis  (|u'on  peut  procéder  rapidement 
comme  il  suit  : 

Soit  r  la  valeur  du  rapport  constant  -^^^        ...  ; 

on  a:  OL  =  OD.r,   OM  =  UE.r,  etc. 

Dana  (1),  remplaçona  lea  termes  OL,  OM ...  par  leurs  Taleura  respectives, 

OD  trouve  0D.r4-0E.r+0F,r=CH 

iToii  on + OE  +  OF    ^      quantité  conatante  ; 

donc... 

Le  rapport  r  n'est  autre  ch0ï=e  qiio  le  sinus  de  l'angle  a.  //  serait 
"^i,la[icu.£  (Vemploycr  les  notutioH<  It  iyonomclrifims  connues  :  sin  a, 
?in  i,  etc.  :  m*  m*  yvométne,  pour  désigner,  d'une  manière  abrégée, 
les  rapports  constants. 

no.  2<»  Larsqite  la  relation,  d^à  connue,  est  un  rapport  ou  un 
produit^  chaque  facteur  peut  être  multiplié  par  une  constante  différente. 
Eiemple  : 

Exeroioe. 

2ÎX>.  Théorème.  J'kv  un  point  quelcowiuc  M  iVunc  civcoiifêrcncc , 
•u  mène  une  fié'cante  dam  une  direction  donnée;  cllr  coupe  une  corde 
/ire  U  en  un  poifit  A  ,  et  les  tangentes  menées  au  cercla  par  les  extré» 
«ilù  de  cette  cotde,  en  dei  points  B,  C;  prouver  que  le  rapport 

Ma' 


1 
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Celle  question  est  rcxtension  d'une  solution  connue  23). 
Soil  XY  la  direction  invariable  de  la  sécante;  MD,  ME,  MF  les  perpen 

diculi  irrs  abaissées  sur  les  côtés  du  triangle 
isocèle  HU,  les  angles  a,  y  ^^^^  cooteU 
pour  une  direction  donnée  XY. 

Sn  représentant  par  a,    o  les  rapports  coas- 
.    .       MD      ME      MF     ^_  _„„  . 
^^"^     MA'  W  MG' 
MD  =  MA.a;  ME  =  MB.6;  MF  =  MC.c 

Or  MD«=ME.MF,  ou  'mP* 

remplaçons  M D,  ME,  MF  par  leurs  valeurs 
MA. a,  MB. 6,  MG.c,  on  trouve 


MA^ 


MB.  6  X  Aie.  c 


d'où 


Mi?^  =  -ë    quantité  constante. 
Remaniue.  En  recourant  à  la  notation  trigonométrique,  on  écrirait  : 

Mb .  MG  ^     sîn  »a 


§  111.  —  D<3ducUous  successives. 

291.  A  la  Mrlhoilc  par  extension  {n^  263)  ou  aux  Dîi'cr.^cf^  muutère^ 
(Vcnrhai/cr  un  problème  (n«»  26!*),  on  peut  rattacher  un  «leiire  d'étude 
dont  il  est  plus  facile  de  donner  Teiemple  que  de  formuler  le  priucli^c. 

#  »  ■ 

IndSmtioB.  Une  question  étant  donnée,  on  la  considère  non  scufanent 
90u$  les  différents  aspects  qu'elle  peut  présenter,  mais  on  fait  vari&r  cet- 
taines  parties  de  la  figure,  on  a  recours  à  de  nouvelles  constrtictiom, 
efc,  et  du  théorème  primitif  on  arrive  ainsi  à  de  nouveaux  t^ulte^. 

Le  traité  de  ta  Corrélation  des' figures  de  gcom&rie,  de  Carnot»  repro- 
duit et  développé  sous  le  nom  de  Géométrie  de  position,  en  fournit  (tes 
exemples  très  remarquables.  D'une  seule  figure  bien  étudiée  dérivent 
une  foule  de  questions  qu^on  rencontre  dans  la  plupart  des  recueiU 
dVxercioes  géométriques;  mais  ces  divers  théorèmes,  étant  présentés 
indépendamment  les  uns  des  autres,  ne  laissent  guère. soupçonner  leur 
commune  origine  et  les  déductions  successives  qui  ont  été  faites. 

298.  Problème.  Trouver  les  rapports  existant  entre  les  côtés  rf'vn 
triangle  quelconque,  his  perpendiculaires  menées  des  angles  sur  Atf 
côtés  opposés  et  les  segments  formés  sur  ces  côtés  et  ces  perpendi- 
culaires. (Carnot,  de  la  Corrélation  des  figures  géométriques,  n*  143» 
p.  401.) 
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Proloncrcons  les  hauteurs  jusqu'à  la  circonférence;  on  sail  que  les  trois 
hauteurs  se  coupent  en  un  niOme  point  D,  nommé  orthocentre*, 

(•)  Ch€u:un  des  points  A,  B,  C,  D  peut  être  considéré  comme  Vortho- 
cenirt  du  triangle  formé  par  les  trois 
autres  points* 

A,  par  eiemple,  est  PorUiOGentre  du 
trilogie  BGD.  En  effet,  puisque  BD6  est 
perpeudiculaîre  sur  CGA,  G6A  sera  • 
peipendiculaire  sur  BDG  ;  de  même  CDE 
^Dt perpendiculaire  sur  BFA,  BFAsera 
perpendiculaire  sur  FDG.  Donc  A  est 
bien  le  point  de  concours  des  trois 
hauteurs  de  BDG. 

l'b)  Les  six  arcs  dt  ltrmitiv^y  par  les 
sommets  A,  li,  C.  et  par  les  exlrc" 
mitt-H  A',  ly,  C  des  proioiijcments  des 
hnuti  ufs  sont  CfjavT  dt  ux  à  deux. 

En  elFtL  les  an-ies  ABC,  ACC  ont 
;ii<';ijie  rri  -urc  :  n)ni«  Tangle  ACC  égale 
\ri>  cumme  a^ant  l'angle  BAC  pour 
complément. 

Ainsi  raogle  ABG'=ABB' 


donc 


ACrriAB",  BG'rsBA';   OA'  =  CB' 


(c)  La  'li^tancc  de  Vorthocentre  à  un  cùté  donné,  égale  le  prolonge^ 
nxent  de  la  hauteur  abaissée  sur  ce  côté ^  prolongement  compris  dejmis 
le  eûtë  jusqu'au  cercle  circonscrit. 

Par  eiemple  :  BF  =s  FG' 

cela  régulle  de  lï-galité  des  angles  ABC,  Al'.r.'. 

De  aiômc,  pour  le  cercle  circonscrit  au  triangle  BlMi,  le  point  A  est  le 
point  de  concours  des  hauteurs;  donc   AII=:=  Il  h'. 

Mais,  par  rapport  au  triangle  primitif  AlîC,  cetle  dernière  égalité  con- 
duirait à  Ténoncé  suivant  : 

(d)  Lorsqu'on  fait  passer  une  circonférence  par  deux  sommets  B,  C 
i^un  triangle  et  par  l*orthocentre  ^  la  hauteur  AHD',  abaissée  du  <roi- 
tiêhie  sommet  et  prolongée  jusqu'à  la  circonférence,  est  divisée  en  deux 
perties  égales  par  la  base  BG. 

Ceci  peut  être  regardé  comme  une  simple  conséquence  du  théorème 
Muvaot  :  * 

fe)  Le  cercle  circonscrit  à  un  triangle,  et  les  cercles  circomcrits  aux 
troi$  triangles  ayant  respectivement  pour  sommet  l'orUtocentre  et  deux 
àa  sommets  du  triangle  donné,  sont  égaux  entre  euw* 

Eo  effet,  le  cercle  ABG  peut  être  consid^é  comme  étant  le  cercle 


*  ictaellcBncnt  le  point  «le  concours  tîo^  hantcnrs  est  connu  êom  le  nom  d'orl/MHrr utrc, 
VK  kù  <mi  douQé  les  géomètro»  anglais.  (Voir  ci-upr6i,     663,  noie,) 
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cireonserit  au  triangle  BA'C  ;  or  ce  triaogte  égale  le  Iriaogle  m:. 
qui  donn^  lieu  à  un  des  trois  autres  cercles;  doue  tous  les  cercles  «wl 

égaux. 

(f)  L-  produit  des  segments  de  l'un  quelconque  des  côtés  éffolfM 
produit  de  la  hauteur  correspondante  par  la  distance  de  ce  même  (été 
à  Vorlhocenlrc  du  triangle. 

En  effet,  AF .  FH  =  CF .  FP/ 

dooc  AF .  Fli  =  GF .  DF 

(g)  Lei  trois  produits  formés  en  multipliant  l'un  par  Vauirt  te»  dsux 
segmente  d'une  même  hauteur  sont  égaux  etitre  ewr, 

11  faut  prouver  qu'on  a  : 

AD.bll  — Bi).i)(;rr.i:h.LiF 

Or,  à  cause  des  angles  droits  en  G  et  1\  l*^s  quatre  points  HCGF  appar- 
tiennent à  une  môme  circonférence  * ,  dont  Jîi.  serait  ie  diamètre;  dooc 

BD.DG  =  CD.DF,  eU. 
On  peut  encore  foire  les  remarques  suivantes  : 

*   (h)  La  droite  qui  joint  les  pieds  des  hauteurs  ahaisséea  de  deuxsm' 

mete  est  periiendiculaire  au  rayon  d» 
cercle  cireonserit  mené  par  le  <rm- 
sihne  sommet. 

.loicrnons  A'  à  C.  Le  rayon  \\0  est 
perpendiculaire  à  la  corde  Ali',  car 
BA'  =  BC';  mais  les  droites  FH  el  C'A' 
sont  parallèles,  car  F  est  le  milieu  de 
l)(V  el  U  le  milieu  de  1  )A'  ;  donc  le 
rayon  lîU  est  perpendiculaire  à  FH. 
On  retrouve  aussi  le  théorème  connu  : 

(t)  Les  hauteurs  sont  bissectrices  des 
angles  du  triangle  FGH  fomté  en  joi- 
gnant deux  à  deux  les  pieds  de  ce$ 
hauteurs. 

En  effet  «  QG  est  bissectrice  de  Tsngle 
A'C'B',  car  l'arc  CA'  =  CB'  ;  donc  CF 
est  bissectrice  de  Tangle  F  formé  par 
deux  parallèles  aux  deux  premières 
lignes. 

(j)  Lr  tnuH'jlv  FGH,  forint'  par  les  pœds  des  hauteurs,  est  le  ttiaiigk 
de  périmètre  minimum  que  l'on  puisse  inscrire  dans  ABC**. 

Kn  effet,  en  admettant  les  principes  que  nous  démontrerons  au  para- 
graphe spécial  des  maxima  et  minima  (n»  3\2) ,  on  rcronnaît  qu'en 
regardant  comme  fixes  les  points  G,  H,  le  luininiuni  rv'  dépend  que  do  la 
position  du  sommet  mobile  F.  Ûr  on  sait  que  le  chemin  GF-f*^^ 


*  h«M  ftuteura  «nglufo  dlHent  Mlmplement  :  le»  quatre  pointe  tout  eoncifoUquti*  H. 

Bn'.<i  avait  prop<i«i'  1>'  tcriix*  homocifcUqnea. 

*'  I>c  nos  Jours,  le  triangle  formé  en  Joignant  deux  k  deux  les  piods  de»  lianteursa  reçu 
ic  uooi  de  triangle  orthoctntriqtu ,  ou  plus  tàmpleiûiBlA  triangle  or thiqiu. 
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minimum  lorsque  les  droites  GI  et  FII  sont  également  inclinées  sur  AD. 
,0.,  0*177.)  Pour  la  môme  raison,  en  rendant  mobile  successivement 
chaque  sommet,  on  reconnaît  qu'il  faut  que  FH  et  HG  soient  également 
ioclioées  sur  BC,  etc.  ;  donc  le  triangle  FGH,  qui  réalise  cette  conditiou 
pour  chaque  cMé  de  ABC,  a  le  périmètre  minimum. 

Vcîri  de  nouvelle?  propriétés  :  On  sait  que  le  cercle  des  neuf  points 
d'un  triangle  ABK  passe  par  le?  trois  points  milieu  de  chaque  cAté,  par 
les  pieds  des  trois  hauteurs,  par  le  point  milieu  de  chaque  se^crm^  nt.  tel 
que  AD,  BD,  Cl^  rontpris  entre  le?  soithik  t-  et  le  point  de  concours  des 
hauteurs;  le  th*'orème  de  Fijerbacu  (n"  238)  prouve  que  le  cercle  des 
neuf  points  est  tantrent  au  cercle  inscrit  et  à  chaque  cercle  ex-inscrit.  Ou 
a  donc  le  théorème  de  W.  IUmiltûn  *  : 

(k)  Les  quatre  triangles  ABC,  ABD,  HDC,  CDA,  formés  par  troie 
droUee  donnéee  et  par  les  hauteun,  ont  le  même  cercle  des  neuf  points. 
Ce  cercle  est  tangent  aftx  seire  cercles  inscrits  ou  ex-inscrits  aux  quatre 
triangles^ 

M.  MemmNgme,  L^élude  altentiye  de  la  figure  formée  par  Irois  droites 
Be  eoupant  deux  à  deux,  et  par  les  trois  hauteurs  de  ee  triangle,  conduit, 
ainsi  qu'on  Tient  de  le  voir,  à  un  grand  nombre  de  théorèmes.  En  proeé« 
(bot  d^ne  manière  analogue»  on  peut  étudier  la  figure  formée  par  un 
triangle  et  ses  trois  médianes  ;  étudier  aussi  le  système  d'un  triangle  et 
(ie  ses  bissectrices  intérieures,  ou  d*un  triangle  et  de  ses  bissectrices 
eitérieures.  Plus  généralement,  on  peut  considérer  un  triangle  et  les 
;  trois  droites  qui  joignent  chaque  sommet  à  un  même  point  donné. 

Josqu^à  nos  jours,  Tétude  de  ces  dernières  figures  était  loin  d*aToir 
fourni  autant  de  résultats  que  le  problème  donné  comme  exemple 
(D<^  292),  ou  du  moins  ces  questions  n'avaient  pas  encore  rencontré  leur 
Camot;  mais  nous  sommes  heureux  de  pouTOir  ajouter,  en  1804,  qu'il 
eo  est  tout  autrement  depuis  quelques  années.  En  effet,  sous  le  nom  de 
Géométrie  récente,  ou  de  Géométrie  du  triangle,  un  nouveau  chapitre 
des  plus  intéressants  et  des  plus  étendus  vient  d'être  ajouté  aux  Ëlé» 
mts  tradiUonnels  de  Géométrie.  (Voir  ci-après,  n*»  2S^,  etc.) 


I  *  L«  tbécN^e  de  sir  Wiluam  Hamiltok  i  été  propo«é|  eo  1661,  dant»  les  NouvciUs 
I  iaatlef  muMimaUquêi ,  pm»  SIS. 

l«  théorisM  (k)  peut  conduire  h  son  toar  à  de  Bouve:uix  énoneis.  On  peut  voir  à  oe 
nj«t  rooTrac"  -oivant  :  Thàirrfjua  et  probU.mcê  de  néomHrk  élàmêHMrt,  pw  EogftlM 
•  iTlLAjr,  6'  éditlou,  ld79.  TbétH^iuoe  CVIII  à  CXII,  page  178. 

K.  Mm  Caskt,  profMMur  h  rv&lveralté  oithuHquc  d*IrUiiid«,  élÉbltt  que  le  Cefde  deë 
^99tmtÊ  mt  tangent  à  H  oertlM,  et  qm  p«r  !•  mofcn  és  oenx-d  U  eit  tangent  à 
ai  «ms,  H  nlnrf  de  nalliw 
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§  I.  —  Construction  des  formules. 

201,  Emploi  de  l'Algèbre.  Pour  employer  l'alg«';bre  à  la  résolution  dtj 
[)roblcmes  do  géoniptri*»,  on  prend  pour  îtironnuos  utir*  ou  plusieurs 
grandeurs  à  déterminer;  ensuite  on  établit  autant  d'équations  (ju'il  y 
a  d'iiironnues  ;  on  résout  le  .«yslènie  d'équalions,  et  l'on  construit  la 
valeur  trouvée  pour  rinconoue  conservée  dans  les  éliminations  succes- 
sives. 

294  (a).  Principales  formulct.  Lcs  principslos  eipressiotiâ  algébriques 
à  conëtruire  sont  les  suivantes  : 

JL.'— u\  )        ^        (    ^®  proporUoonelle 
^        ^  ^  ^  ^       a     X  {  (G.,  295.) 


l   OU      =  -i 


Fîg.  181. 


^  f  3«  proportiounelle. 
a       a:      (G.,  u«  20o,  3«.) 


OU  T'~ 

6  a 

Outre  le  procédé  de  la  4*^  proportionnelle,  on  emploie  la  coostraction 
suivante  : 

On  prend  BC  =  &«  une  perpendiculaire  Ml^a,  et  on  fait  passer  par 

a* 

A  et  Lî  une  demi-circonférence  ayant  son  centre  sur  B(î  ;  alors  a  =x  -y . 

(0)  I    ^^^^     I   moyenne  proportionnelle.  (G.,  n^  297.) 

1    .-à'  +  t'  l  x«  =  i_t'  •(G.,n.347.) 

/  i  iii:  I     {  remplacer  be  par  un  carré,  et  l'on 

(e)       x^y/a  ±bc   ^       nmené  au  4*  cas  (d). 

abe  .    ùb  ni 

(1)  ^=:-j~.     Ln  posant  -^^Vt  on  a  . 

H  faut  froiivcr  deux  quatrièmes  proporlionncllcs  (a). 
On  peut  aussi  construire  directement  la  valeur  de  .r  (flg.  182) 
Après  avoir  pris  OA  =  a,  OB  =  b,  OC  =    OU  =     Oë  =    on  join 
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RT>,  CE;  par  le  po  i  I  A  on  mène  AY  parallèle  à  BD,  puis  YX  parallèle 
à  CE.  ÙX  est  la  longueur  cherchée. 


\  m 


Fig.  18). 


Sur  lc<  cùtrs  (l'un  angî.  droit  (Ug.  183)  on  prend  CA  =  a,  r:B  =  6,  on 
âbdisde  la  perpeodiculaire  CD  sur  Thypolénusc  ;  on  porte  m  de  D  en  Ë. 


Puis  les  ligaea  EM,  MX  dooDent  :  (G.,  345.) 


DooUe  radlodl. 


On  peut  écrire  :       b*  —  t  »  =  (6-  +  c'-)  (6'  —  c-)    (G.,  D»  246  et  327.) 
Pai»,  soit  :  (»*  +  c«=m«  et  6=^  — c»  =  n« 

On  a  :  a:  =  V^a-  4;  ^m*  x  n-  =r  ^a-  ^  mn  ; 

Ouest  ramené  au  5"  cas  (e). 

Soit  AB  =  6  (fig.  184).  Décrivons  une  demi -circonférence  sur  AB 


H. 


l'ig.  18i. 

diamètre 9  ëievons  une  perpendiculaire  au  point  fi,  et  prenons 
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BG=:nB  =  c;  nous  aurons  AC*  ou  m2  =  6*  +  i«,  AI>-  ou  n*=6*-A 
rrenous  Atl~H,  nous  aurons  AF'  =  mn;  portons  a  de  A  en  G.  Alors 
FG*  =  a*  -f  mn  ;  cl ,  lorsque  AH  =  AF,  ou  a  GIl*  =  a*  —  mn. 

(J)  x^^a*±^Jb^'f^e* 
On  i>eot  écrire  :       6*  +  c*  =  c*  (J^  + 

PoaoDS      =  J .  D0U8  aurons  : 
c 

6*  +    =  c*(<i*  +  C-) ,    puis   rf«  -J-  c*  = 

Oa  aura  :  6*  +  ^*  =  <^  X 

d'où  X—  y^a^ztcf 


Fig.  185. 


Prenons  AC  =  r,  ÇB  =  6.  Eu  décrivant  une  demi -circonférence  ABK 
6^  54 

on  a  :  ri=  —  (o<*        6)  ou  ci*  =  —f- .  Portons  <i  de  G  en  nous 

c  c 

aurons  :  /-  ou  AE*=c*  +  ^S'  puis,  prenant  AF  =  AE  =  /i  on  a: 
AG*  =  AF  X  AC  = /c.   £t  ai  AL  =  a,   on  trouve  : 

GL«.  =  a«  +  /o   ou   GL  =  Va«l^v^6^+^ 

et  HL»=a»  — /c,       HL  =  ^a»- ^6*-!^  j 

29(1  (k).  Coitsiruire  directement  le$  raeines  de  VéquaHon  du  second 
degré. 

Il  y  a  quatre  cas  à  conaidârer. 

On  peut  toujours  rendre  positif.  Alors,  en  faisant  passer  la  quantité 
toute  connue  à  droite,  et  en  la  remplaçant  par  a\  afin  que  tous  les 
termes  soient  du  même  degré ,  on  peut  avoir  les  quatre  cas  suivants  : 

(3)   ac«+i»=-a*   5         (   (4)   X'+px^  +  a- 
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U  première  ëquation  peut  s^écrire  : 

—  x^  +  px=:-{-a*  ou   ucip  —  x)  =:  à* 

les  deux  facteurs  x  eip  —  x 
oui  pour  somme  p. 

Le  problème  correspond  à  l'é- 
noncé suivant  (G.,  n<»  340)  : 

Cùmtruire  un  rectangle,  con- 
naùtatU  ea  surface  9?  et  la  somme 
p  de  ses  eâté». 

On  sait  quMl  faut  décrire  une 
demi-circonférence  sur  AB=p, 
emnme  diamètre;  élever  une  perpendiculaire  GH^a;  mener  une  paral- 
lèle HD,  et  abaisser  la  perpendiculaire  DG.  Les  segments  AC  et  BC  sont 
les  racines  de  Téquatton  (i). 

297.  Seconde  ooa^kmeden*.  Dans  bien  des  cas,  le  terme  connu  es 

formé  de  deux  fecteurs  tij  par  eiempICt  et  Ton  a  une  équation  de  la 
ferme  a?*— jpgc=:  — wtn  ou  jr(p  — a?)s=:inn 

A  l'aide  d  une  moyenne  proportionnelle,  on  pourrait  remplacer  mn  par 

a-,  mais  il  e<l  plus  simple  de  trouver  direclemtût 
lei  racines  par  la  construction  suivante  : 
■   Aux  extrémités  de  BC,  dont  la  longueur  égale 
p,  on  élève  des  perpendiculaires  ot  Ton  prend 

AB  =  m;  GD=:n 

i€t  Ton  d^rit  ane  demi -circonférence  sur  le  dia- 
màUe  AD. 

On  sait  que  Ton  a ,  à  cause  des  triangles  sem-  i^*  i^- 

Mables  ABM,  DCM, 

BM.MC^AB.CDssmn  (no24). 

Remarque.  La  ronstruction  suivante  est  aussi  Simple  quc  iâ  précédente, 
H  elle  est  plus  faciie  à  justifier. 

A  l'extrémité  G  de  la  somme  BG  des  ra- 
^^ioes,  élevons  une  perpendiculaire  et  pre- 
Û0Q8  CA=  7n  et  CI)  ^  n. 

Élevons  des  perpendiculaires  EO,  FO  par 
ieï  joints  ujilieux       F,  de  AD  et  de  DC. 

Enfin  du  point  0,  comme  centre j  avec 
0Î>.  décrivons  une  circonférence. 

Un  aura  CN  .  CM 

SQ  C\ « NB ssCA. CD :=mn.  (G., n(»96L) 

^mn  CN  et  BN  sont  les  racines  demandées. 


iiig.  in. 


I.  Deujcième  équation*  La  deuxième  équation  peut  s^écrire  : 


X[X  — |))  =  rt' 


[ 


K  n  TtAT,  Tiiitft'  iUmtntairt  d'ai^frre»  iwge  asg.  Cet  ottvnge  prétente  de  trte  bMtti 
*»*vfim  Ile  (Uictuaion, 
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différeoce  des  facteurs  xtix-^p  égale  p. 

On  est  rameoé  au  problème  eonuii  < 

{G.,  n«»341):  ' 

Construire  un  i'ect(Kn'/lc ,  conntiL^sant  | 
sa  snrfcwe  a*  et  la  di/léraue  AB  lie  ses  ' 
côtés. 

On  sait  qu^il  faut  décrire  une  circon- 
férence ayant  AB  ou  p  pour  diamètre, 
mener  une  tangente  AD  égale  à  la  lon- 
gueur a  et  mener  DC.  La  sécante  DE  et 
la  partie  extérieure  Dl  sont  les  racines 
de  réquation  (2). 


Fig.  ifSQ. 


*,  On  peut  construire  directement 

x{x  —  )i)  =rmn 

Aux  exlrémilés  de  BC  ^fig.  190),  dont  la  longueur  égale  p,  on  élèire 
des  perpendiculaires  de  sens  contraire  «  et  i  on  prend  : 

AB=fn;  CDs=n 

cl  Ton  décrit  une  circonférence  ayaot  AD  comme  diamètre. 
On  ssit  que  Ton  a  (n<»  24.  Remarque)  : 

BM.CM  =  AB.CD  =  wm 


Fig.  liK). 


Fig.  191. 


).  Mous  pouvons  indiquer  une  autre  construction  (6g.  191). 

11  faut  élever  une  {jcrpendiculaire  à  Textrémilé  G  de  la  différence  des 
racines ,  prendre  GA  =  m  et  CD  =  n.  Par  les  points  milieux  E,  F,  élefer 
des  perpendiculaires  aux  droites  AD  et  BG;  enfin,  du  point  O  comme 
centre,  avec  OD  pour  rayon,  décrire  une  circonférence. 

Ou  aura  :  CM .  GN  =  GA .  GD  =  mn  (G.,  2o9.j 

Équations  (3)  et  (4).  L*équation  (3)  donne  les  mémea  raeines  que 
réquation  (1),  mais  changées  de  signe;  de  même  (4)  se  ramène  &  (2)« 


*  Traité  Himentair*  îFàlg^rt,     S68,  par  B.  Burat. 
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3ûa.  Comiruire  directement  Véquatiati  bicarrée. 


(fi)  aB^^a*s^^b*7=Q 
(8)  x«  +  a«x>  — Mr=0 


0^  =  hf 
ces  équations 
devienneal  : 


(7  6m)    Racines  imagi'- 
noires. 


Oa  obtient  les  racines  des  équations  en  v  on  opérant  eomme  ci-dessus; 
pois  une  qnalriènDie  proportionnelle  donne  x. 

Exemple  pour  (5  bis).  Faisons  passer  une  demi-circonférence  par  A  et 
B,  ayant  son  centre  sur  BC,  on  aura 


Ci>=-^-;  puU  décrivons  une  demi- 

cireonrérence  sur  CD,  prenons  CB'==5, 
on  aora  CE  et  DE  pour  les  deux  ra- 
ciaes  de  Téquation  en  y  :  car 

CE.ED  =  6« 


et 


CE  +  DE=-^- 
Pour  aToir  w,  prenons  BP  =  6; 


on  a  :  EH'=DE.6.  Ainsi  a«  =  HE*;  de  mémo  aî»=EL^  puisque 
EL*=|p.GB  on  hy. 

Les  quatre  racines  sont  : 

±EU,  ±EL 


».  Od  a  recours  rarement  à  la  construction  directe  des  racines 
d*Qne  équation  bicarrée,  tandis  qu'il  est  très  utile  de  construire  celles  de 
réquation  du  second  degré,  dans  toutes  les  questions  de  Géométrie  qui 
donnent  lieu  i  cette  équation» 


g  II.  —  Emploi  de  la  mi^lliode  algébrique. 

ê 

SM.  IHolillmii.  Dam  un  triangle  donné  ABC.  inscfnre  un  rectangle 
td  que  deux  eôtéê  tub'aeentB  rempli9$ent  une  des  conditions  diaprée  : 

"•)  Jm  somme  égale  une  longueur  doiinrr  j). 
<¥)  Iji  différence  égale  une  longueur  donnée  d. 

{•)  Le  rapport  des  deux  côtés  égale  un  rapport  connu  . 

'é)  Le  produit  des  deux  côtés,  ou  Vairc  du  redanyle,  égale 


I 
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(•)  La  somme  des  carrés  des  deux  eâtée  égale  une  valeur  donnée  aV 
(f  )  La  différence  des  carrés  des  deux  côtés  égale  a\ 

En  représentant  la  base  par  y  et  la  hauteur  par  z,  les  relalioos 
deviennent  : 


 m 


(à) 

(r) 


g^Z^d 


Il  suffit  de tiélermioer  la  position  du  point  I)  ;  prenons  donc  CD  ou  x 

pour  inconnue.  Eiprimons  les  deux  eôtés  y 
et  z  en  fonoUon  des  quantités  connues  b,  h, 
et  de  rineonnue  a?« 


/ 

-  b 

*'  ! 
•E 

\ 

 ♦  1 

.      CD  FG 


ou 


X—  6 


Flg.  198* 


d'où 

d'ailleurs 


(!) 


Quelle  que  soit  la  condition  que  les  côtés  adjacents  doifcnt  remplir, 
les  relations  ci-dessus  (i)  et  (2)  peuvent  être  employées. 
Nous  allons  traiter  ensemble  les  cas  analogues. 


Ezercâoe* 

302.  Probiènie.  Dans  «n  lriaii<jle  donné,  imcrire  un  rectangle  dont 

la  nomme  ou  la  différence  des  cAfrs  ail  une  lonfjueur  donnée. 

Le  problème  a  déjà  été  résolu  par  remploi  des  lieux  géométriques 

(  n»>  190  et  256)  ;  en  voici  la  solution 
algébrique* 

(•)  Dans  le  problème  précèdent 

donc  +  ou  kj^J^h^st=p 
d'où 


.  ...9  .Tl 


HP -h) 
b^h 


Fig.  m, 

Cest  une  quatrième  proportionnelle  à  construire  ;  on  a  : 

b  —  h  h 


p  —  h 


X 


Sur  une  ligne  quelconque  passant  par  le  sommet  du  triangle,  pre^ 
nous  Clil  =  /^.  pub  MN  =  AB  et  M0=;);  alors  CN  =  6  — *, 
CO =p  —  /i.  Joignons  NE ,  la  parallèle  OD  détermine  x. 


g^t^d,  donc        —  (A  —  a;)  =  d 


ou 


h  +  b  _  h 
h\-d^  X 
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Prenons  r:\î  — /i,  MN  =  6,  MO  =  ti;  joignons  NE,  et  menons  ia  » 
parallèle  OD.  Go  a  : 

NC  _  CE  h^±±  _  _h 
OG  —  "CD  '      A  +  d  "~  X 


Fig.  196. 

La  discussion  des  sciulions  des  problèmes  (a)  et  (b)  serait  très  intéres- 
sante. 


303  (*)•  Problème.  Dans  un  triangle  ABC,  inscrire  un  rectangle  tel: 

Qtê^  le  rapport  des  côte's  adjacents  égale  un  rapport  donné ^ 
2»  Que  le  pfiduit  des  côtés  adjacents  égale  un  carré  donné. 


io  (o)  soit 
2»    (d)  soit 

y  


y  __  >» 
z  n 

yï  =  /î* 


bx 
h—x 


m 


5j5 

—  a?) 


m 


ton  =  ffifc'  —  fit  Aâtï 


6#w?  +  mhx  =  m/i  ^   a?  = 


Poor  construire  cette  expression, 
diwuton»  tout  par  m  : 

a?=  —  r  

Le  dénominateur  est  ia  somme  de 
deox  lignes. 

n  ^  

MterroiDons  iJT  ' 


l'oû 


71 


b^ 

il 


Pig.  196. 


<ur  une  droite  quelconque  menée  par  A,  prenons  les  grandeurs  m  et 
•t,  on  aura  Al=^u;  or  x  =  -^^-:^  dou  — ^— prenons 
^p^;^    et   PG^u,  joignons  GË.  La  parallèle  PD  donne  la  réponse. 


(b). 


.  1«  Quand  —  =  1,  ia  figure  est  un  carré;  la 
M 

^  ttlear  de  x  devient  -ffjjrg*  prendre  PG  =  6,  et  continuer 

7 
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2o  Le  problème  a  élè  résolu  graphiquement  par  deux  mélliodes  :  par 
Vempfoi  des  liciu-  {fromrt  r(q>frs}  r\'' \>9 ,  c),  et  par  la  sunilUude  ("n^îO»). 
L'insnil  lion  du  rectangle  de  burlacc  donnée,  qu'on  va  traiter  algébn- 
quement,  a  déjà  été  faite  par  d'autres  procédés  (n"  202;. 

(d)  On  TWit  ayoir  v»=a« 


ou 


X{X —  A)  =  — .  tt" 


Nous  pouvons  employer  la  pre- 
mière formule  du  n«  296  (k); 
mais,  avant,  tt  &ut  trouver  na 
carré  m*  égal  à 


a 


i  . 


d'Où 


llg.  197. 


devient 


Problème  [gi  (d»  293)  et  écrire 

«{A  — aï)  =  4-m*. 

Sur  h  comme  diamètre ,  décri- 
vons une  demi-circooftrenca; 
prenons  GG=m/  CD  et  CD'  sont 
les  deux  racines. 

m  ne  peut  dépasser 

En  prenant  cette  valeur  limite, 
la  surracc  du  rectangle  donné  par 

4 


ou 


d'où 


b  — 


4 

h 


Le  plus  grand  rectangle  ebl  celui  qui  est  donné  par   x==  . 

2^  On  parvient  ainsi  à  un  théorème  que  nous  aurons  occasion  de 
démontrer  par  diverses  méthodes  ;  on  peut  donc  consigner  le  résultat  i 
suivant  : 

303  (o).  Théorème.  Le  rectangle  maximum  que  Ton  pcul  inscrire  d<îw< 
un  triangle  donnée  a  pour  bcuse  snpérieitrc  ta  droite  qui  joint  ies  poinU' 
milieux  des  deux  eôtéa  latéraux  du  triangle. 


304.  9k«bléme.  Inscrire,  dans  un  triangle  ABC,  un  reciamjle  tel  qut 
la  somme,  ou  la  différence  de.s  carrés  des  côtés  agacent»,  égale  un  carré 
donné, 

La  première  partie  du  problème  a  été  résolue  graphiquemaiii  (qo  idS^, 
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mais  il  n'en  a  [.oint  été  de  màme  de  la  seconde;  voici  d'ailleuro  la  solu- 
tion algébrique  des  deux  parties. 


Au  lieu  de  construire  direclement  les  radues,  résolrons  Téquation  : 


(6«  +  ii^)' 


6^  A*         "~      (6«  +  Â*)* 

Ollr  ♦.•xpresi-ion,  bieu  qutî  déjà  tort  compliquée,  se  construit  cepen  l  int 
aussi  facilement  que  les  précédentes;  mais  elle  exige  un  plus  grand 
nombre  d  upèralions. 

Le  Duméraleur  peut  s^écrire  :  — |-a^  — fe'M.  Le  premier  terme 

de  la  parenthèse  est  le  carré  de  la  quatrième  proportionoelte  ^  ;  puis 
on  ajoute  ce  carré  à  «t^  et  on  soustrait  ft*. 
Soit  m-  la  valeur  obtenue,  on  a  alors  : 

Et  le  problème  est  ^inverse  de  {fj)'.  il  consiste  à  trouver  une  ligne  a; 
qui  soit  à  une  autre  ligne  {kzhmi  dans 
Ifc  raf.port  des  deux  carrés  A*  et  {h^-\-b*). 
Oq  peut  écrire  : 

A  ^  w  "~  A»  +  6« 

'Voir  (A].  n*»4). 

Soient  AB  =  KC  =  h  ;  CB<  égale 
dODcd'-l'A'.  Puis  sur  les  cotés  d'un  angle 
droit  prenons  BD  =  B(:,  BE  =  BA=/i; 
abalseoBs  la  pcorpendiculaire  BF.  On  a  : 

^=^,^^2  .  Puis  prenons  FO  égale, 
ptr  exemple,  à  (A+ m);  menons  OG  parallèle  à  HF,  et  GH  parallèle  à  DO. 

 HI  h* 

^  wra  :  ÏÏTôiï  h  +  nT  =  fc«  +  6* 


Ti%.  m. 


Aaaiogue  au  précédent. 


L 
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30^  (à).  Relatiom  ptinoipalet.  En  employant  les  lieux  géométriques,  il 
est  très  facile  d'imaginer  un  grand  nombre  de  questions  qu'on  peut  traiter 
comme  la  précédente.  En  appelant  a;  et  y  les  deux  parties  d'une  droite  à 
mener,  ou  les  deux  dimensioDS  d'un  reciaogle  à  con&lruire,  etc.,  ou  a  les 
six  relations  suivantes  : 

(a)  ic-^^f  =/»  I  La  somme  ou  la  différence  des  Tariables  égale 
(h)  x  — y  =ii   )  une  longueur  donnée. 

^   m  j     Le  rapport  des  ?ariables  égale  un  rapport 

y  ni  donne. 

,  )     Le  proiuit  des  variables  égale  une  valeur 

(d)  Xi,  =«•    j  ^^^^^ 

(e)  x*  +  y*=ia^  |     La  somme  ou  la  différence  des  carrés  des  ts- 

(f)  x^'—y^^a^  \  riables  égale  un  carré  donné. 

305  (bK  Autres  relationf.  Telles  sont  les  SIX  relations  élémentaires  que 
l'on  rencontre  ordinairement;  mais,  dans  une  question  donnée,  on  pour- 
rait poser  :  m.r-±:  vy  z=  p  ou  mx* =  a',  m  et  n  étant  des  coclti- 
cicnls  (juelconque.- :  ou  môrne  établir  toute  autre  relation. 

Lorstiu'on  rîioisit  une  des  relntion?;  prt'rédentes  (a,  bf,..f'  comm'» 
relation  fondamentale,  les  cinq  autres  relalions  permettent  de  po.erciaq 
problèmes  dilTérents. 

Exemple.  Jj's  dexuc  segments  d*une  corde  menée  par  un  point  fi^, 
pris  à  l'intérieur  (Vu ne  circonférence,  donnent  un  produit  conBltwt  On 
peut  demander  les  cinq  questions  suivantes  : 

(o).  Problème.  Par  un  point  pris  dam  une  circonférence,  metic^ 
une  corde  : 

(a)  qui  égale  une  ligne  donnée  x  -l-*  y  ^  P  * 

^b)  dont  la  di/l'crence  des  segments  cyale  une  longueur  donnée  04 
X  — y  =  d; 

(o)  qui  soit  divisée  par  ce  point,  dans  un  rapport  donné  o**  y  —  < 

fe),  (f)  telle  que  la  somma  ou  la  différence  des  carres  des  segments  oH 
une  valeur  donnée  ou    x'        =  a^- 


906.  Lîenx  geonéiriqiwf.  Pour  avoir  une  relation  entre  deux  quanti! 
variables,  on  peut  utiliser  les  lieux  géométriques  connus  :  Toici  quelqueij 
uns  des  plus  simples  et  des  plus  employés. 

1.  Lorsque  la  hauteur  et  la  base  dVn  triangle  sont  égales  entre  elle^ 
tout  rectangle  inscrit  a  un  périmètre  constant  (n»  257). 

2.  Le  rcctaji*3^lc  inscrit  dans  un  cairé,  et  dont  les  côtés  sont  parallèlt 
aux  diaL'Onalcs  du  carré,  a  un  pvrimHre  conhtant  1  ri  '  19). 

La  suiHiuv  de>  di-tances  d'un  point  quelconque  de  la  base  d*UD 
angle  isocèle  aux  deux  autres  côtés  e.'^t  coiii^tanto  (n^  20). 
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4.  La  samme  des  rayons  Yeeteurs  d'an  point  de  TelUpse  est  constante. 
(G.,  n»  ei3.) 

Dans  tons  ces  cas,  Téquation  générale  est  :  ap-(-y=:p. 

5.  Dans  les  n^  i,  2,  la  différence  des  côtés  adjacents  est  constante 
lorsque  le  rectangle  est  ez*in8crit  ;  il  en  est  de  même  dans  le  n<»  3  quand 
le  point  est  pris  sur  le  prolongement  da  triangle  isocèle ,  et  enGn  pour 
riiyperimle.  (G.,  nfi  647.) 

On  a  donc  :    x  —  y  =  d. 

Le  rapport  edl  constant  lorsqu^on  considère  ; 

6.  Les  distances  d'un  point  quelconque  d^une  droite  à  deux  autres  qui 
la  coupent  en  un  même  point  (a°  60)  ; 

7.  Les  dislances  d'un  point  de  la  circonférence  à  deux  points  fixes 
(G.»  n«  atn  et  £.  de  G.,  n»  61)  ; 

8.  Les  distances  d*un  point  d^une  ellipse  ou  d*une  hyperbole  à  un  foyer 
et  à  la  directrice  correspondante  (G.,  n~  845  et  830)  ; 

9.  Les  distances  d*un  point  fixé  aux  points  où  toute  droite  menée  par 
ce  point  fixe  coupe  deux  parallèles  (n*  63). 

10.  Ouestion  analogue  pour  deux  circonférences,  en  prenant  pour 
point  fixe  un  des  centres  de  similitude  ;  on  a  :      =  —   (n^  66). 

Le  produit  do  deux  lignes  est  constant  quand  on  considère  : 

11.  Les  deux  segmenta  d^une  corde  menée  par  un  point  fixe  (G., 

12.  La  sécante  entière  et  sa  partie  extérieure  quand  le  point  est  fixe 

(G.,  n«261);- 

13.  Les  rayons  Tectcurs  réciproques  des  figures  inverses  (n^*  223,  321, 
225); 

14.  Les  distances  d^un  point  quelconque  d^une  hyperbole  à  ses  deux 
asymptotes  (  n<»  78  et  79). 

Dans  tous  ces  problèmes  on  a  :  xy  =  a\ 

La  iùmme  des  carrés  des  distances  est  constante  : 

15.  Pour  le  lieu  géométrique  connu  (n®69"\; 

Toar  tout  point  de  TeUipse  par  lapporl  aux  deux  diamètres  conjugués 
égaux  (n'^  73,  2°). 

16.  La  difjêrrnce  des  carres  est  constante  pour  le  lieu  étudié  au  n°  71  ; 

17.  Pour  tout  point  d'une  hyperbole  équilatôre,  relativement  aux  axes 
ta»  73,  ^  et3«). 

307.  Reinarqu^  «ur  ie  choix  des  méthodes.  Les  ructhodes  parfirtdi^ref! 
n'ufil  j<'7th'i-  >iii' mie  valeur  relatwe  ;  le  grand  art  est  de  savotr  les  utili- 
ser tt  propos j  suwani  la  nature  de  la  question  à  traiter. 

Ainsi  il  convient  de  renoncer  à  Talgèbre  lorsque  les  deux  inconnues 
sont  liées  par  une  relation  fondamentale  trop  compliquée;  dans  ce  cas, 
on  peut  recourir  aux  procédés  particuliers  ou  à  Tinterseclion  des  lieux 
gé»3aiétriquôs. 

La  ?oici  un  exemple. 
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308.  Problème.  Par  h-  point  (1,  ifitiTsrcI ion  de  deux  t  ii  cuiiférenccs  A 
et  B,  mener  imr  sécante  El'  telle  que  les  cordes  CE,  CF  rcmpliss^U 
certaines  conditions. 

Cherchons  une  relation  entre  les  longueurs  Al ,  BM  et  les  rayons  des 
cercles. 


Fig.  199. 

Soient    i:\z=zx,    CM^y,    AE  =  r,    liF  =  R. 

On  peut  obtenir  une  rclalinn  entre  les  deux  deiui-cordes  x  et  y;  car, 
en  menant  AN  parallèle  à  la  sécante,  on  trouve  : 

AB«  =  AN«  +  BN«  ou  =AN«  +  (BM-AI)« 

Mais      AN  =  Jc  +  y,    BM=:Vk^-î/«,   Al=:>/r»  — a:» 

donc  AB*  =  (a? + yf  +  (vtt'*-y*  —  ^r*^^^' 

Cette  équation  est  trop  compliquée  pour  qu*on  puisse  remployer  ordi- 
nairement, bien  qu'on  en  trouve  un  exemple  dans  TAIgèbre  de  Briot*. 

Le  problème  x-{-y  =  p  est  résolu  ri-aprcs  (q'^  878)  ;  — «  =  ~-   (n®  96)  ; 

xy  =  a^  (n<>  1427).  On  trou?e  facilement  la  solution  pour  x^y  =  d 
(no  880). 

Remarque.  Il  csl  ulilc  d'étudier  aussi  l'exemple  .^^uivant;  pour  rertains 
cas,  les  solutions  directes  sont  très  simples,  mais  Palgèbre  reprend 
ravantage  pour  plusieurs  autres  cas. 

Exercice. 

301)  (•).  Problème.  Par  un  point  Appris  entre  les  côtés  OX,  OY  d'i4ti 
atigle  droit,  mener  une  sécante  limUée  aux  côtés  de  l'angle,  de  manière 
que  les  deux  eegnkenis  x  et  ^  de  la  droite  9oieni  liés  par  une  mlajié^H 
donnée. 

Soient  a  et  b  les  distances  du  point  A  aux  côtés  OX,  OY.  On  trouve  la 
relation:  a:V  =  «^  +  ^*  (1) 


*  BRtorr,  maître  de  oonMrenoet  à  l'École  WMiDalo  supérieure,  ftntenr  d'onmfee  c&usiqiiM 
très  eeUmée  :  Leçons  â^olgëbré,  de  géométrU  afUllyCiflW,  ete. 


Digitized  by  Google 


MBnOOB  ALGàiUUQflS  151 

En  se  reportant  au  n''  305,  pour  les  diTera  problèmes  è  se  proposer, 

on  connaît  les  solutions  suivantes  :  (c)  =  —  (n^  94),  {d)  onxy  =  a* 
KJï^  97). 

Le  calcul  a  néanmoins  ses  avantages  spéciaux,  car  il  permet  de  traiter 
(c),  (d),  (e),  if)  à  Taide  d*une  équation  bicarrée. 
Mais  (a)  et  (b)  donnent  une  équation  complète  du  quatrième  degré. 
Lorsque  dans  (1)  a =6,  la  relation  fondamentale  devient  : 

et  i'ùa  peut  résoudre  a]  et  [h].  On  tombe  sur  le  problème  suivant  : 

dOè  (b).  Problème  de  Peppns.  Par  un  point  A  pris  mr  la  bisneetrice 
(Ttifi  angle  droit  y  mener  une  sécante  telle  que  la  partie  (x-|-y),  compriBe 
entre  les  eûiés  de  cet  angle,  ait  une  longueur  donnée  p. 

A  Taide  de  quelques  artifices  de  calcul  on  résout  le  système  des  équa- 
tions (9  el  (a)  ou  x-^-y^p.  En  élevant  celte  dernière  au  carré,  on 
tiouve  aueceasiveoMBi  :  « 

L'équatioD  (2)  devient:  xV  =        — 2a^!/)- 
Oo  regarde  n^y  comme  inconnue. 

ary  =  ~     ih  \Ja^{a^  -h  p^i 
On  connaît  <îonc  îa  pomm^  (H  le  produit  des  deux  inconnues,  et  le  pro- 
blème peut  être  regardé  comme  résolu.  \, Algèbre,  n'*  231.) 


g  11  i.  —  Problèmes  sur  la  tauyeate  *. 


Hxercice. 


310.  FiuMème.  On  donne  une  demi-circonférence  ADG  et  une  perpen' 
dieulotre  PF  a«  diamèire  AG;  mener  une  tangente  EDF  Umiiée  à  ces 
deux  droites,  de  manUre  que  les  éUstanees  DE,  DF  sotenl  entre  ellee 


m 


dan*  un  rapport  donné  ^ 

DE  tfi 

Soient  OP  =  a,   OE  =  a;  et  -5pr  =  — 


En  prenant  DE  pour  inconnue  auxiliaire,  on  a  les  relations  suivantes  : 


Or 


DE*=««  — f* 

DE«  =  a;.HE 

HE  fit 
"PÎT  m+ti 

HE 

X — a  m^h 
HE=    ^    ix  —  a) 


(2) 


L 


9 


\\/»t 

1\ 


MCE 
— ♦ 


X 


Fig.  m 


*  Im  t'rr>bIètr>ot  relatifs  à  la  t;ing(mto  (n<*  310  à  319)  no  eoiit  donnés  qn'ù  csiasc  des 
■i^r»tjon«  notut^rposes  que  nous  allons  en  faire  dans  le«  questions  de  mairimtim  et  de  mini- 
mam  (vodr  cl  aprée       )M  et  ralvanti). 
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d'Où  JSE*  =  -fj^(d>-M)  (31 

(l)  6t  (3)  donnent  :     a?*  —  r»  =  'W+  n  ~ 

d*où  +  m .  oo:  —  (m  +  *t)r^  =  o  (4l 

—  amztJà^m^+^n{m  +  n)r'* 
jJqUC  a;  =  ï  — ^-^   \p>} 

Quanti  lé  facile  à  construire. 


).  Il  convient  d^examiner  avec  quelques  détails  les  deux  cas 
que  nous  aurons  à  utiliser,  et  même  de  les  traiter  directement. 


311.  Problème.  Mener  une  tangente  FDF,  limitée  à  un  diamèirc  pro- 
longé ACE,  et  à  une  perpendiculaire 
PF  à  ce  diamètre,  de  mam*  re  que  le 
point  de  contact  D  soit  au  fuilu  u  de  la 
tangente  EDF. 

Lor-qiie  DE=:1)F,  »<=n.  Daos  ce 
casi  la  formule  (5) 


devient  «=- |-±y/-^  +  2^  (^) 


Directement  on  aurait  : 


_    x{x  —  a) 


Fig.  201. 


d^où 


D£*==OE.HE=: 

et  DE«=x«  — r« 

2aj'  —  2i^= —  «a? 

x^'\-ax  —  2>-'  —  0 


a   ,  .  /a^  r 


2r* 


ou 


-'V — 


(G/ 
(G  (hV^ 


Mais  de 
on  peut  déduire 


a?(a?  +  a)  =  2r*  (7) 

Construction.  (7)  revient  à  construire  on  rectangle,  coonaisaant  la 
surface  2r^  et  la  différence  a  des  deux  c6t68  a-^-xeix;  mais  il  est  «iissi 
facile  de  construire  (6)  que  (7). 

Prenons  OB  =  —  -|>  (il  suffit  de  porter  vers  la  gauche,  la  demî-lon* 

gueur  de  OP)  ;  élevons  une  perpendiculaire  CG  égale  à  CO  =  r  ;  d'où 

0G«  = 
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Reportons  OG  de  0  en  L;  BL  représente  le  radical,  car 

BL«  =  ~-  +  2r^ 

pois  du  centre  B,  avec  BL  pour  rayon,  décrivons  une  demi-circonfé- 

OE=:^0B  +  BL  =  ^|  +  y/| 

OE'  =  -0B-BL  =  -^-^Ç  +  2r' 
312.   Cdlctdl  de  PH  et  de  bH  ;  de  PH'  et  de  O'H'. 


T\  nce 


fltf.  202. 


DG  ou  r>M  ^IZl+J^+W-^  -  -aa+^^gîTSpr 
DH*  =  OH .  HE +^]  (  ^  «L) ^  a» 


(i) 


oa 


16 


(2) 


3»  Il  suffit  de  Unir  compte  de  la  valeur  absolue  de  Û'G',  et  de  prendre 
PH'  ou 

-  "16 

lyH't  =  "T  g'  +  4r«  +  a>/o*  +  8r» 
ou  S 


(4) 


7* 


Digitized  by  Google  ^ 


154 


EXBRaCBS  DK  oéOMBTRIB 


313.  Dmoummb.  Dans  la  mise  en  équation,  nous  ayoos  supposé  que 
la  longueur  a  ou  OP,  perlée  vers  la  droite  du  cenire,  était  positive.  En 
prenant  OP^  =  OP,  etc. ,  lea  réponses  géométriques  seraient  identiques 
aiiz  précédentes,  mais  la  plus  petite  tangente  FDE  serait  à  gauche  du 
centre  et  réciproquement  pour  E'F'  ;  il  suffit  donc,  comme  élude  géomé- 
trique, de  faire  varier  la  longueur  a  depuis  zéro  jusqu'à  plus  Tinfiol. 

1°  a  est  nul. 

G'e8t-à*dire  que  la  perpendiculaire  PF  passe  par  le  contre. 

La  formule  (6)  ou         —  y± y/-^  +  2r* 

donne  deux  racines  égales,  car  elle  se  réduit  à 

»  =  ±rv^2 

ainsi  qu'on  pouvait  le  prévoir,  car  les  deux  tangentes  deviennent  les 
côtés  du  carré  circonscrit. 

a  >»  0  mais  <  i* 

Les  deux  valeurs  sont  réelles  et  plus  grandes,  eu  valeur  absolue,  que 
la  longueur  r;  par  conséquent,  on  peut  mener  les  deux  tangentes. 

3»  a  =  r 

La  formule  devient 


•'=--I±V^4+2'""'(T) 


2^4—1  — 2r 


Le  point  E  se  confond  avec  le  point  G.  —  Le  point  £'  donné  par 
x=  — 2r  est  le  sommet  d*un  triangle  équilatéral  dont  E'C  serait  la 
hauteur. 


a 


La  valeur  négative  donnée  par 
le  signe  inférieur  du  radical  sera 

plu?  trrande  en  valeur  absolue 
que  ir,  par  suite  la  tangente 
E'F'  pourra  être  men<  e  ;  mais  il 
n*en  est  plus  de  même  de  EF, 
car  la  valeur  positive  est  plus 
petite  que  R. 

314.  Béramè.  Au  point  de  vtie 
gêoméli^Hc ,  quel  que  soit  a,  \\ 
y  a  au  moins  une  tangente  qui 
répond  à  la  question;  il  y  a 
(ieux  tangentes  lorsque  la  va* 
Pig.  203.  ^^^^  absolue  de  a  est  plus  petite 

que  r  ;  mais  il  n*y  en  a  qu^ttite 
lorsque  a  est  plus  grand  que  r  ^flg.  203),  car  le  point  E  se  trouve  entre 
A  et  C ,  et  par  ce  point  E  on  ne  saurait  mener  de  tangente  à  la  demi- 
circonférence  AG. 
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3|j>  Problème.  Mener  win'  faïKjrute ,  de  mmiière  que  la  partie  DE, 
UmUée  au  diamètre,  soil  double  de  DF. 

ms5  2n 


La  formule      jp  =  — -^^  _  _ _  -t_  ^ 


(kfieni 


(8) 


Kîg.  201. 

Cwuiruetioft-  Prenooa  0B  =  — a;  CG==n 
Elevons  GK  perpendiculaire  sur  OG  ;  prenoo»  GK=r; 
^  a  :  =  3r2 

UB  peut  •USbI,  ciu  point  G  comme  centre,  couper  la  perpendiculaire  oL 
.«c  hd  rayon  é^al  ^     ^  '  serait  la  hauteur  d'uo  triangle  équila- 

Sèral  dont  AC  serait  la  base. 
Reportons  OK  de  O  en  L,  puis  BL  de  B  en  E  et  en  E'. 
ciaa;  0L«  =  3r* 

OE'  =  -  a  —      +  3t^ 

Ranarme*.  1*  ^*  valeur  négative  —  a  — +  toujours 
V  '  -  -rande  ea  valeur  absolue  que  le  rayon;  pour  avoir  la  valeur  limite 
*k  8  qui  aonoe  ane  longueur  positive  plus  grande  que  r,  posons 

L  —  a  +  V'a^  +  3/-'  =  r 

r  2rs=2ar;  d'où  a=sr 
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Aiasi ,  comme  dans  Vezemple  précédent,  lorsqae  a  alteiot  la  valeur 
r  ou  dépasse  celU  valeur,  il  n'y  a  qu'une  seule  tangente. 

2o  Pour   a  =  r,   on  a  : 

La  valeur  +r  correspond  à  la  perpendiculaire  PF  (ûg.  204),  ai 
taogenle  à  la  circonférence. 

316  fa)  Cas  partiouUe».  I^Cm  (fig.  205).  EiamiûonB  le  caa  où  les  A 
droites  rectangulaires  OE,  OF  passent  par  le  centre,  et  calculons  <J 
OL  en  fonction  du  rayon.  Sans  recourir  à  la  formule  géDéralc«  on  tr« 

imaiédiateEnent  : 


d'où 
puis 

d'où 


OE 

OE.Oll  =  r%   ou  UL.-y-^»-* 
OE*  =  âr« 

OL.OF  =  r*  ou  OF.-g-OF=:r« 
OF«  =  -|r« 


Mais  OH  est  le  Uers  de  OE  ;  OH^  égale  donc  -g-  OE* 
d'où 

m  A  Q 

0L=-|0F;  OL«  =  ^OF«  =  -g-XY*'* 


OH«=:-y 


d'où 
Ainsi 


OL«  =  yf^ 

0L»=2.0H* 


F 

11 


] 

B 

Fig.  m 

0     H    c  X 

Fig.  205. 

316  (b).  9«  Cm.  (Qg.  206). 
On  a  déjà  TU  que  ^=  { jlsr  (o*3i6, 

La  première  valeur  correspond  au  point  P  ;  et  c'est  la  tangente  don 
FF  elle  -  m <^ me. 

La  seconde  valeur  —  3r  donne  OE  ;  ainsi,  en  ne  tenant  compte  qu< 
la  valeur  absolue^  on  a  : 

OE  =  ai';   PEr=4r;  AE  =  AG  =  2r 


Donc 


r 


;  CU=:^ 
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PF=yDH:  «Jonc  PF  =  rVÏ 
317  (a).  Calcul  de  PH  et  DH,  lorsque  DEr=2DP. 


157 
(D 
(C) 


I 


Fig.  207. 


3 


DH«=OH.HE={PH+«).ÎPH=''-+«^"J  +  3'^-  .  ^l^^^J^I^'^* 


9    U) 

La  valeur  absolue  de  PE'=  OE' +  a  =  +  a  +  v'a^  +  3r- +  a 


D'il'*  =  r-^  —  Uii^  =    -  (Ph'  —  a;*  =    -  ^:n£L-t-^+  ?riy 


PFi  =  (|DH)^   donc   PF.=^=:M.+  6r\^2«V«*  +  3r« 

I  r  —  A  ^"■) 

317  (b).  W«to>  N0Q8  n'avons  résolu  l^prcMème  de  la  tangente  que  lorsque 
las  doOT  droites  passent  par  le  centre  du  cercle  (n*  2t4),  ou  lorsqu'une  des 
droites  passe  par  le  centre  et  que  l  aogle  des  deux  lignes  est  droit  (n««  310  à  317)  ; 
■Mis,  dans  le  cas  ^^éaéraJ,  les  deux  droites  déterminent  quatre  arcs  dilTérents;  il 
y  a  rju'ttre  solutions,  et  le  problème,  di-{)endaril  d'uno  équation  complète  du 
4»  de^ré,  n©  peut  èlre  résolu  en  n'employant  que  la  r^-ele  et  le  compas?. 

On  peut  obtenir  les  quatre  points  de  conlacl  par  1  iotorseclion  d'uiio  liypcr- 
boïe  et  de  la  eirconférence  donnée. 

(N.  A.,  1d69«  page  232.)  Le  problème  de  la  rschercfae  du  point  brillant  d'une 
ipbèfe  loraqu*oo  donne  la  position  du  point  lumineux  et  celle  de  YœW  do  spec- 
taleiir  pool  être  ramené  A  la  question  précédente  (page  &3i). 
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Exercice. 

318  (a).  PMblèine.  Un  segment  parabolique  ABC  est  limité  par  une 

corde  BC  perpendiculaire  à  Vaxe  de  la 
courbe;  mener  une  tangente  FEG, 
telle  que  le  point  de  amtMt  E  aaU  le 
milieu  du  segment  FG,  limité  à  la 
corde  prolongée  et  à  la  droite  GG, 
menée  parallèlement  à  Vaœe  par  Vex- 
t rémité  C  de  la  corde  donnée. 

Supposons  le  problème  résolu 

EF  =  EG. 

On  saii  que  le  eominet  A  dî?i^o  la 
sous- tangente  TL  en  parties  égales 
•  G.,  n''  U99);  prenons  pour  inconnues 
AL  ou  X  et  LE  =  2/;  soit  AM=ia; 
li\l  =  6. 

Les  triangles  semblables  GR1\  TLE 
donnent  : 

OR  _  TL 

"ivr  —  LE 


ou 

Car 
mais 

donc 

^1}  donne 


^  b  -y 
GR  =  GH-TL 
GH   ou   HC  =  AM  — ALssa-x;  TL  =  2aî 

GR=:a  — 

ay  —  3.f  </  =  2bx   ou   3^»/  -{-  2bx  —  ay  =  o 


k2) 


11'^  h* 

L^èqualion  de  la  courbe  donne  £.  =  „ 


<G..  n«708) 


d'où 


ay* 


Cette  valeur  mise  dans  Téquation  (2)  donne  : 

-^^+?Byl^ay  =  o   ou   'àay' + 'laby  -  ab' =  0 


û'où 


—  o6  -h  Ja^b*  -\-  3a*6* 
•V=    -  Za 

V  —+^  et  y  =  — 6 


La  racine  positive  conduit  à  xs^-g",  donc  AL  est  le  neuvième  de 

AM.  Par  le  point  L,  ainsi  déterminé,  il  faut  mener  une  corde  ELD 
parallèle  à  BC. 

La  racine  //  =  —  b  donne  3?  =  a. 

On  retrouve  ainsi  la  corde  CB;  celte  valeur  ne  correspond  point  direc- 
tement à  la  question  proposée. 

318  fb).  Rcnum|ues.  l^'  Au  chapitre  des  rnarinm  et  des  mùrima 

(n»  365)  ,  nous  verrons  qu'à  la  corde  i;E  déterminée  par  la  tangente  1:  G, 
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dont  le  point  de  contact  est  le  point  milieu,  correspond  le  ivapèze  maxi- 
wHM  BCDË  qu^on  puisse  inscrire  dans  le  segment  parabolique  BAC. 

(6  \  8 

32 

L'aire  du  trapèze  =  ^  ab, 

2 

L'aire  du  segment  parabolique  BAG  =  -jAM.BC   ^G.,  n''^*  707  et  98i) 


86  , 
27- 


36 


1  8 

ou  les 


du  segment 


égale  -^a  .  20  =  ou 

donc  Taire  du  trapèze  maxinuoii  est  les 
parabolique. 

2«  Pour  un  segment  terminé  par  une  corde  quelconque,  il  faut  consi- 
dérer diamètre  conjugué  à  la  corde  donnée.  L'équation  de  la  parabole 
rapportée  à  un  diamètre  quelconque  et  à  la  tangente  parallèle  aux  cordes 
conjugTiées  étant  de  môme  forme  que  l'équation  de  la  courbe  rapportée 
à  Taie  et  h  la  tangenlo  au  sommet,  la  recherche  du  IrapÔze  maximum 
inscrit  e>t  identique  à  la  pr('>ccflcnte. 

On  sait  que  le  diarnrfrc  coHjif'jKr  à  un  .système  do  cordes  est  le  dia- 
lu^fre  qui  di%'ise  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  parallèles  à  la 
fiirectioa  dooxiée. 

Nombre  de  solution»  d'uu  problème. 

319.  On  sait  qn^ane  équation  a  autant  de  racines  qo^il  y  a  d*aDitë8 
dans  le  nombre  qui  exprime  le  degré  de  celte  équalion  ;  néanmoins  un 
problème  de  géométrie  a  parfois  un  plus  grand  nombre  de  solutions  que 
k degré  de  Tèquaiion  obtenue  pour  déterminer  Tioconnue. 

Nous  en  donnons  un  exemple;  mais  il  arriTe  encore  plus  fréquemment 
que  les  solutions  géométriques  sont  moins  nombreuses  que  ne  le  corn- 
pofferaii  le  degré  de  Téquation ,  parce  que  certaines  racines  ne  peuvent 
être  acoepté08« 


3ÎÛ.    Problème.     Par  h' 

j^oiitt  rnilicH  rVitu  an-  de 
(^rclr,  r,}('ucr  Un'^'  droite 
f*ll€  quv  le  segment  rom^ 
j'Hî  entre  la  corde  de  l'arc 
d  Vautra  jKtriir  de  i"  rir- 
C'mfêrr.nce  ait  une  longueur 
d/mnêc  1. 

t  RA>  '  - 1  t  R,  Cours  de  Ma- 
Lhérfntf}<j'(*  s^  toraC  I*.) 

î*uppo-ons  le  problème 
ftsolu,  et  MN  —  ^• 

Prenons  CM  ,  ou  x  pour 
inconnue  ;  soit  OA  =  a. 


^'1 


> 

Pig.  209. 


*  FkASTCoCT,  179 s -ISA»,  Toir  cl -après,  n«  100». 
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Un  sail  qu^on  a  :       CM .  ôN  =  OT)  .0B  =  «'  (o<»  68, 2-) 

.Ttx  -f  /)  =a* 

Go  peut  delermiuer  Pinçon  nue  en  cherchant  les  côlés  d'un  rectangle 
ayant  t  pour  différence  et  a*  pour  |  r  xiuit. 
Un  peut  aussi  résoudre  Téqualiou,  et  Ton  trouve 

Construction.  Sur  une  droite  parallèle  à  AC»  prenons  OE=OA==<i. 
Elevons  une  perpeadiculaire  EF  égale  à 


On  aura 


Puis  reportons      de  F  en  G  et  en  H.  La  longueur  OG  représente  li 

première  racine  et  OH  la  seconde.  Or  il  y  a  quatre  solutions  géométriques. 

Car  PQ  répond  à  la  question  proposée  aussi  bien  que  MN.  Il  y  a  en 
outre  les  deux  solutions  géométriques  M'N^  P'Q'. 

321  (m).  aeoMrqiM.  Le  problème  précédent  peut  s*énonccr  comme  il  suit  : 

Construire  un  triangle  ANC  (ce  triangle  n'est  pas  tracé),  connaissant 
la  base  AC ,  l'angle  N  opposé  ce  la  longueur  1  de  la  Itissectrice  qui  part 
du  sommet  N, 

Les  deux  triangles  ANC,  AN'C  ne  différent  que  par  leur  position. 

Les  triangles  APC,  AP'G  ne  répondent  pas  à  la  nouvelle  question,  ear 
Fangte  APC  est  supplémentaire  de  i^angle  inscrit  dans  le  segment  ABC, 
mais  il  correspond  à  la  question  analogue  :  Construire  un  triangle  APC, 
connaissant  la  base,  la  valeur  AOG  de  l'angle  opposé  P,  et  la  longueur 
PQ  de  la  bissectrice  extérieure  qui  part  du  sommet  P. 

321  (bj  Vote  L'emploi  du  problème  contraire  (n*  213)  et  de  la  question  quaa 
vient  de  résoudre  (o*  3*20)  doone  une  Mlution  très  simple  du  Problème  de 
JPappus  (ti<>  309);  mais  cette  solution  est  ÎDdîrecle;  it  en  existe  plusieurs  suures 
plus  ou  rooinB  algébriques;  Tune  d'elles  est  de  Pappus  lui-même.  Newtonsdi 

donné  plusieurs».  On  peut  consuUer  les  ouvrages  suivants  ; 

Nouvclli's  Annali's.  if^'il ,  paire  ^i^^ ,  rn<lo  de  M.  Abel  Tran.son  ;  TôU'our 
indique  six  solulious,  dont  plusieurs  s'appliquent  à  un  angle  doiiue  (pieiconqu'  . 

Dans  les  Examens  et  compositions  de  Matliémaliques,  par  MM.  MojaENULiu 
et  FiUNCK,  OD  trouve  jusqu^à  dix  soluliODs  différentes;  mais  Tanglc  donné  e$l 
toujours  droit. 

Les  Questions  d* Algèbre  de  M.  Df^boves  reproduisent  deux  des  solutions 
données  par  Newton,  et  en  indiquent  plusieurs  autres.  (Voir  (Hieffions  Algèbre, 

2*  édition,  n"  231.) 

Voir  aussi  nos  Exercices  d'Algèbre f  4"  édition,  n»  1 W7  et  nos  Exerviceê  de 
Trigonométrie,  n"  4'4l. 


§  IV.  —  Relations  namérlques. 

322.  Recherche  des  relations.  Pour  découvrir  OU  démonfrer  les  relo- 
lions  qui  existent  entre  les  diverses  parties  d'une  figure  donnée,  on  a 
recourà  aux  figures  semblables ,  aux  propriétés  du  triangle  rectangle  ou 
à  des  relations  préalablement  établies. 
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383.  Pkobltoe.  Par  nn  point  fixe  A ,  on  mène  une  sécante  MAN  rywi 
ewpe  les  côtés  d'un  angle  XOY.  Quelle  est 
la  relation  gui  exUte  entre  les  distances 
CM»  ON? 

Puisque  le  point  A  est  donné  »  on  peut 
mener  les  parallèles  AB ,  AC  et  chercher  à 
eiprimer  CM. ON  en  fonction  des  lon- 
goeara  connues  6  et  c. 

Les  triangles  ABM,  NOM  sont  semblables 
et  donaent  : 

AB          BM     _      c  OM 

ONT 


ou 


c 


OM 


FIg.  2i0. 


d»eù  OM.0N=:c.0M  +  6.0N  ou    q^^i  + 


=  1. 


324.  Remarque.  Lcd  poiûls  B  et  C  sonl  connus,  on  peut  dune  les 
prendre  respeclivcmeot  pour  origine  des  distances  BM  ou  a.-  et  CN  ou  y, 
et  l'on  trouve  une  relation  très  simple  entre  x  et  \j. 

Les  triangles  semblables  ABM,  NCA  donnent  : 


AB  y 

X  —  AC" 


c  y 
OU    —  =  4- 
X  h 


d'où  xy-suhc 
Le  produit  des  segmenU  x  et  y  est  constant. 


92î;.  Problème.  Du  point  milieu  de  la  base  AB  d'un  triangle  isocèle , 
on  décrit  une  demi- circonférence  tan' 
gente  aua;  deux  autres  côtes;  une  tan- 
gente MN  ctfupe  ces  côtés  :  trouver  une 
rtlaHan  entre  les  distances  AM  et  BN. 

Les  triangles  AOM,  BON  sont  équi- 
«Bgtes. 

En  effet  y  les  angles  formés  au  poini  0 
soat  égaux  deux  à  deux  : 

isl   2=2  et  dr=d 

Or  l'angle  N  est  le  complément  de  i  ; 
nnis  1  est  aussi  le  complément  de  (3  +  2):  donc  AOM=N,  et  comme 
AsBy  les  deux  triangles  sont  semblables,  et  on  a  : 

W'^W'   ^^^^  AM.B.\  =  AU'^ 
Ainsi  le  produit  des  distances  AM,  B\  est  conslant. 
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Eseroioe. 

32U.  Problème.  Lorsqu'on  a  deuju  poinl^  Jln-s  A  et  R  sur  une  circon- 

frrriice,  ainsi  qu'une  corde  KF  ilonnce  de  po- 
siliif7i  cl  qu'on  joint  un  point  quelconque  C 
de  la  ririotiférence  au.r  deuj-  points  fixes,  h 
corde  V.V  se  trouve  divisée  en  irais  segmenté 
KM,  \IN,  M';  trouverane  reiaiiùn  €nire  cet 
(rois  scqinents. 

Par  le  point  A,  menons  une  {larallèie  à  EF 
rl  joignons  l(!  point  D  au  point  B  et  prolûD- 
{.'cons  jusqu'à  la  rencontre  avec  EF. 

Les  Irianj^les  MON,  NBO  sont  équiangles, 
car  les  angles  N  sont  égaux,  et  C  =  0 ; 

1 


En  elîel, 


1 


C  =  2 
1 


1 


donc 


i)  =  ^  ^i:ai)  —  bf)  =  -i-  (i: Auu  —  bF) = adb 

MN  NB 


MN.NO  =  CN.NB 


Mais 
donc 

d'où 


„  ,  EN  -  MN 
d'où   -  ^^jj,^-  - 


-  m 

CN.NB  =  EN.NF 
EN.NF  =  MN.N0 

_   _  NO 
MN     W  ' 

EM  FO 

W  =  W  MN 

Mais  OF  est  une  quantité  constante  pour  les  points  donnés  A  et  B  : 
donc  (I)  exprime  une  relation  entre  les  segments  rariables  EM,  MN»  NF 
et  une  constante  OF. 


d'où 


EM.NF 


NO  -  NF 

NF  ' 

=:0F 


iCxeroice. 

387  (tt).  Théorème  d*Euler  \  Dam  tout  triangle  ÂBC  ta  diêtance  é  du 

centre  du  cercle  inscrit,  ayant  r  pour  rayov, 
au  centre  du  cercle  eireonserii  dont  B  est  t^ 
rayon,  est  donnée  par  la  relation 

Soient  Ol  =  ci;  OD  =  B;  U=r 
Â  cause  des  bissectrices  AID,  BlË,  on  a  : 

Arc  BD  =  CD  ;  arc  AE  =  CE 
(Jonc         l'arc  DCE  =^  DU  -f  AE 
et  l'ongle     DBE = angle  BIB  ; 
4l*où  BB  =  Dt 


Fig.  213. 


*  Ce  Théorème  iVI^Ucr  a  été  publié  en  I74i.  (ÎJ.  A.,  1844,  page  897.) 
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Le  diamètre  DuK  est  perpendiculaire  au  milieu  de  BG;  donc 

BD-   ou   Dl*  =  DG.DF 
Dl»=2R.DG 

l»u  point  I ,  abaissoDs  la  perpendiculaire  IH  sur  le  diamètre  DF.  nous 
inroos  : 

ni«=IO«4-OD«-2.0D.OH;   mais  DÎ»=2R.DG 
tooc  2R  X  DG  =  iT^  +  R2  _  2R,  OG  -  r) 

rf*-f-  H»  =  2I^DG  +  0G  — ri  =  2R(R~r)  =  2R«  — 2Rr 
iVù,  en  simpliûant,  el  mettant  R  en  facteur  commun»  on  trouve  : 

d«=R(R  — 2r)  (I) 

Attire  démansi ration  : 

RÎ  +  DI2-2R.DH 
=  R-  +  2B.  1)G-2R.DH 
=^n-^-2RihH  — DG) 
=  R*-2Rr 
=  R(R-2r) 

327  [h,.  Thcorénnc.  En  (Icsigmiitt  par  h'  rcifon  du  crrc/e  ex-inscrit 
ann^nl  au  côté  iiC  ou  a,     par  d»  la  dùiancc  correspondante,  on 


(Ç  =  R(R  +  2r*) 


AppfiMlioM  dot 


(?) 


I        Dana  la  méliiode  algébrique,  les  relations  jouent  un  rôle  analogue 
I  criuî  que  remplissent  les  lieux  géométriques  dans  la  résolution  gra* 
tti^quc  des  prolilèmes. 
î  '  formule  obtenue  établit  une  première  équation  entre  les  inconnues 
proMéma.  Ëo  voici  quelques  exemples. 


r 


Problêsike.  Chi  donne  >lrnx  tangefïtes  à  un  cercle;  mener  une 
lroi*ièrne  tangente  telle  que  h-  segineni 
^i'-rtepté  sur  €^ite  ligne  par  les  deux 
^miéres  ait  une  longueur  donnée  1. 

Meaoos  le  diamètre  perpendiculaire  à 
k  droite  OC ,  qui  joindrait  le  centre  au 
Ipsiat  de  concours  des  tang^tes. 

Soient  AO=a,  AP=B0=6;  PM=a;, 
.^ait  que    M  N  =  M  P  f  NQ 


r 

i 


Aliii-BN=o«  (n«3i5) 
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Mais  X'\'y  =  l 

donc  a?y=ra'  —  6*  — W  i 

La  question  est  ramenée  à  un  problème  connu,  car  on  coooait 
somme  et  le  produit  des  iocoimuci  ^d'^  296,  et  Alg,^  n°  231). 

330.  PwMèmià*  On  dorme  une  circonférence,  une  corde  fixe  EF 

deux  points  A  ^  B  $ur  la  dreonférence  ;  Iroicn 
èur  la  courbe,  un  point  C,  tel  que  les  droi 
AC ,  BG  interceptent  sur  la  corde  EF^  à  par 
du  point  milieu  G  de  cette  corde,  des  m 
ments  GM ,  GN  dont  le  produit  égale  un  cat 
donné  k*. 

Employons  la  relation  connue  (o»  326)  : 
MK . NF 

Fig.  215.  MN  ""^*^ 

Soient   GE  =  GF=:a;  F0  =  6/  MG  =  aî  et  GN  =  y 

On  a  Slzz^J^zJli^i, 

x-\-y 

cl  xy  =  k^ 

(1)  devient  a*  — a(a;-J-y)  +  «|/  =  fr(«  +  y) 

remplaçons  xy  par  sa  valeur  ft*,  nous  aurons  : 

o*  +  &*  =  (a  +  6)  {X  +  y) 

d'où  +  y  =  — 

La  question  peut  être  regardée  comme  résolue,  car  (2)  et  (3) 
connaître  la  somme  et  le  produit  des  deux  inconnues.  {Algèbre,  n»  ' 
et  Exercices  de  Géométrie,  n^  296.) 

Construction.  Prenons  ÏII  —  GF  =  a,  IJ  =  FO  =  b,  la  perpeac 
laire   IK  =  ^,   on  aura   IiK^  =  a'-4- 


I 


/ 

% 

1 

» 
1 

I 

I  J 


Fig.  216. 


Reportons  IIK  de  H  en  L.  Décrivons  une  demi-circonféreace  ayaol 
centre  sur  HJ  et  passant  par  L  et  J ,  on  aura 

puis  coupons  la  demi -circonférence  PU  par  la  parallèle  KR,  on  aura 
et  SH  pour  les  segments  demandés,  car  PS. SU  =  A'. 

331.  Aenutfi|tte.  On  a  résolu  d'une  manière  très  simple  les  problï 
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ïtil  Ton  demandait  qu'on  eût  MN  =  l  oa  MG  =  GN  (n"^  101,  102,  -27o  et 
îldj  lieynarque)  ;  néanmoins  il  est  utile  d'examiner  la  solution  que  donne 
la  reldtion  connue  (n^  326) 

M  V  N  V 

!«  SoU  à.  tnmner  MN  =  I 
On  a  (fig.  217)  : 

ME  4-NF  =  2a-MN  =  2a-i  (2) 

Puis  (1)  deWcnl  }^^'^^^h 

d*où  ME.NF=fcl  (3) 

(3)  et  ("i)  donnent  encore  la  somme  et  le  produit  des  incoonucs. 
9»  Sait  à  trouver  MG  =  GN 

ME' 

La  relalion  (l>  devient     2a  — ^mT"^* 
I  Équation  du  second  degré  que  l'on  sait  résoudre  et  construire. 

3»  Soit  à  là'ouver  MO  — GN  =  rf 

Ainsi         MN=2a— EM-.(EM  +  d)=2a— 2EM-d 
La  relation  (  I  )  devient 

2d—  tSïE  —  d  ^  ^  Equation  du  second  d^ré. 


4A  Pour 


■GK^~n'       trouve   MG  =  ON 


MN=MG  +  GN  =  GN^+GN=;GN. 


n 


EM=a  — MG  =  a-GN.-^ 


m  _  fia— mGN 


U  relation  (i>  devient 

na  — mGN 


n 


.  (a  -  GN) 


GN 


=  6 


(«a-- mGN)  (a  —  GN) 
GN(m'+rî)  — 


Équation  du  second  degré. 


PfeoUèmes  d* Apollonius. 

332.  >'t/r  i//:'t<^-  droites  concourantes  OX,  OY  on  t/ori/ze  deux  points 
ftres  b,  F.  P'fr  lin  point  A,  mener  une  sécante  MAN  de  iiu(wière  qu'on 
Uunèdes  relalt-on^  auivantes. 


ï 
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(a)  Problème  dm  U  •action  do  raûon*.  Les  86gmeilU  DM,  FN  doiireot 

être  daos  une  raison  donnée, 


m 


à-dire  daos  un  rapport  douaé 


Prenons  BM,  CM  pour  inconnues^ 
on  aura  la  relation  générale  (n*  324} 


jcy  =  bc 

DM  rf  +  X 

puis  ou  j^^^  . 

d'où     nd  +     = +  rt» 

On  peut  regarder  le  problème  comme 
résolu,  car  (1)  est  du  second  degré  et  (2)  n'est  que  du  premier. 

(b)  Problème  de  la  section  de  roqpaoe.  Le  produit  des  distances  DM, 

KN  doit  égaler  un  carré  donné  k\ 
On  a  donc  : 

{d  +  x){f+y)=:k\'  df+dy  +  fx  +  xy^k* 
mais  j 7/  =  6c  (n<>  324)  ;  donc 

fx  -j-  dy  ^    —     —  d[ 
Les  équations  (1)  et  (3)  donnent  la  solution. 

333.  Atttrei  Problèmes.  Il  est  facile  de  proposer  plusieurs  autres  que&> 

tiOOB. 

(«)   On  veut  avoir  DM  +  FN  =;  i 

ou  d-\-x-{- f  ^y  =  l,   d'où   x+yz:=l-^d f 

{\j  el  (1)  doimcuL  la  somme  et  le  produit  des  racines. 


(d) 


DM  — FN  =  ^ 
il'\-x^{f+y)  =  l,   d*où  x^yssl^d-^ f 

OD.OM  _ 

n 


ou 


or.  UN 

e{x  -f-  h) 


m 
n 


(6)      Premier  degré. 


».  Nous  croyons  utile  de  donner  ici  un  troisième  problème 
célèbre  d'Apollonius  (n<>  334),  bien  qu'il  ne  se  rapporte  point  à  la  rela- 
tion utilisée  pour  les  deux  premiers. 

331  (a).  ProUèma  de  la  «ection  dètetminèe.  Étant  donnés  quatre  points 
en  ligne  droite,  on  demande  de  déterminer  un  cinquième  point,  tel  ç«<* 
le  fïToduit  de  ses  distances  à  deux  des  points  donnés  soit  au  produit  des 


distances  aux  deux  autres  dan^s  une  raison  donnée 


m 
n 


*  Nous  o<HuerTODS  lct>  dénominations  données  par  ApoUonlas.  (o  )  est  uoiuiuc  station  iU 
raum ,  paras  qn'tt  faut  que  las  segmenta  solaiit  èaiw  na  rapport  on  dam  ma  ivOdh  doniiM 

(II)  i  -i  nommf'  -  n  >n  V<.<p<rci-„  parce  que  le  produit  est  un  carré,  c'est  à-ilins  om  SST* 
fnc<.  l-<  troiMèmc  prûi>iLtin'  '  n'  ?>?,\^  o»t  appelé  «fdion  d^ermiftét ^  parce  que  le  rapport 

dei*  produit*  est  une  quanUtc  cunuuc. 
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Soit^nl  A  .  B,       D  les  jjoitils  donnés,  X  le  point  ciiorchc. 

Rapportons  tous  les  points  à  une  origine  commune;  Tun  d'eux  pour- 
rait èlre  pris  comme  point  de  dépari,  mais,  pour  plus  de  généralité, 
prenons  un  puial  quelconque  0. 


Il  A  B        C  D  X 

Fig.  219. 

Soient  OA  =  a  0B  =  6...   OX  =  ;r 

On  a  immëdiatemeot       pv  '  n v  =^ — 

ex • DX  n 

c'c8t*à-dire,  en  remplaçant  AX  par  op  — a.,.,  DX  par  a?  -  rf. 

(x  —  «)  (x --h)  ^  _m 

(jc  — c)  (0?— d)'  n 

Équation  da  second  degré  que  l'on  sait  résoudre  et  discuter,  car  elle 
o'est  qu*UD  cas  partictilier  de  Téquation  connue 

^S^^St^'  '  367.) 

Uya  donc  deux  snlations,  unr  seii!(  (  u  aucune,  suivant  le  cas.  On 
sait  deiermioer,  quand  li  y  a  lieu,  le  maximum  et  le  minimum  de  y, 

e*eBt>à-dire  de 

Ed  qd  mot ,  on  connaît  entre  quelles  limites        peut  varier  pour 

des  longueurs  connues  u,  b,  c,  d. 

Lorsque  les  seirmsnts  AB  et  CD  empiètent  Ton  sor  Tautre,  c'est-à-dire 
^nasd  le  point  B ,  par  eiemple ,  se  tronve  entre  C  et  il  n'y  a  ni  maxl- 
naoi  ni  roinîmam. 

(b).  Mot©.  Apollonius  a  publié  troi>  traités  :  JJc  Set  tione  ralionis  (de  la 
ft^Uon  de  raisoD),  De  Sectione  spalii  (de  la  section  de  l'espace)  Dr  Sci  txnne 
éeUmiinata  (de  ia  section  déterminée).  Ce  dernier  contenail  quatre- vmgi- une 


Uallst  a  Inidoit  le  premier  des  tfois  IrailéSi  et  il  a  rétabli  le  second  d'après 

1«^  iodications  de  Pappus.  (Voir  Aperçu  hUtorique,  pages  2i,  41,  i54;  et  Géo- 
mitne  sx(f}érieure ,  n*"  28i,  296  et  298,) 

Les  trois  Problèmes  d' AprtUmnm  comprenaient  un  grand  nombre  de  propo- 
iiiions,  parcf  r\\u-  bv-*  nricirn-;  dcmuntraienl  diroclement  chaque  cas,  chaque 
»ariété,  cii.i<|ue  fii^uro  dilliireiile  d'une  m<"nie  question.  Le??  p-énérali^^ation?  algé- 
briques et  aDalyliiiues  n'étaient  point  connueâ  ;  il  fallait  donc  étudier  laborieu* 
Ksient  les  dÎTerses  particalarités  que  pouvaient  présenter  un  tbéoràme  ou  un 
FoblèiDe  proposés. 

Le  problème  de  la  section  déterminée  revient  au  suivant  :  Sur  la  ligne  des 
<*^tm  de  deux  circonférences  données,  déterminer  un  point  dont  les  puiS" 

tsnrttf  relative»  à  chaque  cercle,  soient  dans  un  rapport  donné 

Cïr(x  — a/  (as  —  b)  {n  33 i)  est  la  puissance  du  point  cherché  X  au  cercle 
<*cnl  aar  AB  comme  diamètre.  (G  ,  n'^  829.J 

Raubt,  né  à  Londres  en  1656,  mort  en  1724;  célèbre  astrmxHne,  prédit  le 
\  THotr  de  la  comèto  qui  porte  son  nom.  Gomme  géomètre,  il  est  connn  par 
i  m  é'iitioo  do  Traiié  de.'^  coniques  d'Apolloniuii  et  par  le  rétablissement  ou 
[  U  pohiicatieo  des  traités  De  Sectione  spàtU  et  De  Sectione  rationis,  du  même 
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MAXIMA  ET  MINIMA 


332$.  Définition.  On  appelle  variable  une  quanttlé  qui  peut  passer  suc- 
cessivement par  difTérenls  états  de  grandeur. 

Deu.x  variables  sont  fonction  Tune  de  Tautre^  lorsque  la  variaticm  de 
l'une  entraîne  la  variation  de  Tautre. 

La  rariahle  indépendante  est  celle  à  laquelle  on  allribue  de?  valeur^ 
arbitraires;  l'autre  se  oomme  variable  dépendante  ou  fonction  de  la  i 

première.  I 

Lorsqu'une  fonction,  variant  d'une  manière  ronlinue,  diminue  oprèâ 
avoir  aui^mcntô,  elîe  passe  par  une  valeur  plus  grande  que  les  valeur? 
qui  la  précèdent  et  qui  la  suivent  immédiatement;  retfe  valeur  e?l  dile 
un  maximum f  au  contraire,  si,  après  avoir  diminué,  la  fonction 
augmente,  ette  passe  par  une  valeur  plus  petite  que  les  valeurs  voisines; 
cette  vakur  e^t  dite  minimum*. 

336.  Méthode  algébriqiM.  La  méthode  la  plus  générale  el  la  plus 
féconde  pour  déterminer  le  mammum  ou  le  minimum  d*une  quantiU, 
consiste  à  traiter  la  question  par  Talgébre,  el  à  discuter  le  résulUt 
diaprés  les  régies  connues  {Alg»,  283)  ;  mais  il  convient  de  réserrer 
cette  méthode  pour  les  exercices  proposés  dans  le  cours  d^algébre* 

Sam  recourir  aux  équations,  on  peut  résoudre  d*une  manière  très 
simple  un  grand  nombre  de  questions  géométriques,  relativenaent  au 
maximum  ou  au  minimum  qu^elles  peuvent  présenter/ 

§  I.  —  Solution  limite. 

337.  Pour  déterminer  la  solution  limite  que  peut  comporter  un  pro*! 
blême,  ou  résout  ce  problème  pour  une  vnhtir  particulière ,  et  Ton' 
examine  pour  quelle  valeur  ou  quelle  position  spéciales  le  problème  ce^sej 
d'être  possible. 

Ezofoice* 

338.  Problème.  Dans  un  cercle  donné,  inscrire  le  triangle  isocèle  dont 
la  somme  de  la  base  et  de  la  hauteur  a  une  veUeur  maxima. 


*  D'après  les  exemples  donnés  par  divers  aoteurs,  nous  écrivons  :  les  maxima  et  1«t 
mintma;  le  maaelmtim  et  le  minimum  d*ime  quantité.  Un  rccUngle  de  rérimètre  maj^ 

tttn  m  on  viivimum  ;  un  rectanple  flp  «surface  martma  ou  minim'i.  Plu^^ieurs  auteurs  ^crivttu: 
les  majimuma  et  les  mlnimvnif,  et  n'emploient  Jamais  coa  mots  comme  quaUficaUfo. 
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Eiamiaons  eu  premier  lieu  si  la  question  comporte  un  maximum. 

Pour  uoe  base  infiniment  rapprochée  du  sommet  B ,  la  somme  de  la 
base  et  ds  la  hauteur  est  nulle  ;  puis  elle  prend  une  certaine  valeur  quand 
la  base  s'éloigne  du  sommet  B.  La  somme  devient  égale  à  3R ,  quand  la 
base  passe  par  le  centre;  mais  plus  loin  elle  dt- 
mmity  car  elle  se  réduit  à  2R  lorsque  la  base  est 
à  Teilrémité  du  diamètre  mené  par  le  sommet  B. 
Eslre  ces  deux  positions,  la  somme  atteint  donc 
aae  certaine  valeur  maxima. 


Fig.  m 


Construction.  Lorsque  la  somme  doit  avoir  une 
longueur  délermiuèe  /,  on  fait  Ja  construcLioii 

coofiue  {n^  2ii).  On  prend  BL  =  i,  B£=y> 

la  droite  KL  détermine  les  points  A  et  A'  qui  don- 
Dent  deux  triaogles  isocèles  répondant  à  la  ques* 
lion. 

Iâjhc  le  mcucimum  sera  donné  par  la  tangente  FMG  parallèle  à  EL. 
La  somme  BH  +  MN  =  BG 

Ycleur  du  maximum.  Les  triangles  ONG,  FB6  soot  semblables  ;  donc 

N6r=SN0=2R,  car  B6=2BF 

OG  =  v'HM^H^=  R>/V 
BG  =  R  +  RV¥=  R(l  +  yf^) 

339.  Problème.  Dam  «fi  cefN:le,  inscrire  h  rectangle  de  périmètre 
maximum  f  OU  même  :  Dans  une 
tUipse,  mener  deux  parallèles  éqwr 
distantes  d'un  diamètre  donné,  de 
manière  que  le  parallélogramme 
inferit  ait  un  périmètre  maximum. 

liû  i^sii  que  le?  côtés  d'un  paral- 
lélogramme inscrit  Honl  parallèles 
àdcui  diamèlres  conjugués  :  menons 
donc  le  conjugué  DC  du  diuaiètre 
aonné  AB  et  une  tangente  EMF 
qui  détermine  un  triangle  i?ocèle; 
H  point  M  est  le  sommet  demandé. 

fcjj  effet,  d'après  une  propriété  connue  du  triangle  isocèle  (n*>  19),  on  a  : 

MQ  +  MP==GH  +  GK 
donc  MP  +  MQ>IJ  +  lUf  etc. 

IttuM^MB,  La  question  précédente  peut  être  considérée  comme  n^étanl 
^tiA  cas  parti  coller  de  lï  suivante. 


310.  Problème,  (^n  (lonnr  deux  (h'oite-i  rt  une  couvhc  ;  par  ch(i<iue 
po'mt  de  la  courfic  07i  mi-ne  dea  parallèles  aux  droites  donnée»;  étudier 
les  tariatians  de  la  somme  des  parallèles  ainsi  menées. 

m.  8 


Digitized  by  Godgle 


170 


BXBRCiCBa  DE  GÉOMÉTRIE 


Preuous  deux  longueurs  égales  OA,  GB  ;  le  triangle  AOB  sera  isocëe 

el  donnera 

DE  +  DF  =  OB 

Pour  avoir  le  maximum 
et  le  minimum,  il  faut  me-  ^ 
ner  des  tangentes  paraUèles 
àBA.  , 

M  correspond  aii  maxi- 
mum. 

MP  +  MQ  =  OR 

Pour  le  point  D  la  rommc 
diminue. 

Le  point    de   coaUcl  N 
donne  le  umimiunK 
Poui  le  point  J.  on  a  : 

Pour  les  points  dUntencc-  ; 
lion,  tels  que  H,  une  des  | 
lignes  est  nulle. 

Remarque.  On  procède  d^UDO  manière  analogue  lorsqu'on  abaisse  des  i 
perpendiculaires  de  chaque  point  de  la  courbe  sur  OX  el  OY.  j 


Fig.  222. 


Eseroioe. 

341.  Piroblème.  On  (îonfte  de  (n'unileur  et  dr  position  hp^'  rlironjV- 
rencc  et  une  droite  li mitée  CD.  l'our  quel  point  A  de  la  cncoHjérenct 
l'aiigle  CAD  est-il  majciiKum  ou  minimum  f 

Pour  obtenir  un  angle  CAD  ayant  une  grandeur  donnée,  Il  faudrait 
décrire  sur  CD  un  arc  de  segment  capable  de  Pangle  donné. 

Or  Parc  de  segment  tangent  à  la  circonférence  aura,  suivant  les  cas, 
le  plus  petit  rayon  ou  le  plus  grand  rayon ,  parmi  les  arcs  menés  par  C 
et  D  et  qui  rencontreront  la  circonférence.  On  obtiendra  donc  un  maxi- 
mum ou  un  minimum. 

Il  est  intéressant  d'examiner  les  principaux  cas  de  cette  quesUon. 

1«  La  droite  CD  est  extérieure,  et  son  prolongement  coupe  la  clicoo- 
férence  sur  laquelle  doit  se  trouver  ie  sommet  (fig.  223). 

Par  C  et  D  décrivons  des  circonférences  tangentes  à  la  circonférence 
donnée  AB. 

Au  point  A ,  Pangle  est  nul  ;  quand  le  sommet  s^éléve  sur  la  circonfé- 
rence, Pangle  augmente;  le  maximum  a  lieu  au  point  0,  puis  Pangle 
diminue  jusqu^au  point  B,  où  il  devient  nul  ;  augmente  de  nouveau  :  il  y 
a  un  second  maximum  en  0',  et  diminue  jusqu'au  point  A. 

2*^  Quand  le  prolongement  de  CD  ne  rencontre  pas  la  circonférence 
AB  (Cg.  22^i),  le  maximum  a  lieu  au  point  0;  puis  Pangle  diminue; 
il  arrive  à  son  minimum  en  0',  et  augmente  de  nouveau  jusqu^ao 
point  0. 

3^  Quand  le  prolongement  de  DG  est  tangent,  le  point  de  contact  0' 
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donne  uo  angle  nul  ;  puis  Fangle  augmente  jusqu'au  point  de  contact  0 
de  la  circonférence  menée  par  C  et  D  et  tangente  à  la  circonférence  :  là 
a  lieu  le  maximum  ;  puis  Tangle  diminue  jusqu'au  point  de  eontact  du 
prolongement  de  la  droite* 


Fig.  m  Fig.  m 

^  Quend  contact  0  âe  CD  et  de  la  cireonférence  que  doit  décrire  le 
sommet  a  lien  entre  G  et  Tangle  égale  deux  droits  en  0  ;  puis  il  dimi- 
nue, atteint  le  minimum  en  0'»  point  de  contact  Intérieur  du  cercle  donné 
et  de  celui  qii*on  peut  mener  par  D  et  C ,  etc. 

6^  Lorsque  la  circonférence  donnée  coupe  CD  (entre  C  et  D),  Tangle 
est  nul  pour  le  point  où  le  prolongement  de  CD  coupe  de  nouveau  la  cir- 
conférence j  puis  il  augmente  jusqu'au  point  où  CD  coupe  la  même 
eirconférenee  :  là  il  égale  deux  droits,  et  diminue  jusqu'à  zéro. 

6"*  Enfin,  quaiid  la  circonférence  coupe  deux  fois  CD  entre  C  et  D,  il 
y  a  deux  uiiaimum,  et  les  points  d'intersection  correspondent  à  deux 
droits. 


g  II.  —  Emploi  des  principes. 


3IÎ.  Kn  Lréométrie,  de  même  qu'en  al^rèbre,  on  peut  s'appuyer  sur 
quelques  pt  incipcs  que  Ton  invoque  fréquemment  dans  les  questions  de 
maiîma  et  de  minuua. 

Il  ê-t  facile  de  démontrer  ces  principes,  ou,  du  moins,  de  lesjusliricr 
i*ar  (J».'s  voies  purement  géométriques,  car  il  suffit  d'oludier  les  variations 
de  quelques  figures  connues. 


Fig.  225. 


343.  ri  MiMrr  piincipe.  Le  produit  de  deux  facteurs,  dont  la  sùmme  est 
fmtiftntf,  est  maximum  lorsque  ces  facteurs 
mnt  égwx  entre  eux. 

Eji  effet,  sur  BG,  somme  coneiAote  des  deux 
fodeure  linéaires  ^  m  et  n,  décrivons  une  demi- 
ôreonférence.  On  sait  que  Ton  a 

mnssM     (6.,  n«2B6); 
ûGnc  le  maxiuiuia  du  produit  a  lieu  quand  les 
U^m  bO,  OG  sont  égaux;  car  alors 

BO .  OC  =  Mu- 
or  MO  >  AD 
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344.  DeuxMne  principe.  La  sonnnr  de  deux  facteut*s,  dont  le  produit 
est  constant,  est  minima  qitand  ces  facteurs  sont  égaux. 

Ce  principe  ae  déduit  da  précédent.  En  effet,  eoit  MÛ'  le  produit  con- 
stant. Qaand  les  facteurs  sont  égaux,  on  a  BG  ou  2M0  pour  somme. 
Mais,  quand  ils  sont  inégaux ,  on  peut  les  considérer  comme  obtenus  par 
une  demi'Cireonférence  EMNF  qui  passerait  par  M  (fig,  225)»  car  on  a  : 

EO.OF  =  OM« 
Mais  EF  =  2PN,   or  PN>OM 

donc  on  a  BG  <  KF 


M 


1  c 

Fig.  226. 

Mais  le  produit 
tandis  que 
or  on  a 


34^.  Troisième  principe.  Ije  produit  de  deux  facteurs  y  dont  la  sotnnw 

des  carres  est  constante  ^  est  maximum  quand  ces  ; 
facteurs  sont  égaux  entre  eux. 

On  peut  considérer  les  deux  facteurs  AB»  âC 
comme  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle 

rectangle  dont  l'Iiypolènuse  égale  la  racine  carrée  ; 

de  la  constante,  car  on  a  • 

Ab'  4-  AC^  =  BG-  =  MB^  +  MC*  1 

AB.AC  =  BC.AD  j 

MB  .  MG  =  BG .  MO  j 
MO  >  AD 

donc  le  produit  MB .  MG  est  plus  grand  que  AB .  AG.       C.  Q.  F.  D.  \ 

On  en  déduit  le  principe  réciproque  suivant  :  ; 

346.  Quatrième  principe.  Lu  Honnne  des  carrés  de  deu.r  facteurs ,  doid  • 
le  produit  est  constant ,  est  minima  lorsque  ces  facteurs  sotit  cgaujc.  I 

La  démonstration  directe  de  cette  réciproque  est  d'ailleurs  très  simple.  | 
Par  le  point  M  (fig.  226),  menons  une  parallèle  à  la  base  BC,  prolongeons  ' 
CA  et  joignons  BN. 

Les  triangles  BMG,  BNG  sont  équivalents,  car  ili  ont  même  baseel , 
même  hauteur,  donc        BM .  MG  =  BA .  NC 
Mais  BM'  +  MC«  =  BA*  +  AC* 

donc  BM«  +  MG*  <  BA«  +  NC«  C.  0.  F.  D.  , 

Remarque.  Gela  revient  à  déler- 
uiincr  le  tniniiHuni  de  l  hypoténuse 
d'un    trianffle    rectangle    dont  la 
somme  dea  cales  de  Vanyle  droit 
constante.  , 

Soit  BAC  un  de   cos   friint^L  *- 
prenons  Ah  — An,  l'angle  iibi:"vai;t 
45";  le  lieu  de  (-  est  la  droite  DM, 
donc  le  minimum  de  Thypotéiiuse. 
est  la  perpendiculaire  BM.  ; 

Alors  i^a  =  r^B 
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347,  GmquiénM  priadpe.  LùTsqtie  deux  variables,  affectées  de  coeffi- 
cients, ont  une  somme  constante,  le  maximum  du  produit  de  ces 
tariahles  a  lieu,  lorsque  ces  dernières  quantiUk  sont  inversement  pro- 
porHonnelles  à  leurs  coefficients  respectifs. 

Soit  ax+6y=/  (I) 

Le  maximum  de  »y  a  lieu  poar  y  =  . 

Eli  etfet,  posons  xy^k"^,  puis  éliminons  une  des  inconnues,  y  par 
cxeœpie ,  on  trou?e  :   

*^^=^2a  

Le  radical  a^annule  pour  = 

d'où  î/=4;  '^^=4^  ^'^^ 

,  9      b  X  y 

donc  ir^ir  ou   T-  =  j-. 

y      a  b  a 

Vérification.  Examinons  le  produit  obtenu  en  posant  : 

l  +  c     ^  l^c 

La  relalioQ  imposée  (i)  est  vériûée,  or 
Éridemmeot  le  maximum  a  lieu  quand  c  est  nul; 

Remarque.  Si  i'OI)  pOSO    /  =  2S    OU  a  : 

8  . 

a 


348.  Sixième  principe.  Lovsquc  dcux  variables,  alj'vctées  de  coefpcientSj 
ont  une  somme  constante,  le  tyiinimwn  de  la  somme  des  carrés  de  ces 
variables  a  lieu  lorsque  ces  dernières  quantités  sont  2^t*oportionnelles  à 
leurs  coefficients  respectifs. 

Soit  ax-\'by'z=zl  (i) 

Le  orânimum  de  x^  +  y-  a  lieu  tjuand  on  a  : 

a~  à 

En  effet,  posons  a^  +  t/^zszk^,  puis  éliminons  une  des  inconnues , 
en  procédant  comme  ci -dessus;  on  reconnaît  que  le  radical  s^annule 
pour 

^         r  ,  al  hl 

= V + '  ^^^^    ~  "SrqpfeT  f  y  —  a« 

d'où  =  f   et  x^  +  y^^^-^^  (2) 

Ve ri fi cation.  Kd  prenant  des  valeurs  qui  vérifient  la  relation  (1),  pat 
exemple  : 

al  +  bc     .  bl^ac 
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on  tfOu?o,  touteB  rédttcUooft  faites  : 

donc  le  minimum  a  bien  lieu  quand  c  est  nul  et  que  IN>q  prend 

«  _  i/ 

Remarque.  PûUF  les  applications  lilléileures ,  on  peut  poser  l 
dans  ce  cas  : 


=2S; 


Pr«>blème.  i^aw«  u/j  friatirjîr  isocèle  rrctangtc,  iii6Ci'irc  le  i-cc- 

tangle  de  surface  maxima. 

On  sait  que  pour  chaque  point  de  ia  base 
d'un  triangle  isocèle,  la  somme  des  perpen- 
diculaires abaissées  sur  les  autres  côtés  est 
constante;  donc 

MP  +  MQ=:DE  +  DF 
donc,  d'après  le  premier  principe,  le  rectangle 
MPAQ  est  maximum  lorsque  les  cétës  MP, 
MQ  sont  égaux:  par  suitOtle  rectangle  maxi- 
mum a  pour  sommet  le  milieu  M  de  Thypo- 
téouse. 

<  )ii  peut  encore  dire  : 
Les  rectangles  MPAQ,  DEAF  ont  une  partie  commune;  il  suffit  de 
comparer   MPKL  à  DLQF. 
Or  les  hauteurs  ML,  DL  sont  égales,  tandis  que 

MP   ou  MQ>LQ 
donc  MPEL>DLOF 
Ainsi  le  carré  MPAQ  est  le  rectangle  maximum. 


3»),  Problème.  Dans  un  cercle  donné,  ifucrire  le  rtciatigle  de  mrfaee 

\o  D'après  le  problème  précédent,  on  peut 
mener  la  tangente  B*.  de  liianière  à  former  un 
triangle  rectangle  isocèle,  et  le  milieu  M  de 
rhypcdùnuse  sera  le  point  de  contact. 
Ou  aura,  en  envisageant  le  7^  de  la  surface, 

surface  APMQ>AEDF 

donc  à  fortiori 

PAQM>AEIJ 
20  On  peut  encore  dire 

lE*  +  U'  =  R*  =  MP»  +  MQ* 

donc  le  maximum  a  lieu  quand  les  facteurs  sont  égaux  (3«  Principe. 

no  345). 
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Remarque.  Lc  rectangle  inscrit  maximum  est  un  carré,  soit  pour  ia 
Lriaogle  rectangle  isocèle,  soit  pour  le  cercle. 


36{  (•).  Problème.  Par  le  sommet  M  d*un  parallélogramme  APMQ, 
mener  taie  droite  B\!(  !  tle  imunère  que 

Considérons  ileux  sécantes  :  Tune 
quelconque  DME,  et  Tautre  RMC,  dont 
le  p^inl  M  est  le  milieu;  celte  deroière 

donne  le  )niniitnim. 

En  effet,  mnion^i  CF  pardllôlo  à  BD. 

A  causn  do  BM:==MC,  les  deux 
triangles  MBD,  MCF  sont  égaux.  Donc 
le  triangle  ABC  est  équivalent  à  ADFC. 

Donc         ABC  <  ADE    C.  Q.  F.  D. 

3ol  (b).  Ainsi  :  Le  triangle  circonscrit  ABC  cal  minimum  lorsque  la 
ba,<e  BC  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  le  sommet  du  paraUélo- 
groimie, 

■aauff«|ne.  A  toute  qu^tion  de  maximum  répond  une  question  de 
minimum^  et  réciproquement,  on  pourrait  donc  tirer  de  Texemple  ci- 
dflitas  la  conclusion  suivante  : 

3^1  fo).  Théorème.  Le  parallélogramme  .\1*MQ,  inscrit  dans  un 
triangle  ABC,  est  maximum  lorsque  son  sommet  M  est  au  milieu  de  la 

base. 

Ce  théorème  a  d^ailleurs  été  déjà  donné  comme  application  de  la  mé- 
liiode  de  modification  des  ordomiees  201) ,  et  déduit  aussi  d'un  pro* 
bièrae  résolu  par  la  Méthode  algébrique  (n*»  303,  Bemarque), 

Mais  remploi  très  fréquent  que  nous  en  ferons  exige  quelques  nou- 
veaux détails. 

Exercice. 

3B2.  Problème.  Dans  un  triangle  quelconque  inscrire  le  rectangle 

Deux  des  sommets  du  rectangle  doivent  être  sur  la  hase  du  triangle, 
et  les  deux  antres  nommets  sur  les  côtés, 

Fig.  (a).  Pour  un  triangle  rectangle  BAC,  dont  les  côtés  AB,  AG 
pourraient  être  inégaux,  le  rectangle  maximum  est  donné  par  le  point 
milieu  M  de  BC. 

Surface  APMg  =  Y^^^^ 

Fig.  (&).  Diaprés  le  théorème  relatif  à  la  modification  des  ordonnées 
is«  201  ) ,  le  parallélogramme  maximum  ALMQ  est  donné  par  le  point 
Bolieu  M  de  BC;  d'ailleurs,  comme  on  peut  le  Térifler  directement,  on  a 

ALMQ  =  ABC,  ainsi  qu'on  le  déduirait  du  n""  201.  Or  le  rectangle 
RPMQ  est  équivalent  au  parallélogramme  ;  donc,  pour  un  triangle  quel- 
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conque,  le  rectangle  maximttm  a  deux  de  ses  sommets  aux  points  mOleoi 
des  deux  cMés. 

Sa  surface  est  la  moitié  de  celle  du  triaogle. 

En  menant  la  hauteur  on  aurait  pu  dire,  d*après  le  premier  cas,  le 
rectangle  RHIQ  est  maximum  pour  AHB,  et  il  égale  sa  moitié  ;  de  même 
HPMI  est  maximum  pour  HGB  et  égale  sa  moitié;  donc  RPMQ  est 
maximum  pour  A.BG  et  égale  sa  moitié. 


B   B'  B  B 


Fig.  m, 

3°  Fig.  (c).  On  peut  eiacoro  cu  river  au  résuHat  précédent  par  une  voie 
qui  sera  très  ulilo  pour  Tétude  des  figures  inscrites  dans  les  courbes  à 
diamètn-s  recliligues.  Menons  la  médiane  BN  (Gg.  c)  et  les  parallèles  ME 
et  QF.  Chacun  des  parallélogrammes  NEMG,  lùNGQf  égaux  entre  eux,  est 
maximum  pour  le  triangle  correspondant;  mais  le  rectangle  H1*MQ  est 
équivalent  au  paraiiélograaime  FEMQ;  donc  le  rectangle  est  maximum. 

Scolîcs.  1»  Pour  un  triangle  donné  ABC,  en  prenant  successivement 
chaque  côté  pour  base,  on  obtient  trois  rectangles  équivalents  entre  eux« 
car  chaqtte  rectangle  maximum  est  la  moitié  du  triangle. 

^  Tous  les  triangles  circonscrits  au  rectangle  ^flg.  a)  et  ayant  même 
hauteur  ont  aussi  môme  base,  car  cette  ligne  égale  2MQ  ;  ils  sont  équi- 
valents entre  eux  et  correspondent  au  triangle  minimum  circonscrit. 

§  III.  —  Variable  regardée  comme  constante. 

3^.  Lorsqu'il  y  a  plus  de  deux  variables,  trois,  quatre,  par  exemple 
on  peut  regarder  momentanément  une  ou  plusieurs  de  ces  variables 
comme  étant  constantes,  alin  de  ne  conserver  que  deux  quantités  va- 
riables; on  cherche  le  maximum  ou  le  minimum  relaLâls  qui  peaveDt 
résulter  de  ces  deux  variables,  puis  on  en  déduit  le  maximum  ou  ie 
minimum  réels  qu'entraîne  Tensemble  des  variables. 

£xer€ioe. 

3l>4.  Problème.  Dans  un  demi-cercle ,  inscrire  le  quad rti'lh^  (h 
surfncc  7)iaxima,  le  diamètre  du  demi-cercle  étant  un  des  côU  a  du  gwa* 

drilatcrt'. 

Soit  un  quadrilatère  quelconque  AECB.  Admettons  qiir  l'C  ne  chani:*" 
point.  Les  variations  de  la  surface  ne  peuvent  dïpen  ire  que  du  dôplatt- 
menl  du  sommet  R  sur  Tare  AEDG;  or  le  maximum  du  triangle  ADC 
lieu  quand  D  est  au  milieu  de  l'arc,  car  alors  la  flèche  iJii  est  plus  graode 
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qae  EF  ;  aiosi  le  mcueimum  relatif  exige  que  leâ  cordes  ÂD  et  DG  soient 
igaleê  entre  elles. 

Pour  ia  niémc  raisi^n  il  faut  que  C  soit  le 
milieu  de  l'arc  IHIB  ;  donc  le  maximum  a  lieu 
quand  les  trois  cordes  sont  égales. 

ImtqoM.      Le  quadrilatère  ÂDGB  est  la 
moilié  de  l'hexagone  régulier  inscrit. 

'2^  Quelle  que  soit  la  corde  donnée  AB,  le 
maiimuni  a  lieu  lorsque  les  trois  cordes  va* 
riables  sont  égales  entre  elles.  ^ 

3'^  On  démontre  de  la  môme  manière  que  le  triaugle  inscrit  de  surface 
maiima  est  équilaléral. 


3ij5.  Théorème.  I)ii)i.s  un  cercle  doniiv ,  et  pnnr  uti  nombre  âontié  de 
càtûf  le  polygone  régulier  inscrit  rst  celui  (Joui  la  surface  est  mau  iitia. 

En  effet,  si  deux  cordes  ÂB  et  BC  n'étaient  point  égales  entre  elles, 
00  augmenterait  la  surface  du  triangle  formé  par  ces  deux  eordea  et  la 
diagonale  AC  en  prenant  le  point  milieu  de  Parc;  donc  les  cordes  prises 
deux  à  deux  doivent  être  égales,  le  polygone  maximum  est  régulier J 


356.  Théorème.  De  (h  u.r  poh/ifo)u:s  régit/iers  ins- 
crits dans  le  )nèine  carie,  celui  qui  a  le  plu$  grand 
nombre  de  côtés  est  maximum. 

En  eiïet,  soil,  par  exemple,  un  carré  ABCD. 

Le  pentagone  AlîBdl)  a  une  surface  plus  grande; 
or  le  pentagone  régulier  a  une  plus  grande  surface 
que  AEBCI);  doûc  le  pentagone  régulier  inscrit  est 
maximum  par  rapport  au  carré,  etc. 

Exercice. 

357.  rÉoM<imn  Inscrire  dans  un  demi^cercle,  en  prenant  pour  base 
le  âktmètre,  U  quadrilatère  dépéri" 
mètre  maximum. 

En  regardant  un  cMé  BG  comme 
iorariable,  il  suffit  de  considérer  AE 
et  EC,  ou  leurs  moitiés  EF,  EG  obte- 
nues en  abaissant  dn  centre  des  per^ 
peodiculaires  sur  les  cordes.  Menons 
h  tangente  au  point  miliea  D  de  Tare. 
<>r  on  sait  que  pour  chaque  point  de 
iJ  la  somme  des  perpendiculaires  est 
constante  :  donc 

DH+DL>EF  +  EG 
puisque  E  est  dans  Tinlérieur  de  lOJ  (q*^*  339  et  340). 
IM  DM  +  DN>AE  +  EC 


FIg.  981. 


8' 
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Ma»  les  arcs  AEG,  MDN  sont  égaux;  donc,  pour  deux  arcs  dont  Jt 
somme  est  constante,  la  somme  des  cordes  est  maxima  lorsque  les  arcs 
sont  égaux. 

Donc  le  giiadrilatère  inscrit  a  le  périmètre  maximum  lorsque  le»  tm* 
côtes  varUtbles  sont  égaux  entre  eux.  On  retombe  ainsi  sur  le  deou-  I 
hexagone  régulier  [n^  354). 

Sooiie.  Pour  \in  nombre  doDQé  de  cùtés,  le  polygone  régulier  inscrit  a  i 
le  pénmètre  maximum. 


38B.  Problème.  Trouver  un  point  tUnis  V intérieur  d^un  triangle, 
tel  (jw  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aitx  trois  sommets  soit  un 
minimum. 

Admettons  que  la  somme  des  carrés  de  AG  et  de  GG  soit  constante. 

On  sait  que  le  lieu  des  points  G  est  une 
circonférence  ayant  pour  centre  le  point  mi- 
lieu D  de  AC  ;  car  le  théorème  du  carré  de  la 
médiane  (G.,  n<>  254)  donne 

AG*  +  G(i-  =  2AD-T~  ^m:;» 

La  varia  lion  de  la  somme  demandée  ne 
peut  dépendre  que  de  la  position  du  point  G 
sur  la  circonférence;  or  la  plus  courte  dis- 
tance du  sommrd  P,  à  la  circonférence  est 
donnée  par  la  li^nie  des  centres  BP:  donc 
le  point  11  se  trouve  sur  la  médiane  BD.  Pour  une  raison  nnalo^if'. 
en  regardant  la  .^omme  BG*  +  CG'  comme  constant**,  le  point  denian.l? 
est  sur  la  médiane  A\ù  'j  donc  le  point  de  concours  des  tnèdiaties  ditnne 
la  somme  mitiima, 

ReoMur^.  Un  calcul  facile  donne  : 


§  IV.  —  Emploi  de  la  Tangente. 

Lorsqu'on  donne  une  courbe  quelconque  et  deux  droites  OX,  0\ 
(ûg.  :236) ,  on  {leut  demander  le  maxinuon  ou  le  minimum  du  parallélo- 
gramme foiiiic  en  menant  par  un  point  de  la  courbe  deux  droites  paral- 
lèles aux  axes,  ou.  ce  qui  revient  au  même,  ou  peut  demander  le  >//ihi- 
mum  ou  le  mn^unum  du  triaugle  MOIS',  déterminé  par  une  tangente  MN  i 
à  la  courbe. 

Ihms  tous  les  cas  possibles f  le  maximum  ou  le  minimum  sont  doams  ' 
par  une  tangente  MCiN  divisé  en  deujc  parties  égales  par  le  point  tk 
contact  G. 

Remarque.  La  solution  indiquée  ci-dessus  e;l  i5'cnérale,  mais  on  doU 
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se  rappeler  que  le  i-roblème  (jui  cousisle  à  mener  la  tangente  ne  peut 
jias  loujour:i  èiin  rù^olu  géométriquement,  quand  on  n^emploie  que  la 
règle  et  le  couipas  (a°  317,  (b)). 

Exercice. 

300.  ArobléBM.  On  donne  une  courbe  et  deux  droites,  quel  est  le 
parallélogramme  ineerit 

Menons  la  lanLjcnte  MCN  (elle  que  le  point  C  soit  le  milieu  de  MN.  Le 
r.rallelogramm©  OPCg  est  maximum, 
ettet  : 

1**  Démonstration.  Pour  tout  autre 
point  G,  00  a  : 

UHGL<()k[iL 

mais  OKHL<OPCQ  (no3ol); 

Jonc  ORGL  <  OPOQ  C.  Q.  F.  D. 

2*  Démonstrafion.  Par  le  point  G,  me- 
nons une  parallèle  EF  à  M\  ;  on  aura 
UË=:DF,  c'eet-à-dire  que  D  est  le  point  milieu  de  ËF. 

Or  ORGL<OIDJ  (n«351), 

mais  OiDJ<OPi:Q 

donc  ORGL  <  OPCQ  C.  0-  F.  D. 


IF  JLX.  S  M  X 
FIg.  286. 


I.  Ces  deux  démonstrations  exigent  que  la  courbe,  dans  leâ 
régions  Toisines  du  point  G,  soit  comprise  entre  la  tangente  et  les  axes 
OX,  OY. 


381.  Tfcéocèmc.  Lomqu'on  a  deux  courbes  AB,  CD  qui  tournent  leur 
'imewnté  ver»  un  même  j>oint  G  du 
i^jment  reetiligne  AC  qui  joint  deux 
points  de  ces  courbes,  le  rectangle 
maximum  inscrit  PMNQ  est  celui  qui 

t  iîéterminé  par  des  tangentes  EMP, 
FNG,  divisées  en  deux  parties  égcdes 
ftar  les  points  de  contact  M  et  N. 

En  effet,  le  rectangle  PAINQ  est  le 
ii'os  grand  qu'on  puisse  inscrire  dans 
k  triaogle  EFG  ;  donc  toat  autre  rec- 
(ifivle  tnsertt  dans  les  courbes  donne 

Uh.L<rJ  iv'L'<NMPQ  C.Q.F.D. 


Fig.  287. 


101.  Problème  de  HêwloB.  Dans  un  seyment  donné  d'une  courbe 
ff:U^.tiifue ,  inttcrtre  un  rectangle  d'aire  maxima* 

A  la  courbe  rlonnée,  il  faut  circonscrire  un  anjrle  EF(. ,  tel  que  les 
loiits  de  conlact  M,  A  soient  les  milieux  des  côtés  LF,  FG. 
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Remarques.  1°  On  peut  arriver  à  la  solulioii  Je  ce  problème  en  recou- 
rant à  des  considérations  infinileaitiialcs  assez  élémentaires. 
(Voir  Taul  Skrret,  Des  Méthodes  en  Giunnétric ,  page  105.) 

go  Voici  quelques  applications  de  remploi  de  la  tangente. 

Hzeroîoe. 

963.  Problème.  A  une  circonférence  donnée ,  ineerire  le  triangle  w>- 
cèle  d'aire  maxima. 

On  sait  que  le  triangle  d*aire  œaxima  est  équilatéra!  {o?  354,  Bemorque 

3^).  On  arrive  à  la  même  cooelusion  en  em- 
ployant la  tangente. 

Il  suffit  de  considérer  la  moitié  de  la  figure 
comprise  entre  la  tangente  AX  et  la  perpen- 
diculaire AY. 

La  tangente  MON  telle  que  MC  =  GN  ré- 
pond à  la  question,  APCQ  est  maximunt 
(n<)360),  mais  les  tangentes  MA,  MC  sont 
égales  comme  issues  du  même  point;  danc 

LM  =  MN 

Pui^  le  triangle  ABC  est  maximum  en 
même  temps  que  lo  lectanglc  PGBR;  d'ailleurs  AC,  médiane  du  triangle 
rectangle  MAN ,  égale 

CM-=:AM==B(: 

I)onc,  pour  les  triangles  inscrits,  le  triangle  équiiatérai  ABC  e^l, 
maximum. 

Renuut|ue.  La  tangente  MCN,  que  le  point  de  contact  C  divise  en  deux 
parties  égales,  donne  aussi  le  triangle  circonscrit  minimum,  ainsi  qa*ô& 
le  démontrera  bientét  (  n»  367  ). 


R 

T. 

îU>4.  Problème.  Dan$  HH  scctcur  AGE  ou  dans  un  segment  EGF, 

inscrire  le  rectangle  maaimvm. 

H  suffit  de  s'occuper  de  la  moi- 
tié de  la  figure. 


io  Pour  le  secteur,  il  suffit  (1< 
prendre  la  moitié  C  de  Tare  AO 
car  la  tangente  MON  seradivùsé< 
en  deux  parties  égales, 

RPCQ  est  maximum  pour  h 
tnnnj^le  RMN.  i 
RPHL    est   maximum  po« 
RMO.  ' 

I 

Donc  LHCQ  est  maximum  \< 
OMN;  d'ailleurs  G  est  le  6< 
point  du  périmètre  du  Irianj 
qui  appartienne  à  Tare;  doi 
^  à  fortiori f  tout  autre  rectaoi 

appuyé  sur  Tare  et  sur  OA,  serait  plus  petit  que  LHCQ. 
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2»  Pour  le  segment,  il  faut  mener  IHJ  de  manière  que  H  soit  le  milieu. 
Le  calcal  da  rectangle  dépend  de  la  longueur  OJ  qui  détermine  la  tan- 
gente (no  312). 

Soient    OA  =  r   et   OS  =  a,    on  a  : 

HK=  ~^  +  ^**  +  ^ 


(no  31i,  formule  1). 
{formule  S). 
•  HK  =        +  if—    +  — 


jllt     —  a*  +  4r*  —  a  H-'Br» 

8 


nttcni. 


,  l>ati«  nn  segment  donnéf  imcvira  le  trapèze  maxi- 


Le  trapèze  doit  avoir  pour  bases  la  corde  qui  limite  le  segment  et  une 
parallèle  à  celte  corde. 

La  solution  très  simple  que 
nous  allons  lionner  s'applique  avec 
facilito  à  foutes  les  courbes  qui 
ODt  un  (iiamètre  rcctiligne  pour 
lieu  géométrique  des  points  mi- 
lieux de^  cordes  qui  sont  parai- 
lèk'S  à  la  hase  du  seErment. 

Soit  le  prubi< me  réhoiu ,  OL  le 
diamètre  qui  divise  en  deux  par- 
ties égales  toute  paiailcle  à  Ali» 
et  AGN  une  parallèle  à  OL.  On  a 
donc  AO  =  OB,  DH  =  HC,  par 
suite  AF  =  EB.  Donc  les  Ir  iangles  AdD,  ('>BK  sont  équivalonls  coiunie 
ayant  des  bases  éj^ales  et  même  hauteur;  donc  le  trapèze  ABdD  est 
équivalent  au  paralieiogramme  AE('G;  donc  (  [icore  le  maximum  est 
léterminé  par  la  tangente  MON,  que  le  point  de  contact  divise  en  deux 
parties  égales  *, 

Exercice. 

.T60.  Problème.  Dtins  ime  courbr  à  cm  In-  el  à  diamètres  rectiligncs, 
minier  uitr  c*>rdc  BG  parallète  à  iDir  droite  donnée  xy,  de  manière  que 
k  fjyiiuirilatèrv  AB'iD,  mjant  pour  côtes  opposés  Ut  corde  BC  et  un  dia- 
mètre AD  danné,  ait  une  aire  mojcima, 

SuppoMos  le  problème  résolu  (lig.  241).  Menons  un  diamètre  parallèle 
à  la  droite  donnée;  projetons  les  sommets  A  et  D  sur  £F  par  des  droites 
penlléles  an  diamètre  LOL'  conjugué  de  EF,  on  aura  OE=OF.  Menons 


*  On  peat  consulter  U  solution  analytique  do  cette  question ,  lorsque  te  tegmoiit  donné 
M  feraboUfioe.  (  Ao»ceUe«  AunaU-i  nuUhématiqHeê ,         page  379.) 
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auBBi  les  diamètres  BOB'  CUC;  ies  cordes  BC  et  CB'  sont  |>arallê!es 
aux  projetantes  AE,  DP. 


La  droite  AN  ne  doit  pstf  éiro  tnnu-cnte,  uviU  pat>for  i>sr  to  point     IMur  1«  toromet  A, 

être  uarallèto  à  LQL'.\ 

Fîg.  241. 

Donc  la  figure  ABCblVC  A  e:^l  équivalente  à  la  ligure  LBCFB'C'E,  car 
les  triani^Ic  tels  que  Cl  B'  el  GDB'  sont  équivaleiils. 

lK)nc  le  iiiyxuïium  de  ABC1>  a  lieu  en  ménie  temps  que  le  m.ixinuum 
du  trapèze  équivalent  EBCF  ;  mais  le  maximum  de  EBCF  s'obtient  en 
menant  la  tangente  MCA  de  manière  que  MG  =  CN  ;  donc,  etc.  *, 


Exercice. 


Fig.  242. 

gente  EGF  qui  lui  serait  parallèle;  o 
IDJ  (n^  349)  et  à  plus  forte  raison  q 


907.  ProUèM.  On  donmt  deaas 
axes  DX»  DY  6t  une  courbe  dont 
la  concavité  est  tournée  «en  Fo- 
rigim  D  ;  mener  une  tangente  MN 
qui  détermine  le  triangle  mi- 
nimum, 

lia  mène  la  taugenln  MC.N  telle 
que   MC  =  GN. 
Le  triangle  MDN  est  minimum. 
En  effet,  la  courbe  est  coin- 
prise  entre  la  lant^^enle  et  rori- 
LTine  ;  toute  autre  lii^'uc  ir;j  sera 
si'canle  et  plus  courte  (]ue  la  tan- 
le  triangle  MDN  est  plus  petit  que 
e  1>KF  ,  donc  MDN  est  minimum. 


'  Hour  la  soiuiiou  auaiyu.iue,  voir  N.  A.,  U7it,page  4S6. 

Les  Eolntions  analytiques  duea  à  MM,  Lkx  et  Mobet^Blaxc  lont  renorqoables  à  illveri 
titres;  mais  il  faut  reeonnittre  aa«if  qnVi/^  /onl  mloir  la  timpIMIi  ei  réiégmtee  de  la 

solution  p(?<iinôtrl'inf  <|uc  nous  donnons. 

M.  Mur£t-Blanc,  professeur  de  tnntlK^matiqucs  »-iK^ciale«  au  lyoéo  du  Havre,  a  résolu  im 
grmoâ  nombro  de  qnealioni  proposées  par  les  KouteUr^  AnnaUê  mathématiqufê. 
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368.  ^ablèiB«.  On  donne  rîivr.r  axes  OX,  OY  et  une  courbe  tangente 
à  €e$  deux  axes  ;  étudier^  d'une 
ruanière  générale,  le  maximum  et 
le  minimum  pour  le  parallélo* 
gramme  ayant  ^<  mmet  sur  la 
courbe j  et  peur  le  triangle  formt^ 
par  une  tangente  et  les  axes. 

io  Hyperbole  rapportée  à  ses 
asymptotes. 

On  sait  que  toale  tangeote  est 
difisée.  en  deux  parties  égales  par 
le  point  de  contact  (d?  175)»  et  que 
tous  tes  triangles  tels  que  MON, 
>rON'  sont  équivaients  (d<>  78,  Remarque);  dooc,  pour  celte  courbe  tan- 
geata  aux  asymptotes  en  des  points  iofloiment  éloignés  de  rorigine»  il 
Q*y  a  ni  maximum  ni  miaimumy  puisqu^oo  a  : 

MON  =  M'OV  et   OPC0  =  ()P'C'0' 

Wms  toute  autre  ronrbe  donnera  un  maximum  ou  UA  miaimum,  sui- 
vant le  sens  de  la  concavité  de  la  partie  considérée. 

.Uîît   2^  Courbe  qtfclro',u]ue  iamjeéifr  aux  axes,  ou  coupant  les  axes. 

La  tangente  MC.N  telle  que  MC  =  CiN,  lorsque  la  courbe»  dans  les 
cn?irons  du  point  de  contact,  to  ime  sa  concavité  ?er8  les  axes,  donne  le 
pnralkiogrçmme  maximum  OP'CQ'  et  le  triangle  minimum  MON 
io««3^atd67>. 


M  X 


Fig.  ^4. 

1'  La  tangente  KGF,  luonéc  à  la  partie  de  la  courbe  qui  tourne  sa 
toncaTÎté  vers  les  axes  (fig.  244),  et  telle  que  EG  =  (iF,  donne  le  Iri- 
*iigie  maxitnufn  OKF. 

Ed  effet,  I  hyperbole  tansrente  à  FK  au  point  G  f  fig.  :245),  et  dont  OX, 
♦»V  seraient  les  asymptote?,  ayant  ?cs  points  de  contact  à  Tinfini,  se 
troare  à  droite  de  la  partie  convexe  âlGT»  par  rapport  à  l'origioe  0. 


i 
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Or  te  triangle  OE'P,  dooné  par  une  tangente  quelconque,  est  éqoivaieat. 

au  Iriaugle  OEF  ;  donc 

OHL<OEF  a.F,Q,b. 

Mais  UPGO  est  aussi  niaj:ift}*m. 
car  î!  est  équivalent  au  paraliélo- 
gramme  aP'&Q'  ( n**  78 1 .  et  ce  der- 
nier est  plu»  grand  (juc  celui  dont  U 
sommet  serait  au  njiiieu  de  HL,  <  i, 
à  plus  forte  raison,  plus  grand  que 
celui  dont  lo  sommet  gérait  au  point  1. 

370.  ReoMniue.  Les  eiercicea  pré- 
cédents (n««  367,  368  et  369)  répoodeot 
d'une  manière  très  simple  aui  di- 

p^F  s  X  d'inscription  d*un  rectangle, 

o^r^  d'un  paraUéiogramme ,  d'un  triangle 

dans  une  courbe  donnée,  ainsi  qu'an 
problème  du  triangle  minimum  circonscrit.  La  seule  difficulté  e9i  de 
mener  um  tangente  qui  soit  divisée  en  deux  parties  égales  par  te  ^wint 
de  contact.  On  sait  néanmoins  mener  la  tangente  dans  un  assez  grand 
nombre  de  cas  (n^*  310  &  319)  ;  dana  les  autres  circonstances,  lorsque  la 
règle  et  le  compas  ne  suffisent  plus  pour  résoudre  géométriquement  le 
problème  de  la  tangente,  la  méthode  algébrique  cesse  d'être  étémentatre, 
et  il  en  est  de  même  de  Vemploi  de  la  Trigonométrie. 

Un  autre  avantage  de  la  méthode  géométrique  est  de  manifester  Tana- 
logie  que  présentent  un  grand  nombre  de  questions  qui  réclament  cepen* 
dant  une  mise  en  équation  et  une  analyse  différentes. 

Enfln,  avec  de  légères  modifications»  la  méthode  de^la  tangente 
s'applique  aux  questions  de  volume. 


%  V.  —  Volume  maximum  el  minimum. 


371.  Pour  résoudre  les  questions  de  maxima  et  de  minima  relatÎTes 
aux  volumes,  on  a  recours  aux  principes  algébriques  connus,  principes 
pour  lesquels  on  peut  trouver  parfois  des  démonstrations  géométriques 
très  simples. 

On  peut  employer  aussi  des  constructions  analogues  à  celles  de  la 
Géométrie  plane. 

JExerotoe. 

372.  Problème.  Quel  est  le  panillélt'pipèile  de  voluuw  majnmum  dont 
la  nomme  des  trois  arêtes  v(jale  une  lorujucur  donnée  1? 

Soient  x,  y  y  z  les  trois  arêtes.  \\a  admettant  que  z  aoit  invariable ,  oo 
aura  une  somme  constante  pour  x  +  y, 

car  x  +  yszl^z 

Or  le  rectangle  xy  est  maximum  lorsque 
Donc  le  parallélépipède  doit  être  à  base  carrée. 
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En  prenant  une  face  quclmn-juo  pour  base,  on  arrive  à  la  iii(-iae  con- 
clusion ;  donc  le  cube  csl  Ir  jjiii  tillélvjnpéde  de  volume  maximum. 

Remarque,  l  a  (j  ueslion  (  i-dcssus  peut  être  regardée  comme  la  démon- 
stration géométrique  du  principe  suivant. 

373.  FfeoMcr  piiBdpc.  Un  produit  de  troU  facteurs ,  dont  la  somme 
f$t  constante  f  eut  maximum  lorsque  ces  trois  facteurs  sont  égait^c  entre 
eux> 

On  en  déduirait  le  principe  réciproque. 

374.  Deuxième  prÎDcîpe.  Poin'  une  valeur  donnée  a',  du  produit  de 
trois  facteurs  y  la  somjnr  des  trot»  facteurs  est  minima  lorsque  les  trois 
facteurs  sont  égaux  entre  eux. 


 ï^. 


Exeroioe* 

3311.  PkoUéfliie.  De  tous  les  parallélépipèdes  droits  qui  ont  pour  base 
m  carré  et  dont  la  stmme  du  càté  du  carré 

et  de  la  hauteur  est  constante,  quel  est  celui  ^-   

dont  le  volume  est  fnaximum  ? 

Soient  .t*  Ja  base,  //  la  hauteur  et  (j;+i/)=/ 
la  somme  constante. 

Le  volume  est  exprimé  par  cd'i/. 

Prolongeons  y  d'une  quantilé  DK  égale  à 
BD.  nous  obtiendrons  ainsi  un  solide  BF 
double  ilu  prt'cétient  HG. 

Au  maximuni  du  solide  AGKF  correspon- 
dra celui  de  A<  iDG.  Or  la  somme  des  trois 
arêtes  du  premier  est  construite,  car 

AB  +  BC  +  BE  =  2(x  +  //)  r=  2/ 

donc  le  solide  BF  est  maximum  lorsque  les  trois  arêtes  sont  égaies; 
donc  ie  volume  BG  csl  maximum  lorsque  le  côté  du  carré  est  double  de 
la  hauteur. 


Fig.  246. 


Alors 


ht  IVxercice  ci -dessus,  on  déduit  ie  principe  suivant  : 

37(»  TroiMèine  principe,  l^our  UII6  sommo  coDstaDte  l  de  deux  facteurs 
^  et  7,  ie  produit  x*y  est  maximum  lorsqu^on  partage  l  en  parties  pro- 
portioDoellea  aux  exposants  2  et  1  des  facteurs  x  et  y, 

377,  g— uièioe  prinoqpa.  Réciproquement,  pour  un  produit  donné 
ï*J=a',  la  somme  des  fadeurs  x  +  y  est  minima  lorsqu'on  preM  x 
éô^hledey. 

Dans  ce  cas,  0^  =  0*  revient  à  4v'^=:a' 

<r<A  y=-^  et  a?= 


3 


Problème.  Pour  une  surface  domiée  2is.*,quel  est  le  parallélépi- 
fiée  rectangle  de  volume  maximum? 


I 

l 
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Soient  ^,  Uf  z  les  trois  arêtes,  xyz  exprimera  le  volume. 

xu  -|-  xz  -f  yt^a*  e&t  la  moitié  de  la  surfeea;  en  preoant  pour 
base,  et  r^.r  -|~  y)  est  la  demi-aurikce  latérale. 

Admettons  que  la  surface  de  base  jpy  ne  raric  point»  il  en  «en 
de  mdme  de  la  demi-surface  latérale,  car  sa  valeur  —  xy  sert 
constante. 

Mais  Iq  hauteur  z  s^obtient  en  divisant  la  demi- surface  latérale  par 

le  demi  -  périmètre  de  base 

a*  —  XI/ 

OU  j=  , 

x  +  y 

Or  la  hauteur  sera  d'autant  plus  £jrande  et,  par  suite,  k-  volmne  xyt 
sera  d'autant  plus  grand,  que  le  diviseur  .r-f-  y  sera  plus  i»clil  :  mais  ou 
sait  que  le  miuimuiu  t -f- t/,  lorsque  le  produit  xy  est  constiint,  a  iiou 
quand  les  deux  facteurs  sont  cgaux.  Donc  in  base  doit  êtrr  carrée. 

Il  en  serait  de  uicnic  pour  toute  autre  lace;  donc,  pour  une  sm'face 
totale  donnée,  le  cube  est  maximum. 


£xeroioe. 

379.  Problème.  Oiiel  ent  le  volume  maximum  d'une  boffa  crcu^,  d&ttt 

la  surface  des  cinq  facee  a  une  vaieur  dm' 
née  a*? 

Doublons  le  volume  à  étudier,  en  prenant 
la  lo ligueur  DE  égale  à  la  profondeur  de  U 
boite. 

La  surface  lulalc  du  parallélépipède  ain-i 
formé  est  constant'^,  elle  égale  2a*,  doue  ce 
corps  est  un  cube;  la  boîte  ACnCi  e-t  donc  U 
moitié  d'un  cube,  vt  la  Imutru)'  y  tu  doit 
cire  que  la  moitié  du  côté  dit  can'é  de  lA 
base  *. 

La  surlace  des  ciaq  faces  ou 

X 


devient 

d'où 


u;^  -j-  4  X     =  a*   ou  3a**  =  a* 

a       .  a 

x=  — r^-   et  w  = 

v'  3         ^  2v  3 


V  = 


a- 


a 

2w  3 


6v3 


3}i<>  Probiemo.  (Jui  l  rst  le  paru  II*  h'jnpèdc  "  hase  carrée  dont  /« 
rtil'nnv  rst  ïini.i  I m tirn  ,  for^^juc  (a  somme  du  carré  de  base  et  d'une  factt 
lalrralc  est  une  quantité  constante  a"-? 


*  Il  ferait  utile  de  comparer  cotto  iolQtlon  si  sini^^le  et  f-i  (!:'l<^gantc ,  aimS  qae  plaUntfJ 
nutrc-R  d(M^  Indiquées,  aux  solutions  que  donne  Talgèbre  pour  IM  mômct  problème*.  (Vc4r 

Jix^raciif  dalgibrf  f  4*  cdltlou,  u«  984.) 
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Soit  a?  le  côt6  du  carré,  y  la  hauteur.  Le  volume  égale  x'-y,  et  la  sur- 
nce  eonstante  est  dooDéepar 

+  XI/  —  <^,* 

Pour  ra triton er  ce  cas  au  précédent,  il  suffit  de  multiplier  la  surface 
lioaoée  par  16,  ou  de  poser 


rar  le  premier  terme  représente  la  surface  d'un  carré  de  base  nyant  4a7 
[our  cùlé,  et  le  second  terme  est  la  somme  de  quatre  faces  latérales 
^vanl  I  r-  pour  base  et  y  pour  haulenr. 

Ur  le  nioxiinum  du  volume  a  lieu  lorbinie  le  cùté  du  carré  de  base  est 
ifouble  de  la  iiault^ur  (  no  379),  et,  par  suite,  pour  l'exemple  donné ,  4z^ 
ptanl  le  côté  du  carré,  on  a  : 

4a?=2î/   d^où  y=z2x 

Le  tnamm  um  cl  Heu  quand  la  hautmr  y  e$t  double  du  côfê  x  de  la 
}t'*e  tiu  solide  demixndé. 

a?*  +  a?y  ==  a* 

2 


le  »  icût 
fou 


roù 


baos  ce  cas 


V  ou  a;«t,=  -*^ 


Exeroioe. 

J8I.  I>roi>ié«»«-  -Par  UM  )>oi/i«  quelconque  de  la  base  d'un  Lctraèdre, 
ivtét  l'attgl^  cit^  sOfïï^W^^  est  un  trièdre  tri-rectangle  à  trois  arêtes  â/ates, 
ffé'S  plains  parallèUe  aux  faces  du  trièdre,  et  l'on  farine  un 
l 'r.U!*  i*jj:nf^^'-d€^  ^rectangle;  pour  quelle  position  du  point ,  pri:i  sur  la 


y  'r.^n.h-jnpé'de^  r^ectangle;  pour  quelle  posii 


trièdre  tri-rec(angle  à  trois  faces  égales  entre  elles. 
OG  =  i;   donc  ABC  est  un  triani^lfj  é(iuilatéral. 


l«  Prenons  un 

Soit       OA  OB  -  ...^^  V*.,         «114^1. .  <.>(ui  laii^i  ai. 

notons  ^ar     ,  lit  ^  les  distances  d'un  point  quelconque  de  la 
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k  _____ 

base  ABC  aux  troia  facea;  od  sait  que  cette  somme  est  coni&Dlé, 
égale  l  (qo  278).  Donc  le  volume  xyz  est  maximum  quand  les  trois  Ut- 
teurs  sont  égaux  eotre  eux. 


donc  le  parallélcpipède  maximum  est  les  %  du  tétraèdre.  I 

Remarque.  Lo  point  D  est  au  point  de  concours  des  médianes  du  Iri 
aoglo  équilatéral  ABC,  aux  Va  de  CL  à  partir  du  sommet. 

Le  point  D  se  projette  en  E,  F,  G,  aux  poiots  de  coucours  des  mé 
dianes  des  faces  du  trièdre  0. 

382.  2o  Trièdre  quelconque.  D'après  un  théorème  connu ,  qudle  qc 
soit  la  modification  apportée  à  l'une,  ou  à  plusieurs  des  arêtes  de  Tang! 
S,  le  parallélépipède  inscrit  est  au  tétraèdre  primitif  dans  le  rapport  d 
nouveau  parallélépipède  au  tétraèdre  traDsformé  (n®  204).  On  peut  éaoi 
cer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  Pour  Un  tétraèdre  quelconque  ayant  0  pour  sommet,  AQ 
pour  Itase,  le  paraUéU'pipcde  formé  en  menant  par  un  point  delà  btu 
des  plan»  parallèles  aux  trois  faces  de  Vangle  0,  a  un  volume  ma3cimu\ 
lorsque  le  sommet  D  est  au  point  de  ooftcours  des  médianes  de  In  boM 

Son  volume  est  les  %  du  volume  du  tétraèdre.  ' 

Exerdoe. 

3o^i.  Problème.  Pur  fe  sommet  D  (Vuu  jnt rallélépij't  Jr  y  ièn  tier 
jdan  ABC  qui  voupc  1rs  trois  arêtes  OX »  OV,  ()Z  du  sommet  O,  a^^^mi 
à  D,  de  manière  que  le  tétraèdre  OABC  soil  miiritnum, 

I 

1 
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C'est  îa  rériproque  de  la  question  précédente;  il  faut  prendre  des 

sr-'-les  OA»  OB,  OC,  triples  des  arôtos  correspondantes  011,  01,  ()J  du 

parallélépipède,  et  le  plan  ABC  passe  par  le  sommet  D  et  donne  le 

9 

léiraèdre  miaimuii]  ^al  aux  parallélépipède. 


Exeroioe. 

{  384  (ft).  Problème.  Conj.irr  une  pyramide  parallèlement  à,  lahaêe,âe 
Mittre  que  le  prisme,  ayant  la  section  pour  hase,  et  la  hauteur  du 
Hie,  ait  un  volume  maximum. 

*1"  Cas.  l'i/rumide  à  base  carrée  et  dont  le  côté  a  égale  la  hauteur 

(U  il  j'i/riD/tide, 

(Poor  toute  seciion  on  aura 
IJ  =  FG 

tu        ij-fGii -^rii_'f 
Soieot  lJ=:x   et   Ûll  =  y 
Qa  x^y  =  a 

Or  le  volume  du  prisme  =3^/  mais 
e  produit  est  maximum  lorsque  x=2y 

5<  principe,  376) 

i  UODe  /<t  section  doit  ch'c  faitr  au  premier  tiers  de  la  hauteur  à  parlir 

It  la  base,  ou  aux  %  ^  partir  du  soniuiet. 
y  4a*     a  W 


Fig.  m 


27 


3S4  (b).  2  '  Cas.  D'après  les  transformations  indiquées  (n^*  202  ,  203, 
on  peut  dire  immédiatement  : 
jj^Pour  une  pyramide  quelconque,  le  prisme  maximum  correspond  à  la 
leefipri  menée  aux  Va  ^  ^  hauteur 
i  MÊÊt  du  sommet. 


\  Autre  «olulion 
WOrd    H  II'.' 


('.t>ii>^i(Urous  d'à- 
PII  ru  aiiiU    trianyulaire , 
^ùnt  pvur  b'isr  AOli. 

F  Menons  une  seciion  f 'JH  pareil luIc  à 
i  base,  mais  à  une  hauteur  quel- 

Oûqoe, 

L  Construisons  le  i>risme  triangulaire 
rrespondniil   et    le  parallélépipède 
FJE,  (ilioi,  dont  le  bommel  h  est 
u  point  milieu  de  PR,  et  appartient 
r  âuile  à  la  médiane  CDL  de  la  face 


Fig.  2M. 


1°  Le  parallélépipède  dont  hFJI'^  est 
des  bâtes  est  éqni valant  à  la  moitié  du  prisme  Iriangulairo  qui  a 
base  PJR9  car  ce  triangle  est  double  du  parallélogramme. 
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5**  Au  parai léléiiip'-d»^  maxiniuin  correspondra  un  prisme  Irinn^'ula  r' 
double,  et  j  par  suite,  ce  prisme  sern  maximum;  mais  le  parallélépipède 
EF,  IH  est  niaximuai  quand  le  sommet  D  est  au  tiers  île  LC  à  partir  de 
la  base  Cn"  3S1  )  ;  donc  îe  prisme  PJR.  MON  est  maximum  lorsque  la 
section  qôI  faite  aux  deux  tiers  de  la  hauteur,  à  partir  du  sommet  C. 

df*  Le  sommet  D  du  parallélépipède  maximum  est  aux  ^ 
médiane  CL  (n«  381),  et  GJ  est  aux  Vs      ^0  ;  donc  le  prisme  tri- 
angulaire e$t  maadmum  lorsque  la  section  PJR  est  faite  awr 
arêtes,  à  partir  du  sommet^  ou  bien  au  tiers  de  la  hauteur,  à  partir  dt 
la  base, 

38l>.  Volume  du  prisme  maximum,  ^^ûie^t  V>  et  h  la  baâe  et  lâ  bau'iéur 

do  la  pyramide  donnée,  le  volume  de  celle  pyrauiide  =  y»  B/i. 
La  section  PJR  étant  faite  aux  ^3  de  la  iiautcur,  on  a  : 


AOB  —   ^  15    —  > 

d'Où  PJR  =  V9B 

La  hauteur  du  prisme  s= 

«ionc  V=Vi>B  -  3  =  VitB^ 

D^autre  part,  la  pyramide  donnée  a  pour  volume  B  ;  doDe  le  prisme 
est  les  V»  de  la  pyramide  donnée. 


le.  Ce  résultat  est  conforme  à  celui  qu^oo  a  obtenu  par  une 
autre  méthode  (n»  384).  En  elTet,  la  pyramide  F,ABCD  (fig.  2*j0} 

=  -g-  =      ;  donc  le  prisme   -^f   est  les   -g-   de  la  pjrramwé 

donnée  * 

3ft0.  K.rte^ision.  Le  théorème  démontré  pour  une  pyramide  triangulaire 
s'apfiliqiie ,  pnr  exten?^ion,  à  une  pyramide  quelconque,  et  en  particulier 
au  cône  ;  ou  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 


i.  Le  cylindre  maximum,  inscrit  dans  un  cône  donné,  e<^ 
celui  qu'on  obtient  en  coupant  le  cône  par  un  plan  parallèle  à  la  hase, 
ce  plan  étant  mené  aux  V3  de  la  hauteur  à  partir  du  sommet. 

Cône  =  '/jTTr-A ,    cylindre  maximum  =  Y«  •  V»^***^ 

387.  Réoîproquem«B%.  La  pyramide  de  volume  minimum  circonscrite 
à  un  prisme  donné  a  une  hauteur  FH  triple  de  celle  du  prisme. 

Il  en  e»t  de  même  pour  le  cône  minimum  circonscrit  à  un  cylinàrr 
donné. 


'SUH,  (a)  ProUèmc.  Inscrire  dans  une  sphère  le  parallélépipède  ét 
volume  fnaœimum. 
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Soient  y,  z  les  trois  dimensiODs  du  parallélépipède, et  d  le  diamètre 
de  la  sphère. 

Admettons  que  %  ne  rarie  point;  la  face  os^  est  inscrite  dans  on 
cercle  obtenu  en  coupant  la  sphère  par  un  plan  éloigné  du  centre  de  la 

lûogoeur        Mais,  pour  une  hauteur  constante,  le  solide  est  maii- 

num  lorsque  la  face  est  maxima  ;  or  le  carré  est  le  plus  grand  rec- 
taogle  qu'on  puisse  inscrire  dans  un  cercle  ;  donc  la  face  est  carrée. 
Id  raisonnement  analogue  prouve  qn*il  doit  en  être  ainsi  d^une  face 

quelconque.  . 

Donc  le  cube  est  le  parallélépipède  maximum  que  Ton  peut  inscrire 
dans  une  sphère  donnée. 


as.  io  La  cube  inscrit  a  pour  diagonale  un  diamètre  de  la 
ipbère* 

Donc  +  y*  +  z*  =  cP,  3ap*  s=:  d* 

d 


d'où  X  = 


v3 


OU  ^^^.-^=.^^ 

2°  La  somme  des  carrés  des  trois  dimensions  est  constante  ;  on  peut 
éooc  en  conclure  le  principe  suivant  : 

3^{8  (b).  Cinquième  principe.  Lorsryj/e  la  somtnr  des  carrés  des  irais 
('u  leurs  d'un  produit  est  constante,  le  produit  est  maximum  quand  les 
sont  égaux  entre  eux, 

§  VI.  —  Emploi  de  la  Tangente. 


388  (a).  m^Mème.  On  donne  trois  plans  qui  se  coupent  deux  à  deux 
wsirant  les  droites  OX,  OV,  OZ;  une  surface  courbe  abc  est  comprise 
nUre  ces  plans  ;  Mterminer  sur  cette  surface  un  point  D  tel,  qu'en  mé- 
fiant par  ce  point  des  plans  parallèles  aux  faces  du  frièdre  donné,  on 
obtienne  le  parallélépipède  maximum.  (La  concavité  de  la  surface  est 
iMmée  vers  Torigine  0.) 

D'aprèe  les  théorèmes  connus  relatifs  au  tétraèdre  et  au  prisme  inscrit 
^381  et  382) ,  le  problème  serait  résolu  si  Ton  menait  un  plan  tangent 
ABC  tel  que  le  point  de  contact  D  fût  le  point  de  concours  des  médianes 
in  triangle  obtenu  ABC»  car  le  parallélépipède  D  serait  les  Vo  du  tétraèdre 
OaBC,  tandis  que  tout  parallélépipède  ayant  son  sommet  en  un  autre 
f^int  quelconque  du  triangle  ABC,  donnerait  un  volume  moindre,  et 
ffli^qu^on  admet  que  la  surface  est  concaTe  par  rapport  au  point  0,  celle 
Mceest  comprise  dans  te  tétraèdre;  tout  autre  point  que  D  donnera 
A  parallélépipède  plus  pelit  que  le  point  correspondant  du  triangle 
i^;  on  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Jje  parallélépipède  maximum  a  pour  sommet  le  poitU  de 


i 
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contaei  d'un  plan  tangent  tel,  que  ce  point  de  eantaei  e$t  le  point  de 
concours  des  médianes  du  triangle  obtenu, 

389  (b).  Remarques.  1^  Nou?  allon.s  indiquer  la  manière  de  délermiDerl 
le  point  de  contact  dans  les  seuls  cas  que  nous  aurons  à  traiter  plus  tard.  ; 


Fig.  252. 

La  surface  courbe  sera  de  révolution,  et  ordinairement  ce  sera  aoe 

zone  sphérique. 

Soit  OC  Taxe  de  la  zone  de  révolution,  AOY  un  plan  perpendiculaire  I 
cet  axe.  Pour  inscrire  dans  la  zone  ou  dans  le  s«'j[rment  un  parallélépi- 
pède maximum,  il  suffit  de  considérer  ie  quart  'e  !a  zone,  en  menant 
par  Taxe  OZ  deux  plans  rectangulaires,  car  pour  une  m^'-nie  hauteur  -^n 
parallélépipède  le  solide  maximum  a  pour  base  un  carré  i  n*^  355).  Ua 
plus  le  quart  ainsi  obtenu  est  syinélriqtie  par  rapport  au  plan  bissecteur 
COL;  par  suite,  !e  trianp^le  ARC  est  toujours  isocèle,  quand  il  s'agit  d'une 
surface  de  révolution.  Donc  il  sufjii  de  con^idrrer  l'arc  cDi  dctmruft 
par  In  jylun  hifiscrh'ur  Ci)L,  el  de  mener  à  cet  arc  une  tangente  CDL 
tcllr  ,jue  DG  =  2DL  (n«»  31oi. 

2°  En  ne  considérant  que  la  courbe  cbi,  la  tangente  CDL  telle  qu^ 
DC  =  2DL  donne  le  sommet  du  p  irallélépipcde  DO;  les  deux  lignes 
et  DJ  ne  remplissent  pas  la  même  fooction  :  DG  est  une  arête  du  solidej 
tandis  que  DJ  est  la  diagonale  du  carré  de  base.  j 

Ainsi»  dans  le  cas  particulier  où  DO  serait  un  cube*  on  aurait  I 

DJ«  =  2DG« 

3**  Pour  inscrire  un  prisme  triaiigalaire  maximum,  on  mrnerait  pai 
Ta.xe  OZ  trois  plans  formant  entre  eux  des  angles  de  120  ',  car  la  ba«e  di 
prisme  maximum  est  inscrite  dans  un  cercle,  et  par  suite  cette  base  osj 
un  triangle  ôquilatéral  (n^  355). 

I 
I 

I 

300.  Problème.  Dans  le  srjincnt  déterminé  par  un  plan  perpendi 
culaire  à  Vojcc  d'un  corps  de  révolution,  inscrire  le  parallélépipédi 
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maximum.  Une  des  faces  da  parallélépipède  doit  être  sur  le  plan  de 
t»afl6  da  segment. 

Il  suffit  de  considérer  le  quart  du  segment,  c^est* à-dire  Tonglet  com- 
pris entre  le  plan  de  base,  et  deux  plans  perpen- 
dicalaiiea  entre  eux  et  menés  par  Taxe. 

Le  solide  maximum  inscrit  doit  a^oîr  pour  som- 
met, sur  la  surfoce  courbe  de  Tonglet,  le  point  de 
contact  d^un  plan  tangent  à  la  surface  et  coupant  les 
trois  faces  du  triédre  tri-rectangle  suivant  un  triangle 
doDt  le  point  de  contact  est  le  point  de  rencontre  des 
mMianea  (  n^  381  ).  Donc ,  si  Tare  AB  représente  la 
courbe  mcridienne  de  l'onglet,  il  faut  mener  une  tan- 
gente MON  de  manière  que 

GMt=2CN  (no  315) 

car  chaque  médiane  du  triangle  est  divisée  par  le  centre  de  gravité  aux 
*jà  partir  du  commet. 

Le  parallélépipède  rectande  ayant  CP  pour  arête  et  CQ  pour  diagoiiale 
de  la  face  supérieure  est  nuixiiiiuni.  Va\  eHet,  pour  tout  autre  point  G  de 
la  courbe,  le  paraliélépipèdo  correspondant  à  GE  et  GH  est  moindre  que 
le  parallélépipède  DE,  DF  ;  mais  ce  dernier  est  moindre  que  le  solide 
CP,  CQ;  donc  ce  dernier  est  maxanuai. 

991.  BeoBttrque.  Pour  rbémlsphère,  la  tangente  divisée  aux  Va  à  partir 
da  point  M  donne  (n*  316,  formalea  e  et  d) 

CP«=-^  et  CQ«=-^ 

Le  parallélépipède  inscrit  dans  la  Fphrrc  entière  est  donc  un  cube.  En 
efet,  CP  est  le  côté  et  CQ  la  diagonale  du  carré  qui  termine  le  solide 
(d"3»9,  Remarque  2<>);  car  la  figure  OACB  est  la  section  de  Ponglet 
sphérique  du  parallélépipède  inscrit  et  du  tétraèdre  circonscrit  par  le 
pUo  diagonal  conduit  par  OB  et  par  la  médiane  opposée  MN. 

392.  MaxifiifiiTi  de  xV  Le  problème  précédent  conduit  diine  manière 
très  simple  au  mdxiuium  du  produit  x-y,  lorsque  la  somme  des  carrés 
^-  et  )y-  est  constante. 

Soil  donc  +  y»  =  a* 

Dans  rinscription  du  parallélépipède  rectangle  maximum,  x  ou  CQ  est 
la  moitié  de  la  diagonale  du  carré  de  base,  y  ou  GP  est  la  moitié  de  la 
iuoteur  totale  du  parallélépipède  demandé. 

11  luffit  de  considérer  le  huitième  de  ce  corps,  c'est-à-dire  la  partie 
comprise  dans  un  des  huit  triédres  tri -rectangles  déterminés  par  trois 
pians  rectangulaires  deux  à  deux  et  menés  par  le  centre  de  la  sphère. 

Or  le  parallélépipède  maximum  est  le  cube  inscrit  dans  la  sphère,  le 
buitième  de  ce  solide  est  aussi  un  cube  ayant  x  pour  diagonale  du  carré 
«fe  base  et  y  pour  hauteur. 

DoDcx*  doit  égaler 

L'égalité  a^  +  y'^^a^  devient  d|^=:a* 


a» 


M  V'=  3    par  suite  a*=:Vaa* 


M. 


9 
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Mais  le  cube  cottBÎdéré  a  pour  volume  Vr*^*  X  î/- 
Le  produit  od^y  exprime  le  double  du  cube  partiel. 
Donc  le  produit  x*y  e$t  maximum  lorsqu'on  a  : 

a;*=;V»     et     =        d'où  l/  =  -j|^ 
d'ailleurs  V  ou      égaie  aloM  Vt*»*  •  -rr 

3^/3 


393.  ProUèma.  Dans  un  secteur  sphérique,  ou  dans  un  segment  8jphé\ 

rique  à  une  base,  inscrire  le  cyUndri 
de  volume  maximum. 

Il  suffit  de  considérer  la  aecliaj 
principale  obtenue  en  coupant  leso-, 
lide  par  un  plan  mené  par  Taxe.  | 
1°  Pour  le  secteur,  il  faut  menei 
la  lanjj^enle  HCN  limitée  aux  ra)ODi 
OA,  OB,  et  telle  que  | 

HC^Vaii^  (n<^315 
^0  Pour  le  aegmeat,  il  faut  mené 
ëDF  telle  que 

ED  r=2DF 

Par  rapport  au  cône,  dont  E  m 
rait  le  sommet  et  EDF  la  gAnén 
triée,  le  cylindre  est  maximum  lonj 
que  la  section  DD'  est  aux  Vs  de  l| 
hauteur  à  partir  du  sommet  (  n«  386  i| 
donc.** 


FIg.  S54. 


384. 


.  A  un  segment  sphérique  ACr.'W  nrronsrHrc  le  cû/jj 

de  VOlUitie  iillm  m  a  ni . 

Il  faut  mener  la  tan;:enl* 
MCN  de  manière  que 
MG  =  2CN 

(t^  387  et  390). 

Il  faut  prouver  que  le  eOoe 

ayant  M  pour  sommet  et 

pour  génératrice,  a  on 

lume  plus  petit  que  le  céD 

engendré  par  une  autre  tao- 

gente  quelconque  HG. 
En  effet,  le  cylindre  CPOO 


/  H 
F 

Q 

■  ■  ë' 
K 

i; 

/  / 

0 

Fig. 

ayant  CP  pour  hauteur  et  CQ  pour  rayon,  est  les  du  cône  cngondrt 
psr  MON(n«386).  i 
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Ott  cône  MO.N  =     cylindre  GPOQ 

Par  le  point  G,  menons  une  parallèlo  EF  à  la  tangente  GH 

Soient  1  et  J  lea  poiats  situés  aux  «/a  de  ces  lignes,  à  partir  de  F  et 

I»ans  le  cône  engendré  par  POE,  Je  cylindre  CPOQ  est  moindre  que  le 
cylindre  IKOL,  qui  correspond  au  premier  tiers,  à  partir  de  la  base. 

Donc  cône  FOE  >  y,  cylindre  CPOQ 

3"  cône  FOE  >  cône  MON 

hoe,à  fariiori,     cône  H06 >  e^ne  MON 


BoBMrque.  La  démonstration  présuppose  que  la  courbe  est  concave 
m  les  axes  OA ,  OH. 


UK»  Problème.  DtiH.^  un  segment  à  une  hase,  de  paruboloide  de  rénO" 

kdou,  iHi<cvire  le  cylindre  de  vo- 
fime  maxnt) (tm . 

Il  faut  mener  la  tangente  I)KF 
le  manière  que  DK=2EF  (n<*390). 

Pour  cela  ,  il  suffit  de  diviser  AU 
T>  ieux  parties  égales,  car  on  aura 
il'=AO,  puisque  la  sous-tan- 
;eQle  ^st  divisée  en  deux  parties 
gaies  par  la  langeote  au  sommet. 
G.,  n°  699.) 
Ain«i  le  cylindre  inaxiiuitm  a  pour 


Fig.  'iôC. 


a  ^  la  section  ôquidistante  du  sommet  A  et  de  la  base  BG  du  tronc  de 

âraboloîde. 

Soient  AH^a  BH  =  6 

I  Le  parabololde  a  pour  volume  — j™  (G.,  n©  953.) 
U  cjrlindre  a  pour  base  nOE«,  mais  0E«=:  V,HB«  et  0H=:|^;  donc 

I 

I  cylindre  =  ^ 

I  ht  cylindre  est  la  moitié  du  parabololde  donné. 

3&e.  WiinMirmife.  4*»  Pour  un  tronc  obtenu  en  coupant  un  parabololde 

Uliptiquc  par  un  plan  quelconque,  le  cylindre  maximum  aurait  aussi 
Kur  base  la  section  équidistante  de  la  base  du  parabololde  et  du  plan 
jiigeDt  parallèle  à  cette  base. 

2'  Pour  le  paraboloïde  de  révolution,  DF  serait  la  génératrice  du  cône 

niDiriium  circonscrit  (n*'  394  ). 
Pour  avoir  le  volume  de  ce  cône,  il  suflU  de  remarquer  que  la  hauteur 
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HF«_DH»_.,  .  HP 
d'où  HF»  =  7.6' 


397.  PkoUèM.  Imcrire,  dans  une  sphère  donnée,  un  pristnc  régxUxer 
maaàmum^  par  exemple,  un  prisme  triangulaire, 

Pkenûèce  tolution.  Ed  appelant  y  la  demi-hauteur  du  prisme  triangu 
lidro  iuscrit,  x  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  équilal6ral  qui 
sert  de  base  au  prisme,  a  le  rayon  de  la  sphère t  on  a  la  relation 

a?^  -|- 1/*  =  «• 

Il  faut  exprimer  la  surface  du  triangle  équilaléral  de  base  en  looclion 
de  .T. 

Or  le  rayon  du  cercle  circonscrit  e»l  les  Va  de  la  hauteur  de  ce  txi- 
angto;don6  d'où  h*=iy^ 

Mais  la  surlhce  du  triangle  ôquîlatèralf  en  fonction  de  h,  est  donnée 

par  S  =-^^  (a.,  n*  316.) 

Alors  le  volume  de  la  moiiié       ^— et  le  volume  total  da 

prisme  2 —  ^ 
Le  maximum  ne  dépend  que  de  la  fonction  a:^. 
Et  puisqu'on  a  a?»  -|-  y«  =:  a* 

La  somme  des  carrés  est  constante,  et  Ton  doit  avoir  : 

«*=:2y»  d'Où  3y«  =  a« 

y  =  et  x^=^ 

Pour  avoir  le  volume  total  du  prisme,  il  faut  tenir  compte  du  coefii' 
dent  ^f-. 


I 


I 

3{)i\.  Seconde  solution.  Soil  le  problème  résolu,  et  ABCL  le  deaiij 
prisme  Irianij^ulaire  régulier  maximum.  *  | 

Choisissons  pour  méridien  principal  celui  qui  passe  par  une  arêl^ 
AL,  et  menons  le  grand  cercle  SS'  perpendiculaire  aux  arêtes  lalëj 
raies.  i 
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Pour  ramener  le  problème  proposé  à  une  quesUon  connue,  menonB 
par  PO  des  plans  méridiens  PFJ ,  PGI  respeetivement  perpendienlaires 
aux  foces  BAL  et  ALG  du 
prisme.  Le  tiers  du  prisme  se 
timi?e  compris  entre  les  deux 
pians  ainsi  menés  (n*  389,  Re- 
marque 9»).  Il  suffit  de  con- 
sidérer la  partie  du  prisme  qui 
a  pour  base  ADHE  et  pour 
bautenr  la  ligne  AL. 

Or  AD  est  perpendiculaire  à 
HD;  AE»  de  la  droite  AG,  est 
pvpeDdiculaire  à  HEG^donc  le 
prisme  (AL,  ADHE)  inscrit 
daos  le  triôdre  formé  par  le 
plan  du  grand  cercle  SS'  et 
par  les  méridiens  menés  sui- 
vant HF,  HG  sera  maximum 
lonque  son  sommet  A  sera  le  point  de  contact  d^one  tangente  divisée 
an  tiers,  à  partir  du  point  M  (n«  389,  Bemarque  io). 

Ihne  le  êùmmet  A  du  prisme  meueimum  est  le  même  point  que  le 
miimet  du  cube  inscrit  dans  la  sphère  (qo  390). 


I.  il  en  serait  de  même  pour  tout  prisme  inscrit,  ayant 
la  base  semblable  à  un  polygone  inscriptible  donné.  En  un  mot  : 

La  tangente  MAN  te&e  que  AN=:2AM  faU  connaître  le  cylindre 
iviterU  de  volume  maximum,  et  tout  prisme  maximum,  ayant  une  base 
semblable  à  on  polygone  inscriptible  donné,  est  inscrit  dans  le  cylindre 
de  Tolume  maximum* 


Tohime  de*  solides  iatoriu.  DésioTions  par  a  le  rayon  de  la  sphôre. 
On  sait  qu'on  a  les  relations  suivantes  (n»  316,  c  et  ci)  : 

d'où  AA'  =  42r;   AH*  =  Vaa«,   ainsi  All=za^% 


AL*=: 


^  —  TT' 

AA'  est  la  hauteur  commune  à  tous  Ic:;  solides  prismatiques  maxima 
<ju'oo  peut  inscrire  dans  îa  sphôre,  et  AH  est  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit à  la  base  de  ces  prismes. 

[•)  Cylindre     Y  ^nf»h^%^/^K'^  =  na^ 

(b)  Cu6e    AH<  ou  Vi»*  ^ale  2  fols  AL*,  car  AL* = ^ 

Aiaai,  loreque  le  prisme  régulier  Inscrit  doit  être  à  base  carrée,  on 

<ibtiaDt  ua  cube  ayant  AA'  ou         pour  c6lé,  et  AK  pour  diagonale 


V  = 


r  2a  \3 


8 


V/3  y  ^  3VT 


a^ 


(e)  Prxinne,  triangulaire.  Le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans 
aacercie  de  rayon  AH  a  pour  expression  AHv'  3 .  (G.,  n^  277.) 
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La  hauteur  de  ce  triangle  égale  ^/lUA. 


3s/ 5^ 


Donc  aire  Ue  AliG  =  VjAlJv  à  x  ^,AH  =  — ^  AH* 
mais 


AH*  =  V,a-;  donc  kUCz^^^^  .y^''  =  -^^-a^ 


Volume  =  ABC .  AA'  =       a» .       =  a» 

Ainsi  y  lepn$me  triangulaire  maximum ,  inscrit  dans  une  sphère ,  est 
équivalent  au  cube  du  rayon  de  cette  sphère. 


400  (a),  nroblème.  On  donne  une  sphère,  un  grand  cercle  fixe  AB,  el 
un  plan  NT  ;  mener  un  plan  parallèle  au  plan  NT,  tel  que  le  eyUndre 

qu*on  obtient  en  projetant  le  eerek 
CIDJ  sur  le  grand  cercle  fixe  ait  un 
tfolume  maximum. 

Du  centre  o,  abaissons  une  perpec- 
(lijulaire  (>M\  sur  le  plan  donné;  celte 
perpendiculaire  passe  par  le  ceatre  M 
de  la  section. 
Abaissons  la  perpendiculaire  NQ. 
Les  angles  ONQ,  OGM  sont  égaux. 
NO 

Le  rapport         est  donc  connu^  or 

Tangle  a  est  donné. 

Représenione  CM  =  MJ  par  x,  et  011 
par  y, 

La  projection  ELFK  du  cercle  CD  est  une  ellipse.  (G.,  n«  634.) 

Le  diamètre  IJ,  parallèle  au  grand  cercle,  se  projette  en  vraie  gran* 

deur  ;  donc  LU  =  MJ  =  x 

HF  =  IlE  =  CM  C06  X  ou  a?  ces  a  ^d^ailleura  cos  a  =  ^ 

V  =  9cUË .  UL .  HM        (G.,  n<»  ôâU  et  637j 
Or  MH=yco8a,  donc   V=Trxco8a.â?.y coaa 

V  =  Tzx^y  cos*  ot 

Le  maximum  ne  dépend  que  de  la  variation  de  x^y. 
Or  x^  +  y-  —  r- 

Donc  le  maximum  a  lieu  quand  = 


et  que 


Ainsi,  en  divisant  OR  en  trois  parties  égales,  élevant  la  perpendicu- 
laire FS,  il  faudra  décrire  une  circonférence  avec  0;S  pour  rajon,  el 
mener  un  pian  tangent  parallèle  au  plan  donné. 
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400  (b).  Hote.  Nous  venons  d'in(li.|uer  les  mcihodes  élémoninires  que  l'on  peut 
employer  avec  avantage  pour  démontrer  les  théorèmes,  ou  résoudre  les  proWlèiiieâ 
d«  géométrie. 

On  sait  qa*OD  disUogiio  la  Géométrie  de  la  mesure  6t  la  Géométrie  de  Vordre, 
Ott  Géométrie  de  position.  La  Géométrie  de  la  mesure,  ou  Géométrie  d'Archi- 
mede,  s'occupe  des  quadratures  et  des  cuhatures.  La  Géométrie  de  l'ordre,  ou 
CAmiéfrie  dWpoUonius,  s'occupe  de^  formes  et  f\e^  situ athnx ;  on  peul  l'appeler 
''  "tueirtij  de  position,  mais  avec  une  sigoiticatioii  plus  éteoduo  que  colle  qud 
ùèftMOT  a  «ioi^née  à  celle  dénominnlion. 

La  plupart  des  méthodes  que  dous  avons  données  se  rapportent  à  la  Géomé- 
trie de  poêition;  cependaDt  la  Géométrie  de  la  mesure  n*a  pas  été  complète- 
neal  oubliée;  ainsi,  la  méthode  par  composition  on  décomposition  {u«*  152 
et  153  ne  s*occttpe,  en  quelque  sorte,  que  des  surlaces  ou  des  volumes. 

La  Méthode  par  dttpUcatian  (n"  i  i5)  est  employée,  bous  le  nom  de  Méthode 
de  ref'mrnfiTnerit ,  dans  les  Éléments  de  géométrie  pour  démontrer  le  3*  cas 
d'égaiiUi  de-s  tri;.iifrles.  (G  ,  ii  i>2.) 

L'emploi  d'un  volume  auicUtairt'  peut  contluirf  à  la  delerminnlion  de  Taire 
de  quelques  surfa»:es  (n*»  173);  cnliii  le  chapitre  tles  Majama  et  des  Minima 
(a**  335  à  401)  est  surtout  relalir  aux  surfaces  et  aux  volumes. 

Us  méthodes  élémentaires  les  plus  fécondes  pour  traiter  les  questions  qui  se 
rapportent  A  la  Géométrie  de  la  mesure  ont  été  tttposées  dans  V Appendice  aux 
Éléments  de  Géométrie.  On  y  trouve  notamment  :  les  Théorèmes  de  Guldin 
(G ,  805,  etc.),  les  Théorhnen  ffénéraux  (G.,  n 909  à  92!^),  et  les  méthodes 
lie  sofnrnafimi  (G  ,  u"*  9'i3  à  '.»7h  <  l  âfi^  sfclions  comparées  (G.|  u**  971  à  982), 
dont  nul  n»^  corlesîe  la  simplicité  et  rélégance. 

Les  Mélkodes  infinitésimales  proprement  dites  (sauf  les  6onimalioii«i  élémen- 
taires) n'ont  pas  été  employées,  car  elles  n'appartiennent  pas  aux  Éléments; 
psr  suite,  on  en  trouve  à  peine  quelques  traoes.  (G.,  88t,  et  Appendice  aux 
Exercices  de  géométrie,  note.) 

Les  méthodes  données  précédemment  (n«  1  à  335)  pour  étudier  les  questions 
relatives  à  la  Géométrie  de  posifion  suffisent  amj'leiiieiit  pour  traiter  les  nom- 
breux es<*rfice9  qui  sont  énonct-s  dan?  f-'féhin^uis  de  (U'otaètrie,  et  néanmoins 
('■^il  avec  un  vif  sentiment  de  peine  que  nous  avons  du  renoncer  à  exposer, 
<fuoe  manière  élémentaire,  les  principales  Méthodes  modernes. 

IWppendice  auœ  Élétnents  de  géométrie  traite,  tl  est  vrai,  de  plusieurs  de 
ces  méthodes.  Ainsi  on  y  trouvo  :  les  Transversales  (G.,  n*  743),  le  Rapport 
Mhermonique  (G.,  n«  754),  ta  Division  harmonique  (G.,  n'>  780),  les  Polaires 
0,  n«  797),  les  Figures  honwthétiques  (G.,  n«  810),  les  Figures  inverses 
li-  82 1). 

\a  Transformation  par  înrersh>ft  n  trouvé  place  dans  l'ouvrage  actuel 
(n  '  217  à2i9):  mais  les  travaux  célèbres  de  Poncllft,  de  Ciiasles,  elc,  ne 
vol  pas  résumés,  car  nous  n'avons  pas  exposé  les  mélhoiies  si  puissantes 

>i  fécondes  de  VHomologie,  des  Polaires  réciproques,  de  VHomographie  et 
ée  VInvolution.  Nous  ne  parlons  pas  non  plus  des  théories  qu'on  a  nommées 
fiémuMe  cinématique,  de  cette  méthode  qu'on  peut  faire  remonter  à  Roberval, 
fst  PoiifSOT  a  enrichie,  et  dont  M.  Mannheim  a  grandement  étendu  le  domaine. 

DiDS  cette  nouvelle  édition  des  Exercices  de  Gcoinêlric,  nous  avons  introduit 
ne  »?*<'2  grrand  nombre  d'exercices  relatifs  à  la  Géométrie  récente  du  trkiwile 
V'ir  ci- après  n**'  2262  et  suivants)  ;  nous  espérons  par  là  nieltre  à  la  portée 
ëièvea  les  questions  les  plus  élémentaires  relatives  aux  découvertes  con- 
t^aiporaines. 
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Choix  des  Exerotces. 

401.  l-â  plupart  des  constructions  graphiques  se  font  en  employant 
simultanément  la  règle  et  le  compas;  on  ne  peut  donc  les  indiquer 
ju'Rpf^s  rélude  de  la  circonférence,  c  est-à-dire  à  la  fin  du  livre  II. 

Les  (jiîostions  proposées  sont  groupées  en  familles  naturelles,  autant 
du  moi  II»  que  cela  est  utile  ou  possible*. 

On  peut  traiter  un  groupe  donné  en  ne  s'appuyant  que  sur  le  para- 
irra^  correspondant  des  Éléments  de  Créométrie,  et  sur  ceux  qu'on 
èUTSii  déjà  rappelés  dans  les  exercices  précédents  ;  néanmoins  il  est  ban 

accepter  toute  dénumslraiion  aatisfaieatUe,  quels  que  soient  lesparOF' 
grap ht  s  i fivoq nés. 

Afin  de  n'être  pas  condait  à  trop  demander  aux  commençants,  le  maître 
4oU  rappeler  qu'un  élère  ne  traite  aTec  fruit,  et  surtout  avec  quelque 
facilité,  les  questions  de  géométrie,  que  loraquMl  est  parvenu  à  bien  pos- 
aéder  les  deux  ou  trois  premiers  liTree  des  Éléments. 


THEOREMES 
Angles. 

Dans  ce  paragraphe,  il  n'est  question  que  de  Tangle  droit  et  des 
sopplémeniaires  ou  complémentaires. 


-  c^iQo  classement  d'exwrotoi  iHmenltairtê,  nous  ne  oonnalMons  rira  d*atini  inétikodlqne 
■  tes  ifMrrfiT»  de  géométrie  éUmaUairt  do  Vax  dw  Uroecx,  décédé  en  1S87,  «nolea 
«1  pensionnat  dee  FnVc  â  dc.^  écoles  oturéiieniiei  de  MALavsn.  Cet  ourrage  eom* 
It  Cew»  ds  ffé^nUtrie  da  mâme  aatenr. 

9* 
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1. 


1 


m. 


402.  Théorème.  Si  deux  angles  adjacents  sont  8Uppîémentaire9f  leurs 
bissectrices  sont  perpoidiculaires  l'une  à  Vautre ,  et  rédproquefneni. 

La  réciproque  est  vraie  et  se  démontre  facilement*. 

Ezeroîoe  S. 

403.  Théorème.  Si  Vangle  des  bissectrices  de  deux  angles  adjacenU 
n'ett  pa$  droit,  les  côtés  extérieurs  ne  sont  pas  en  ligm  droite, 

404.  Théoitee  réciproque.  Lorsque  deux  angles  adjacents  ont  les  côtés 
extérieurs  non  en  ligne  droite,  les  bissectrices  de  ces  angles  ne  sont  pas 
perpendiculaires, 

Bxwoioe  3. 

Lorsque  deux  angles ,  aganf  un  cnti'  co>itmun ,  nom 
plan^:}  l'un  sur  l'autre  cl  qur  leur  diffét-eticf 
égale  un  angle  droit,  les  bissectrtce^  fonl 
enfrf  elles  un  angle  égal  à  la  moitié  d*uH 
angle  droit. 

Soient  B \0  —  BAC==  CAD  =  1  droit 

On  a  2m  —  2n  =  i  droit 

d'où  m  ^nz=. droit 

Or  EAF  =  m  —  n;  donc... 

EsBevoios  4. 

A0^^.  Théorème.  Tms  bisseclrîces  de  deux  angles  opposés  2)ar  le  sotumet 
sotU  en  ligne  droite. 

407.  Théorème  fféoSpfoque.  Lorsque  les  bissectrices  de  deux  angles 
égaux  ayant  ménie  sommet  sofit  en  ligne  droite,  les  angles  sont  opposé* 
par  le  sommet. 

406.  Théorème.  Lorsque  deux  droites  se  croisent,  les  bissectrices  dus 
quatre  angles  forment  deux  droites  perpendiculaires  entre  elles» 

Bzeroîoe  5. 

401).  Théorème.  I.a  distance  du  milieu  d'une  droite  à  un  point  qinl- 
cottque  pris  sur  le  prolongement  de  cette  droite,  égale  la  demi -soiiè me 
des  distances  de  ce  point  quelconque  aux  extrémités  de  la  droite. 

Soil  u  le  milieu  de  la  droite  AB,  et  M  un  point  quelconque  pris  sur  k 

prolongement  de  la  droite. 

«  «  J.   On  a       MA  =  MO  +  OA 

«  *  MB  =  M0--BO 

Fig.  260. 

additioDoani  membre  à  membre , 
on  trouve  MA  +  MB = 2M0 

d'où  MO  =  V,  (  M  A  +  M  B)  C  Q,  F.  D. 


*  Novt  snnirlnioiift  1m  dtaioostrattons  d*OB  mms  grand  nombre  de  question» 
tain»;  ciic^  ont  été  donnéei  d'aOleon  dus  In  demdème  édition  dos  JiMroiset  de 

<m,  publiée  en  1882. 
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Bùolm»  Lorsque  le  poÎDt  mobile  M  est  en  la  diatance  MB  eat  nuUet 
et  Ton  a  encore  MO  =  Vi  (MA  +  MB) 


410.  Théotéme.  la  distance  du  milieu  d'une  droite  à  un  point  quel- 
conque pris  sur  cette  droite,  égale  la  demi- différence  des  distances  de  ce 
point  aux  extrémités  de  la  droite. 

Soit  O  le  milieu  de  la  droite  AB,  ti  M  uu  puiat  quelconque  pris  sur 
celle  droite.  On  a 

A  0  B 

MA  =  OA  +  MO  '  '  1  ' 

•  MB  =  OB  —  MO  Fig.  261. 

lonstrayant  menibre  à  membre, 

on  a  MA  — MB=r2M0 

d'où  MO  =  Vt(MA-MB) 

Scolie.  Lorsque  le  point  mobile  iM  se  trouve  en  <),  la  dislance  MO  est 
Luile,  et  la  différence  MA  — MB  est  nulle  également;  lorsque  le  point 
mobile  est  en  B,  c'est  la  distance  MB  qui  est  nulle,  et  ou  a  encore 
M()  =  V*(^^A  — MB). 

I  41  i.  DtscriMMon.  AAd  d^obtenir  une  formule  générale,  représentons  par 
a  la  distance  AM,  par  b  la  distance  BM,  par  m  la  distance  CM  du  point 
milieu  O  aa  point  M,  et  par  { la  longueur  de  la  moitié  du  segment  recti- 
ligoe  donné»  AS. 

;  ^  m  ^ 

 H  1 — 5 — -,  .M 


Fig.  2C2. 

Ona:  m  =  a  — J 

m  =ib  +  l 

d'où,  en  addilionnaot, 

m  = -jj- (a -|- 6) 

Ainsi,  quand  le  point  est  eitérieur«m  est  la  demi-somme  des  distances 
i  tib.  Or  cette  formule  est  générale  et  s^applique  quelle  que  soit  la  posi- 
tîoQ  du  point  M ,  pourru  qu^on  adopte  la  convention  que  nous  allons  faire 

Connaître. 


41t.  Convntîoii  det  tigaet.  Une  droite  peut  être  parcourue  par  un 
Mbile  en  deux  sens  différents;  les  distances  comptées  dans  une  direc- 
tioo,  d^aiileum  quelconque,  de  gauche  à  droite,  par  exemple,  seront 
Iodées  du  signe  +,  et  les  distances  comptées  dans  le  sens  contraire 

•aroat  le  signe  — . 
Ainsi,  en  regardant  comme  positi?es  les  distances  AM,  OM,  BM  par- 
s  de  gauche  à  droite,  on  considérera  comme  négatives  les  dis- 
telles que  MA,  MO,  MB  parcourues  en  allant  de  droite  à  gauche. 
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Gonformémeut  à  cette  convention,  on  écrit  : 

AM  =  — MA 

parce  que  les  deux  Iodlik  urs  ont  même  valeur  absolue,  mais  sont  par- 
courues Buivaot  les  direcLiODS  opposées. 

Deuième  «••.  Lorsque  le  point  M  est  donné  sur  le  segment  AB,  on 

peut  encore  écrire  : 

^  ^  *  '         En  effet,  ainsi  qu'où  Ta  tu  (n»  410), 

Fig.  2S8.  on  a 

meis  en  regardant  OM  et  AM  comme  des  grandeurs  positiTOS,  fiM,  diri- 
gée en  sens  contraire,  est  négative;  donc  la  formule 

\ 

m  =  -g-(a  +  6) 

est  encore  vérifiée  ;  mais  la  quantité  h  est  négative  lorsque  M  est  sur  le 

segment  clou  né  AB  ;  donc... 
On  peut  énoncer  le  lhëoi'èi)ie  général  suivant  : 

413.  néofène.  Lorsque  trois  poinU  A,  B,  M  sont  en  iigne  droite,  la 
disiance  m  de  l'vm  d'eux  au  point  milieu  du  segment  déterminé  par  kt 
deux  autres  est  la  moyenne  arithméHque  des  distances  du  même  point 
à  chacun  des  deux  autres. 

Remarque.  Pouf  que  deux  dcs  trois  points  donnés  coïncident,  il  faut 
que  a  ou  6  soit  nul. 

w  est  nul  lorsque  M  p«1  nu  j>nint  milieu  du  segment  AB;  dans  ce  cas, 
la  somme  aU^ciinque  [a  -\-  b)  doit  être  nulle. 

En  effet,  elle  devient  : 

OA  +  OB 

Or  ces  deux  grandeurs  ont  même  valeur  absolue  et  sont  de  signes  coa* 
traires. 

La  discussion  précédente  s^appUque  à  Texercice  suivant  : 

414.  Théorème.  Vangle  formé  par  la  hisf^ecirice  d*un  untjle  et  me 

droiie  qtielconqiw  menée  hors  de  cet  angle  par 
sommet,  égale  la  demi-f^omnw  des  angles  que  fonne 
cette  droite  avec  les  côtés  de  Vangle  priïnHiJ. 

Soit  CO  la  bissectrice  de  Pangle  ACH.  et  C\t 
une  droite  quelconque  menée  hors  de  cet  angle  par 
le  sommet. 
On  a      angle  MCA  s=  MGO  +  OC  A 
angle  MCB  =  MGO  —  BCO 
d'où  MCA  +  MCB  =  2MC0 

MGO  =    (^^<^^^  +  ^^1^^^)  ^'  Q-  ^* 
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^olâe.  Pour  que  ce  théorème  et  le  théorème  suivant  puissent  s'appli- 
quer d'une  iiiaiiière  t^énérale,  les  côtés  de  Tangle  donné,  la  bissectrice  et 
la  droite  mobile  doivent  être  considérés  comme  indéfinis,  môme  au  delà 
du  sommet. 


Théorème.  Vangle  formé  par  la  bissectrice  d'un  a)i(fle  ci  une 
droUê  çuélcanque  menée  dans  cet  angle  par  le  sommet  j  c(jalc  la  demi 
âifirenee  des  angles  partiels  que  cette  droite  détermine  dam  l'angle 
pnmUif,  ^ 

Soît  CO  la  bissectrice  de  Pan^le  ACB,  et  CM 
une  droile  quelconque  menée  dans  cet  angle  par 
le  sommet. 

Oo  a     angle  MCÂ  =  OCA  +  MCO 

aogle  MCB  =r  BGO  —  MCO 

d^où  MCA-MCB  =  2MC0 

et  angle  MCO  =  Vi (MCA  — MCB)  C.Q.F.D. 


On  a  des  théorèmes  analogues  pour  les  arcs  de  clreonfé- 
rence,  pour  les  secteurs  circulaires.  Il  en  est  de  même  pour  les  Aiseauz 
sphériques,  les  onglets  sphériques  qui  correspondeoi  à  un  même  dia- 
mètre, et  il  en  est  encore  ainsi  pour  les  zones  spbériques  déterminées 
par  des  plans  parallèlce. 

Dans  tous  les  cas  précédents,  la  démonstration  est  identique  à  celle 
des  exercices  connus  [u<^  400.  410  et  413). 


Perpendtculftlres  et  Obliques. 


416.  11  sufût  de  donner  un  petit  nombre  d'exercices,  car  la  plupart  des 
auteurs  préfèrent  s'appuyer  sur  les  cas  d'égalité  des  triangles,  plutôt 
que  de  tirer  du  théorème  des  obliques  toutes  les  conséquences  qu*on 
pourrait  en  déduire. 

417.  Méthode  de  retournement.  Pour  démontrer  quc  deux  ohUtjifes 
àmt  les  pieds  s'écartent  t'<jalv)iir)it  thi  pird  de  la  pe^yendiadairr  sont 
^f»?e«,  on  a  recours  à  la  méthode  de  frelon rnement.  (G.,  n°  38,  2^'.)  (jette 
rûélhûd^»  e«t  très  simple  cl  pent  Aire  considérée  comme  n'étant  qu'un 
cas  |)articuiicr  de  la  méthode  de  superposition,  employée  pyr  tous  les 
auteurs  pour  rl'^'monlrer  les  deux  premiers  cas  d'égalité  des  triangles. 

lililjgée  en  [premier  lieu  pour  les  obln|aes  écrales,  la  niétli  ^le  de  retour- 
liement  peraict  de  démontrer  directement  (jue  deux  triangles  sont  super- 
posablf»?  lorsqu'ils  ont  les  trois  côtés  respectivement  égaux  ((i.,  n**  52), 
tl,  par  suite,  les  trois  cra  d'égalité  sont  démontrés  d'une  manière  ana- 
logue: néarjmoîus  il  e.sf  d'Ksaye  de  ne  rrrourir  que  rareh\e)\t  au  retour- 
n':nie^it  d^'^  fIgi'reSf  bien  que  cette  méthode  ne  donne  prise  à  aucune 
objection  îsérieuse. 

N'     avons  déjà  employé  la  méthode  de  retournement  à  la  résolution 
piu&ieurs  problèmes.  ^Voir  §  II,  Figures  symétriques,  n***  145  à  152.) 
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£xercioe  7. 

418.  Théovènw.  Deux  obliques  dont  les  pieds  séatricnl  é'jolr„>ei,t  d» 
pied  de  In  perpcndiciihiiref  font  des  angles  égaux  ave  cette  perpcnd\c<>- 
taire.  Ces  obliques  font  atmi  de»  angles  égaux  avec  la  droite  qui  joùu 
leurs  pieds. 

Théorème  réoîpro<iue.  Deux  obliques  sont  égales  dans  les  cas 

suicLDits  : 

Lorsque  la  perpendiculaire   est  bissectrice  de  Vangle  qu'elles 
forun  nt ; 

2*^  Lorsque  leurs  pieds  sont  équidistanis  du  pied  de  la  perpendicu- 
laire ; 

8o  Lorsqu'elles  font  des  angles  égaux  avec  la  droite  qui  Joint  leui's 
pieds. 

420.  Théorème.  Toute  perpendiculaire  à  la  bissectrice  d'un  angle 
coupe  les  côtés  de  cet  angle  en  deux  points  également  éloignés  du 
sommet,  et  le  point  tnilieu  de  cette  perpendiculaire  est  sur  la  bisseC' 

tnce. 

4ÎI.  Théorème.  lJcuio)Urrr  directement  que  tout  point  pHs  hors  de 
la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  d'une  droite  est  inégalement  distant 

des  extrémités  de  cette  droite.  (Voir  G.»  41, 
renvoi.) 

l.n  (Jémonslralion  suivante  est  très  f^iinple. 
Soit  F  le  point  donné  pris  hors  de  la  perpen- 
diculaire AB  élevée  au  milieu  île  CD. 

En  abaissant  une  pcrpendioul.ure  FK  sur  CD» 
le  pied  1'^  no  peut  coïncider  avec  B,  sans  quoi  il 
y  aur.'iit  deux  perpendiculaires  élevées  à  un«* 
même  droite,  par  un  même  point;  donc  les  lignes  TE,  DE  sont  iné- 
gales, et  les  distatn^s  FC,  FD  sont  des  obliques  inégales,  r.ir  elles 
sont  inégalement  éloignées  du  pied  E  de  la  perpendiculaire  FE.  (G., 
n«  38,  a'»,)  C.  Q.  F.  D. 

422.  Théorème.  Si  d'un  point  A,  extérieur  à  une  droite  MN»  on  ni^ 
à  cette  droite  la  perpendiculaire  AB  et  les  obliques  AG,  AD,  AE,  et  si  \ 
ces  droites  croissent  successivement  d*une  même  qttantité,  les  distances  \ 
CD,  DE  iront  en  diminuant.  (N.  A.  1846,  p.  479.) 

On  a,  d'après  les  données  : 

AE  — AD  =  AD  — AC 

d^où  AE  +  AG  =  2AD 
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Prolongeons  AD  d'une  quantité  égale  à  elle-même  j  prenons  Dil  =  DC 
el  menons  GH.  ^ 
Il  suffit  de  prouver  qae  Toblique  AH  est  ]>  AE ; 
OQ  aura,  dans  ce  cas, 

DE<DG 

Or  les  triangles  égaui  ADC ,  HDG  donoent 

HG  =  Ar: 

maU  AH4-HG>AG 


donc 
mais 

donc 


a' 


AH  +  AO2A0 
AE  +  AC  =  2AD 

AII  .^  AE         C.  Q.  F.  D.  KiK.  267. 

Réciproquement.  5t  l'o}i  prend  des  grandeurs  égales  CD,  DH...  les 
différences  AD  —  AG,  AB  —  AD...  wmi  en  croissant. 


Parallèles. 

A^.  La  Ihénrir  des  parallèles  fournit  deux  théorèmes  principaux |  que 
Ion  ulilise  pour  résoudre  quelques  exercices. 

Les  parallèles  coupées  par  une  sécante  forment  des  angles  correspon- 
ikMU  égaux  el  des  angles  alternes 'internes  égaux.  (G.,  n^  80.) 
I   Les  parties  de  parallèles  comprises  entre  parallèles  sont  égales.  Comme 
icas  particulier  de  ce  dernier  théorème,  on  sait  que  les  perpendiculaires 
I  temprises  entre  deux  parallèles  sont  égales,  (G.,  82.) 

Sans  recourir  aux  paralldlea^  on  peut  établir  plusieurs  des  propriétés  du 
triangle;  mais  Tordre  que  nous  adoptons  nous  permettra  de  placer  dans 
QQ  même  groupe  un  grand  nombre  de  questions  relatives  au  triangle. 

'  Tliéorie  des  purtlMe*. 

W4.  Po»tiil«ttim.  Malgré  les  efforts  dos  plus  grands  géonièlres,  les 
LUiiwnts  (le  géométrie  ne  donnent  la  théorie  des  parallèles  qu'à  l'aide 
ûuîi  p<j>ti(latum .  Voici  celui  d'Euclide  : 

/vf/.r-  ifroitcs  fit-  reti  contre  ni ,  lort-iji'r,  étant  coupcrs  par  une  sécante, 
tllti  forme ttt  de^  an^jUs  intérieurs  non  supplémentaires. 

Dans  la  plupart  de^  Iraif^^'s  réccnnnent  publiés,  on  a  recours  au  postu- 
tatum  suivant,  proposé  par  GsRGO^iNfi  dans  les  Annales  maUiématiques 
de  Montpellier  : 

Par  un  point  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  parallèle  à  une  droite 
damée, 

DteMtMtSm.  Pour  pouvoir  exposer  la  théorie  des  parallèles,  sans 
«uployer  de  postalatam,  il  faut  recourir  à  des  considérations  infinitési- 
oales  qui  paraissent  déplacéies,  car  il  faut  les  présenter  au  début  des 
«léments  de  Géométrie.  La  démonstration  que  Pon  cite  le  plus  firéquem- 
BKst  est  celle  de  Bertrand  de  Genève*;  elle  considère  Tespace  plan, 


•  tmmAm  Lous,  né  à  Qeakrem.  mi,  mort  eii}l81t,  élève  «t  ami  d*Eiilar,  t  publié  des 
ITiwwitt  àê  giomitrU^  •(  a  donné  Mm  nom  à  une  théorie  des  parallèles  (n««  4îS*4S8). 
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illimité,  compris  entre  laa  côtés  d^un  angle,  et  a  recours  à  des  handa 
infinie$,  déjà  proposées  par  A.  Armadld  dans  ses  Nouveaux  ÉîémeniM 
de  Géométrie,  publiée  en  1667. 


B 


1.  — 

42l>.  Sur  l'un  des  côtéti  AX  //'w/i  <tnyle  droit  XAA',  on  pt'^d  df^s  fon- 

(jucura  c<j<ile8  AB,  BC,  CD...  ;  par  îr^  fH-àvf» 
de  diviaion,  on  mène  des  perpendicuiinr^^ 
BB'  ce,  etc.,  au  côté  AX  ;  bandes  A'ABB 
ainsi  formrf"^  sont  ilfijtiitrrs  «^/'n^s  le  jstik' 
de  A';  néanniouia  il  e>(  impossibte  de  rero^*- 
vrir  l'espace  angulaire  XAA',  qitclquetwmbre 
de  bandes  que  l'on  pui^e  jirekidre. 

En  eiTet,  les  bandes  sont  illimitées  dans  le 
sens  de  A'  ;  mais  un  nombre  fini  de  lon^eun 
telles  que  AB  ne  peut  jamais  égaler  la  ligne! 
AX  qui  se  prolonge  indéfiniment  vers  la 
droite;  donc  les  bandes  formées  par  les  pt-| 


A  B 


C  S    E  X 

Fig.  2C8. 

rallèles  A  A',  BB'...  ne  peuvent  pas  recouvrir  complètement  Tespece 
angulaire  XAA'. 

II.  —  Lemme. 


I 


496.  Un  angle  A'AB%  quelque  petit  qu'Û 
soit,  étant  ajouté  $u ccessi^yement  à  ïui^émê, 
peut  recouvrir  complètement  Rangée  drcii 
XAA'. 

En  eiïet,  les  quantités  comparées  A'AX. 
A'AIV  étant  lio  même  espèce,  il  est  évident 
qu*en  prenant  la  grandeur  A'AB'  un  nombre 
de  fois  sufiisant,  on  recouvrira  l'espace 
A'AX. 


Fig.  269. 


I 


427.  Deux  droites,  CD  et  AB,  dont  l'une  est  perpendiculaire  et  Vauirr^ 
oblique  à  une  troisième  droite  AX,  sont  nécessairement  concourantes. 

En  ofTet,  élevons  la  perpendiculaire  AF.  Les  deui 
jj  perpendiculaires  AF,  CD,  forment  une  bande  qui 

ne  saurait  contenir  l'espace  angulaire  illimité  FAB, 
car  un  nombre  lini  de  trrandeurs  telles  que  FAB 
peut  recouvrir  FAX,  tandis  que  le  même  nombre 
de  bandes  éL'ales  à  iWCD  ne  peut  le  recouvrir,  mm 
AF  est  un  culé  commun  à  Tangle  et  à  la  baii'ie; 
donc  il  faut  que  l'autre  cùtê  AB  coupe  Cl»,  afin  que 
Tespace  angulaire  FAB  puisse  se  déTelopper  hors 
de  la  ban.le.  ' 
Donc  AB  et  CD  sont  des  liprnes  concourantes. 

428.  Note-  l""  11  e-t  plus  facile  d^enlrevoir  que  d'exprimer  tout  ce  quUl  j  t 
d'étrange  dans  la  démonslralion  précédente. 


A  C 

Fit'.  270. 
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La  fait,  oq  compare  des  espaces  illimités,  un  angle  et  une  bande,  qu'on  ne 
wat  rapporter  Tun  à  Tautre. 

S*il  eat  Traî  4e  dire  que  les  potiulata  ne  eatisfont  pas  complètomenl  resprit» 
peut  bien  en  dire  autant  de  cerlaines  démonstrations. 

Li  démonstration  que  Legenoiis  a  donnée  du  postuUUum,  dans  VAppendicê 
le  ses  Éléments  de  Géométrie,  n*écbappe  pas  non  plus  à  une  critique  sérieuse. 

•2«  On  nomme  Géométrie  non  mcUdienne ,  la  Géométrie  qui  ne  s'appuie  pas 
Bjr  |p  Pn.^tuiafrim  d'Euclide  :  elle  est  due  à  Lobatchefsky ,  géomètre  russe 
l7^^v)-  î>vi*)j  ;  ou  en  trouve  un  résumé  dans  i'Appetulice  du  Traité  de  Géonté' 
!ne,  par  MM.  Houchë  et  de  Comdkrousse. 

La  Géoméirie  riemanimne,  du  nom  de  son  autour  RiSKAim,  ne  s*appuie  pas 
WD  plus  sur  le  PostulcUum  d'£ucHde  (voir  MaMû,  1804,  page  180,  article 
par  M.  P.  Hambion). 

Exeroioe  10. 

ThéorémB.  Si  dettx  angles  ont  le»  côté»  parallèlêB,  leurs  hissée- 
Meea  tant  paraUèles  ou  perpendiculaires. 

Si  les  angles  considérés,  ABC  et  DEF, 
sODt  de  mêmt^  nature  (aigus  ou  obtus), 
ces  angles  sont  égaux  (G.,  n"  85),  et  leurs 
(Doitiés  sont  aussi  égales. 
'  Si  l'on  considère  Pangle  aigu  ABC  et 
l^dogle  obtus  DEC,  ces  deux  angles  sont 
supplémentaires;  et  la  bissectrice  MiN, 
perpendicalaire  à  EK  (n<>  402),  Test  aussi 
i  la  parallèle  BI.  (G.,     76.)   C.  Q.  F,  D. 

430.  Théorème.  Si  deux  angles  ont  les  côtés  respectivement perpendi- 
mlaires,  leurs  bissectrices  sont  perpendiculaires  ou  paraUèles, 

I 

£xeroioe  11.  —  I. 

431.  Théorème.  La  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux  côtés  d'un 
friangle  est  parallèle  au  troisième  côté,  et  égale  sa  m,oitié. 

i'®  bemonsirtUion.  Soit  ABC  un  triançrle  quelconque  (fig.  272).  Par  le 
point  F,  milieu  du  côté  AB,  menons  FE  par;illèle  à  BC,  etFD  parallèle  àAG. 

La  fleure  FOGE  est  un  parallélogramme  (G.,  a®  98);  ainsi  FË  =  DC, 
a  10  =  te.  (G.,  no»  81  et  100.) 

Les  triangles  AFE  et  FDT^  sont  égaux,  comme  a^ant  un  côté  égal  adja- 
Wt  à  des  angles  respectivement  égaux  ;  donc 

AE  =  FD  =  EC,    BD  =  FE  =  DC 

I  Ainsi  la  droite  FE  joint  les  milieux  des  côtés  ÂB  et  AC;  et  cette  droite 
Ht  perailèle  au  troisième  eôté  BG,  et  égale  à  sa  moitié.    C.  Q.  F.  D. 


Fig.  271. 


D  C 
Fig.  274.  Fig.  273. 

S»  DénumsiraHon  (fig.  27$.  Prolongeons  la  droite  EF  d'une  longueur 
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FD  égale  h  EF,  el  menons  CD.  Les  deux  triangles  AFË,  CFD  sont  égaux 
comme  ayaoi  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux;  car 

AF  =  GF  et   EF  =  DF 
donc  CDrzrAK    par  suite   rD  =  BE 

L'angle  FGD=  FAK  ;  or  ces  anglop  ont  ]a  position  d'alternes -in terne*; 
ainsi  CD  est  parallèle  à  BE,  el  la  ligure  Bl^DL  est  un  paralléloprrannue 
comme  ayant  deux  côtés  oj)posés  égaux  et  parallèles;  don^  1  Mi  est 
parallèle  à  h(\,  et  El  est  la  moitié  de  BG.  C.  v  ^  -  D 

Corollaire.  La  droite  menée  par  le  milieu  d'un  côté  d'un  iriangk^ 
parallèlement  à  un  second  côté,  posée  au  milieu  du  troieiéme  côté. 

Exmioe  11.  —  II. 

432.  Théoffèina.  En  joignant  par  de»  droites  les  milieux  de»  eété$ 

d'un  triangle,  on  partage  ce  triangle  ai 
quatre  triangle»  égaux. 

Soient  D,  K,  F,  les  milieux  des  côtés  du 
triangle  ABC.  Chacune  des  droites  DK, 
ICF,  Fî),  est  la  moitié  du  côté  qui  lui  est 
parallèle  (n"  i3l  ).  Donc  les  quatre  trian«:l»'f 
formés  dans  la  figure  sont  égaux  coniiui 
Fig.  274.  ayant  les  côtés  respectivement  égaux,.. 

Remarque.  Par  rapi'urt  à  un  triangle  donné  ABC,  le  triangle  DFF 
obtenu  en  joignant  deux  à  dt  ux  les  points  milieux  des  côtés  du  premier 
est  nommé  triangle  médian,  ou  triangle  complémentaire.  (Voir  ci-aprèâ, 
li-  434  b.) 

12. 


433.  ThAoféme.  La  droite  qui  Joint  les  milieux  de  deux  côtés  d^um 
triangle,  et  la  médiane  qui  aboutit  au  troisième  côté,  se  coupent  respect 
tii>ement  en  deux  parties  égales. 

Iro  Démonstration,  l.n  ctllt,  on  a  déjà  vu  que  !a  droite  FF  est  i^râl- 

lèle  à  BC  (n"  431);  et,  d'après  le  corollaire  du 
n®  431,  la  droite  FG,  menée  dans  le  triangle  ABD 
parle  milieu  F,  parallèlement  à  BD,  passe  parle 
milieu  G  de  Fautre  côté  AD  ;  elle  égale  aus<i  Is 
moitié  de  la  base  BD;  de  même  GE  est  la  moitié  de 
DC;  donc  FG=:GE.  Donc  le  point  G  est  le  miliea 
de  la  médiane  ÀD  el  le  milieu  de  FE.    C.  Q.  F.  /). 

2"  Démonstration .  V.n  joignant  le  point  D  mn 
points  C.  F,  on  tonnerait  un  parallologramni' 
(nt'  4;ri,  corolli'irc)  \  or  les  diagonales  AD,  FE,  d^un  para  lié  lograaiûie 
se  coupent  respectivement  en  parties  égales.  (G.,  no  lOo.;  Donc  I 

AG  =  GD   et  FG  =  GE  ' 

Exercice  13. 

434  (*).  TMoféme.  Les  droites  menées  par  les  sommet»  d'un  triangle  * 
parallèlement  aux  côtés  opposés,  forment  un  nouveau  triangle  qîd  a  le» 
sommets  primitifs  pour  milieux  de  ses  côtés* 
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boit  ABC  le  Iriangle  proposé,  et  DKF  le  nouveau  Lnangle  obtenu. 
A  cause  des  trois  parallélugiammes  AL>(^E,  ACliF  et  ACDB  (G.,  n"'*  yO 
etiOO],  on  a 

AE  =  n(:=:AF 

FB  =  AC  =  HD  ;    CI)  =  AB  =  CE 

Dooc  les  |K)iQU  A,  B,  C,  sont  les  milieux  dos 
Boufeaui  côtés.  C.  Q.  F,  D, 

Scolîe.  Le  nouveau  triangle  UKF  se  com|»ose 
ie  quatre  (riaogles  égaux  au  triangle  primitif. 

i3i  (b).  Par  rapport  à  un  IriaDgIe  donné  ABC,  le  triangle  DEP  qu*on 
obtient  en  ineiiaiit  par  chaque  sommet  une  parallèle  au  côté  opposé  est  appelé 

'na  ngle  a nt iromp lémcn  ta  i  re 

L*^î  .ir  p- Ilîi' u>iis  de  tmmgle  aompUh)ieiitairc  (n"  ^i32)  et  de  triamjle  anti- 
'ùtnfjléi>ientaire  (n"  V-'y'*)  sont  dues  à  M  XLUiiEHG,  professeur  à  l'Universilé  de 
-i^ge,  auteur  de  nombreux  et  savants  mémoires  mathématiques;  fondateur, 
irec  JJ.  Mansion,  profeasear  i  rUniveraité  de  Gand,  d^une  remarquable  publi- 
Mioii,  itathésis,  que  dous  aurone  fréquemment  é  citer. 

La  Géonwtrie  réceniê,  ou  Géométrie  du  triangle,  a  fait  introduire  un  grand 
lombre  d^appellalions  nouvelles,  car  il  fallait  préciser  les  découvertes  et  les 
if«vser  clair»:'menl  san?  recourir  A  de  trop  ion^^ues  périphrases. 

MAT!f^-  ?.  Herfteif  ntathéniali'/ue  à  l'usage  des  écoles  spéciales  et  de.^  ctfd'Us' 
f»'f>'.u*  d'inst,  i(riio/i  iuoijenite,  par  MM.  P.  Mansion  et  J.  Neluerg.  Cette 
Kjblicalion  paraît  depuis  18ï<l. 


13^.  Thémène.  La  droite  ALN ,  qui  joint  un  sommet  d'un  triangle 
ib\'>  au  point  milieu  L  d'une  des  médianes  des  autres  sommets,  dt- 
lise  le  côté  BD  opposé  au  sommet 
'<>findéré  en  tieujc  parties  f  dont 
>nne  est  double  de  l'autre. 

Par  le  point  G ,  meDans  CM  pa- 
HUèieà  AN. 

On  sait  que  toute  parallèle  mê- 
lée è  la  base  d^un  triangle  par  le 
KMot  milieu  d'un  côté,  divise  Pautre 
lUé  en  deui  parties  égales  431, 
vnllaire), 

[>ao9  le  triangle  ABN,  on  a  donc 

NM  =  MB 

Daoa  le  triangle  DCM ,  on  a  aussi    UN  :=  NM ,   car  L  est  le  milieu  de 


Fig.  277. 


Ml;donc 


DN=:NNr=MB;  DN=: 


Exeroîoe  14. 

WÔ.  Théorème,  f^^^^f  ^''^  exlr,  imtés  A  et  C  d'une  droite  et  jiar  le  poiiit 
^'h^H  H  fie  cette  droite  y  on  mène  trois  parallèles  limitcef^  ô  une  autre 
i'-'.it.^  hl  F  ;  prouver  que  la  ligne  BE  est  la  demi-somme  algébrique  des 

ir  finirez  parallèles. 

-éprésentons  par  a  ,  6,  c,  les  trois  lignes. 
Trois  cas  peuTeot  se  présenter. 
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Gm.  Le9  drùitêê  AC  et  DF  ont  une  extrémité  communs  (fig.  STB). 

On  sait  nue  la  parallèle  BE,  menée  à  la  base  d*un  triangle  par  le  poiol 
milieu  B  (J'un  des  côtés,  égale  la  moitié  de  la  base  [n^  431 ,  coroHairt)\ 
et  comme  la  iigae  CF  est  nulle,  on  peut  dcrire  : 

6  =  V,(a  +  c) 


2'  Cal.  Les  droites  AC,  DF  fw  se  rênconty^cnt  pas  (fig.  279). 

BE  est  la  base  moyeane  d'un  trapèze  j  elle  égale  donc  la  demi-soffliûe 
des  bases  parallèles. 
£a  effet,  d'après  le  i^^r  cas, 

c 


a 


Fig.  280. 


BG— GEs-y;   donc  6  =  Vj(a  +  c) 

a«  Gft».  Xe«  droiteB  AF,  DG  9e  coupent  entre  A  el  F  (fig.  280)* 

Menons  FEG. 

BE  =  VtAG  et  DG  =  GF 

done         6  =  Vî(AD  — CF) 

En  rcalitô,  1>K  est  la  denn-dilTérenct 
des  lignes  extrêmes;  mais,  afin  do  géné- 
raliser et  de  comprendre  tous  les  cas  dan* 
un  même  énoncé,  on  regarde  CF  conjme 
ayant  une  valeur  négative  lorsqu'elle  est  (J« 
sens  contraire  à  AD  ;  on  écrit  donc  encore: 

mais,  dans  le  troisième  cas,  la  valeur  absolue  de  c  doit  être  retranciitid 
de  la  valeur  de  a. 

Benuwqne.  DaD6  un  grand  nombre  de  questions,  l*énono6  général  m 
s^appHque  à  certains  cas  qu'autant  qu'on  admet  des  quantités  n^athes, 
c'est-i-dire  la  oonyention  des  signes  (ifi  412). 

Exercice  15. 

437.  Théorème.  Dans  un  triangle,  chaqtii 
mcdiane  est  équidistante  des  deiuc  antres  :^vm- 
mets. 

Puisque  AO  est  médiane,  les  triangles  rer 
tangles  BOF,  COG  sont  égaux  comme  ayan 
rhypotènuse  égale  et  un  angle  aigu  égal  ;  don( 

Fig.  281.  .    BF  =  GG      C.  0.  F.  D. 

438.  Théorème.  Dans  un  trianylef  un  sommet  et  le  point  milieu  <iui 
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tUi  itppMé  êont  équié^tanis  de  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux 
ûutres  e&tés,  et  ces  deux  points  miliettx  sont  équidistants  de  la  médiane 
qui  passe  par  le  miUeu  de  Vautre  côté. 

Trois  droites  eoneoaranles. 


43^.  bao8  UQ  assez  grand  nombre  de  cas,  on  doit  prouver  que  trois 
droites,  déterminées  par  certaines  conditions,  vont  concourir  en  un  même 
poiaL 

Où  peut  procéder  comme  il  suit  : 

Après  avoir  déterminé  le  point  de  concours  de  deux  des  trois  droites  et 
rediiercbé  les  particularités  que  présente  la  situation  de  ce  point,  on 
dtoiootre  qall  doit  appartenir  à  la  troisième  droite  {Exemples,  n««  443, 
444),  ou  bien ,  par  le  point  de  concours  des  deux  premières  lignes,  on 
mène  une  droite  qui  remplisse  certaines  conditions  imposées  aux  don- 
nées, et  il  suffit  de  prouver  que  la  ligne  ainsi  menée  jouit  de  toutes  les 
propriétés  de  la  troisième  droite  {Exemples,  n«*  440  ,  441).  Dés  lors 
M  peut  conclure  que  les  trois  lignes  données  concourent  en  un  même 
l^iat. 

'  En  résumé ,  on  cherche  à  démontrer  que  le  point  commun  à  deux 
droites  doBoées  appartient  au  lieu  géométrique  constitué  par  la  troi- 
•ième  droite. 


440.  Théorème.  Les  perpendiculaires  menées  aux  deux  côtés  d'un 
angle ^  à  des  distances  égales  du  sommet,  se  ren- 

(ontrenl  sur  la  bissectrice. 

Soit  D  le  point  de  rencontre  des  perpendicu- 
laires menées  AB  et  à  AC,  lorsque  AB=:AC; 
joicoons  le  point  A  au  point  D. 

Les  triangles  rectaD.^les  AliD  el  An»  Font 
?r3ux.  comme  ayant  même  hypoténuse  AU  et  un 
àuife  côté  égal  (AH  =  AC.  ).  Ainsi  les  angles  lor- 
fûés  en  A  sont  ég^aux,  et  AD  fst  bissectrice  de 
i'aogle  A.  Donc  Us  perpendiculaires,*» 


Esercioe  17. 

441.  Théorème.  Étant  donné  un  angle  quelconque  A,  si  l*ûn  porte 

f^f  h-<<  cotés  dfs  distances  rqnles  AB  et  AD, 
ACti  AK,  les  droites       et  ^  .b  sont  égales, 
fc  renœnt t-rnt  sur  la  bissectrice. 

Menons  AO.  D'après  les  données,  les 
triangles  ABE  et  ADC  sont  égaux,  comme 
ayant  eo  A  un  angle  dgal  compris  entre 
•les  c6tés  respccf  i  vement  ù^iaux.  Donc 
bE~  CD...  De  plus,  les  angles  en  C.  et  en 
^  «ont  égaux,  ainsi  <jue  les  angles  en  B  et 
^  D,  ei  les  suppléments  de  ces  derniers  sont  pareillement  égaux. 


I 
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Ainsi  les  triangles  OBC  et  ODE  sanl  égaux,  comme  ayant  un  cdlé  épà 
(BC,  DE)  adjacent  à  des  angles  respectivement  égaux  ;  donc 

OH  =  on  I 

Knfin,  les  triangles  A(JH  et  AOD  sont  égaux  comme  ayant  les  trois^ 
côtés  respectivement  égaux;  ain^i  tes  angles  en  A  sont  égaux,  et  la 
droite  AO  est  bissectrice  de  Tanglc  A.  6*.  Q.  F.  D,  \ 


442.  Théorème.  Deux  droites  coynpt  tsas  tlans  i intérieur  d*un  angle 
sont  égales  loraqu  elles  se  coupmt  sur  la  bissectrice,  et  qu'elles  sont  éga- 
lement uiclinées  sur  cette  bissectrice. 

En  effet,  si  Fangle  AuH  =  AOn  (fig.  283),  les  triangles  AOB,  Aul» 
sont  égaux,  comme  ayant  un  cùté  commun  adjacent  à  deux  angles  ^ux. 

Donc  OB  =  OD 

On  a  de  môme   UC  =  OK.  Donc... 


Exercice  18. 

443.  Théorème.  Les  trois  pcrpcudiotldiyrs  élcrces  sj/r  les  milieua-  des 

côtés  d'un  triangle  se  rtiicontrent  en  uti 
me  me  point,  et  ce  point  est  équidistant  ilct 
trois  sommets. 

M.  Neuberg  a  proposé  le  Icrmr  do  média-- 
true  pour  désigner  In  perpendiculaire  élevée 
au  milieu  d\in  cùté  <i  un  Inanfrle  ;  par  suile, 
le  lliéorciîie  peut  «'énoncer  ainsi  :  At.v  troit 
médiatrices  d'un  triangle  sont  coticourante*^ 
etc. 


Flg.  28i. 


Esomoe  19, 

41''i.  Théorème.  Les  trois  hisser Iriees  dr-^  finales  d'un  trianfjle  se  i*en-  ■ 
contrent  en  un  même  point,  et  ce  point  est  équidistant  des  trois  côté». 

Ezmoe  20.  —  I. 


Théorém*.  Les  trois  hauteurs  d'un  h-ianrife  se  rencontrent  en  un 

même  point,  (  Arcuimeoe,  Lemme  5.) 

DémouIffttlSon  de  Gaim*.  Soit  ABC 

un  triangle  quelconque.  Par  les  som- 
mets A,  B,  G,  menons  les  parallèles  aux 
côtés  opposés. 

Dans  le  triangle  GHI,  les  pointa  A«  B, 
Cf  sont  les  milieux  des  côtés  (n«  431); 
et  les  hauteurs  du  triangle  ABC  ne  sont 
autre  chose  que  les  perpendiculaires 
Flg.  S85.  élevées  sur  les  milieux  des  côtés  du 


V 


*  Gaush,  uù  ik  llruuiiwlck  en  1777,  mort  k  GtietUngue  en         htivant  aiitn>Qoiu6  tuatJUé- 
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triangle  GHf.  Or  (  443)  ces  trois  pcrpeDdiculaires  se  rencontrent  en 
uii  raéme  point.  Donc  les  Iras  hauteurs,.. 


116. 


ABC,  on  construit  des  carres; 
prouver  que  les  droites  AD»  BE 
^  coupent  sur  la  hauteur  CF  du 
trtMième  sommet. 

Le  théorème  sera  démontré  si 
rofi  ptùaye  que  les  perpendîcu- 
bires  ÂM,  BN,  abaissées  res^ 
leclirement  du  sommet  A  sur  BE 
et  de  B  sur  AD,  se  coupent  sur 
la  hauteur  CF  ;  car,  si  cela  a  lieu, 
les  droites  AD,  BE»  CF  seront 
i»  hauteurs  d*un  triangle  AOB 
|nM45). 

Prolongeons  AM  jusqu^à  sa  ren- 


Sur  deux  côtés  AG,  BC  d'un  triangle  quelconque 


Fig.  28G. 


Qire  avec  FC  ;  soit  0  l'intersection ,  déterminons  la  longueur  de  CO. 
1.68  triangles  EAB,  ACO  sont  égaux,  comme  ayant  un  côté  éf(al  adja- 
tnùi  à  deux  angles  égaux,  car  AE  =  AG  ;  et  les  angles  AEB ,  CAO  sont 
%«ix,  comme  ayant  les  côtés  perpendiculaires.  (G.,  n<»  85,  2p.) 

Il  en  est  de  même  des  angles    MAli,  MA), 

DOûc  (:u  =  AB 

Eo  prolongeant  EN,  on  obtiendrait  un  triangle  O'CB  que  Ton  démon- 
Irérait  égal  au  triangle  ABD,  et  dans  ces  triangles  on  aurait 

0'C  =  AB=:OG 

ce  qui  exifre  que  <  )      O'  se  confondent, 
itonc  ies  drl^ites  AD,  BE,  CF  passent  par  un  môme  point*. 


447.  Tbéofféme.  Les  trois  médianes  d'un  triangle  se  rencontrent  en  un 
^iéme  point,  et  ce  point  est  sUué  aux  de  chaque  médiane  en  partant 
des  sommets. 

Soit  AB4  :  un  triangle  quelconque,  et  soit  0  le  point  de  rencontre  des 
énx  médianes  BE  et  CF. 


11  »  démontré  qn'nn  mnjjfn  d€  ÎQ  règle  et  d»  vmpsM  on  peut  Interire  «n  corcio 

:*P<''JiOTie  TésWWer  de  tllx-sciU  cOies. 

I  La déaoDstratlon  géométrique  de  ca  tht'orènie  est  attribuée  à  Ampèiik.  Elle  est  reproduite 
fta  Jm  TkétMrèwÊ^  H  praMimts  de  çéomitrîê  tftémailaCre  dt  M.  Catalav. 

AMb,  né  à  loron  en  1770,  mort  en  1836;  est  tiuioiit  Célèbre  pftr  bi  tli4orle  Aedro- 
iSvtmiqut  dont  VexpérU-rM'"  «l'<Kit«TFi)  fut  rocca^ston. 

•  fçtîc  he'.le  dénaoDstratiuu,  d'UDo  question  d'ailleun;  connue,  est  prise  dans  le  Journal 
4  tt^^iit^^tqu^^  elettu ntairte t  par  M.  Vuiubur  (année  1H79-Iô«u,  page  36).  Kont  Aurons 
de  dtar  mon  «et  Intdrvunt  reeuêU. 
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Menons  FE;  cette  ligne  est  parallèle  à  RC,  et  é^ale  à  sa  moltift 

(n''  431).  Dans  le  triangle  BOC,  menons  GH 
par  les  milieux  des  côtés  OB  et  OC;  cette 
ligne  GH  est  paraltôie  à  BC,  el  égale  i  sa 

moitié. 

Ainsi  les  deux  droites  EF  et  GH  sont  égale* 
et  parallèles,  la  figure  EFGH  eet  un  parallé- 
logramme (G.,  n°  104  I,  et  le  point  0  est  le  mi- 
lieu des  deux  diagonales  FH  et  GË«  (G.,  n»  iQ^) 
On  a  donc 

OE  =  OG  =  GB  et  OF  =  OH  =  HC 

Et  puisque  deux  mcdiaia^  quelcon(jues  Bl'^  et  ('F  se  coupent  aux  -  .  de 
leur  lonirueur,  c'est  au  racme  point  O  que  doit  passer  la  troisième  luc- 
diane.  Donc  les  troia  médianes.,. 

I,  La  démonstration  précédente  t^i  très  intrc'nieuse,  mais  elle 
est  peu  naturelle.  La  démonstration  la  plus 
simple  repose  sur  le  livre  Ilf.  (G.,  n°  23U.)  ' 
On  peut  en  indiquer  une  troisième,  assâ 
simple,  et  fondée  aussi  sur  le  livre  111. 
Soient  deux  médianes  AN  et  DG. 
On  a  par  construction    DN  =  NB  ;    puis  on 
ohlienl  MN  =  MB.  Ainsi  DI^  =  7,DMj  doiK 
aussi  \)L=z%DG. 


Fig.  287  bia. 


Triangle  quelconque* 

448.  Les  propriétés  déjà  indiquées  pour  le  triangle  {n^  444  à  448)  son! 
principalement  des  propriétés  de  position  :  ainsi  les  trois  hauteurs  m 
coupent  au  même  point;  il  en  est  de  même  des  trois  bissectrices,  dei 
trois  médianes,  etc.  Il  reste  à  établir  les  propriétés  de  relation.  Dans  I 
triangle,  on  a  des  relatiaiu  linéaires  et  des  retatiom  angulaireB, 

Len  relations,  entre  certains  éléments  linéaires  d*un  triangle,  n^exig  c 
guère  que  la  connaissance  des  définitions  relatives  au  triangle,  du  tbéà 
rème  des  obliques  (G.,  n»  38)  et  du  théorème  :  Chaque  côté  d'un,  iriangi 
est  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autfes.  (G.,  n^  49.)  | 

Les  relations  angulaires  se  déduisent  du  théorème  fondamental  :  h 
somme  des  angles  d'un  triangle  quelconque  est  égale  à  deux  angU 
droits  (G.f  n<*  92),  et  des  corollaires  qui  en  découlent. 

4iO.  Théorème.  Si  d'un  point  0,  pris  au  dediin 
du  triangle  ABC,  on  mène  aur  cxtrcmitc's  d'un  côi 
BC  les  droiU's  OB,  OC,  la  somy/u-  de  ces  droites  ^toi 
moindre  que  celle  des  deux  autres  côtés  AB,  AC. 

En  effet,  la  ligne  convexe  enveloppée  BO  +  0 
est  plus  petite  que  la  ligne  enveloppante  BA  +  AC 
(G.,  n<»  36.) 

2«  On  peut  donner  une  démonstration  directe  d 
théorème  proposé.  (Leosnorb,  Éléments  de  géométrie.  Livre  I,  Propii 
sitlon  VI.) 


Fig.  m 
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LIVRE  I 

Praloogeons  BO  jusqu'à  la  rencontre  de  AG. 

a  Bu  4-  OD  <  BA  +  AD 

OC<OD  +  DG 

Ajootoos  et  simplifions 

BO  +  OC<BA  +  AG 


217 


C.  Q.  F.  D. 


Exercice  22. 


.  Si  Von  joint  les  trois  sommets  d'un  irianyie  à  un 
point  quelconque  pris  à  V intérieur ,  la 
«omme  des  trois  lignes  intérieures  ainsi 
tracées  est  comprise  entre  la  somme  et  la 
demi* somme  des  trois  côtés. 


On  a 


d'où 
et  enfio 


Fig.  289. 

a  +  6  4-  c  <  2m  +  2n  +  2r  <  2a  -f  26  +  2c 
2 


-ii>l.  Théorème,  /.a  dtstducr  (Vun  summct  tf'tm  triangle  à  un  point 
quelconque  pris  s\ir  le  côte  oj'iioaé  à  ce  sommet ,  est  plus  grande  que  la 
moitié  du  résultat  qu'on  obtient  en  retranchant  ce  côté  de  la  somme  îles 
deux  autres. 


Exercice  23. 

f.  La  hauteur  d'un  triangle  est  moindre  que  la  demir 
tontine  des  deux  côtés  qui  partent  du  même  sommet. 


W.  Théoféme.  La  somme  des  trois  hauteurs 
^un  triangle  est  moindre  que  la  somme  des  trois 
eôtés. 

Oq  a  séparément 

d<h 

d'où,  par  addition  V 

d  +  e+f<a  +  b  +  c 

4M.  Théorème.  La  somme  des  trois  hauteurs  d'un  triangle  acutangle 
nt  plus  grande  que  la  demi- somme  des  trois  eôtés. 

Exercice  24» 

45i>.  Théorème.  Vhs  médiane  quiconque  d'un  triangle  est  plus  petite 
?«e  la  demi" somme  des  deux  côtés  adjacents, 

10 
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Soil  AO  une  médiane  du  triangle  ABC.  Traçons  le  proloogement  CD 

égal  à  AO,  et  menoiia  BD. 

Les  deux  triangles  AOC  et  BOD  aoot  égaux, 
comme  ayant,  en  0,  un  angle  égal  compris  entre  dea 
côtés  respectivement  égaux;  d*ou  A(^:=BD.  D'autre 
parti  le  triangle  ABD  donne  (G.,  n»  49)  : 

AD<AH  +  BD 

\  7  ou  AD<AB  +  AC 

V  et,  en  divisant  par  2,    .  • 

Pig.  291.  AO  <  Vs  (AB  +  AC)    C.  0-  F.  D. 

4IS8.  Théorème.  La  tomme  ilcs  trois  médianes  d'un  triangle  estcOM- 
prise  entre  le  périmètre  et  le  demi^périmètre  de  ce  triangle* 

On  s^appuie  sur  le  théorème  précédent;  mais  les  limites  peuvent  être 
resserrées  davantage,  ainsi  que  le  prouve  le  théorème  suivant. 

Exercice  25. 

42$7.  Théorème.  La  somme  des  trois  médianes  d'un  triangle  est  plu* 
grande  que  les  ^/^  du  périmètre. 

Soient  a,  h,  les  trois  eûtes,  m,  n,p,  les  trois  médianes  du  triangle 
ABC. 

Puisque  les  médianes  se  coupent  aux  de 
leur  lonirueur  in^'  447,  ou  G.,  ir^  230 »,  les 
trianglcb  AUB,  BOC,  COA,  donuent  : 

^  %p  +  *  3  m  >  h 

FiK'.  20-2.  a^où       ^ 3 {m  J^n+p)>a-{-b-\-c 

et,  en  multipliant  par  3  et  divisant  par  4  : 

trt+n+p>  V4(a4-6  +  c)  C.  0.  F.  D. 

4^.  Théorème.  Si,  par  le  point  de  concours  des  biêeectricee  d*t$n 
triangle,  on  mène  une  parallèle  à  Vun  des  côtés,  cette  ligne  égale  h 
somme  des  segments  déterminés  sur  les  deux  autres  côtés,  et  comprit 
entre  les  parallèles. 

AIjS).  Théorème.  Si  par  le  point  de  concours  des  bissectrices  des  devA 
angles  extérieurs  d'im  triangle,  on  mrnc  une  parallèle  GF  au  côté  AC- 
adjacoif  cu.r  deux  angles,  la  droite  ainsi  menée  égale  la  somme  de\ 
segmenta  AF  et  CG. 

460.  Théorème.  Les  bissectrices  des  angles  intérieurs  et  celles  dn 


(2« 


concours,  et  Itmitée  aux  deux  autres  côtés,  égale  l 
différence  des  segments  détenninés  sur  ces  côtés  par 
parallèles. 
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461.  Théorème.  La  sommc  des  distances  des  sommets  d'un  triangle 
ABC,  à  une  droite  quelconque  M\,  égale  la  somme  des  distances  de  cette 
même  droite  aux  milieux  des  trois  côtés, 

Ed  effet,  on  a  (n»  436)  : 


a  +  e  +  f=^a  +  b  +  c   C.Q.  F,  D. 


Fig.  29B. 


Exercîoe  27. 

4(>2.  Théorème.  Par  le  j'oint  de  concours  des  médianes  d'un  iriatigle, 
on  mènv  une  ili^oilc  quelcOïK/uc,  ht  soiiDne 
des  distances  des  deiu:  sotHmels  ai  lues 
d'un  titème  côté  de  la  droite  égale  la 
distayicc  du  Lroisièine  sommet  à  cette 
même  ligne  * . 

SiA^  O  le  poir)t  (Je  concoura  des  nié- 
diaDes,  XX'  la  droite  donnée. 

On  a     BM  +  CN=2D£^  (no436). 

Mais  les  médianes  se  coupent  aux  V» 
de  leur  longueur,  à  partir  des  sommets  ; 
ainsi  AG  =  2DG ,  et  par  suite  AL    2DE  ^  ^ 

(o«  447,  Remarqué), 

donc  AL  =  BM  +  CN  C.  Q.  F,  D. 

m 

493.  Théorème.  On  a  aussi  GM  =  GL  +  GN. 

En  effet,  ces  grandeurs  sont  les  distances  des  trois  sommets  à  uae 
droite  VV  parallèle  à  AL. 


£xeroîoe  28. 

IG'I  Théorème.  La  somme  des  distances  des  trois  somiticts  d'uit  In- 
onglti  à  (fitc  tiroite  quelconque ,  égale  trois  fois  la  distance  de  la  même 
(Jrotte  au  point  de  concours  des  médianes. 

Soient  AA'  =  a,  Bii'  =  6,   CC'  =  c,   GG'  =  fir 

U  faut  prouver  que  i*on  a 

a  +  b  +  c=z'iy    ou      =  «/^(a  +  6  +  c) 


*  hê  point  Q  1®  centre  de  gravité  de  ]a  «nrfacc  du  trianglo  (Eléments  de  mécanique, 
n'  7i)-  Cakxot  (  ^éométrii  dr  position,  SfiO^  l'a  an?:=l  nommé  centri»  des  moyennes  dl»- 
»arirrs'  «.  ?  trois  tomnoeta  du  triangle.  L'introduction  Uana  lea  Eicmcnts  de  géomtine  do  lA 
i-vtioa  do  ctture  des  moytnne»  àiÊtameeû  nous  lemble  due  4  BoBnm  iCtntn  dû  giomUrigf 
HV»  fi     81>;  M»'^       divin  auteon  ront  Intrbdiiite  dans  tonn  ouvngei.  On  peut 


I 


Digitized  by  Google 


BXERUCBS  DB  céOMETHIB 

lt«  DéiMnslration.  Menons  XX'  parallèle  à  ZZ'. 
On  a  (n«  462)  AL  =  BM-t-^.N 

^„  AL-BM-GN  =  0 

Ajoutons  3ff  à  chaque  membre  de  l'égalité. 

0„,  j,  +  AL  +  fl--BM  +  3-':N:=^ 

AA'  +  BB'  +  CC'  =  3{f 

donc  g  =  Wa  +  l>+c) 

A 


C.  Q.  F.  II. 


Fig.  295. 

20  Démonstration.  Prenons  DH  =  DG  el  joignons  HB,  HC. 
Oûa  6  +  c=2d,  2ci  =  y  +  /i;  donc  b  +  c=^g  +  h 
Ainsi        a  +  6  +  c==a  +  î7  +  A,  a+h^2g 


car 

dODC 


d'où 


Exercice  M> 

4GiS  Théorème.  La  lUfférence  de»  angles 
hisBPctrice  inférieure  forme  awc  le  côté  opptmt 
d'un  triangle,  êgnU  ïa  dilférence  des  angles  aja 

hase  de  ce  triangle. 

En  eiïel,  l'angle  extérieur  à  un  triangle  égale 
la  somme  des  deux  angles  intérieurs  opposés  (G., 
no  93,  donc: 

m  =  C  -h  f 
ii  =  B  +  * 

m^n:=C-B  C.  Q.  F.  D. 


Exercice  30. 

4«6.  Théorème.  L'.mnh  formé  p'»- ftcux  hmeOriee»  intiriem-e»  fu» 
triangle  égale  un  angle  droit,  i>iu^  i«  nwttti  d»  ImgU  du  trouU»u 
totnmet. 
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ii  iaut  prouver  qu'on  a 

BDC=90«  +  ^ 
En  effet,    D  =  I8O0  —  (DBC  +  DCB) 
D  =  180«-(«+^) 

B 


D'ailleurs 


donc  D=:i80p^^90»-^) 


467.  THéarémm.  L^angle  de»  bissecIriceB  extdriatires  =  ^  +  ~^  * 

On  peut  1*^  cniculer  d'une  manière  analop^ue  à  la  précédente;  d'ailleurs 
le  quadrilaici  e  iJDCE  a  deux  augies  droits;  donc  le»  augles  Û  et  E  sont 
supplémentaires . 


31. 


468w  Théorème.  L'angle  formé  par  la  bissectrice  de  l'angle  cVtm 
triangle  €t  par  Ut  hauteur  abaissée  du  même  sommet,  cffalc  la  demi" 
différence  des  angles  à  la  base,  (M.  Mbntion,  N,  A.  —  ISéo,  p«  326.) 


L'angle 
L^aDgle 


A  _.180o-(B4-C) 


Mais  CAË=90o  — C 

donc     D  A  t  =  -  -  ~    +     -  (90  -  C) 

^  A  c  180  —  B  —  C  —  1  bO  4-  2C 
I>AE  =  ^  ^  ^  T_ 


tnin. 

A 

iTou 


DAE  = 


C-B 


D  £ 
Fig.  296. 

C.  Q.  F.  i). 


4ISd.  ReiuAr^jue.  D'dprès  un  exercice  connu  (n»  465) , 

C— B=w— n 


eo  a  donc  aussi 

Vérification. 


Angle  DAE  =  -^-^ 
DAE  =  90  — n 
— n — =90  —  n 


w  — n=180  — 2» 

m  +  n=  180 
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Od  peut  démontrer  directement  que 

DAL=— g— 

Il  suffit  d'élever  unv  perpendiculaire  à  BC  au  point  D. 

On  peut  dire  aussi  :  l'angle  m,  extérieur  ou  triangle  reclanglc  DAE, 

donne:        w  =  DAE +  E  =  DAE +  90;   n  =  DO-~DAE 
d'où  fn-n  =  2DAE;  donc  DAE=*" 

Autre  démonstration,  Menoos  la  bissectrice  extérieure  AF. 


Fig.  m 

Les  oiiirles  DFA  et  DAK  sont  éjjaux  comnio  ayant  leurs  côtés  perpen- 
diculaires; les  triangles  FCA,  FAIi  donnent  respectivement  : 

aî  =  C  — i 

x=  i  — B 

d^où  2a;=C  — B  ou  aî  =  -"^^ 

Triangle  Isocèle. 

470.  Toutes  les  propriétés  «spéciales  au  triangle  isocèle  procèdent  de 
l'égalité  (les  angles  à  la  ha^c  et  de  l'éprnlitt'  de^  côtés  oppo=^és.  Le  triangle 
isocèle  est  composé  de  dr  iix  parlie-  symétriques  par  rapport  h  la  hau- 
teur: il  en  r(^?ulte  qu'un  assez  griiiid  nombre  de  propriétés  fteuvent  être 
troiivt'os  si  racdement,  quVllcs  p.irai-scnl  évi(lcnlc<.  Ainsi,  sans  recourir 
à  la  théorie  deï*  lignes  proportionnelles,  on  peut  dire  : 

Lea  parallèles  à  ht  hase ,  qui  divisent  un  des  colf's  m  partie.'^  '''jaics, 
ditûsciit  aussi  Vautve  côte  en  parties  e'f}ffles  :  rhaony  de  ers  p(tr{iUèies 
est  divisée  en  dtm.r  parties  ('fjolrs  par  la  hauteur.  Le  point  milieu  de  ia 
base  est  éfpfl'Itsfont  tics  (Umx  eutc^  r'/incv. 

Jjes  perpendii  nlitiri  s  .'h  i-rt-s  sur  la  hasr ,  e)i  des  poiètis  éguidîsta }if^ 
du  milieu  de  ct  fte  base,  et  limitées  aux  eôtéSf  sont  v^yrtles  entre  elles  Ui 
droite  rptijoinl  leurs  extrémités  est  parallèle  à  lit  hase,  etc. 

\j\  yfi'fhnde  par  duplieaiion  (n''  i4Ht  ou  \\^v  retournctncut  est  la  lué- 
tliod*'  nylu(e!le  pour  étudier  les  |iro|.>ricl6s  du  triangle  isocèle;  elle 
conduit  à  des  deiiionslr;di(Mi>  très  simples:  néanmoins  il  est  d^usago  de 
recourir  aux  divers  cas  d  égalilô  des  triangles. 

471.  Lignes  aniiparallèlet.  Happelons  que  par  rapport  à  un  angle  X0\% 
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denx  droites  AB,  CD  sont  antiparallèles  (no  28,  note)  lorsque  Pangle  OAB 
égale  Tangle  OCD  (fig.  dOO). 


Fig.  m  Fig,  301. 


U  en  résulte  que  l'angle  B  égale  Tangle  D,  et  que  si  Ton  prend 

OC'  =  OC,  OD'=:OD 

les  drdtes  AB  et  CD'  sont  parallèles»  car  lee  angles  OBÂ  et  01)' C  sont 
ogaux  et  correspondants. 

Lorsque  deux  droites  AB  et  CE  (Og.  301)  forment  des  angles  égaux 
'  d'un  môme  c6té  de  la  sécante  ACD,  on  les  nomme  aussi  parfois  lignes 
antiparallèles  ;  prolongées  suffisamment,  elles  forment,  avec  la  sécante» 
on  triangle  isocèle  ABC. 

CB  et  CE  sont  aussi  aDtiparallôles  par  rapport  à  ACD. 

Exerotoe  32. 

472.  Théorème.  Un  triangle  est  isocèle  hrs<pi'une  même  droite  est 
à  la  fois  mcdiane  et  hauteur,  ou  bien  bissectrice  et  hauteur,  ou  bieti 
li&i€ctrice  et  médiane. 

473.  Thé«Mème.  Si  deux  côtés  d'un  triangle  sont  inégaux,  la  hauteur, 
la  hiseeetriee  et  la  médiane  comprises  forment  trois  droites  différentes. 

Mh.  Théorème.  dcuj-  cofcs  d'un  triangle  s&>it  inégaux,  la  bififtec' 
tnrf»  cf  ht  ynt'dtanc  comprimes  sont  l'une  et  l'autre  plus  grandes  que  la 
huuteur  qui  part  du  même  sommet, 

\ 

476.  Théowémm.  Un  triangle  isocèle  a  deux  hauteurs  égales,  deux  biS' 
sectnees  égales,  et  deux  médianes  égales, 

47S.  Théuièma.  Un  triangle  est  isocèle  lorsquHl  a  deux  hauteurs 
égale»  ;  il  en  est  de  même  lorsq^il  a  deux  médiatrices  égales  (ïfi  443). 

477.  Théorème.  Un  triangle  est  isocèle  lorsque  deux  médiatrices  limi' 
êtes  à  leur  point  de  concours  sont  égales, 

478.  Théorème.  .1  un  plus  grand  côté  d'un  triangle  con'espond  une 
plus  petite  mcdiane. 
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Soii  le  triangle  ABC,  et  soit  le  côté  AB>AC.  Pour  prouver  que  la 

médiane  CK  est  moindre  que  BE,  menoos  la 
troisième  médiane  AOD. 

l.es  triani:l(^s  ABD  et  AViC  ont  df  n\  côt^^s 
respectivement  égaux,  et  le  troi  i me  cùlé 
AB>  AC;  il  en  résulte  i'anglé  m>*».  (G., 
06.) 

Et  alors  les  Iriancrles  OBD  et  OhC  oui 
deux  côtés  respcctivtniciil  ét'.Hix,  et  Tangle 
compris  m>n;  ou  a  donc  le  cuté  0B>OC, 
ou  V,BE >  */,CF  (no  447 ) ,  donc  BE  >  CF.  C.  Q.  F,  D, 


470.  Théorème.  Un  triangle  est  isocèle  lorsqu'il  a  deux  médianes 

égales. 

Cela  résulte  du  théorème  précédent  (  no  478). 
On  peut  aussi  le  démontrer  comme  il  suit  : 

Soil  BD  =  CE 

Puisque  les  médianes  se  coupent  aux  deux  tiers 
do  leur  longueur  (n»  447),  il  en  résulte  que 

BO  =  CO   et   OD  =  OE 

Ainsi  les  triangles  BUË«  COD  sont  égaux  comme 
ayant  un  angle  égal  au  point  0,  compris  entre 
c6tés  égaux. 

Fig.  m  Donc  BE  =  GD,  d'où  BA=:CA. 


Exercice  36. 


480.  Théorème.  Un  triangle  est  isocèle  lorsqu^il  a  deux  bisseetrices 
égales, 

Soil  la  bissectrice  AD  =  CE  ;  il  faut  prouver  que  Tangle  A=C,  on 
que  sa  moitié  CAD  =^  ACE  ;  et  comme  les  deux  triangles  CAD,  ACE  ont 

deux  côtés  respectivement  égaux,  il  suffit  de  prouver 

que  GD=AE 

Par  les  points  D,  E,  menons  des  parallèles  aux 
droites  AE,  AD;  on  forme  ainsi  un  parai lélc^ramme; 
le  cùlé  EG  =  AD  =  CE,  DG  =  AE,  Tanglegr  — a. 

Le  triangle  OEd  est  isocèle  comme  ayant  deux 
côtés  égaux  EG  =  KG,  ainsi  Tangle  EGG=EGC. 

Si  les  angles  A  et  G  sont  inégaux,  supposons  que 
le  premier  soit  le  plus  grand,  d'où  g>c,  et  par 
suite  on  aurait  /<c',*  donc  le  côté  DC  serait  plus 
petit  que  DG.  Mais  puisqu'on  suppose  a>c,  on  au- 
rait DC  plus  grand  que  AK,  c'est-à-dire  DC  <  DG,  ce  qui  est  incoui|)a- 
tible  avec  le  premier  résultat  obtenu  DC<DG.  Ainsi  rbypothèse  que 


Fig.  m. 
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ies  ancrlps  A  et  C  seraient  inégaux  est  fausse,  puisqu'elle  conduit  à 
deux  résultats  cootradictoires  ;  doue  A-  Cet  le  trianyle  est  isocèle 

Exercwe  37. 

481.  Théorème.  îfam  un  Irian  fh^  hocèlc ,  on  mène  les  médianes  qui 
correspondent  ciu^c  cotés  égaux,  j^uis  une  parallèle 
quelconque  à  la  base  ;  })i'ouver  que  le  segment  com- 
yrts  entre  un  des  cotes  et  une  des  rni'tUanes  égale 
ie  segment  compris  entre  la  seconde  médiane  et 
le  second  côté. 

To!it^  parallèle,  à  la  base  d'un  triani^Me  isorrîc, 
rit  divisée  en  deux  parties  égales  par  la  hauteur; 
donc  ÎUÎrrrJICi  (  n'^  470  I  :  et  comme  les  médianes 
se  coupent  au  iiirme  point  ^n"  4  i7),  le  point  O  est 
sur  la  hauteur  élevée  au  milieu  de  la  base  BG;  Id 
tnaDgte  BOC  est  isocèle;  par  suite, 

Ell  =  HF,  dooc  DE  =  FG 

482.  Théo-eœe.  Lorsque  deux  triangles  isocèles  ont  leurs  bases  sur 
\m€  même  droite  et  que  les  hffjtteurs  soïil  aussi  sur  une  même  droite 

cfj^t'.s  r,fo>i  r  de  l'un  d'eu,'  coupent  les  cntrs  ègau.r  de  Vautre  en  deux 
}foints  tquuiistants  des  bases  et  symétriques  par  rapport  à  la  hatUeur, 


483.  ThéorèoM.  On  joint  le  milieu  de  la  hase  d*un  triangle  isocèle 
^ point  milieu  de  chacun  des  autres  côtés,  on  prolonge  les  lignes  ainsi 
tracées  jusqt^à  la  droite  menée  par  le  sommet  parallèlement  à  la  base  ; 
pnuteer  que  le  triangle  ainsi  formé  est  égal  au  proposé. 

481.  Théorème.  Prouver  que  les  peipendiculaires  élevées  sur  les  côtés 
égaux  d'un  îHangle  isocèle  en  des  points  équidistants  du  sommet 
tûupent  ces  mêmes  côtés  en  des  points  situes  sur  une  parallèle  à  la  base, 

■cBMwqiM.  Les  théorèmes  prècèdenls  (no»  481,  482  ,  483  et  484)  se 
déTuontreni  très  simplement  par  la  Méthode  de  duplication,  car  il  est 
évident  que  la  hauteur  du  triaogie  est  un  axe  de  symétrie  pour  les  par- 
ties de  la  figure. 


*o.i.  Théorème.  Par  un  point  quelconque  de  la  base  d'un  triangle 
uèùcéle ,  on  ntètie  des  parallèles  auw  cotés  éaaox ,  prouver  que  le  parai- 
léhgrarrift^t  ai.nsi  formé  a  un  périmètre  constant, 

i Méthodes,  19.) 

Exercice  39. 

488.  Tlièortoe.  La  somme  des  perpendiculaires  abaissées  d*un  point 
<pndeonque  de  la  base  d'un  triangle  isocèle  sur  les  côtés  égaux  est  une 
quantité  contante. 


'  CHIC  dtnionittmtioii  «  ^t  duc  ù  M.  Dkscobe,  ingénieur.  iJourml  de  mathématiqiuê  414* 
^nùiiru  <t  ipécUiha,  imt,  page  638 J 

iO* 
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La  différence  des  distances  d'un  point  pris  sur  le  prolongement  de  ia 

base  est  aussi  constante  (Toir  no«  20  et  146). 

La  fienion  siralion  par  les  surfaces  auxiliaires 

(n^  lO'i  1  r^c  rai»porle  au  livre  IV. 

Autre  (U- mous  Irai  KM  I .  On  mène  à  AC  la  pa- 
rallèle PFE  qui  détermine  le  triangle  iso- 
cèle BPË. 

On  a:      PM  =  BF;  PN  =  FH 
d'où  PM  +  PN  =  BH 


487.  Théorème.  Par  un  point  quelconque  de 
la  base  d'un  triangle  isocèt£,  on  mène  des 
droites  qui  rencontrent  les  côtés  égaux  sous  dei 


B  PC 

Fig.  306. 

angles  égaux  ;  prouver  que  la  somme  de  ces  deux  droites  est  constante. 

(Voir  n'  t>68.) 


fjxeroice  40. 

488.  Th(  nr<  me.  Pour  un  point  quelconque  pris  à  VintérieuT  d'un 
triangle  eqiniaicnil,  la  nomme  des  distances  aux  trois  côtés  est  constante 

et  égale  à  la  hauteur  du  triangle. 

Soil  0  un  point  quelconque  pris  h  rîntérieur 
du  trinngle  ëquilatéral  AUC.  Les  dislances  de 
ce  point  aux  Iroia-  côlé-?  sont  01),  Oli  et  HF. 

Menons  HOK  [jaralKIe  à  RC.  Les  ancles 
aigus  H  et  K  sont  respectivement  égaux  a  D 
et  C;  et  ainsi  lo  triangle  AHK  est  équilatéral. 
(G.,  no       Donc  on  a  (n^  180) 

OE  +  OF  =  Al 
En  ajoutant      OD  =  IG 

il  vient  OD  +  ul::  +  OF  =  AG  C.  Q.  F,  D. 

Scoiic  I.  Si  le  point  mobile  0  se  trouve  sur  Tiin  des  côtés,  Tune  dcf 
trois  distances  est  nulle;  $11  est  à  Tun  des  sommets,  deux  des  distances  ' 
sont  nulles.  Le  théorème  est  toujours  vrai. 

Sootte  II.  Le  théorème  qui  vient  dYtre  démontré  pour  les  points  iolè- 
rieurs  peut  être  étendu  aux  points  extérieurs,  moyennant  une  cooTentioa  : 
sur  le  signe  al(|;ébrique  des  distances. 

Les  trois  côtés  peuvent  être  considérés  comme  trois  droites  indéô-r 
nies;  pour  chacune  de  ces  droites,  on  peut  considérer  une  face  interne 
ou  intérieure,  du  côté  du  triangle,  et  une  faco  externe  ou  extérieure,  i 
Popposé  du  triangle.  La  distance  sera  considérée  comme  >)osi/ù?f  quand; 
elle  tombera  à  Vintérieur  du  côté,  et  comme  négative  quand  elle  tombera 
à  Vextérieur* 

Par  exemple,  pour  le  point  P,  les  distances  sont  FD,  VK  et  —  PF;  or' 
le  point  P  étant  sur  le  prolongement  d*un  côté  du  triangle  équilatéral 

AHK,  on  a  (n*  486)  PE  —  PF  =  Al 
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Si  Ton  ajoute  PD=slG 
il  fient 

Pi>+  PE  —  PF  =  AG 

Pour  le  point  R,  le»  dislances 
sont  RE,  —  RM  et  —  RL.  Or  le 
poiol  R  étant  sur  le  prolongement 
d'uo  côlé  4u  triangle  ôquilalérai 
AST,  on  a 

RE  — RM  r=  AN 

ci  I  on  retranche  RL=:N(i 
il  YiCût  Hïi  —  HM  —  RL  =  AG 


Fig.  308. 


180.    Reixkarqae.    La  démons- 

Iralion  par  les  surfaces  auxiliaires  est  très  simple  (n'^  ^^4;,  mais  elle 
dépend  du  livre  IV. 

Ainsi  (  fiff.  307)  soit  a  le  côlé  du  Irian^^le. 

Le  double  de  Taire  du  triangle  équilater<il  est  donné  par 

a.AG  ou  par  a.OD  +  a.OË  + .a.OF 

tfoù  a .  AG  =  a(OD  +  OE  +  OF) 

ainsi  AG  =  OD  +  OE  +  OF 


£zeroioe  41. 

100.  Thé  or.  me.  Sur  la  base  d'ioi  trianyle  isoccle  ^  on  rlève, 
eït  AH  l'Oint  >{uclco}iquey  une  perpendiculaire  PMN  (/ui  coupe  les  côtés 
t'A,  <:a  aux  points  M  et  N;  prouver  que  la  somme  PM  +  PN  est 
€'}}istante. 

{Méthodes,  n»  266.) 

Triangle  rectangle. 


101.  Les  propriélés  descriptives  du  triaiiL^c  rectangle  qu*il  est  pns- 
-'Me  d'étudier  dans  le  livre  1  peuvent  ôlre  rattachées  à  la  propriélé 
•^u'ôol  les  angles  à  la  base  d'ôtre  complémentaires.  Il  en  résulte,  ainsi 
qu'on  va  le  démontrer,  que  Pliypolènuse  est  double  de  la  médiane  (jui 
^-art  du  sommet  de  Pangle  droit;  donc  le  triangle  rectani^Ie  jK!ut  rtre 
considéré  comme  étant  formé  (lar  la  réunion  dr  deux  triangles  i-orèles 
4yaDt  pour  côté  coin  tu  un  un  de  leurs  cùiéa  égaux,  et  dont  les  augies  au 
i9ninet  sont  aupplémentaireâ. 

Exeroioe  42. 

192.  Théorème.  médiane  relative  à  Vhypoténme  d'un  triangle 
nctatigU  e»t  moitié  de  celle  hypoténuse. 

193.  Théorème.  Lc^  médiatrices  des  deux  côtés  de  VangU  droit  d'un 
•  ttiongk  rcctamjlc  se  rencontrent  sur  l'hypoténuse  (n«443). 


Digitized  by  Google 


328 


BXBECICBB  DB  OÊOUÉIIUB 


404.  Théorème.  T^s  ntédiatrices  des  côtés  de  Vanqle  droit  d'uH  tn- 
angle  rectamjle ,  et  la  droite  (jui  joint  leur  point  de  roncours  au  êom- 
mcf  de  Vangle  droit,  divisent  le  triangle  rectangle  en  quatre  triangle.^ 
égaux, 

4m.  ThéorAme.  Si  une  médiane  d'un  triangle  est  moitié  du  côté  sur 
lequel  eUe  tombe,  le  triangle  est  rectangle. 

49(5.  Théorème.  Si  im  côté  de  Vangle  droit  d'un  triangle  rectangle  est 
moitié  de  l'hypoténuse,  l'angle  opposé  à  ce  côté  égale  Vj  d'angle  divit. 
et  réciproquement. 

497.  Réciproque.  Si  Vun  des  angles  aigus  d'un  triangle  rectangle 
égale  Vs  d'angle  drùU,  le  côté  opjposé  à  cet  angle  est  mùiHé  de  rhypo- 
ténuse. 

Car  la  médiane  qui  part  du  sommet  de  Pangle  droit  divise  le  triangle 
rectangle  en  deux  triangles  dont  l'un  est  équilaléral;  par  suite,  Tuo  des 

angles  aigus  du  triangle  rectangle  vaut  y  d'un  droit,  et  Taulre  aogie 
aigu  vaut  -g-. 

408.  Théorème.  Un  triangle  est  rpctruKjh'  lorsqu'ai  des  angles  aigu^ 
vaut  Va  d'angle  droit  et  que  la  htutru)'  du  triangle  tombe  aux  ^/^  de  h 
base  à  partir  du  sommet  de  Vangle  aigu  donne, 

400.  Théorème.  VuHs  un  tnangle  rectangle,  la  médiane  et  la  hauteur 

qui  partent  du  sommet  de  Vangle  droit  font 
entre  elles  un  angle  égal  à  la  différence  da 
anqles  aigus. 

r-oit  ABH  un  Irianule  rcri angle,  AU  la  hau- 
teur, el  AI^  la  médiane  issues  du  fioaimet  dô 

î.a  raédiarip  AE  est  moitié  de  rhypotéuuse 
(n"  4*.'"^  I  :  fionc  le  triangle  ACE  e-îl  i>ucele,  et  Pangle  C  r=t.  A  cau^e 
des  Inaiigks  rec  tangles  AI'.»  -  et  AlJC,  les  angles  P»  et  i'.M)  sont  éitau.x 
comme  compléments  du  même  anele  C.  (G.,  n®  92,0".)  Donc  l'angle  r,| 
qui  égale  CAD  —  t,  égale  aussi  D     G.  C,  Q,  F,  D. 

Exeroioe  44. 

^00.  Théorème.  Dans  Un  tnaniite  rectangle  y  la  bissectrire  de  Vawjh 

droit  est  bissectrice  de  l'anglr  fonnr  par 
la  ^uédiane  et  la  hauteur  qui  partent 
cet  angle  droit.  I 

Démoristratio)} .  On  sait  que  Taugi^ 
DAE  =  P.  —  C  [11^  m). 

Un  sait  aussi  que  l\in^'le  de  la  bis- 
sectrice et  de  la  hauteur  égale  la  demi* 
différence  des  angles  à  la  base  (n<^  468). 
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D'où  aogio  DAG  = 

donc  Tangle  DA<-i  est  la  moitié  de  DAE.  C,  Q.  F.  D, 

2f^  Lémansiration,  Le  triangle  AËC  est  isocèle  (n^  492)  ; 
donc  rangle  GAE  ^  C 

mais  Tangle   BAD  =  C  comme  étant  le  complément  de  B  ; 

donc  an  crie  C  Al-,  =  liAU 

Ainsi  la  bissectrice  de  Tangie  droit  est  en  même  temps  bissectrice  de 
l'angle  DAE.  C.  Q.  F,  D. 


u  Ce  théorème  n^est  qu*ua  cas  particulier  d'un  théorème 
relatif  au  triangle  quelconque  {n^  646). 

iîOl,  Théorème.  On  donne  deusif  parallèles;  d'un  point  A  de  Vune 
déciles,  on  «bui^se  sur  Vautre  um  perpendiculaire  KQt  et  une  oblique  AB; 
A  mie  sécante  BKD  e9i  telle  que 
ED=2AB,  dérnotilrei'  que  Tan- 
gle  £BC  est  le  tiers  de  ABC. 

Soit  EM  =  MD=:AB 

T>ans  le  triangle  rectangle 
A I  I),  la  médiane  AM  égale  la 
moitié  de  Thypotènuse  (n°  492); 

doûc 


Flg.  311. 


Or  1  aijgie  AMli  extérieur  au  triangle  AMD  =  MAD  +  D  =  2D. 
D'ailleurs  Tangle  D  =  DBF  comme  alterne -interne. 
L^angle  AMB  égale  ABM,  car  AM  =  AB; 
donc  angle  DBF  =  Vt  ABE 

Ainsi  l'angle  DBF  =  '/a ABF  C.  Q.  F.  D. 

Vote.  Pour  diviser  l'angle  ABF  en  trois  parties  égales,  il  faudrait  mener  une 
sécante  BEF  telle  que  l'D  =  2AB;  mais  on  ne  peut  pas  répondre  domier 
problème  en  rf»  mpioyant  quo  !t  règle  et  îe  compas  (voir  n^"  910  et  913).  On 
pourrait  recourir  à  une  com  iinKie ,  ayant  le  point  B  pour  pôle  et  A(^.  pour 
droite  directrice;  on  déterminerait  une  suite  de  points  que  i  on  réunirait  par  un 
Irtit  continu. 

Pour  le  tracé  des  courbes,  Toir  Exerctees  de  Géontétrie  descriptive,  par  F.  J., 
<hsp,  lu,  page  36. 


Parallélogramme. 

Pour  les  exercices  relatifs  au  parallélogramme,  on  a  recours  aux  divers 
théorèmer^  connus.  (G.,  n*»'*  100  à  108.) 

Le  rectangle,  le  losange  et  le  carré  «ont  des  variétés  du  paraiiéio- 
gramme, 

'  îjcicune  de  ces  figures  peut  i}tre  considérée  comme  formée  par  la 
réunion  de  deux  triani^Mes  égaux;  par  suite,  chaque  cas  d'égalité  établi 
jKiur  ie  triangle  peut  en  donner  un  pour  le  parallélogramme. 


( 
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Ez«foî«6  48. 

IM)2.  TbéorènM.  Deux  parallélogrammes  sont  égaux  : 

Lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  des  côtés  respecHvetnent 
égaux; 

2»  Lorsqu'ils  ofit  deux  côtés  adjacents  respectivement  égaux  ^  et  une 
diagonale  égale  et  de  même  position  ; 

3<*  Ijorsque  leurs  diagonales  sont  égales  et  se  coupent  sou$  un  méfne 
angle. 

4Î03.  Théorème.  Deux  parallélofjrammes  sont  égaux  : 
4°  Lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  cl  Us  diagonales  respective  ment  égales; 
5^^  Lorsqu'ils  ont  une  diagonale  égale  rencoutratU  les  côtés  adjacent» 
sous  des  angles  respectivement  égaux. 

Esmioe  46. 

o04.  Théorème.  Toute  droite  menée  dans  un  parallélogramme  par  le 
point  de  rencontre  des  diagonales  a  ce  point  pour  milieu. 


Exereive  47. 

IMMS.  Théorème.  Les  diagonales  de  deux  parallclogrammes,  dont  Vun 
A     E  B     ^"^^  circonscrit  à  Vautre,  passent  par  un 

même  point. 

Les  triangles  EBF,  GDH  sODt  égaux  comme 
ayant  un  côl6  égal  adjacent  à  deux  aogles 
^     ç        éganx,  car  GH  est  égal  et  parallèle  à  £F« 

Ainsi  les  angles  BEF,  DGH  sont  égaux 
comme  ayant  les  côtés  parallèles  et  de  sens 
contraire  ;  il  en  est  de  même  des  angles  en  F  et  en  H  ;  donc 

BF=DH 

Ces  deux  lignes  éfnnt  pcrnles  et  parallèles,  la  figure  ]»FDH  est  un  paral- 
lélo.Tammo;  j.'s  tlioL'oiialcs  I  If  o\  ]\\)  se  coupant  en  lenr  milieu,  le  point 
0  .est  doDC  le  point  de  rencontre  de  toutes  les  diagonales. 


Exercioe  48. 

iSOG.  Théorème.  A  partir  de  cha<iue  sommet  d*un  carré,  et  en  parcoti* 

rant  le  pénmctre  dans  un  même  sens,  on  prend  sur 
cliague  côté  nne  grandeur  donnée;  prouver  que  la 
figure  obtenue  en  joignant  deux  à  deux  les  points 
déterminés  sur  le  périmètre  est  un  carre. 

Soit  AE  =  BF  =  CG  =  DH 

Les  qualre  triangles  rectangles  sont  égaux  ,  comme 
ayant  les  côtés  de  Tangle  droit  respectivement  ci^aux; 
donc  les  hypoténuses  sont  égales 

EF  =  I'G,  etc. 
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L'anffle  AHË  =  BEF 

dODC  rangle  BEF  +  AEH  =  i  droit. 

Ainsi  TaDgle  FEH  est  droit  ;  donc  la  figure  est  ua  carré. 

S07.  Théorème.  A  partir  de  deiiA-  somineis  opposes  (Vuu  losange,  ou 
iwrte  sur  chaque  côté  une  grandeur  donnée  ;  hi  /bjure  formée  en  joi- 
'jftaul  deujc  à  deux  les  points  obtenus  est  un  rectanyle. 

Exercice  48. 

âÛ8.  Théorème.  A  partir  de  deux  sommets  opposés  d'un  carré,  on 
prend  9Ur  chaque  côté  une  longueur  donnée;  la 
figure  fortnée  en  joignant  deux  à  deux  les  points 
4tinêi  obtenus  est  un  rectangle  à  périmètre  comtanL 

Soit    AE  =  AH  =  CF  =  CG. 

Les  quatre  triangles  AHE,  BEF,  etc.,  sont  iso- 
eèles-reetangles  ;  donc  chaque  angle  aigii  vaut  45  de- 
grés ;  ainsi  l^angle  MEF  est  droit,  et  de  mdme  pour 
les  autres  ;  la  figure  EFGH  est  un  rectangle. 

On  a  9  d'ailleurs  : 

ME=»AM;    EF=MN;  FiN=NC 
donc  le  périmètre  est  constant,  car  il  égale  2AG. 

Eaereiee  50* 

ISÙB*  Théorème,  i**  Le  point  de  concours  des  diagonales  d*un  losange 
est  équidistant  des  quatre  côtés  de  ce  losange,  Les 
diagonales  sont  bissectrices  des  angles  que  forment 
entre  elles  les  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point 
sur  les  côtes, 

2S10.  Tbéoréme.  En  joignant  deux  à  deux  les 
pied»  de»  perpendiculaires  abaissées  du  point  de 
ctmeoure  des  diagonales  d'un  losange  sur  les  côtés 
de  ce  losange,  on  forme  un  rectangle  inscrit, 

;>ll.  Théorème.  Jùt  élevant  des  perpendiculnircs 
aux  ej'trtiirtttés  de  deux  droites  égales  qui  se  cou- 
pent en  lenr  u'iliru,  on  fortne  un  lu^ange  dont 
[fis  ditiqoimles  j'Ossent  par  le  point  de  concoui's 
des  lignes  données. 

Exercice  51. 


I 


i>l2.  Théorème.  J'S  fiisserfriees  intérieures  d'uif  parnUélogranime  se 
rencontrent  de  manière  à  former  entre  elles  nn  reciamjle. 

Soit  le  parallélogramme  ABGD,  et  soit  ËFGll  le  quadrilatère  formé 
far  les  bissectrices  intérieures. 
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A  cause  des  parallèles  AB  et  CD,  et  de  la  sécante  BC,  on  a 

26-f  2c  =  -i  droiU 

d'où  b  +  e  =  i  droit 

Dooe  le  triangle  BCG  est  rectangle  en  G. 
(G.,  no  92.) 

Ainsi  les  bissectrices  de  deax  angles 
consécutifs  sont  perpendtculairen  Pune  à 
Tautre.  Donc  la  figure  EFGH  est  un  rec- 
tangle. C.  Q.  F.  D. 

K13. 


Cig.  316. 


Ftg.  817. 


Les  bissectrices  intérieures  d'un  rectangle  se  ren- 
contrent en  fonnant  un  carré. 

Soit  le  rectangle  ABUD.  Les  quatre  angles 
étant  droits,  leurs  moitiés  sont  égales;  les 
quatre  triangles  AfiB,  CED,  HFG  et  AHD  sont 
isocèles  ;  et  les  angles  E,  F,  G,  H,  sont  droits. 
(G.,  12.) 

Les  deux  premiers  triangles  sont  égaux,  ainsi 
que  les  deux  derniers.  (G.,  n®50.)  Donc  {es 
quatre  droites  GA,  GB,  EC,  ED.  sont  égales,  aussi  bien  que  lU,  ilD. 
FB,  PC.  11  suit  de  là  que  la  figure  EFGH  a  ses  quatre  côtés  égaux  ;  et 

comme  ses  angles  sont  droite, 
cette  figure  est  un  carré. 

C.  0.  F.  D. 

Remarque.  En  menant  les 

bissectrices  intérieure»  et  e«- 
térieureSf  on  forme  : 

Quatre  carrés  tels  que  ME 

QudUe         id.  MG 

Un              id.  MO 

Un             id.  EO 

Ea  tout  dix  carrés  et  quatre 
rectangles. 

iSM.  Théorème.  La  diago- 
nale est  égale  à  la  différence 
deseôtésdu  rectangle  donné, R 
en  est  de  même  dans  le  théO" 
rème  précédent. 

En  menant  HF  et  prolongeant  cette  lijrne,  on  obtient  la  nio  iaiic  des 
triangles  rectangles  ABH,  CDF  (fig.  340)  ;  la  somme  de  ces  deux  mé- 
dianes égale  AB  (n«  492)  ;  donc 

liF  =  Ai)— AB 

Théorème.  Les  bissectrices  ejtt'ricurea  rf*\in  vffraUclogramme  sr 
coupent  en  formant  un  rectangle  dont  les  diaijonales  égalent  la  somme 
des  côtés  du  parallélogramme. 
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Bemarque.  La  question  peut  èlre  posée  comme  il  suit  : 
Uit  mène  les  bissectrices  des  angles  intérieurs  et  extérieurs  d'un  paral- 
lélogramme, démontrer  : 

Que  les  bissectrices,  en  se  coupant,  forment  lies  rectangles; 
2'  (jue  les  diagonales  de  ces  rectangles  coupent  en  leurs  milieux  les 
c<Més  du  parallélogramme; 

3<>  Que  la  diagonale  du  graïul  rectangle  est  égale  à  la  sonmie  des  deux 
c* -tés  adjacents  du  parallélogramme,  et  la  diagonale  du  petit  rectangle 
est  égale  à  la  dilTérence  des  mêmes  lignes  ; 

40  Que  la  surface  du  rectangle  extérieur  est  égale  à  deux  fois  la  sur- 
face du  parallélograïuuit ,  j  lu:,  ia  surface  du  rectangle  intérieur. 

Examiner  dans  quel  cas  h  s  rectangles  deviennent  des  carrés,  et  dauâ 
quel  cas  iô  rectangle  intérieur  se  réduit  à  un  point. 

£xeroioe  52. 

.j16.  Théorème.  En  menant  des  ]tarallt'lt's  ê<]uidistantes  d'une  des 
diofjanales  </'im  rectangle  et  en  joiijnant  les  e.itremité!*  de  ces  })ti val- 
ides, on  forme  un  parallélof/ramme  inscrit  dans  le  vectanyle ,  et  le 
ftfimèlrc  de  Ut  fiijuee  iyi^erite  égale  la 
yomme  des  diagonales  du  rectanrjle. 

^oir^'  i  les  parallèles  équidistantes  EF,  ^' 
Cil;  OQ  a  dooc  la  perpendiculaire 

EM  =  GN  ^  ^ 

Us  deux  triangles  miangles  AEM,  ^ 
CGN  sont  égaux  comme  ayant  un  côté 

^gal  et  un  angle  aigu  égal;  car  EM  =  GN,  et  les  angles  MAE,  NGG 
soai  alternes -internes  ;  donc  on  a 

AE  =  CG 

OQ  aurait  de  même  AH  =  CF 

i»ar  suite,  BE  =  1)G   et  bF  =  DU 

Les  triangles  rectangles  EBF,  GDH  sont  égaux,  parce  que  les  cétés  de 
l'angle  droit  de  Pun  d^eux  sont  respectirement  égaux  à  ceux  de  l'autre 

triangle  ;  donc  EF  =  Gll 

Ain^^i  la  fisTure  EFGH  est  un  parallélogramme,  pttrce  qu'elle  a  deux 
c5lê?  opposés  EF,  Gll  e^^aux  et  pjrallèles.  (G.,  n»  iO'i.) 

2  Le  périmètre  égale  la  somme  des  diagonales,  car  les  triangles  BIF, 
GJb  sont  isocèles  ;  ainsi 

IF  =  1B,  JG  =  JD 
4*aillears  FG^^^IJ 

donc  le  demi-pértmètre    IF  +  FG  +  GJ  =r  BD  C.  Q.  F.  D. 


i 


âl7.  Théuièiiaa.  En  menant  deux  paralUles  ëquidistantes  d*une  des 
diagonale»  â^un  rectangle ,  mais  de  manière  que  ces  parallèles  coupent 
l^i  proUmgements  de  Vautre  diagonale,  puis  en  joignant  deux  à  deux 
lea  points  où  les  parallèles  rencontrent  les  prolongements  des  cotés  du 
rettangle,  on  forme  un  parallélogramme  dont  la  différence  des  côtés 
eéjeeents  égale  la  diagonale  du  rectangle. 
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18.  Théorème.  Par  Vun  des  sommets  d'un  parallélo^framme  an  mèt 
une  droite  quelconque  ly  ;  de  chacun  des  trois  autres  sommets  on  al 
une  perpendiculaire  sur  la  ligne  menée  ;  prouver  que  la  perpendii 
abaissée  du  point  intermédiaire  égale  la  somme  ou  la  différence 
perpendiculaires  extrêmes. 

Par  le  sommet  B,  menons  une  parallèle 

Lf>?  triangles  reclançrl^'s  HCfl,  AI  m,  ? 
égaux,  comme  ayant  Tb^potéDUse  é^ale  et 
aogles  égaux  ;  donc 

CH  =  DG 

mais  BE  =  FH 

donc  CF  =  BF:  +        C.  Q.  J- .  Ir 


».  Quand  xy  coupe  le  parallélogramme ,  on  a  une  différen( 
au  lieu  d^une  somme. 

Théorème.  La  prc^ection  de  la  dia-jonale  d'un  parallélogram\ 
sur  une  droite  quelconque  é<jale  la  somme  des  projections  de  deux  eéu 
adjacents  sur  la  même  droite.  (Varignon 

Soit  la  diagonale  BD  et  les  côtés  adjacents  BA,  lîC  (fig.  3:20). 
La  projection  de  BD  sur  XV  égale  KG;  il  faut  prouver  qu'on  a 

EG  =  EA  +  EF 

Or  EF=:BH  =  AG  et  EG  =  EA  +  AG 

donc  EG  =  l£A  +  i:F  C.  Q.  t\  L 

Remarque.  L^énoncé  est  généra),  pourvu  qu^on  regarde  comme 
signes  différents  les  lignes  qui  vont  en  sens  contraire;  ainsi  la  projecUo* 

AF  de  AC  donne  AF  =  AE  —  AG 

1520.  Théorème.  La  somme  des  perpendiculaires  abaisscts  îles  som- 
mets d'un  jmrallclotjramtne  sur  une  droite  extérieure  à  cette  fit^ure. 
égale  quatre  fois  la  distance  de  cette  droite  au  point  de  concours  lU» 
diagonales. 

(Voir  461.) 

Exercice  54. 

1Î21.  Théorème.  La  somme  ou  la  différence  des  perpendicuiairee 
abaissées  d'un  point  donné  sur  les  dettx  côtés  adjacents  d*un  losange . 


*  VAnioNov,  né  ù  Caeu  en  1644,  mort  en  17i'2.  Ou  lui  doit  un  Projet  d'utir  wnwr 
nUcani^nc^  puis  la  ycuveïït  méoantqw  ou  étatique,  Cest  dans  cea  ouvrages  que  se  trouTc 
le  célèbre  théorème  de$  momentë.  (Mécaniqur^  F.  J.,  H*  45.) 
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la  somme  on  la  rlifférencc  des  perpendiculaires  abaissées  du  même 
t  sur  les  deux  autres  cotés. 

1  doit  âToir 

PL  +  PM  =  PO  +  PN 

1  elTet,  cela  revient  à 

0  +  OL4.PM=P0  +  PM  +  MN 

r  OL  =  MN;  donc... 

)ur  que  le  théorème  soiL  général,  il 
avoir  égard  aux  signes. 

iDBi  QL4-QR  =  QS  +  HQÛ) 


55. 


Fig.  321. 


Théorème.  Lurstjii'o))  joint  deux  sommets  opposes  d'un  parallé- 
mnme  aujc  points  )niliei(x  de  deux  eûtes  apposes  de  la  figure^  une 
(^ia»/onales  du  pi irallelogr anime  se  trouve  divisée  en  trois  parties 
'es.  (P.  André,  Exercices  de  (ieometric.) 

Démonstration.  Kn  eiïet,  AF,  CG,  BO  âont  les  médianes  du  triaDgle 
î;d0DC      BM^VaHO      <no  447) 
2       BD  BD 


nême 


DiN  = 


3^ 
donc... 


*  Détnonstratian.  ^Considérons  le  triangle 
B. 

A  droite  AF,  diagonale  du  parallélo- 
nme  ABFE,  passe  par  le  point  milieu  de  OG;  or  on  sait  que  la  droite 
qui  pas.>e  par  le  milieu  de  la-nràdiane  OG  du  triangle  AOB,  déter- 
10  sur  la  base  OB  un  segment  OM  qui  n'est  que  la  moitié  de  BM 
^435)  ;  donc  BM  e^t  le  tiers  de  BD. 

kolie.  Les  droites  AF,  AH,  qui  joiçfneni  un  sommet  d'un  parallélO' 
^irme  aux  poipds  )nilieux  des  côtés  opposés  à  ce  sommet,  divisent  une 
I  dingonales  en  trois  parties  égales. 


Trapèze. 

Le  parallélogramme  et  ses  variétés  ne  sont  qu^un  cas  particulier 
itrapèse;  néanmoins  nous  considérerons  spécialement  le  trapèze  pro- 
Nent  dit,  c'est-à-dire  le  quadrilatère  dans  lequel  les  deux  côtés  paral- 
|m  80Dt  inégaux. 

;0a  nomme  trapèze  $umé trique  ou  trapèze  isocèle  le  trapèze  dont  les 
^  non  parallèles  sont  égaux. 

U  trapèze  isocèle  peut  être  considéré  comme  obtenu  en  coupant  un 
|^tle  isocèle  par  une  parallèle  à  la  base,  car  on  démontre  que  les 
^  h  la  base  sont  égaux  entre  eux  (n<»  634).  Il  en  résulte  que  les  côtés 
Mdèrès  sont  des  lignes  antiparallèles  {n9  471)  par  rapport  aux  bases 
^Iripèie. 
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56« 

^S^.  Théorénie.  Dans  tout  trapèze  :  1*>  la  différent'  fJcs  driu: 

est  plus  petite  que  la  somme  des  dctur  av 
côtés;  chacun  de  ces  côtés  est  jdus  petit 
Vautre  côté  awpnenié  de  la  différence  i 
hases;  2**  la  somnw  des  hases  est  pluê  pd 
que  la  somme  des  diagoiiales. 

Bemu^iM,  En  admettant  quo  ces  coi 
tions  soient  coDstamment  réalisées  pour  qu 

lignes  données,  et  chaque  groupe  de  deuï  lignes  étant  pris  succès 
vement  pour  former  les  bases,  on  pourrait  construire  six  trapèzes  é 

férenls. 

En  effet,  soient  les  quatre  lignes  a,  b,  c,  d,  on  aurait  les  trapèze 

ahcd  bacd 
achd  badc 
abde  daeb 

Exaroios  57. 

1(26.  Théotèm.  JDeux  trapèzes  sont  égaux  lorsque  leurs  bases  m 
respectivement  égales  chacune  à  chacune,  et  qu*il  en  est  de  même  à 
côtés  non  parallèles. 


Fig.  324. 

tftt7.  Remarque.  Pour  qus  dsux  trspèzes  soient  égaux,  il  oe  suffit] 
qu'ils  aient  les  quatre  côtés  respecliTement  égaux  et  placés  dans  le 
ordre;  car,  avec  quatre  droites  données,  on  peut  parfois  former 
sieurs  trapèzes  différents  (no  525).  Ainsi  les  quatre  longueurs  a,  6,  r. 
prises  dans  Tordre  indiqué,  pourraient  donner  un  premier  trapèze  ayi 
a  et  c  pour  bases,  et  un  second  trapèze  ayant  6  et  d  pour  bases. 

;>2iJ.  Théorème.  VeifT  trapèzes  sont  éijaujc  lorsqur  leurs  hases  f^^'i 
respectivement  égales  chacune  à  chacune,  et  qu*il  en  est  de  méme'J^ 
diagonales, 

529.  TbéorènM.  Deux  trapèzes  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  trois  côU 
respectivement  égaux  et  un  angle  égal, 

£xeroice  58. 

530.  Théorène.  Dans  un  trapèze^  la  droite  qui  joint  les  milieus  à 
côtés  non  parallèles  est  parallèle  aux  hases,  et  égale  à  leur  dmi 
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uitne;  et  la  partie  de  cette  droite  compiHse  entre  les  deux  dicigonales 
i  égale  à  la  demi  ^  différence  des  bases. 

Soik  le  trapèze  ABCD,  ayant  pour  dia- 
maies  AC  et  BD. 

I''  I>aus  le  liiaDgle  BÂC,  menons  la 
oile  Etl  par  les  milieux  des  côtés  AB 
AC;  cette  droite  est  paralldle  à  BC, 
égale  à  sa  moitié.  Son  prolongement 
F  est  parallèle  à  AD  et  égal  à  la  moitié  ^ 
:  celte  base. 

ODC  FF  =  '/sBr:  +  V,AD  =  «  2( lîC  +  AD) 

2"  Dans  le  triaogle  BDG,  la  droite  OF  joiot  les  milieux  des  côtés  BD 

tDC,  etron  a  GF  =  V«BC 

i  Ton  retranche  HF  =  Vj AD 

vient  GH  =  VtBC  —  VjAD  =  Vi(BG  —  AD).  Donc... 


.  La  droite  menée  parallèlement  aux  bases  d'un  trapèxe  par 
f  UiUieu  de  Vun  des  côtés  non  paraUiks,  passe  au  milieu  de  Vautre 
M. 

I  831.  Tliéorènie.  Lorsque  la  petite  base  d'un  trapèze  est  la  moitié  de 
s  grande ,  la  hase  moyenne  de  ce  trapèze  est  divisée  en  trois  parties 
^ks  par  les  diagonales. 

AD     ^  LiG 

En  effet,  dans  ce  cas,  LG= 

BC 

donc  EG  =  GH 

De  même  =:  11  F.  Donc. . . 

I 

Esttoîoe  59. 

TliAiii èmr  f^orsque  la  petite  hase  d'un  trapèze  v(jale  la  somme 
det  côtés  non  parallèles,  les  bissectrices  intc'rlriircs  des  angles  adjacents 
à  ta  grande  hase  vienmnt  concourir  sur  la  petite  base. 

(Voir  n«  458.) 


»j33  Thi  III  èiii  r  Lorsque  la  grioide  base  d'un  trapèze  égale  la  sonmw 
de*  côtés  non  pant Hèles,  les  bi.'>seclrices  des  angles  adjacents  à  la  petite 
ioM  viennent  coticourir  sur  la  grande  base. 

On  peai  coDaulter  avec  proAt  le  458,  car  toutes  ces  questions  ne 
difoeni  que  par  l'énoncé. 


^34.  Tkéotème.  Dans  le  trapèze  isocèle,  les  ((nffles  adjacents  à  une 
même  base  sont  é(jaux,  les  diagonales  sont  égales  et  se  coupent  sur  la 
éreite  qmi  joint  les  milieux  des  deux  bckses. 
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Soit  Ar:=:BD. 

1<»  AbaissonB  les  hauteurs  CE,  DF;  on  a  : 

CE  =.DF 

Lcb  Uiaiiglos  rectangles  ACE,  LJI)F  sont  égaux  comme  ayant  TiiT) 

ténuse  égale  et  un  côlé  égal , 

(:E  =  r)E 
donc      angle  CAE  =  DBF 

20  Les  triangles  CABt  DBA  aoot  ègi 
comme  ayant  un  angle  égal  comprU  eol 
deux  côtés  égaux  ;  car  Fangle  As=B;  d4 

de  plus,  Tangle  Ai',()=:P.\<  > 
ainsi  le  triangle  AOB  est  isocèle,  et  le  somuiei  Q  se  trouve  &ur  la  p| 
pendicul.n're  ('levée  au  point  H  milieu  de  AT.. 

Mais  le  triangle  CUb  est  aussi  isocèle  ;  la  iM-rpendiruIaire  \\ô  est  au 
perpendiculaire  à  la  parallèle  CD  (G.,  n°  70  )  ;  or  la  [)erpendiculaire  ') 
abaissée  du  commet  d*un  trianj^le  isocèle  sur  la  base  de  ce  triand 
passe  au  milieu  de  cette  ba-e.  di..  iv  (11.)  Ainsi  G  est  le  point  lailteu 
en,  et  la  (huile  Glî,  qui  joint  les  deux  poiut3  milieux,  pas^e  par  le  p 
de  concours  des  deux  diagouales.  C.  Q.  F.  h 

tf3i(.  Théorème.  En  joignant  deux  à  deux  les  poinU  milieux 
quatre  côtés  d'un  trapèze  isocèle,  on  obtient  un  losange, 

Théorèine*.  1<*  Deux  trapèxes  isocèles  sont  égaux  lorsqu'ils  à 

des  hases  égales  et  même  hauteur;  2P  les  perpendiculaires  élevéei 
milieu  des  côtés  d'un  trapèze  symétrique  se  coupent  au  même  point» 

537.  K4»to.  On  nomme  contre-paroUélogramme  un  système  articulé  de  qoi^ 

tiges,  correspondant  aux  diagonales  et  aux  côtés  non  parallèles  d*un  tts^, 
isocèle:  ainsi  {Vi^.  320)  les  quatre  liges  seraient  AD,  BC,  AC  el  BD. 

Cette  fiinire .  dont  le  parallélogramme  n'est  qu'un  cas  pirlirulier.  \À 
usitée  daij»  lus  J nrprseurs.  De  noi  jours,  le^^  sj/sfAmps  d'^  tiijfs  art irnlee'<  $ 
été  étudiés  et  appliqués  d'une  manière  reujarquablu;  on  U  s  nonimo  s-uivanll 
cas,  inverseurs  ou  re'ciprocateurs,  compas  de  PeauctUttrf  tuin^a^  c^m^ 
tranêfomtateurê ,  etc.  (voir  ci -après,  n«  1203). 


Quadrilatère  quelconque. 

iVMi.  Le  quadrilat<''ro  ?e  rencontre  fréquemment  dans  les  Exercices i 
Gùôniùlrie  ;  i!  y  a  dune  lit-u  d'étudier  queUpies  cas  d^ègalitô  de  dt:UX 
drilaleres,  ainsi  que  les  propriétés  de  ces  ligure?. 

Pour  démontrer  rê'_'ali(ti  de  deux  quadrilatères,  on  a  recours  à  I 
superposition  ou  à  la  décomposition  en  deux  triangles. 


Cxcroîce  61. 

ÏS3B.  Théorème.  Deux  quadrilatères  sont  égaux  : 

Lorsqu'ils  ont  trois  côtés  et  les  deux  angles  compris  rcspet  itwmt  n 
égaux; 

29  Lorsqu'ils  ont  deux  côtés  consécutifs  et  ks  trois  angles  adjaad 
respectivement  égaux; 
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3*^  Lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  et  les  quatre  côtés  resjpecHvefnent 
éffaiLM,  et  placés  dans  le  même  ordre. 

Bxeroloe  62. 

o-îO.  Théorème.  Dans  {nut  quadrUatcrc  convexe,  la  somme  des  diu" 
ganales  eut  plus  <jrande  que  la  somme  de  deux  cotés  opposés, 

e  +  g>a 
f  +  h>c 

d'où  *  4"  .7  -f-  /  +    >  «  +  c 

ou  At;  +  BD>o  +  c  C.Q.F.D. 

ScmArqoe.  Ce  théorème  a  été  présenté  sous  un  énoncé  différent. 
(G.,  !!•  i78.) 


Ml.  TbtertaB*.  Dans  un  quadrilatère  convexe,  la  somme  des  diago- 
ualee  est  comprise  entre  le  périmètre  et  le  demi^ 
pérùnèire. 

Soient  AH  et  BD  les  diagonale»  du  quadrila- 
tère convexe  ABCD. 

i*»  Appelons  '2p  le  périmètre 

On  a    é?4-/*<«  +  ^>   «  +  f<c  +  d 
d'où         2eH-2/'<:ii/i   et  e  +  /'<p 
On  trourerait  de  mémo         y  +  A</> 

Eo  additionnant ,  il  vient 

i^  +  n  +  {!/  +  h)<2p 

On  a    e4-r/>«»   V  +  f>b,  f^k>c.,  h  +  e>d 
d'où  2^ +  2/-h2gF  +  2A>2p  et  {e  +  n  +  {g  +  h)>p 

Donc  la  somme  êtes  diagonales  d'un... 


£acercîoe  63. 


TiBéofféme.  Les  points  milieu.r  des  côtés  d'un  quadrilatère 
etmque  sont  les  sommets  d'un  parallélogramme. 

Soit  ABCD  un  quadrilatère  quelconque,  et  EFGH 
h  figare  obtenue  en  joignant  les  milieux  des  côtés. 

Si  Ton  mène  la  diagonale  BD,  le  quadrilatère 
doDoé  se  trouve  dîTÎsô  en  deux  triangles,  BDÂ  et 
BDC.  La  droite  EF  joint  les  milieux  des  côlés  AB 
et  AI>,  et  GH  les  milieux  des  côtés  CB  et  CD; 
tinsi  chacune  de  ces  droites  est  parallèle  à  BD  et 
égale  à  sa  moitié  (n^  431).  Donc  ces  deux  lignes 
sont  égales  et  parallèles,  et  la  figure  EFGH  est 
un  paraUélogramme.  C.  Q.  F.  D. 


quel" 


Fig.  m. 
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MB.  Tli«or4ne.  Dans  un  quadrilatère  quelconque,  les  droiteê  qui 

joignent  les  milieux  des  côtés  opposés  se  eaupnk 
A      F.       D     en  Uwrs  milieux. 

Soit  le  quadrilatère  ABCD.  Les  points  E,  F,  G, 
H  y  milieux  des  côtés,  sont  les  sommets  d'un  pa- 
rallélogramme (n<>  542),  et  les  droites  £G  et  FH 
ne  sont  autre  chose  que  les  diagonales  de  ce  pa- 
rallélogramme ;  donc  ces  droites  se  coupent  es 
leurs  milieux.  (G.,  n»  105.)  C.  Q.  F.  D. 

£  544.  Théorème.  parallt'lo<jramtiie  obUivi 
en  joignant  deux  à  deu.r  les  point, <i  rnilii'ifx 
côtes  d'un  quailrilatrrc  rst  un  recdinf/le ,  lorsq'ie 
les  diaqonales  du  quadrilatrre  primitif  sont  rectanyulaircs ,  ou  lor>q"e 
les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés  sont  égales  entit 
elles. 

4>4i>.  Théorème,  Ou  obtient  nu  losan'jc  lorsque  la  fujurc  <lon)n  f  csi  >ni 
trapèze  isocèle  ou  un  rrctiDii/le.  On  obtient  un  carre  lorsque  la  f\[V'T^ 
donnée  est  un  carre,  ou  un  trapèze  isocèle  à  diagonales  rectanyiilauys 
égales. 

1(46.  Théoféme.  Le  parallélograunuc  formé  enjoiguout  deux  à  deni 
les  milieux  des  côtés  d'un  quadrilatère  quelconque  est  la  moitié  de  a 
qtuidrikUère, 

Dans  le  Iriangle  ABO,  la  droite  FG  est  menée  par  le  point  milieu  F 

de  AB,  de  plus  elle  est  parallèle  à  AC  ;  donc 
elle  passe  par  le  milieu  de  Fautre  cètè 
(n<*  431,  corollaire).  Ainsi  M  e«i  le  point 
lieu  de  BO  ;  de  même  N  est  le  point  nflî 
de  CO  ;  par  suite,  la  droite  MN ,  qui  joint  I« 
milieux  de  OB  et  de  OC,  est  parallèle  à  BC 
et  en  égale  la  moitié  (n<»  431);  donc 

iMN  nr  P.G  =  CG 

Les  quatre  triangles  OMN,  BMG,  GN': 
NGM  sont  donc  égaux  comme  ayant  tous  les  côlés  respectivement  égaui 
donc  le  parallélogramme  OMGN,  qui  contient  deux  de  ces  triangles,  es 
la  moitié  du  triangle  HOC,  qui  en  contient  quatre  I 
lien  serait  de  môme  des  autres  parties  des  li^i^ures  comparées;  àom 
le  parallélogramme  ËUGF  est  la  moitié  du  quadrilatère  ABCD. 

MT.  Théorème.  Le  parallélograunuc  foruié  en  menant  par  chaqyi 
sommet  d'un  quadrilatère  des  parallèles  aux  diagonales,  est  double 
ce  quadrilatère  et  quadruple  du  parallélograumu'  formé  en  joignad 
deux  à  deux  les  milieux  des  côtes  du  quadrilatère  douné. 

Démonstration  analogue  à  celle  qui  est  donnée  ci  dessus,  mais  beau 
coup  plus  simple  ;  on  peut  aussi  consulter  les  Méthodes,  n«  156. 
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Exeroioe  65. 


o48.  Théorème.  Dann  un  q" inl riltti-vc  quelconque f  les  droites  qui 
joifment  left  milieux  des  ro/(  s  o^  /  t  v  s  se  rencontrenL  au  milieu  de  la 
aroUti  qui  joi  fii  les  milieux  des  diayonales. 

Soit  ABCD  un  quadrilatère  quelconque» 
E(i  et  FII  les  droites  qtii  joignent  les  mi- 
lieux des  côtés  opposés,  AG  et  BD  les  dia- 
goniilc^s,  et  IK  la  droite  qui  joint  les  mi- 
lieux des  diagonales 

Traçons  le  quadrilalêre  ll'KH. 

Dinn^  le  triangle  ABD ,  la  droite  IF  est 
parallèle  à  AD.  et  en  est  In  moitié;  dans 
le  triar'g-le  ACL»,  la  dr-iitr  KM  est  parallèle 
à  AD,  et  en  est  la  moihe;  ainsi  les  droites 
IF  et  KM  étant  parallèles  et  égales,  la  figure  IFkll  est  un  parallélo- 
gramme {G.,  lO'i),  et  les  diat^onales  FH  et  IK  se  coupent  en  leurs 
niilieux  f  O.,  n*^  i05);  mais  FII  et  KG  se  coupent  aussi  en  leurs  mi- 
lieux 543>  ;  donc  le  point  U  est  le  milieu  des  trois  droites  KG,  Fil 
et  IK.  C.  Q.  F.  D, 


iff.  891. 


«6. 

^4^^  Tb^oréme.  Vcinglc  tirs  ffis.sdi  t rirps  iniérieurea  de  deux  angles 
consécutifs  d'un  fjuadrilutire  est  (''</al  à  la  demi-somme  des  deux  aulres 
angles  de  ce  quadrilatère  ;  Vuntjlc.  des  bissectrices  extérieures  de  deiix 
amjles  conséinéiifs  est  cyal  à  la  demi- somme  de  ces  deux  angles  consé- 

>iaiâ 
iToti 


+  ^  +  ^  =180  (G.,  no  94.) 


Doue 


C  +  D 


t.''       t^-«  "4~  D 


=  180  — 


A  +  B 


C.  Q.  F.  D. 


2^  Les  nn  gles  supplémentaires  de  A  et  B  ont 
pour  Taleur  : 

iâO  — A  et  180— B 


2 

A  +  B 
F  ^ 


Flg.  892. 


Tértfiotttîoo.  I-^*^  angles  K,  I"  floivent  être  sup- 
pléinea tairez»  car  le  quadrilatèi  e  AFBFi  a  Jeux  angles  droits  eu  AetB^  or 

11 


M. 
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ExeMÎoe  67, 

mO  Théorème.  L'anrflr  aUjH  des  bissectrices  intérieures  ^ 
angles  opposés  d'un  quadrilatère  égale  la  demi- différence  des  deuxwOm 
angles. 

Soit  G  l'angle  DGB,  et  H  son  Bupplémenl  formé  par  les  deux  biesec- 
trice8(fig.332).  ^ 

L'angle  L,  extérieur  au  triangle  BCL  =  C  +  î 

P.  D 

donc  II  =  180  —  1  —  ^  — 

Mais  18(h>  peut  se  remplacer  par  g'         et  —    par  —  . 

^      ^              „     A  +  B  +  G  +  D-2G-B-.D 
On  a  donc  H=ï- —   -a    -    -  — 


H=^T^  C.Q.F.D, 


2 


^1.  Théori^mp.  Les  bissectrices  i}t{enein'es  (Vuti  (luadrilatcrc]  quel- 
conque se  renrn,itrenl  de  nionièrc  à  former  un  nouveau  quadnlatèn 
dont  les  angles  opposés  sont  tiuppiotientaires. 

Soit  ABCb  un  quadrilatère  quelconque,  et  KFGH 
le  quadrilatère  formé  par  les  bissectrices  loté- 
ricures. 

Les  quatre  angles  du  quadrilatère  AUCD  égaient 
ensemble  4  droiU  (G.,     94  )  ;  on  a  donc 
2a  +  26  +  2c-|-2dr=s4  droiU 
d'où  a  4-  6  +  f  -frf  =  2  droite 

four  les  deux  triangles  A1)E  et  BCG,  la  somme 
totale  des  six  angles  e&t  de  4  droits 
l'is-  33a.  ^^b  +  c  +  d  +  E  +  G  =  ^  droits 

Si ,  de  celte  égalité  on  retranche  la  précédente  il  vient 

E  +  G  — 2  droits 

Ainsi  les  deux  angles  E  et  G  sont  supplémentaires,  et  il  en  résulte  que 
F  et  H  le  sont  aussi.  (G.,  n*»  94.) 
Donc  les  bissectrices  intérieures.,. 

Remarque.  Les  exercice»  relatifs  aux  figures  formées  par  les  bissec- 
trices des  angles  d'un  parallélogramme,  d'un  rectangle  (H**  Mî,  613),  ne 
sont  que  des  cas  particuliers  de  celui-ci. 

ifitSS.  Théorème.  £«»  bissectrices  eatcrieures  d'un  quadrilatère  [quel- 
conque se  rencontrent  de  manière  à  former  un  quadrilatère  dont  k$ 
angle»  opposés  sont  supplémentaires* 

Comme  ci- dessus. 


V 
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iSf3.  Théovème*  L'angle  de$  hisBeetrices  des  deux  angles  formés  par 
ks  côtés  opposés  d'un  quadrUatère  égale  la  demi-somme  de  deux  angles 
opposés  du  quadrUatère, 

\^  Dèmaniitration.  Soierit  11(1,  l'G  les  bisseclrices  des  angles  formés 
par  les  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère :  par  les  sonimels  opposés  A 
et  C  nieuons  des  parallèles  aux  bis- 
sectrices. 

Tous  les  angles  marqués  1  sont 
égaux  entre  eux  ;  il  eo  est  de  môme 
éts  angles  marqués  2. 

Les  trois  angles  G.  LAM,  NCP, 
èysûX  les  côtés  parallèles  de  même 
aeoSf  oa  tous  deux  de  sens  con- 
traire, sont  égaux. 

Or  laiigie  A=^LAM-i-l-f2 

raogleC  =  WCP  — 1— 2 

£d  additioDnaot    A  +  C  =  LAM  +  NGP = 26 

donc  angle  G  =  '^  "^^ 


C.  Q.  F.  D. 


2c  Démonstration.  Menons  tïù.  Soient  m  l'angle  AEF,  et  n  Tangle 
AFE. 

G  =  180  — (m  +  n  +  l-f  2) 
or  •w  +  n=5îl80  — FAE 

m  +  n  +  2(l+2)=:180-C 
D'où,  par  addition  ; 


Donc 


m^n  +  i  +  2r=i80 


3^  Démonstration,  Dans  le  quadrilatère  non  convexe  £AFG,  on  a  : 

AngleEAF^G  +  1+2 

DtDS  EGFC ,  Angle  G  =  C  + 1  +  2 

£n  retrauchaot  la  première  égalité  de  la  seconde^  on  trouve  : 

2G  =  A  +  G  C.Q.F.D. 

B  4-  D 

lemarquM.  1^  Le  tu|>pléme&t  de  l'angle  G  =:=  -  . 

Lorsque  les  angles  opposés  du  quadrilatère  sont  supplémentaires , 
ftagle  G  des  diagonales  est  droit.  On  sait  que  le  quadrilatère  dont  deux 
•ogies  opposés  sont  supplémentaires  est  inscriplible  (G.,  n^l56);  par 
tmlt^  la  remarque  ci-dessus  conduit  &  Ténoncé  suivant  : 

Théorème.  Les  bissectrices  des  deu.a  anyles  formés  par  les  côtés 
^fosés  d'un  quudriltUère  imcripiible  sont  perpetidiculaires  entre  elles. 
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EzercÎGe  70« 

"un 


lîiiiK  Théorème.  La  somme  des  distnncPB  des  quatre  sommets  d' 
quadrilatère  à  une  droite  donnée,  ê<jale  quatre  fois  la  distance  de  cette 
même  droite  au  point  de  couL  uurs  des  droites  qui  joignent  deux  à  lieui 
les  points  milieux  d£s  côtes  opposes  du  quadrilatère. 

V^n  eiïet,  en  joignant  deux  à  deux  points  milieux,  on  obtient  un 
parailéloî-rommc  (  n*^  54"2)  qui  a  pour  diagonales  ies  droites  qui  joignent 
les  milieux  lies  côtés  opposés;  or  la  somme  des  distances  des  quatre 
sommets  du  quadrilatère  égale  la  soinine  dos  distances  des  quatre  soui- 
mets  du  paralléiokTfimme,  et  celle-ci  égale  quatre  fois  la  distance  du 
point  de  concours  des  diagonales  ;  donc... 

ThéovéïiM.  Un  polygone  convexe  d'un  nombre  impair  de  e6(& 
e$t  déterminé  par  la  connai$Minee  de»  points  milieux  de  gee  côté»*, 

10  Si  l'on  donne  les  points  milieux  I,  K,  L  des  trois  côtés  d'un 

triangle,  ce  triangle  est  déterminé.  En  effet, 
par  chaque  point  donné,  il  suffit  de  mener 
une  p^irall  de  à  la  droite  qui  joint  ies  deux 
autres  ^u^  434).  ^ 

2^  Lorsqu'on  connaît  les  points  miiieax 
des  côtés  d*un  pentagone,  la  figure  est  aussi 
déterminée;  car,  soient  donnés  les  points 
G,  H,  K,  L  ;  en  admettant  que  le  penta- 
gone demandé  soit  construit,  on  reconnaît, 
en  menant  une  diagonale  quelconque  AD, 
que  le  point  1,  milieu  de  AD  et  dont  la 
position  détermine  le  triangle  ADE  et  par 
suite  le  quadrilatère  ABCD,  peut  s'obtenir  à  Taide  des  trois  points  F, 
G,  H,  car  la  figure  FGIll  est  un  parallélogramme  (n°  542). 

lien  serait  de  noême  pour  une  autre  diagonale,  AC  par  exemple.  Le 
point  milieu  J  est  le  quatrième  sommet  d'un  parallélogramme  HJLK,  que 
les  trois  points  donnés  H,  K,  L  déterminent  complèlement.  Ainsi,  soit 
qu'on  construise  le  parallclogramme  F(iHi,  puis  le  triangle  ADE,  ou  bien 
le  paralléloLTanime  HJLK  et  le  trianglo  ABC,  on  n'obtient  qu'un  seul  et 
môme  pentagone. 

11  en  serait  de  môme  pour  7  points,  pour  9  points,  etc..  ^  donc... 


LIEUX  GÉOMÉTRIQUES 

Wl.  Les  constructions  n*èUni  indiquées  qu'à  la  fin  du  Hm  II,  on  doH 
se  borner,  dans  ies  questions  suivantes,  à  reconnaître  la  nature  et  la 
position  du  lieu  demandé. 

Le  lieu  peut  se  composer  d^une  ou  de  plusieurs  droites  ^  cPnne  ou  d<e 
plusieurs  circonf<tonces. 


*  A.  Protjtttt,  Souvtlk»  AnnaUê  mulhtmaltquc»,  1844,  p.  19.  On  peut  voir  U-^firÊ» 
l'Exercice  291 ,  1048. 
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Dans  eertaÎDs  cas,  une  partie  seule  de  la  ligne  obtenue  répond  à  la 
question  proposée;  Tautrc  partie  répond  généralement  à  une  question 
présenlant  quelque  analogie  âvec  la  premiéùre  (n<*  570). 

Pour  la  recherche  des  lieux  et  pour  leur  construction ,  il  est  utile  de 
recourir  aux  développements  d^jà  donnés.  {Méthodes,  n^  56.) 

La  recherche  des  lieux  géométriques  est  très  importante,  parce  que  la 
résolution  d\itt  grand  nombre  de  problèmes  réclame  remploi  des  lieux 
géométriques. 


71. 


jt;»8.  Lieu.  Qitel  est  le  lieu  cles  points  également  distants  de  deux 

di'oUvs  jHirulliles  AH  et  (  .1»  ? 

Pour  chaque  point  M  du  lieu,  il  faut  qu'on  ^ 
ait  la  distance  de  MG  égale  à  Mli.  Ainsi  le 

point  M  ?e  tr.  uve  au  milieu  d'une  droite  OH  fi  

perpendiculniro  aux  deux  parallèles  AB  et  Cl).   

Le  lieu  dfnn'd«i  est  la  droite  indAfinie  V.F  ^' 
menée  par  le  point  M  paraUèiemeûL  aux  deux 
droites  données. 


 î  

f 

— n — 

Fig.  336. 


IM.  Ueu.  lÀeu  du  miHeu  des  sécanieê  comprises  entre  deux  parai» 
lèks. 

«60.  Lieu.  Entre  deux  parallèles ,  on  mène  des  perpendiculaires  telles 
que  GH  (fig.  337)  ;  sur  ces  perpendiculnii^s ,  prises  pour  bases,  on  con- 
struit des  triangles  isocèles  égaux  entre  eux;  quel  est  le  lieu  du  sommet 
de  ces  triangles  isocèles  f 

iîfil.  Lieu.  Même  problème.  Le  triangle  est  quelconque,  mais  il  est 
constamment  égal  à  lui-même. 

Le  li^u  du  souuiiet  M  c^t  une  pa- 
rallèle aux  droit^'^  dnimées. 

Les  tnan£:le.s  i  t  ct.injrleri  MNH» 
M'iN'H'  sont  eiraux  ccjiinne  ayant  i'hy- 
poléiiuse  égale  MH— M  li  et  un  angle 
aigu  égal;  Pangle  MHN  =  M'H'N' 
comme  complénnenls  des  angles 
égaux  H  et  H';  donc  Mil  =  M'H' 
et  les  deux  droites  MM',  NN'  sont 
parallèles. 


A 

i 

1  B 

£  m/ 

/\ 

■  ^v. 

H 


Fig.  337. 


Exerdoe  72. 

m.  Lîev.  Deux  sommets  d'un  triangle  gUssent  sur  deux  parallèles 
éemUes  ;  quel  est  le  lieu  du  troisième  sommeif 

Mèoie  réponse  et  môme  déinonslration  que  précédemment.  ^ 

£xercice  73. 

883.  LScM.  lÀeu  des  milieux  des  droites  menées  d^un  point  donni  à 
une  droite  donnée. 
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A 

A 


 t 


Soit  A  le  point  donné,  et  BC  la  droite  donnée;  menons  AD  perpenrii- 

culaire  à  BC.  Le  point  1 ,  milieu  de  AD^  ajh 
parlient  au  lieu  demandé. 

Menons  une  droite  quelconque  Aïî,  et 
joignons  son  milieu  au  point  I  ;  la  droite  «il 
t       0    '      D  «-    est  parallèle  à  BC.  Ainsi  le  milieu  de  toute 

^g-  838.  droite,  telle  que  AH  ,  se  trouve  sur  la  droite 

Indéfinie  ËF  menée  par  le  point  I  paraiièlemeuL  à  BC. 

i*64.  Lieu.  JÀeu  des  rentres  des  parallélogrammes  qui  ont  la  même 
base  BC  et  la  même  hauteur  h. 

C'est  une  droite,  menée  par  le  point  milieu  de  la  hauteur,  parallèle- 
ment à  la  base. 


1.  Lieu  des  centres  des  parallélogrammes  obtenus  en  coupant 
deux  parallèles  données  par  deux  sécante»  parallèles  entre  elles, 

Exeroioe  7ft. 

2»ilU.  Lieu.  Lieu  des  sommets  des  triangles  qui  ont  même  hase  BC  d 

même  hauteur  h. 

Ce  lien  n'est  autre  que  le  lieu  des  point? 
situés  à  la  distance  h  de  la  droite  BC  ;  c'est 
donc  Tensemble  des  deu\  droites  indéfinies 
EF  et  GlI  menées  de  part  et  d'autre  paral- 
lèlement à  BC,  à  la  distance  h.  (G.,  n®  84.) 

i>67.  Remarque.  Après  Télude  des 
ficies,  la  question  précédente  peut  a'ênoncer 
comme  il  suit  : 

lÂeu  des  sommets  des  triangles  qui  ont  même  base  et  même  superficie, 

Iiieii.  Lieu  du  point  de  concours  des  médianes  des  triangles  qui 
ont  une  base  commune  et  même  hauteur. 

Les  médianes  se  coupent  aux  Va  de  leur  longueur^  à  partir  du  sommet; 
le  lieu  est  donc  la  parallèle  menée  à  la  base  par  le  point  situé  aux  Vs 
la  hauteur  du  triangle,  à  partir  du  sommet. 

Lieu.  Lieu  c/t's  points  de  cone&t(r.'i  di\<;  diatjO' 
nales  des  trnpèies  symetruiues  forhirs  en  menant  des 
parallèles  à  la  base  d'un  triangle  isocèle. 

Les  parallèles  BD  et  CEI  donnent  lieu  à  des  angles 
correspondants  égaux.  (G.,  n"  78.) 

Ainsi  rangle         ABD ^  AGE 

de  même  ADB  =  AEG 

maïs  C  =  E 

donc  B  =r  D 

Fig.  340.  Ainsi  le  triangle  AIU)  est  isocèle,  et  le  y<Ar  AB^  AD. 

Or  on  sait  que  les  droites  telles  que  DC ,  BË,  se  coupent  sur  la  bissec- 
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triée  de  Pangle  A  (n^  534)  ;  denc  la  bissectrice  est  le  Heu  du  point  de 
concours  des  diagonales  des  trapèzes  symétriques. 

^70.  Remarque.  La  bisscctrice  de  Pangle  A  ou  la  hauteur  du  triangle 
isocèle  répond  directement  à  la  question,  lorsque  les  trapèzes  sont  com- 
pris dans  le  triangle.  Les  prolongements  de  la  bissectrice  au  delà  du 
sommet  A  ou  au  delà  de  la  base  CE  corres^pondent  au  point  de  concours 
des  diagonales  des  trapèzes  obtenus,  lorsque  les  parallôtes  menées 
coupent  les  prolongements  de  AG  et  de  AË. 

Bxeff«îee  77» 

^1 .  Lieu.  Lieu  des  points  dont  la  somme  OU  la  différence  des  distancée 
à  deux  droites  données  égale  une  ligne  donnée, 

(Voir  Méthodes,      74  et  75".) 

CaoMH»  78. 

m,  lieu.  Lieu  des  sommets  des  paràUélagrammes  à  périmètre  con- 
stant que  fan  peut  obtenir  en  coupant  un  angle  donné  de  grandeur  et 
de  position  par  des  sécantes  parallèles  aux  côtés  de  cet  angle, 

La  question  se  ramène  à  la  précédente. 


MAXIMA  £T  MINIMA 

inS.  Avec  les  faibles  ressources  que  procure  le  livre  I,  on  ne  peut 
Irailer  que  de  la  variation  <ies  droites. 
Voici  les  théorèmes  que  Ton  utilise  le  plus  fréquemment  : 

Toute  ligne  convexe  enveloppée  est  plus  petite  que  la  Hgne  envelop^ 
pmU.  (G.,  n«  36.  —  Exemples^  no*  574,  b89,  591.) 

La  perpendiculaire  est  plus  courte  que  toute  oblique  qui  part  du 
mime  peint.  (G.,  n»  38.  —  Exemples,  n»*  584,  587.) 

Oo  emploie  aussi  les  lieux  géométriques  déjà  étudiés;  car  tous  les 
points  d'un  lieu  considéré  jouissent  de  la  même  propriété,  tandis  que 
les  autres  pointa  sont  ou  plus  éloignés  ou  moins  éloignés  d'une  droite 
donnée.  (Exemple,  n»  580.) 

La  méthode  par  duplication  (n»  145)  donne  parfois  des  solutions  très 
•impies,  i Exemples  f  n»»^  574  ,  577,  582  ,  2°  dém.) 

Enfla  la  remarque  suivante  conduit,  dans  bien  des  cas,  sinon  à  la 
démonstration ,  du  moins  à  la  décou\^erle  du  maximum  ou  du  minimum 
ifimandés  :  Jjorsqu'un  triangle  a  un  côté  invariable ,  ou  bien  un  angle 
ionné,  et  que  les  autres  parties  vurioit ,  le  trianijlc  isocèle  donnera  le 
maximum  ou  le  minimum  cherchés  ;  car  ce  triangle  est  la  limite  com- 
mune de  deux  triangles  égaux  entre  eux,  ayant  des  positions  symé- 
triqocs  par  rapport  à  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  la  base 
donnée,  ou  par  r;i{)port  à  la  bissectrice  de  Tangle  donné.  11  suffit  donc 

comparer  le  trianc^Ie  isocèle  à  un  autre  triangle  remplissant  les  con- 
<iUioD8  imposées.  {Exemples,  n»'  574  ,  581,  582,  583.) 
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Fig.  841. 


iS74.  Piroblème.  De  touê  le$  triangles  qui  ont  même  hoêe  et  mémt 

hauteur,  quel  est  celui  dmt  la  somme  des  deux 
-y^r  r  4 —  auires  côtés  est  minimaf 

Soit  ABC  Tun  do  ces  trianjçles:  les  sommets  des 
triangles  à  considérer  se  trouvent  sur  la  parallèle 
XY  nticnée  à  la  base. 

Cherchons  les  points  symétriques  Fde  A  et  B, 
par  rapport  à  XY. 

La  somme  ÂC  4-  <>B  égale  la  ligne  brts^ 
AG-t-CF;  donc  le  minimum  demandé  correspond 
à  la  droite  ADF,  e^  Ton  obtient  ainsi  un  triaogle 
isocèle  ADB  pour  réponse. 

i.  Ce  problème  n'est  qu^uo  cas  particulier  du  Problènu  du 
chemin  minimum,  (G.,  n<*  176.) 

î7i»  Problème.  De  tous  les  }  < >  i Ih'logramntrs  qui  ont  une  (l{<f^/ou>ik 
routmune  et  dont  les  nittres  sont, nefs  se  trouvent  sur  les  droitci^  paral- 
lèles à  cette  diagonale,  quel  est  celui  dont  le  jx  rimètre  est  minimiimf 

C'est  le  losange,  diaprés  Texercice  précédent. 

i»7U.  Problème.  tous  les  parullclotjrot/' m c:^  fjoi  ont  même  l>ase  cl 
rttême  hauteur,  qio  l  est  celui  dont  le  périmètre  est  nitnimum  ? 

C'est  le  rectangle. 


80. 


K77.  Problème.  Ih'  totts  les  tricDo/les  \Ï\C.  qui  ont  })iâmc  sotnmct  A 
et  dont  les  autres  sommets  sn})t  sur  1rs  tentés  il'tai  umjh'  oi'in  donvê  0, 

quel  eH  celui  dont  le  périmètre  est  mim- 
mum  ? 

Il  sufût  de  recourir  à  la  méthode  par  du- 
plication, pour  reconnaître  que  le  triangle  de 
périmètre  minimum  est  celui  qu'on  obtient 
en  joignant  les  point»  A',  A"  symétriques 
de  A  par  rapport  à  chaque  côté  de  l'angle,  et 
en  menant  AB,  AC  ;  car  le  périmètre  du 
triangle  ABC  moindre  que  celui  de  tout 
autre  triangle  AbE. 

En  effet,  les  droites  OM  et  ON  sont  res- 
pectivement pprpendirulaires  sur  Ics  milieux 
des  droites  AA'  et  A  A";  on  a  donc:  CA=  CA', 
KA  =  I!:A'.   BA:=BA'',   nA=DA".  Ainsi  le 
périmètre  du  triangle  AB<  :  est  éeral  h  la  ligne  droite  A'A",  tandis  que  le 
périmètre  du  triangle  ADE  est  égal  à  la  ligne  brisée  A'EDA"... 

Problème.  De  toutes  les  lignes  hrisees  qui  partent  d'un  p<nnt  A 
pour  aboutir  à  un  point  B,  cl  dont  les  sommets  doivent  se  trouver  res- 


Fig.  342. 


Digitized  by  Google 


UVRB  I 


249 


pective>nt'nt  sur  deux  droilca  données,  quelle  est  celle  dont  la  longueur 
e^t  miniitia? 

Solution  analogue  à  la  précédente. 

On  peut  poser  une  question  de  môme  genre  pour  une  ligne  brisée  assu^ 
jeilie  à  rencontrer  un  nombre  quelconque  de  droites  données* 


81. 


^39.  Pvolblème.  Étant  donné  un  triangle  ABC ,  on  demande  quel  est 
le  point  de  BG  pour  lequel  la  somme  des  distances  aux  deux  autres 
e&tés  du  triangle  est  minima. 

On  sait  que  la  somme  des  distances  est  constante  pour  tout  point  pris 
sur  la  baFe  d'un  triangle  isocèle  (n'>74). 

Ainsi,  en  considérant  le  trianpie  isocèle 
ACD.  dont  ler,  côlés  égaux  sont  Al),  AC^  et 
un  second  triarip-lf^  isocèle  AOII,  on  reconnaît 
que  pour  tout  [lomt  rie  la  base  (11),  la  soninie 
des  distances  aux  deux  autres  côlés  cfI  rgale 
à  la  hauteur  (n*'  De  m»'me  le  triangle 
A(iH  est  isocèle;  et  pour  tout  point  de  la 
base  GH,  la  somme  des  distances  aux  côtés 
est  épral»^  à  la  hauteur  (il. 

Ainsi,  de  tous  les  points  du  cùté  BG,  c*est  le  point  G  qui  donne  le 
minimum  pour  la  somme  de  ses  distances  aux  deux  autres  côtés. 


Fig.  m. 


Soolieft.  I.  On  voit  que  Tune  des  deux  distances  est  nulle,  et  que 
l'autre  est  l'une  des  liauteurs  du  triangle  considéré.  l>onc,  de  tous  les 
points  du  })t'rii}n'trr  d'ini  tricunjlt',  celui  pour  lequel  la  somme  des  dis- 
tances aux  di'u.i  côtés  apposés  est  tin  i/àninium ,  est  le  sommet  opposé 
au  plus  grand  côté. 

11.  Dans  le  cas  du  triangle  équilatéral,  il  n'y  a  pas  de  minimum. 


ProMéme.  On  donne  un  polygone  et  deux  droites  OX,  OY  ;  quel 
est  le  point  du  périmètre  de  ce  po- 
lygone dont  la  somme  des  distances 
aux  deux  droites  est  maxima,  et  le 
point  où  elle  est  minima  f 

La  la^e  d'un  triangle  isocèle  est 
le  1m  u  des  points  dont  la  somme  des 
distances  aux  deux  côlés  égaux  est 
Cunstanle  (n"*  20,  74)  ;  on  est  donc 
conduit  h  mener  EF  de  manière  que 
OE=UF.  Le  sommet  A  donne  le 
maximum 

AG-f  AL=:E!1 
U  sommât  A'  donne  le  minimum. 


Fig.  844. 
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83. 


IÎ81.  Problème.  De  toffu  h'i^  triangles  (jui  ont  même  anfjïr  an  mmmetet 
dont  la  soi-ume  des  côtes  qui  comprennent  cet  angle  est  constante,  qttel 
eêt  celui  qui  a  la  plus  petite  base  ? 

DémanstraHon,  Considérons  le  triangle  isocèle  BÂG  et  le  triangle 

EAF,  tel  que  BEssCF;  noue  allons  prauTer 
que  toute  base  telle  que  ËF  eet  plus  grande  que 
la  base  BG  du  triangle  isocèle. 
Àbafssons les  perpendiculaires  KG,  FH. 
Les  triangles  rectangles  BEG,  GFH  sont  égaax 
comme  ayant  Phypotônuse  égale  et  l'angle  B  = 
raogle  FGU  ;  done 

BG=:CH 

et  par  suite ,  GH  =  BG 

Or  GH  est  plus  petit  que  ËF  ;  donc 

BC<EF 

2"  Démonstration.  La  méthode  par  -luplication  conduit  à  une  démon- 
stration très  simple.  Déterminons  le  point  L  symétrique  de  F,  par  rap- 
port à  BC  ;  on  aura  OL  =  OF,  puis  les  lignes  lîL  et  CL  sont  égales  et 
j>arallèles;  il  en  est  donc  de  même  de  BC  et  de  EL;  or 

EL<EO  +  QL;   donc  BG<EF 


Fig.  345. 


EieroBoe  84. 

i»82.  Problème.  Un  angle  A  est  donné  de  grandeur  et  de  position 
ainsi  qu*un  point  D  sur  la  bissectrice  de  cet  angle.  Par  ce  point  on 
mène  une  sécante  BDG;  quel  eet  le  tnangle  dont  le  périmètre  est 
minimum  f 

Démonstration.  Le  triangle  isocèle  ABC,  obtenu  en  menant  BC 

perpendiculaire  à  la  bissectrice,  a  le  pé- 
rimètre minimum. 

En  etTet,  soit  un  autre  triangle  AEF, 
tel  que  B£  =  GF;  on  a 

BC<EP  (n<»681). 

Or^  puisque  GE  — 111,  on  a  aussi 
GO  =  OH,  et  le  point  0  est  sur  le  seg- 
ment DC;  la  parallèle  MDN,  meiiéd  par 
le  point  D,  donne  MN  >EF;  donc,  à 
plus  forte  raison,    MN  >  BG. 

D'ailleurs,  AE  +  AF  =  AB  +  AC 

donc  AM-fAN>AB+AC 

Ainsi  le  triangle  isocèle  a  le  périmètre 
minimum. 

2e  Démonstration,  La  méthode  par  duplication  conduit  à  une  démon- 
stration très  simple  : 


Flg.  346. 
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En  déterminant  le  point  N'  symétrique  de  N  par  rapport  à  la  hautear 
AD  du  triangle  isocèle  ABC,  oo  a  b\  =  D.\  ;  d'ailleurs  DB  est  bissec- 
trice de  l'angle  MDN'. 

Or  la  bissectrice  est  plus  petite  que  la  demi*sorame  des  cùlés,  car  elle 
Cil  comprise  entre  la  haulcur  et  la  médiane  {n°^  500  et  646);  par  suite, 
ello  est  plu^i  courte  que  cette  dernière  ligne  ;  or  la  médiane  est  plus  petite 
que  ia  licuii-soiauie  de^  deux  cùtés  adjacents  (n^  4oi>)  ;  donc 

2DB<  DM +  DN'  ou  BG<MN  C.Q.F.D. 


o83.  ProUème.  On  proloiujt^  cleif.^'  côtés  dUni  triangle  donné ,  at<- 

de$sous  de  la  base  ^  de  manière  que  la  somme  des 
prolo)ïffemcîîfs  soif  égale  à  cette  base.  Dans  quel 
tos  la  droite  qui  joinf  ^  s  extrémités  du  proloti" 
aement  est^elle  miniiiia  f 

Soit  un  point  quelconque  D  de  la  base. 

Prenons  BE  =  BD  et  CP=:GD. 

Joif?nons  F  et  F. 

Le  triangle  AKF  a  un  angle  constant  A  ;  la  somnie 
ci'  ?  côtés  AE  et  AF  eî^t  aussi  constante,  puisqu'elle 


rai- 


e^ale  AB  4- AH         ;   donc  la  ba^e  KF  est 
fiifoa  lorsque  le  IriaDglo  est  isocèle  {u°  581  ). 

n       M  r     »  A         417       KT7       AB  +  BG  +  AG 

Donc  iH.«  ut  prendre   AE  =  AF=:    —     e%  - 


Fig.  847. 


Les  trois  points  D,  E,  F  sont  les  points  de  contact  d'un  des 
eerclesex-luscrlts  au  triangle  ABG.  (G  ,  n^  190.) 


Exe 


rcice 


se. 


m.  Problème.  D'un  point  D  de  Vhypoténuae  BG  d'un  triangle  rec- 
tangle ABG  Y  on  abaisse  des  perpendiculaires  DE,  DP  ^ 
sur  les  côtés  de  Vangle  droit;  dans  quel  cas  la  droite  ' 
£F  qui  joint  les  pieds  des  perpendiculaires  est' elle 
ininima  f 

Tour  un  point  l)  qucicouquc  1  E  —  Al»  ;  or  la  plus 
petite  droit»'  qu'on  pui*«se  mener  du  ^uiinuet  A  h  un 
(ioinl  de  riiypotcnu?*-  c»l  la  perpendiculaire  AD';  donc 
FE'  est  la  ligne  minima. 


^  Par  un  point  D,  pris  sur  le  péri- 
mitre  d'un  losange  f  oti  mène  des  parallèles  aux  dia- 
gonales de  cette  figure  et  on  termine  le  rectangle  inscrit;  pour  quelle 
position  du  point  D  la  somme  des  diagonales  du  rectangle  sera-t»elle 
«s  minimum  f 

Solution  analogue  à  la  précédente. 

i>îU).  Froblème.  Pour  quelle  position  du  point  D  le  périmètre  du  rec- 
^^le  serait -il  maximum,  puis  sera-t-il  minimum  f 
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D'après  un  exercice  connu  (n*  579),  le  périmètre  sera  nfiaximuui  quand 
le  point  D  sera  à  l'une  des  exlr(^milés  de  la  grande  dias^onale:  mais,  en 
réalité,  le  triangle  aura  une  hauteur  nulle,  ol  le  pt-rimèlre  se  composera 
de  deux  fois  la  grande  diagonale.  Le  inininium  a  lieu  quand  le  point  D 
est  pris  à  Tune  des  extrémités  de  la  petite  diagonale.  Tour  toute  posi- 
tion intermédiaire  du  point  I>,  le  périmètre  du  rectangle  est  plus  grand 
que  le  double  de  la  petite  diagonale  et  plus  petit  que  le  double  de  la 
grande. 

Exercice  B7« 


6ii7.  Probiénie.  Une  droite  \  \  est  metiée  par  le  sommet  A  d'un  triangle 
ABC;  des  sommets  B  et  G  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  la  droite 
donnée  ;  quelle  position  fn/f-if  donner  au  triangle,  en  le  faisant  tourner 
dam  son  plan  autour  du  sommet  A,  pour  que  la  somme  des  perpendi^ 
culaires  soit  maximaf  Dam  quel  cas  est -elle  minimaf 

io  [>||  poSni  milieu  de  BG,  abaissoDs  une  perpendiculaire  aur  XY; 
on  a  un  trapèze.  La  somme  des  basée  égale  le  double  de  la  base  moyenne, 

ou  BD-j-CE  =  2FG  ^n«  43G> 

donc  le  maximum  de  la  somme  a  lieu  pour  le  maximum  de  FG.  Celte 
droite  ne  peut  être  plus  grande  que  Thypoténuse  AF,  mais  elle  peot 
régaler;  donc  le  maximum  a  lieu  lorsque  la  droite  AF,  qui  joint  le  som- 
met A  au  point  milieu  du  côté  opposé,  est  perpendiculaire  à  XY. 

B 


X  Jl  A  0  £ 
Fig.  349. 


E  Y 


Fig.  360. 


2<»  FG  diminue  lorsque  AF  se  rapproche  de  XY. 

BD 

Lorsque  G  vient  sur  la  droite,   FG  =  -2~* 

Mais,  efi  n-alilé,  il  faut  continuer  le  mouvement  et  regarder  comme 
négative  la  perpendiculaire  KC  (  fisr.  3o0),  qui  tombe  en  sens  contraire  de 
BD  (n»  436,     ras).  On  a  une  dillérence,  car 

BD  -  CE 
'2  ' 


FG  = 


cette  diiîérence  s^annule  lorsque  F  vient  sur  XY. 
Le  minimum  a  donc  lieu  lorsque  XY  se  confond  avec  AF. 

Remarque.  Lorsque  les  deux  points  B  et  G  sont  au-dessous  de  XY,  les 
deux  ordonnées  1U>,  Ci:  doivent  être  regardées  comme  étant  négatives; 
il  en  est  de  m('iue  de  leur  dcnii-POMime,  dont  le  mô?tm«m  réel  a  lieu 
lorsque  la  valeur  absolue  est  aussi  grande  que  possible;  il  égale  alors 
—  AF. 
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Wàxerdce  86. 


a. 


i.  A  fiartir  de  chaque  sommel  d'un  carré,  en  suivant  te 
périmètre  d*une  manière  continue,  on  prend  sur  chiique  côté  une  lon- 
gueur donnée,  et  Von  joint  deux  à  deux  les  points 
ainsi  déterminés  ;  trouver  le  carré  minimum  que 
fm  peut  obtenir. 

Soit  AEr^Iîl  =:CO=r.DH 

i''  U  faut  d'abord  prouver  que  la  ligure  est  un 

carré. 

En  effet,  les  triancrlos  rectangles  AEH,  l>rE... 
sont  égaux  romtnp  ayant  les  côtés  de  Taugle  droit 
reejiectivemeDt  égaux  ; 

done  HE    ËF    FG  =  GH 

Bo  oatre,  Tangle  BEF  =  AI1E 

Ainsi  BEF  est  le  complènient  de  Tanglo  AEH;  donc  Pangle  HEF  est 
HuiU  et  il  eo  est  de  même  des  angles  F,  G,  il  ;  donc  la  figure  £FGH  est 
un  carré. 

%^  La  grandeur  du  carré  ne  dépend  que  de  la  longueur  du  côté;  il  faut 
donc  dét«riDiner  quel  est  le  carré  dont  le  côté  est  le  plus  petit. 

Or  AË  -{-  AH  =  AD  quantité  constante  ; 

donc  le  minimum  de  rhypotémuse  a  lieu  lorsque  les  deux  côtés  de  Tangle 
droit  sont  égaux  entre  eux  (nv  881). 

Ainsi  le  carré  minimum  IJKL  est  celui  qu'on  obtient  en  joignant  deux 
à  deux  les  points  milieux  des  côtés  du  carré  donné. 


Étudier  les  variations  de  la  si)),nne  des  distances  de 
deux  points  donnés  à  un  même  point  d'une  droite 
donnée. 

Les  point*  donnés  sont  de  part  et  d^autre  de  la 
droite. 

(m)  Lorsque  la  droite  coupe  AB,  le  point  d'inler- 
^ectiou  O  (iuDue  la  plus  petite  somme;  car 

AB<AL  +  LB 

{b)  La  somme  augmente  lorsque  le  point  s^éloigne 
de  Afi.  En  effet,  la  ligne  convexe  enveloppée  ÂL-|-  LE 
est  plus  petite  que  la  ligne  enveloppante  AM  +  MB. 

loi  La  somme  tend  vers  Tinfini  lorsque  le  point 
iDolile  s'éloigne  indéfiniment  dans  la  direction  QX  ou  dans  la  direc- 
tion OV. 

Résumé,  I.  La  somme  peut  varier  de  AB  à 

U.  Pour  une  somme  donnée  2a>AB,  il  y  a  denn.  points  M,  N,  et 
deux  pointa  seulement  qui  donnent 

AM  +  MB  =  AN  +  NB=:2a 


Fi«.  352. 
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2f*  Les  points  donnés  sont  d'un  même 
côté  de  la  droite. 

Pour  ramener  ce  cas  au  précddeat,  il 
suffit  de  déterintner  le  point  C  symétrique 
de  A  par  rapport  à  XY,  car  AN  +  BN  le- 
Tient  à  CN  4-  BN.  Donc  le  minimum  de  U 
somme  est  donné  par  la  droite  BC,  et  la 
somme  peut  varier  de  BG  à  +  ce. 

590.  Mote.  De  tVlude  précédente,  on  peut  déduire  piusienn  conséquences 
qui  se  rapporlenl  à  Tellipâtî.  (G.,  o'*  613.) 

On  sait  que  rdlipse  est  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  distances  i  dm 
points  fixes  est  constante;  donc»  si  Â  et  B  sont  les  deux  foyers  de  la  courbe  et 
2a  la  somme  des  rayons  vecteurs,  od  peut  admeltro  les  résultais  suivants  : 

1»  La  sommera  doit  être  plus  grande  que  la  dislance  focale  AB; 

2"  Toute  droite  qui  passe  entre  les  foyers  A  et  B  coupe  l'ellipse  en  dm 
points  { (ig.  352). 

3^  Une  druite  qui  ne  passe  point  entre  les  foyers  (fig  353'.  coupe  l'ellipse  en 
deux  poinls  lorsque  2a  est  plus  grand  que  la  droite  i3G,  qui  joint  un  des  loyers 
au  point  symétrique  du  premier  par  rapport  à  celte  droite; 

4«  Elle  ne  rencontre  pas  la  courbe  lorsque  2a  est  moindre  que  AG; 

5»  Elle  est  taugente  &  la  courbe  quand  2a  =  AC,  car  alors  les  deux  poisti 
d*intersection  M  et  N  se  rapprochent  indéfiniment  ; 

L*ellipse  est  une  courfcîe  convexe,  car  une  droite  ne  peut  la  couper  qa*6B 
deux  points. 

Exercice  90. 

^1.  Problème.  Eiudivr  les  variations  de  la  différence  des  distances  de 
deux  poinls  donne's  à  un,  htètne  jjotttl  d  une  droite  d^miée, 

(Méthodes,  n°  258.) 

Remarque.  De  môme  que  Tcludc  des  variations  de  la  somme  des  dis* 
tances  de  deux  poinls  donnés  à  un  môme  point  d'une  droite,  conduit  à  la 
connaissance  de  plusieurs  propriétés  de  Tellipsc  (n«  590);  de  même, 
Pétude  des  variations  de  la  différence  des  distances  de  deux  poiiiU  à  un 
même  point  d*une  droite  donnée,  fait  connaître  diverses  propriétés  de 
rhyperbole  (no  260}  ;  mais  la  seconde  étude  est  plus  Ionique  et  plus  diffi- 
cile que  la  première.  On  comprend  donc  pourquoi  la  plupart  des  Traités 
de  Géométrie  ne  démontrent  pas  d^une  manière  complète  et  rigoureuse 
qu'une  droite  ne  saurait  couper  une  hyperbole  en  plus  de  deux  points; 
cependant  nous  avons  cru  devoir  introduire  ce  complément  daus  nos 
Éléments  de  Géométrie,  dès  la  4«  édition  {n^  680). 


Fig.  3W. 
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Distances  et  cordes. 

.U>2.  Pour  démontrer  facilenicnl  les  théorèmes  do  co  paragraphe,  il  eat 
lie  de  se  rappeler  les  ibéorèmea  suivants  : 

La  plu$  courte  et  ta  plus  longue  des  rUstances  d*un  point  à  une  cir- 
Hférmce  $e  mesurent  sur  la  droite  qui  joint  le  point  au  centre  de  la 
xonférence,  (G.,  n<»  114.; 

la  plus  courte  et  la  plus  longue  de»  distances  qui  puissent  ejy'isier 
frt  les  divers  points  de  deux  circonférences  se  mesurent  sur  la  ligne 
?  centres. 

Ik  deux  cordes  inégales,  la  plus  longue  est  la  plus  rapprochée  du 
Un.  (Gm  ii«  125.) 

Remarque.  Les  divcrs  CBS  d'égalité  de  deux  triangles  suffisent  pour 
moDlror  les  théorèmes  proposés  dans  ce  paragraphe  ;  néanmoins  nous 
mettons  que  Ton  connati  la  mesure  de  l'angle  inscrit,  car  cela  donne 
Il  à  des  démonstrations  beaucoup  plus  simples  que  celles  qu^on  obtient 
ne  d'appujaot  que  Bur  les  cas  d*égalité  de  deux  triangles. 
Ld  ou  deux  exercices  présupposent  aussi  la  eonnaissance  de  la  défini» 
ù.  de  la  tangente. 

Bsaraioe  91. 

Théorème.  Toute  droite  AB  (pii  partage  la  circonférence  en  deux 
nies  égaie»  AféB  et  AxNB  est  un  diamètre, 

£mroi«e  9%, 

SM.  Théorème.  plus  grande  l'fjnc  dnnle  que  l'oii  puisse  méfier 
^f^}H)int  M  à  uve  circonférence  domu'e  est  la  (Iroif*;  MOA  qui  part  de 
^oiht,  passe  au  centre,  et  va  se  terminer  à  lu  circonférence, 

Bicraioo  93» 

Théorème.  Lorf^fjue  deuT  ciironfcrctacs  n*ont  aucun  point  com- 
M»,  leurs  point les  plus  rapprocliês  sont  sur  la  ligne  des  centres  AB. 

I*  Soiest  deux  circonférences  extérieures.  Pour  prouver  que  la  distance 
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EF  est  pluB  courte  que  toute  autre  GH,  menons  les  rayons  AGelBH; 
La  ligoe  droite  AEFB  est  plus  courte  que  la  ligne  brisée  AGHB;  si  N 
retranche  de  part  et  d'autre  les  rayooB  AE  el  ÂG,  BF  et  BH,  ii  vid 
EF<GH.  C.  Q.  F.  D. 


Kig.  'Si>é. 


l' ig.  355. 


2<>  Soient  deux  circonférences  intérieures.  Pour  proaYer  que  la  <iî 
lance  FF  est  moindre  que  toute  autre  G  H ,  menons  6G. 

Le  point  G  étant  sur  le  prolongement  du  rayon  B[  du  petit  cercle, (il 
GI<GH.  (G.,  nM14,  2o.)  ! 

Le  point  B  étant  sur  le  rayon  AE  du  grand  cercle,  on  a  BE<i 
(G.,  nMl4,  10);  en  retranchant  BF  =  Bi,  on  tire  EF<Gi.  «  rt 
donc,  à  plus  forte  raison,   ËF <  GU.  C  Q,  F. 

Exerdoe  94, 

î>î)G.  Th*«orèine.  Quelle  tjur  soit  la  punition  respective  de  deujc  cnxû 
férences  \  et  la  plus  grande  sécante  que  l'on  puisse  mctier  ik  Tu 
à  l'autre  est  dans  la  direction  des  centres. 


Fig.  806. 

Pour  prouver  que  la  aécanle  EF,  menée  par  les  centres,  est  plusgrai 
que  toute  autre  scranle  011,  uk  nous  los  rayons  AG  et  BU. 

On  a  :  Ligne  droite  Gll  <  ligne  brisée  GAiili 

Ou  GH  <  EABF  C.  Q.  F. 


Exercioe  95. 


FIg.  857. 


1597.  Théorème.  Les  pviiits  pris   sur  um'  *li 
à  égale  distance  du  milieu  de  cette  corile  sont 
distants  de  la  circonférence,  \ 

2S98.  Théorème.  Les  points  pris  sur  une  tanqfii 
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à  égaie  distance  du  point  de  catUaet,  sant  équidistanis  de  la  circon- 
féfence. 

1>$M>.  Théorème.  Les  points  pris  sur  une  même  circonférence,  à  égale 
distancr  rfu  point  de  contact  de  deux  circonférences  tangentes,  eont 
équidislante  de  la  seconde  circonférence, 

000.  Théorème.  Les  cor<lr$  parallèles  menées  par  les  extrémité  d'un 
diamètre  aont  égales,  et  la  droite  qui  joint  leurs  autres  extrémités  est 
aussi  un  diamètre, 

1»  L'arc  BG  =  AD  comme  opposés  à  des  anj,4es  égaux  A  et  B.  Or,  si 
Ton  retranche  cbacun  de  ces  arcs  d'une  demi-circon- 
férence,  on  aura  : 

arc  AG  =  arc  BD 

dooe ,  eorde  AC  £=  corde  BD  C.  Q.  F.  D. 

L*arc  BC  +  BD  égale  une  demi -circonférence, 
car  BD  =  AG  ;  donc  CD  est  un  diamètre. 

Autre  dérnomtratiun.  Lorsqu'on  ne  veut  pas  em-  Fig.  358. 

ployer  les  angles  inscrits,  on  abaisse  la  perpendiculaire  KOF. 

Les  triangles  rectangles  Aol],  BOF  sont  é^jaux  comme  ayant  l'hypolé- 
Duse  égale  et  un  angle  aigu  égal  ;  donc  UE  —  OF,  et  les  cordes  sont 
égales.  Le  reste  comme  ci- dessus. 

601.  ThéMénw.  Par  les  extrémités  d'une  corde,  et  dans  un  même 
segment  de  cercle,  on  mène  deux  cordes  également  inclinées  sur  la  pre- 
mière ;  prouver  que  ces  deux  lignes  sont  égales,  et  que  la  droite  qui  Joint 
leurs  autres  extrémités  est  parallèle  à  la  première  corde. 


Exercice  97. 


60*2.  Théorème.  Deux  cordes  sont  égales  lorsqu'elles  sont  éyal^iHtent 
inclitoJrs  sur  le  diamètre  qui  passe jpar  leur  point  de 

coiitO'i  rs. 

En  ellet,  du  centre,  abaissons  les  perpendiculaires 
0M,ON. 

Les  triangles  rectangles  «)ME,  ONE  sont  égaux 
comme  ayant  Thypoténuse  commune  et  un  angle 
aigu  égal  MEO  =  NE0. 

Donc  OM  —  ON,  et  les  cordes  sont  égales  comme 
étant  également  éloignées  du  centre. 


Fig.  850. 


rquet.      Le  point  0  est  aur  la  bissectrice  £0  ; 

donc  OM  =  0N,etc.  (G.,n^t3'4.) 

2»  On  peut  recourir  à  la  Duplication  (u»  145),  en  faisant  tourner 
nie  partie  de  la  figure  autour  de  OE. 

003.  Théorème.  Deux  droites,  AB  et  CD,  sécantes  ou  tangentes,  qui. 
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âam  se  couper,  interceptent  sur  une  même  circonférence  des  arcs  ^ûux 

AG  et  BD,  sont  parallèles. 

En  eflel,  si ,  par  le  point  A,  on  menait  une  droite  j 

AF  parallèle  à  CD,  on  déterminerait  un  are  FD  égal  | 

à  AG ,  et  par  suite  égal  à  BD.  Ainsi  la  parallèle  en  | 

question  se  eonfond  avec  AB.  Donc  les  deux  droUes.».  | 

Autre  (lê)noiL  frafion.  On  joint  A  et  D;  les  angles 
BAD,  ADH  sont  égaux  comme  ayant  même  mesure; 
Fig.  860.         donc  les  droites      et  CD  sont  parallèles.  (G.,  d°  80.) 


Ezercnoe  98. 


Fig.  361. 


90A*  Théorème.  Dans  uyi  i^trme  cercle,  den.r  cordes  éqalea,  AC  et  BD, 

<iui  se  coupent  f  sont  les  diayonales  d'un  trapèze 
isocèle. 

En  effet,  les  cordes  AG  et  BD  étant  égales, 
les  arcs  sous-tendus  ADC  et  BAD  sont  égaux; 
si  Ton  enlève  la  partir*  commune  AMD,  les  arcs 
restants  AB  et  CD  sont  égaux. 

Donc  les  cordes  AT.  ot  (1)  sont  égales;  or  les 
cordes  AD  et  BC  qui  interceptent  les  arcs  égaux 
sont  parallèles  t  no  ti03). 

Ainsi  la  ûgure  ABCû  est  un  trapèZ'^  iso- 
cèle. C.  0.  F.  D. 

Remarque.  En  procédant  comme  à  l'exercice  P7  i  n^  (302).  i!  n'est  pas 
nécessaire  de  recoui  ir  au  ihéorèmc  de  l'angle  niscrit;  mais  la  démOD* 
atralion  serait  beaucoup  plus  laborieuse  que  la  précédente. 

OOt^.  Tlkéofléiiie.  Dans  un  même  cercle,  deux  cordes  égales^  AB  et  CD, 
qui  ne  se  coupent  pas ,  sùnt  les  côtés  non  parallèles  d'un  trapèze  isocèle 
(ag.  361.) 

Exercice  99. 

606.  Théoféme.  Deux  cordes  égales  d'une  même  circonférence  et  Ui 
arcs  que  les  cordes  sous -tendent  interceptent  des  segments  égaux  sur 
toute  sécante  parallèle  à  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  cordes. 

Soient  les  cordes  égales  AB,  CD;  0,  le  centre  du  cercle  et  G  le  [.oiut 

où  la  perpendiculaire  OE  rencontre  la  parallèle  HL 
La   ligure  ABCD  est  un  trapèze  sjmélrique 
(no  604). 

La  perpendiculaire  abaiss('?e  du  centre  divise  les 
trois  cordes  paralloh^s  en  deux  parties  égaies i  aiû&i 
le  milieu  d  de  la  corde  HL  est  sur  KF. 

n\nilleurs  les  deux  ligures  EFDC,  EFBA  sont 
superposables. 

GN  =  r,M 

MH  =  NL  C.Q.F.D. 
.     Les  cordes  égales  AD,  BG  donnent  HIs=JL. 
2<»  On  peut  recourir  à  la  Duplication  (voir  Méthodes,  146). 


Donc 
par  suite, 
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607.  Théorème.  Lorsqu'oii  fait  pivoter  une  corde  autour  d*un  point 
;Lre,  et  qu'on  mène  par  les  extrémités  de  la  corde  mobile  des  cordes 
parallèles  à  une  ïif/)ie  donnée^  la  droite  qui  joint  les  extrémités  des 
I  arallèles  passe  cunstamment  par  un  ménw  point.  (Cas  jjarliculier  d'un 
^i'oblème  de  Poncelet.  Voir  1236.) 

Soil  AB  qui  pivote  autour  du  point  M  (fig.  362);  la  quatrième  corde 
CD  passera  constamment  par  le  point  N  symétrique  de  M,  par  rapport 
à  la  perpendiculaire  ËÛF. 

Exerâoe  100. 


608.  Théorème.  Par  deu.r  jioints  pris  sur  une  corde  et  équuimiants 
au  point  milieu  de  celle  corde  ^  on  élève  deux  per- 
peiidic  nia  ires  limitées  au  ineine  arc  de  cercle  ^  prou- 
ver que  ces  perpendiculaires  sont  égales. 

Remarques,  Par  rapport  à  Tare  AFGB  et  à  la 
eorde  AB,  les  perpendiculairea  DF,  ËG  sont  appelées 
ordonnées  des  points  F  et  G. 

2«  On  peut  recourir  à  la  Duplication  (n<»  145)  ;  il  en 
est  de  méoie  pour  démontrer  le  théorème  (n^^  610). 


Fig.  963» 


>.  Par  rapport  à  un  are  et  à  sa  corde,  les  ordonnées 
i^aks  sont  équidistantes  du  milieu  de  la  eorde. 


Exercice  101. 


610.  Théorème.  Les  ordonnées  sur  la  tangente, 
frises  à  équidistance  du  point  de  contact  ^  sont 
égales. 

Ce  théorème  est  analogue  au  précédent,  mais 
présuppose  la  connaissance  de  la  propriété  fonda- 
Dentale  suivante.  La  tangente  est  perpendiculaire 
à  Vextrémité  du  rayon  qui  aboutit  au  point  de 
contact.  (G.,  n»  idH.) 


Fig.  30^. 


611.  Théorème.  Les  diêtances  égales  OD,  CE  déterminent  des  ares 
.  égaïus  CF,  CG. 

Puisque  CE  =  CD 

OQa  OL  =  OH,    donc   HF  =  LO 

I   Par  sotte,  DF  =  GE  C.Q.F.D. 


Exercice  102. 

614,  ThàorèMne.  La  plus  grurnh^  et  la  plus  petite  corde  que  l'on  pui^ise 
ifienerpar  un  point  A  donné  dans  un  cercle,  sont  petpendiculaires  l'une 
à  i'eutre,  et  l'une  d'elles  est  un  diamètre. 
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Fig.  965. 


Par  le  poiDi  donné  A,  menons  un  diamètre  EF,  une  corde  CD  perpen- 

diculaire  à  ce  diamètre;  soit  GH  une  autre  corde 
quelconque  et  01  la  dislance  du  centre  à  cette: 

corde.  , 
Le  diamètre  £F  est  évidemment  la  plus  grande! 
corde  que  Ton  puisse  mener  par  le  point  A.  t*l..| 
n°  113.)  Il  resle  à  prouver  que  la  corde  CD  eàti 
plus  courte  que  toute  autre  GII.  ' 

La  droite  OA,  perpendiculaire  sur  Cl),  est 
oblique  sur  HH.  On  a  donc  OA  >  01 ,  et  par  suite 
la  corde  Gû  plus  courte  que  GH,        n"*  1*26,  2y:\ 

a,  Q.  F.  D. 

Hemarque.  Lorsque  le  point  est  extérieur,  il  n'y  a  lieu  de  considérer 
que  la  plus  grande  corde.  La  sécante  qui  passe  par  le  centre  donne  uiie| 
corde  égale  au  diamètre.  A  droite  et  à  gauche  de  celte  position,  la 
sécante  donne  des  cordes  de  plus  en  plus  petites;  la  corde  se  réduit  à  ua 
point  lorsque  la  sécante  devient  tangente.  Au  delà  de  cette  position,  les 
droites  menées  par  le  point  extérieur  ne  reocontrent  pas  la  circonférence. 

Deux  cordes  de  longueurs  connues  1  et  V  ftont 
inscrites  dans  la  même  circonférence  ;  la  phis 
courte  et  la  plus  longue  distance  de  leurs  poinii 
milieux  sont  données  lorsque  les  cordes  sont  pa- 
rallèles. 

Soient  les  deux  cordes  AB  et  Gli  d»  longueurs 
/  et  l'. 

Soit  EF  =  GD  =  GH,  CD  et  EF  éUnt  parallèles 

à  Ali. 

MN  est  la  plus  courte  distance, 
car  MN  =  ON  —  OM  rrr  OR  —  uM 

Or   MK  est  >  OK  —  OM  ;   donc  MN  est  le  minimum. 
ML  est  la  plus  longue  distance, 
car  MKest<OK  +  OM 

ou 


Théorème. 


Fig.  ses. 


MK<ML,  donc... 


103. 


C.  Q.  F.  D. 


614.  Théorème.  Lorsque  deux  circonférences  se  coupent ,  et  que  dé 

chaque  centre  on  abaisse  une  perpen'ti'\ 
culaire  sur  la  sécamie  menée  par  un  dc^'^ 
points  d*iniersection ,  la  distance  entre  /  .<i 
deux  perpendiculaires  est  la  demi-somt/u* 
ou  la  demi  "différence  des  cordes  inter- 
ceptées par  chaque  dreonférence  sur  la 
sécante  menée, 

!  Pour  la  sécante  KF,  toile  que  le  poiotj 
A  est  compris  entre  E  et  F.  ' 

AH=:'  ,AF  (G.,  D«12i.)  ' 

AG  =  V,AK 

HG  =  VîFE  C.  0.  F.  D, 
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2»  Pour  la  sécante  AMN,  telle  que  le  point  A  est  sur  le  prolongement 
deMN. 

On  a:  AK  =  V,AN 

AL  =  ViAM 
d'où,  en  soustra^aot,  on  trouve 

KL  =  Vf  (AN  —  AM)  =  VfMN  C.  Q.  F,  D. 

Remarque.  ]  )ans  les  applicdUoDs,  CD  prend  pour  longueur  de  la  sécante 
comîiiuiu"  aux  deux  circonférences  la  partie  EF  ou  MN,  comprise  entre 
le&  poinU  autres  que  le  point  commun  A. 

0ftt.  Théorème.  Si  deux  circon^ 
férencet  A  cl  B  coupent  y  deux 
séantes  parallèles  EF  et  (iH  menées 
par  le*  points  d'Uiterseetion  C  etD 
sont  égales. 

En  effet,  IM=KL 
or      EF  =  2IM,  i.ll=:2KL 
donc  EF=^GH 

C.  Q.  F.  D. 


Fig.  368. 


104. 

616.  Théwéme.  De  toutes  les  sécantes  que  l'on  peut  mener  par  l'un 
des  points  d'intersection  île  deux  circonférences  A  et  B,  /a  plus  grande 
est  celle  qui  est  parallèle  à  la  ligne  des  centres. 

Soit  GH  une  sécante  menée  par  le 
point  D,  parallèlement  à  la  ligne  des 
centres  AB,  el  aoit  EF  une  autre  sé- 
cante quelconque,  menée,  soit  par  le 
même  point  D,  soit  par  l'autre  point 
d'intersection  C.  Il  s'agît  de  prouver 
que  GH  est  plus  grand  que  EF. 

Des  centres  A  et  B,  menons  les 
perpeodlculaîres  AK  et  Al,  EL  et  BM, 
puis  AN  parallèle  à  EF. 

Les  points  I,  K,  L,  M,  étant  les  milieux  des  cordes,  on  a 

!M=:V<1SF,  et  KL=:ViGH 

Or  IM  =  AN  ;  et  par  rapport  à  BM,  la  perpendiculaire  AN  est  plus 
coorle  que  AÏS  ou  KL.  Un  a  donc  1M<KL.  et,  en  doublant  EF<GH. 

C.  Q*  F»  D» 


Taugente. 


617   DéfinitioM  :  !•  La  tangente  à  une  eeurhe  est  une  droite  indéfime 
qui  n\f  (jtciffi  point  de  commun  avec  cette  courbe. 
Celte  définition  s'applique  exactement  à  la  tangente  au  cercle,  à 
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Pellipsa  et  aux  autres  courbes  conrexes  el  fermées  ;  mais  elle  ne  coBvieDl 
ni  à  rbyperbole  ni  à  la  parabole,  car  une  droite  peut  n^avoir  qtt*un  seul 
point  commun,  à  distance  finie,  avec  chacune  de  ces  courbes,  et  n*étre  l 
cependant  pas  tangente  à  ces  lignes.  | 
Il  fout  donc  recourir  à  d'autres  définitions.  j 

29  La  tangente  est  la  limite  des  positions  que  prend  une  sécante  qui 
ee  meut  parallèlement  à  elle-  )iièmc ,  jusqu'à  ce  que  les  deux  points 
dHntersection  se  réduisent  à  un  seul. 

Celte  nouvelle  définition  s*a[)plique  à  toutes  les  courbes  convexes;  elle 
convient  donc  à  l'hyperbole  el  a  la  parabole  aussi  bien  qu'à  rellipse;  elle 
permet  de  démontrer  d'une  manière  très  simple  la  propriété  fondameo- 
taie  de  la  tangente  au  cercle. 

Toute  droite  tangente  à  une  eireonférence  est  perpendiculaire  an 

rayon  qui  ahoutit  au  point  de  eontacU  (G., 


no  132.) 

En  elFet,  considérons  une  corde  queleonqoe 
AB  et  la  perpendiculaire  01  abaissée  du  centre 
sur  cette  corde. 

Cette  perpendiculaire  passe  au  milieu  de  J« 
corde,  et  se  trouve  également  perpendiculaire 
au  milieu  de  toute  corde  CD  parallèle  à  la 


première;  donc  quelque  position  que  prenne 
^*  la  corde  AB  en  s*éloignant  du  centre,  mais 

en  restant  parallèle  à  elle-même,  elle  sera  perpendiculaire  an  rayon,  et 
son  milieu  se  trouvera  sur  01,  par  suite  à  la  limite,  lorsque  la  corde 
devient  infiniment  petite  et  que  les  deux  points  tendent  à  se  confondre 
en  un  seul  I ,  le  rayon  passe  par  ce  point  et  se  trouve  perpendiculaire 
à  la  direction  EF  de  la  corde  limite  considérée. 

Héciproquemi'nt  :  Toute  droite  EF  perpendiculaire  à  Vextrcmité  d'un 
rayon  01  est  tangente  à  la  circonférence. 

RenwNiae.  La  seconde  définition  ne  s'applique  point  aux  courbes  à 
points  multiples,  qu'on  rencontre  si  fréquemment  en  géométrie  descrip- 
tive ;  il  est  donc  utile  de  donner  une  définition  qui  convienne  à  tous  ks 
cas,  et  de  reprendre  le  théorème  du  cercle  en  s'appuyant  sur  la  défini- 
tion générale  suivante  : 

3*>  Jm  tangente  à  une  courbe  est  la  limite  MT  (fig.  371)  des  positions 
que  prend  une  sécante  MM'  tournant  autour  de  l'un  des  points  d'inter' 
section ,  de  telle  sorte  que  le  second  point  M'  se  rapproche  indéfiniment 

du  premier  *. 

Une  droite  peut  couper  une  courbe  en  plus  de  deux  points,  mais  la 
définition  |»r(^c6d('nte  présuppose,  dans  ce  cas,  qus  l'on  considère  des 
points  d'inttTjcction  ronsécutifs  M  et  M'  sur  la  courbe,  lorsqu'on  décrit 
cette  ligue  d'un  mouvement  cDutinu. 

Démonstration  du  théorème  relatif  au  cercle.  Soit  une  sécante  quel- 
conque MM'  (fig.  372)  ;  du  centre,  abaissons  une  perpendiculaire  OP  sur 


*  Oette  définition  e^t  dae  aux  gnndB  géomètre»  du  xvu«  siècle  :  Fcrmat,  Ucyosb», 
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cette  iigoe;  la  |)erpeiidiculaire  passera  au  mîHeu  de  la  corde,  quelque 
rapproebés  que  soient  les  pointe  M  et  M'  ;  donc  à  la  limite,  lorsque  les 
deux  points  d^interseclion  se  rapprochent  indéfiniment,  la  sécante  devient 
la  tangente  MT  ;  la  perpendiculairoi  devant  passer  au  milieu  de  la  corde, 


Fig.  m.  Flg.  978. 

autre  que  le  rayon  OM  du  point  de  contact;  donc  la  tangente  est 
perpendiculaire  au  rayon  qui  aboutit  au  point  de  contact. 

Gonrlm  taagentet.  Deux  courbes  êont  tangenteê  en  un  point 
domté  M ,  lorsque  ces  deux  courbes  ont  même  tangente  en  ce  point. 

De  celte  définition  générale,  trop  rarement  donnée,  résulte  immédiate- 
ment que  les  rayons  du  point  de  contact  de  deux  cercles  tangents  sont 
es  ligne  droite,  car  chacun  d*eux  doit  être  perpendiculaire  à  la  tangente 
commune  et  au  même  point. 

Angle  d'une  droite  et  d'une  courbe.  On  nomme  angle  d'unc  droite 
AB  et  d'une  courbe  CAIi  Tauglc  iiA  i  lurmé  par  la  droite  AB  et  par  la 
Uu,:jreiite  Ai',  menée  à  la  courbe  par  le  point  où  elle  est  renconlrée  par 

\i  ïiroile. 

L  angle  ABT  e^t  Tangle  formé  au  point  B  par  AB  et  par  la  courbe 

donné*^. 

Ou  coijïidère  p-énéralement  le  pins  petit  des  deux  angles  supplémen- 
taires BAT,  DAT,  que  la  sécante  AI>  forme  avec  la  tangente  AT. 

Vîw  droite  est  normale  à  la  courbe,  ou  coupe  normalement  la  courbe, 
lorsqu'elle  est  perpendiculaire  à  la  tangente. 


fig.  878.  Flg.  874. 


Aofle  de  deux  coorl>e».  On  nomnio  angle  de  deux  courbes  AB,  AC  qui 
ï«  coupent  (fi^'.  Fanirle  TA  V  forme  parles  tangentes  AT,  AV  menées 

ftâ^livement  à  ctiaque  courbe  par  le  point  d'intersection. 

W.  fcroici  ortkogonaïue.  On  dit  qu^uD  cercie  coupe  orthogonalement 
18  titre  cercle  loraque  lea  tangentes  menéea  reapectÎTementà  ces  cercles, 


Diyuizca  by 


264 


BXBRCICBB  DB  ÛÊOyéTRlB 


par  le  point  d'intersection,  font  entre  elles  un  anj^'le  droit;  les  cerclei 
ayant  pour  centres  respectifs  M  et  O  sont  orthoi^^ouaux  (voir  aussi  n<> 627). 

Dans  ce  cas,  les  rayons  laeoës  au  point  d'intersection  sont  perpendicu- 
Idires  l'un  à  l'autre. 

621.  Théorème.  La  tangente  AB  menée  par  le 
mUieu  d'un  arc  CMD  est  parallèle  à  la  corde  CD 
qui  sous 'tend  cet  arc. 

Le  rayoD  OM,  mené  au  poiot  de  contact,  est 
perpeodiculaire  à  la  tangente  (G.,  n*  131);  ce 
mdme  rayon  étant  mené  au  milieu  de  Tare  CMD. 
eçt  perpendiculaire  à  la  corde  CD«  (G.,  1)2.) 
Donc  les  deux  droites  AB  et  CD  aont  parallèles 
comme  étant  perpendiculaires  à  la  même  droite  OM. 

Exefttoe  10$. 

622.  ThéorèoM.  Lorsque  deux  eirconférence$ 
sont  concentriques:  1*  la  plus  grande  dreonfé- 
renée  intercepte  des  cordes  égales  sur  les  tafi* 
gentes  à  la  dreonférence  intérieure; 

2°  four  une  corde  qui  coupe  lea  deux  circoH- 
fffreuccs,  hs  par  lies  GM,  ISH,  comprises  entre 
deux  courbes  sont  égales, 

Exeroioe  107. 

623.  ThèorèoM.  Lorsque,  d'un  même  point,  on  mine  deux  tangenlet 
à  une  circonférence  :  la  corde  des  contacts  est  perpendiculaire  à  h 
dfoite  qui  joint  le  centre  au  point  de  concours  des  tangentes; 

Les  tangentes  sont  également  inclinées  sur  la  corde  des  eontads. 

Remarque.  Lc  procédé  usuel  que  l'on  emploie  pour  mener  une  tan- 
à  une  circonférence,  par  un  point  donné  hors  du  cercle,  en  dccri- 
Yaot  une  circonférence  sur  la  droite  AU  comme  diamètre  (ûg.  377),  est 


Fig.  877.  Fig.  97a 


très  simple;  mais  il  ne  peut  C'tre  utilisé  j)Our  la  sphère,  tandis  que  le  sui- 
vant conduit  à  une  solution  qui  ebt  aussi  applicable  aux  arci^  tangeûU 
sur  la  sphère. 


h        n  e 


Vig.  370. 
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Du  point  0  comme  centre  (fii^.  378),  avec  un  rayon  double  de  OH,  il 
feut  <lécrire  une  ciri-onfércnce  concentrique  à  la  promicrc.  Du  poiat  A 
connue  centre,  avec  AO  pour  rayon,  couper  la  circonférence  dérrile  : 
^oi^  nt  E,  F  )es  points  d  intersection.  La  perpendiculaire  élevée  au  milieu 
[a  corde  OF  est  la  lanj:ente  demandée. 

Oo  peut  joindre  le  point  C  au  point  A« 

Exercice  108. 

M4.  Théorème.  Lorsque  deux  areSp  ayant  même  rayon,  sont  tangents 
à  la  même  eireonférence  :  La  carde  des  contacts  est  perpendiculaire  à 
la  droite  qui  Joint  le  centre  de  la  circonférence  au  point  de  concours  des 
deux  arcs; 

9*  Les  ares  sont  égaux  et  également  inclinés  sur  la  corde  des  contacts. 
Soient  E,  F  les  centres  des  arcs  tangents  à  la  circonférence  0. 

1«  I  ri  liprne  des  centres  EF  est  per- 

(il  irulaire  à  la  corde  commune  AA' 
{*]..  ri  VM.  2'^),  les  rayons  EB,  PC  sont 
Cijaux,  '  t  ce»  rayons  passent  par  le  d 
ceulreO;  ainsi  ChLoC;  donc  Ol- ^OF, 
et  ces  obli'jut?  égales  donnent  aussi 
PE=r:  PF;  donc  les  triangles  FOE,  BOC 
sont  iï*orèles,  et  ont  un  angle  opposé 
par  ie  sommet;  mais  la  drnile  OP,  per- 
pendiculaire au  milieu  de  FE,  est  bissecliice  de  l'angle  FOE  et  de  son 
opposé  BOC  ;  donc  cette  droite  AOP  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la 
corde  des  contacts  BC. 

2°  On  sait  que  l'angle  d'une  droite  BC  et  d'une  courbe  BA  est  Tangle 
CED  formé  par  la  droite  et  par  la  tangente  BD  (n*^  619);  or  l'angle 
ÛBC  =  OCB  i  donc  Tangle  complémenUire  CBD=:BC;D. 

Exercice  109. 

021$.  Tbéovème.  Les  tangentes  extérieures  CD  et  EP,  communes  à 
deux  cireanférenees  k  etB^se  rencontrent  sur  la  ligne  des  centres,  et  il 
en  est  de  même  des  tangentes  intérieures  GLet  KH. 


Fig.  380. 

Le  point  A,  étant  équidislant  des  tangentes  extérieures,  apparlient  à  la 
bis«mclrice  de  leur  angle,  et  il  en  est  de  môme  du  point  B.  Donc  la  bis- 
Mctrtce  de  Taogle  J  se  confond  a?ec  la  ligne  des  centres. 

if.  42 
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On  voit  de  même  que  les  points  A  et  lî  uppartiennent  aux  bissecUicc^ 
des  angles  opposés  formés  en  I  par  les  tangentes  intérieures. 

Et  comme  ces  angles  sont  é^raux,  leurs  moitiés  sont  aussi  égales. 
Or  I  4-  s  +  î<  ~  2  droits  ;  donc  I  -|-  .v  -|-  r  -  -  '2  droits  ;  el  les  deux  bisscc- 
trices  lA  et  IH  ne  font  qu'une  méuie  ligne  droite  qui  est  la  ligne  des 
centres. 

Donc  le%  tanyeules... 

em.  Tbéarènie.  i^Lescordes  des  contacts  GË, HL,  DF  saM  paraiUUi. 

2^  Les  sécantes  GF,  DE  s<mt  égales  entre  elles  ;  il  en  est  de  même  de 
GH  et  KL.  (Supposer  ces  diverses  lignes  tracées.) 

lo  Les  quatre  cordes  sont  perpendiculaires  à  la  ligne  des  centres 
(ii«623). 

2<>  La  (Jioite  Ali  étant  perpendiculaire  au  milieu  des  cordes  CE,  DF. 
la  figure  CDFE  est  un  trapèze  s^niélrique,  et  les  diagonales  CF,  DE  sodI 
égales. 

Le  trapèze  (jK.Lli  est  aussi  symétrique;  donc  les  côtés  Gll,  K.L  sodI 

égnux. 

Remarque.  Le  poînt  I  est  Ic  ccntro  intérieur  de  similitude,  et  lepoiot 
J,  le  centre  extérieur.  (G.,  813.) 

627.  Ttiéorènie.  Si  l'ùn  mène  les  trois  tangentes  communes  à  dm 

cercles  I  e<  K  tangents  Vun  à 
Vautre,  la  tangente  interne  AB 
rencontre  eh^tcune  des  deuj- 
autres  à  égale  distance  des  points 
de  contact. 

En  effet,  les  tangentes  nv- 
nées  d'un  même  point  à  on 
même  cercle  étant  égales  (G.. 

192),  on  a  AC  =  AG,  et  ^ 
AG  =  AD  ;  ainsi  le  point  A  est  ■ 
le  milieu  de  CD. 

Et  de  môme,  le  point  B  est  le 
milieu  do  EF.      C.  Q.  F,  D. 

Fig.  88t.  Remarque.    Si  du  point  A 

comme  centre,  avec  AG  pour 
rayon,  on  décrit  une  circonférence,  cette  ligne  passe  par  les  points  <it^ 
contact  G,  D  et  coupe  orthogonale  ment  les  deux  cercles  donnés. 

On  sait  que  deux  circonférences  sont  orthogonales,  lorsque  leurs  ra\on? 
respectifs  AG,  IG  a  liant  à  un  point  d*interaection,  sont  perpendiculaire» 
run  à  Tautre  (n^"  QiO).  | 

68ft.  Thèorèoie.  Le  point  de  contact  des  circonférences  données,  et  If* 
points  de  contact  d'une  même  tangente  extérieure,  déterminent  »m 
demi-circonférence;  les  deux  demi- cercles  qui  correspondent  ausde»^  | 
tangentes  extérieures  sont  tangents  entre  eux. 

En  effet;  il  suflfttde  prendre  A  et  B  pour  centres,  et  AG  =  Gli 

rayon. 

Les  dfUii-cerclea  sont  tangents,  parce  que  ics  rayons  AG  el  Gb  i»afll^^^ 
ligne  droite. 


1 

I 
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Ezeroîce  110. 


628.  ThéovènM.  les  points  de  rencontre  des  bisseetrtees  extérieures 
d^un  triangle,  servent  de  centres  à  des  cercles  tangents  aux  trois  côtés 
(on  les  nomme  cereles  ex  ^inscrits). 

630.  Théorème.  Les  bissectrices  des  angles  extérieurs  d*un  triangle 
forment  entre  elles  un  nouveau  trinn<jlCj  dont  les  hauteurs  se  confondent 
avec  les  bissectrices  intérieures  du  premier  triangle  (flg.  411). 

Eq  effet,  les  bissectrices  des  angles  extérieurs  forment  trois  lignes 
droites  perpeDdiculaire»  aux  bissectrices  des  aogies  intérieurs  (n^  444, 
Kolie). 

De  plus,  les  points  de  concours  des  bissectrices  extérieures  appar* 
tiennent  aussi  aux  bîssertrices  inlérieures;  car  le  point  F,  par  exemple, 
étant  équidistanl  des  côtés  AB  et  AC,  appartient  à  la  bissectrice  AO. 

Ainsi  le  triangle  DEF  a  pour  hauteurs  les  trois  droites  FA,  DB,  F!C, 
bissectrices  intérieures  du  premier  triangle.  C.  Q.  F.  D, 

Exeroice  111.  —  I. 

631.  Théorème.  Les  circonférences  décrites  des  trois  sommets  d'un 
triangle  ABC ,  et  passant 
par  les  points  de  contact  du 
eertle  inscrit f  sont  tangentes 
deux  à  deux. 

En  eiïot,  les  tangentes 
menées  d'un  môme  point  à 
un  même  cercle  étant  é^ralps 
(G.,  u^m),  on  a  AE=AI'\ 
BF  — BD,    CD  =  CE. 

Ces  circonférence.^,  ayant 
un  point  conimun  sur  la 
lijirne  des  centres,  sont  tan- 
gentes deux  à  deux.  (G,, 

i:i8, 2<>.)  Flg.  m 

632.  Théorème,  les  circonférences  décrites  des  trois  sommets  d^un 
triangle  ABC,  et  passant  par  les  trois  points  de  contact  que  détermine 
^aque  cercle  ex^ inscrit,  sont  tangentes  deux  à  deux, 

I>èmoD6traiioa  analogue  à  la  précédente.  On  a  trois  groupes  de  trois 
circonférences. 

Exeroioe  111.  —  U. 

633.  Théorèmet.  Ij*  cercle  inscrit  dans  un  triutujle,  et  ihci-'/i/  des 
cercles  ex-ittscrtts ,  coupe  orDiogonaLeineut  le  groupe  des  trois  eirconfé- 
retms  tangentes  deux  à  deux  qui  lui  correspond. 

tiappeions  que  deux  cercles  se  coupent  orthogooalement  lorsque  les 
<leux  rayons  d'un  môme  point  d'intersection  sont  perpendiculaires  Tun 

»  Uulre  {n"  620). 

Or  le  rayon  du  rprrio  inscrit  1>KK,  qui  aboutit  au  point  T>,  est  perpen- 
<iicuUire  à  CD  ;  donc  les  angles  DEF  et  CDE  sont  orthogonaux. 


Il 
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2^  Lorsque  trois  drconférences  sont  tangentes  deux  à  deux,  la  drcon^ 
férence  qui  passe  par  les  trois  points  de  contact  coupe  orthogonalement 
Us  trois  circonférences  données. 


Mesure  des  angles* 


634.  Les  démonstrationB  donn^  pour  les  angles  ioserits  (G.,  147 
à  154)  sont  très  simples  ;  néanmoins  on  peut  aussi  donner  les  suivantes  : 

Théorème.  L'angle  inscrit  a  pofff  mesure  la  moitié  de  l'arc  compris 

entre  ses  côtés,  (G.,  n*»  147.) 

Soit  A  un  angle  inscrit  doot  un  côté  passe  par  le 

centre. 

Menons  le  diamètre  D0£  parallèle  à  ÂG. 
Les  angles  A  et  0  sont  égaux  comme  correapon* 
dants,  ils  auront  donc  même  mesure;  or  Tangle  ma 
centre  0  a  pour  mesure  Tare  BD  ;  mais  Tare  BD  =s 
Tare  AË  comme  mesurant  des  an^rles  au  centre  oppo- 
sés par  le  sommet;  les  arcs  AE«  DC  sont  égaux 
comme  compris  entre  parallèles  (G.,  \Z\)\  donc 
Tare  BD=:DG;  par  suite,  Tare  BD  est  la  moitié  de  Tare  BG.  Ainsi  Tangle 
inscrit  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BG  compris  entre  ses  côtés. 


FIg.  883. 


Théorème.  L*  angle  du,  se  y  moi  t  a  }H>ur  mcaurc  ht  moitié  de  Varc  com- 
^  pris  entre  ses  côtés.  (G.,  n**  149.) 

Soit  BAC  un  angle  du  segment  ;  menons  BD 
parallèle  à  la  tangente;  les  arcs  AD  et  AB  sont 
égaux  comme  compris  entre  parallèles;  les  angles 
A  et  B  sont  égaux  comme  alternes-inlernea  (G., 
n^  78);  or  B  a  pour  mesure  moitié  de  Tare  AD; 
donc  son  égal  A  a  pour  mesure  moi  lié  de 
Fis.  88«.  Tare  AB.  C.  Q.  F.  i>. 

C31>.  Théorème.  L'angle  qui  a  son  sommet  entre  le  centre  et  la  circon- 

férence  a  pour  rnesitre  la  demi-somme  des  arcs 
compris  filtre  ses  côtés  et  leurs  prolongements  *, 
(G.,  n  lui.) 

Soit  Fanglo  BOC. 

Far  le  point  K,  menons  uno  parallèle  KA  à  la 
cordo  IXl;  les  arcs  AC  el  1)K  sont  éi:aux  (G., 
n^  134),  les  angles  0,  E  sont  égaux  comme  corres- 
pondants. (G.,  18.) 

i>     1  r  BCA    ^     BG  ,  CA 

L  angle  E  a  pour  mesure  ou  "^H""^ 


Fig.  385. 


donc  0  a  pour  mesure 


BC 


,  DE 


c,  Q.  F,  i>. 


*  I/étnde  de  raiigle  «ont  le  Bommet  ett  dans  te  dreooféreBM,  et  de  celoi  dent  le  àom- 
met  est  hors  de  la  circonfénoee,  est  duo  h  Aima/.ks,  Vanteiir  dQ  pioblèiQe  eonini  bom  !• 
Bon  de  bUtard  drratalrt  on  «ifnrtr  eimOaire  (n*  ISéS), 
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698  (•}.  Théofftaet.  L'angle  formé  par  deux  sécantes  a  pour  mesure 
la  demi^ différence  des  ares  compris  entre  ses  côtés.  (0.,  tfi  1$2.) 

Soit  Tande  BAC;  menons  Fl.  parallèle  à  AG  (ûg.  386). 
L'arc  Cii  =  bï  i  i  angie  A  =  F. 

BG    ^„    BG  CG 
"2  2" 

 g-  C.  Q.  i^.  X)* 


Or  F  a  pour  mesure 
donc  Â  a  pour  mesure 


ttSC  (».  L'angle  ex^inscrit,  formé  par  une  corde  et  par  le  prolonge* 
ment  d'une  autre  corde,  et  dont  le  sommet  est  sur  la  dreonférenee,  a 
pour  mesure  la  demi-somme  des  arcs  qui  ne  sont  pas  compris  etUre  les 
deux  cordes, 

Aiosi  Tangle  BAC  (ûg,  387),  formé  par  une  corde  BA  et  par  le  pro- 

1  1 

lODgement  d'une  autre  corde  DA,  a  pour  mesure  -j-AMB-f  ^^^^ 


Fig.  387. 

Cfi  angle  se  présente  assez  fréquetnrncnt  ;  on  le  noninie  ex-inscrit. 
Pour  avoir  sa  mesure,  on  fait  la  dayni-somme  des  arcs  qui  ne  sont  pas 
cmnpris  entre  les  fh^->rv  cordes,  dont  l'une  est  uû  des  côléa  de  Fangle,  et 
Tautre  le  prolongement  de  Tautre  côté. 


^  637.  Théoteme.  Toute  sécante  CD,  menée  par  le  point  de  contact  de 
deux  circonférences  tangentes  ^  détermine  des  arcs  opposés  CMG  et  GND 
«fim  même  nombre  de  degrés,  (De  tels  arcs  peuvent  être  nommés  arce 
semblables.  G.,    240.)  .  ^ 


Fig.  388.  Fig.  389. 


MeaoDS  la  tangente  commune  EF«  Les  angles  r  et  s,  égaux  comme 
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opfposéa  par  le  Bommet^  soDt  des  aogles  da  segment;  dODC  les  arcs  GMG 
et  GND,  doDt  les  moitiés  servent  de  mesure  à  ces  angles  égaux ,  ont 
nécessairement  le  même  nombre  de  degrés.  C.  Q.  F.  D. 

Scolîe.  Si  les  circonférences  sont  tangentes  intérieurement^  les  arcs 
semblables  GMC  et  GND  sont  d^n  même  côté  de  la  sécante. 


113. 


038.  Théorème.  St  deux  sécantes  CD  et  EF  se  croisent  au  point  de 
contact  de  deux  circonférences  tangentes  A.  et  les  cordes  CE  et  DF  qui 
joignent  leurs  extrémités  sont  parallèles. 


N 


fig.  390. 


Fig.  391. 


En  eiïet,  les  arcs  opposés  GMC  et  GND  (fig.  390)  ont  le  même  nombre 
de  degrés  (n«637).  Ainsi  les  angles  inscrits  E  et  F  sont  égaux  ;  et  comme 
ces  angles  ont  la  position  d^altemes-internes»  les  droites  EC  et  FD  sont 
parallèles.  C.  Q.  F.  D. 

ScoUe.  Li'  théorème  est  encore  vrai  pour  le  cns  des  cercles  tanirenls 
intérieureinenl  (lig.  31)1)  :  les  arrs  GC  et  GD  Oiil  ni(Mne  nombre  de 
'legrés  ;  ainsi  les  angles  E  et  F  bont  égaux,  et  les  droites  CE  et  DF  sont 
parallèles. 

639.  Théorème.  Si  Von  mène  une  sécante  commune  GD  jMir  le  point 
de  contact  de  deux  circonférences  tangentes ,  les  tangentes  EF  et  GH 

menées  par  les  extrémités  de  cette 
sécante  sont  parallèles» 

Ce  théorème  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier du  précédent;  il  suffît  de 
considérer  deux  sécantes  iuiinmieut 
rapprochées  Tune  de  Taulre;  les 
cordes  qui  joignent  leurs  extrémités 
deviennent  des  tangentes. 

Voici  d^ailleurs  une  démonstration 
directe  du  théorèuie  proposé. 

Les  tangentes  sont  parallèles,  car 
la  sécante  commune  CID  déteniiiiie 
des  arcs  opposés  CMF  et  IND  d'un  même  nombre  de  degrés  (n®  637); 
donc  les  angles  aigus  C  cl  D  sont  égaux  (G.,  no  149),  et  les  droites  EF 
et  GH  sont  parallèles.  (G.,  n*^  80.;  C.  Q,  F.  D. 


Fig.  392. 


Remploi  d*uQe  tangente  commune  intérieare  donne  aussi 
un  moyen  très  facile  de  démontrer  ce  théorème. 
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040.  Théorème.  Si  deiJix  circonférences  A  et  B  se  coupent,  et  $i,  par 

l'un  (les  points  (Vuïtrrsection  C,  ou  mène 
u-  (Uu)iiètrc  de  part  et  d'autre  y  Ui  droite 
q\ti  joint  les  extrémités  E  et  F  de  ces  dia- 
mctres  passe  par  le  second  point  d'inter" 
section  D,  ef  cette  droite  est  double  de  la 
distar^e  des  centres. 

Xfenons  la  corde  commune  CD,  puis  les 
«.rde.  DE  et  DF.  ^  ^ 

!•  L^angle  GDE  inscrit  dans  un  demi- 
cercle  est  droit«  et  il  en  est  de  môme  de  Tangle  GDF.  Donc  les  deux 
cordes  DË  et  DF  ne  font  qu^une  même  ligne  droile. 

2^  Dans  le  Iriangle  CEF,  la  droile  AB  joioL  les  milieux  de  deux  cotés; 

on  a  donc  £F  =  2AB 

Donc,  «i  deuoi  dreonférenea... 

Remarque.  Pouf  prouveF  quc  tfois  points  sont  en  ligne  droite,  on  peut 
joindre  celui  du  milieu  à  chacun  des  deux  autres,  et  prouver  que  les  deux 
droites  ainsi  menées  n'en  font  qu*une» 


Exer«ice  115« 

(VU .  Théorème.  Si  deux  circonférences  A  et  B  se  coupetit,  et  si  y  par 
Vnn  des  points  d'infcrsection  C,  on  nfène  une  sécante  mobile  EF,  la 
somme  des  arcs  CGË  et  CF  situés  d'un  même  côté  de  cette  sécante  est 
comiante,  quant  au  nombre  des  degrés. 

En  effet»  lorsque  la  sécante  mobile  passe  de  la  position  EF  à  la  posi- 
tion 6H  (flg.  3d4),  l'arc  GE  est  remplacé  par  FH;  or  ces  arcs  ont  le  même 
nombre  de  degrés  (n<»  637),  puisque  leurs  moitiés  serrent  de  mesure  aux 
angles  égaux  r  et  s. 

Donc,  si  deux  drcanférences,,. 


Fig.  m.  Fig.  396. 


Attire  démonstration  (fig.  385).  L*angle  m  des  deux  tangentes  est 
coBitant;  donc  la  somme  supplémentaire  x  4*  y  est  aussi  constante. 

Scoiie.  J)i!^r>fSHion.  La  sécante  étant  mobile  autour  du  point  C,  nous 
«ùigtiâ  nous  rendre  compte  des  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter. 
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Et  d^abord,  la  Bécanle  prenant  In  position  CH',  rlovionl  taugenle  au 

cercle  A;  lare  sous-tendu  dans  ce  cercle 

est  nu) ,  et  toute  la  somme  se  trouve  dans 

rare  r:Mr. 

Les  deux  cordes  CG  et  CH  peuvent  se 
trouver  Tune  sur  l'autre;  le  théorème  sera 
encore  vrai,  à  la  condition  que  Ton  pren* 
dra  n<''j<f!ivement  Tare  CG. 

Enlin,  la  sécante  mobile  p^ul  prendre  la 
position  de  la  corde  commune  CD  ;  îea 
deux  arcs  sr-ront  CNHD,  que  l'on  continue 
À  regarder  comme  positif,  et  CGD,  qu'il  faut  considérer  comme  négaUt- 


Fig.  396. 


Fig.  307. 


Exeroioe 

• 

642.  Théorème.  Une  sécante  mobile  EF  étrmt  menée  par  Vmi  de.^  points 

d'intersection  de  deux  circonféreticc^  A  et 
B,  les  droites  \)K  et  DF ^ qui  joi(/ncnt  l'autre 
point  d'interserdo))  aux  deux  extrémité»  dé 
la  sécante f  forment  entre  elles  un  anglê 
constant.  (M<i:iiius  ^,  Siatik,  p.  118.  Cit.  par 
Daltzer,  §  IV,  p.  53.) 

En  r:iTel,  si  Ton  mèoe  la  corde  commvD^ 
CD ,  l'ao^tle  D  se  trouve  décomposé  en  deux 
parties  r  et  s,  qui  ont  respect irement  pour 
mesures  */,CME  et  Vi^NF  ;  et  comme  la  somme  des  arcs  CME  et  CNF 
eat  coDStaote  (n^  641),  il  eu  est  de  même  de  la  somme  des  angles  r  et  i. 

C.  Q.  F.  D. 

Autre  démonstration.  Dans  le  triangle  EDF»  les  angles  E  et  F  sont 

constants  (G.,  q«  147.  E.  de  G.,  no  634); 
donc  l*angle  D  est  aussi  constant. 

Soolie.  Si  la  séciuile  inobile  devient  tan- 
prente  à  Tun  des  deux  cercles,  Tun  des  angles 
parliels  r  ou  8  est  nul. 

Si  les  deux  cordes  sont  repliées  l'une  ?iir 
Pautre,  Vuu  des  deux  angles  devra  être  pris 
négativement ^  comme  l'arc  qu'il  comprend. 

Enfin,  ?i  la  ï^éoante  ni<tl)iio  prend  la  po- 
silion  de  la  corde  commune,  et  si  l'on  con^i• 
dôre  If^s  exlrf'Moilés  mobiles  de  celte  sérnnte  un  peu  avant  qu'elles  se 
rénni-^'^ut  en  D,  on  voit  (jue  les  lip:iics  Dl"  et  hV  tendent  vers  les  tan- 
gentes Oli  Cl  DU,  qui  donnent  encore  l'angle  constant. 

B«mArq«ie.  L'angle  constant  est  le  supplément  de  Vangle  des  deus 
cercles.  En  effet  l'angle  EDF  (fig.  397),  étant  constant,  serait  le  mèmtf 
que  Pangle  ACB  (fig.  398),  que  forment  entre  eux  les  rayons  CA,  GB  :  or 
l'angle  ACB  est  le  supplément  de  Tangle  aigu  des  deux  tangentes  meoéei 
aux  cercles  par  le  point  C  ;  donc... 


Fig.  30S. 

exlrf'Moilés  mobiles 


*  Munies  (I70O-18C8),  élève  deGAi  ss  et  continuatear  àê  am%nrsiBK,{SUMir$â»tdilM0 


bigiiizeo  by  GoOgI 


LlVftE  II 


273 


Ezeroioe  117* 

643.  Théorème.  .Si  Cou  mène  une  sécante  mobile  CD  par  l'un  des 
povifs  à  uitersecîion  de  deux  circonférences  sécantes,  les  tangente»  CO 

et  DQ  menées  par  les  rxtrémités  de  la 
sécante  mobile  font  entre  elles  un  angle 
constant  0. 

En  eflet,  la  somme  des  arcs  IC  et 

ID  est  constante  quant  au  nonnbre  des 
deîrrés  (n®  637)  ;  ainsi»  dans  le  triangle 
CCD,  la  somnae  des  angles  C  et  D  est 
constante,  et  le  troisième  angle  0  est 
eoosUnt.  (G.,     93,  2o.) 

S«qK*.  Ce  théorème  peut  se  conclure 
da  cas  où  Pou  mène  deux  sécantes  CD 
etEF(no644,  qu'on  pourrait  démontrer  en  premi  i-  lim);  les  cordes 
EC  et  DF  font  un  angle  constant,  é^al  à  Tan^le  t  sous  lequel  coupent 
les  deux  circonféreoces.  Les  deux  sécantes  CD  et  Ï.F  peuvent  se  con- 
fondre; alors  les  cordes  ECO  et  DFO  deviennent  des  tangentes  aux  deux 
cercles  A  et  B. 


Exercice  118. 


Fis.  400. 


•44.  Tliéoféine.  Si  deux  sécantes ,  CD  et  EF,  se  coupent  en  l'un  des 
pointé  ^mtergeetian  de  deiur  circonfé- 
rences, A  et       les  cordes  EG  et  Î)F,  qui 
joigmnt  lettré  extrémités ,  forment  par  leur^i 
prolongements  un  angle  constant  0. 

Par  1»!  point  I  nitiions  les  droites  10  et  IH 
taogentes  respectivement  aux  deux  circon- 
férences A  et  B.  L'ani<le  t  de  ces  doux  tan- 
gentes e^t  in  1  pondant  de  la  position  des 
sécaalts  considérées. 

Sur  la  première  circonférence,  on  voit, 
pv  les  mesures ,  que  l'angle 

Et  sur  la  seconde  circonférence,  on  Toit  que 

r  =  X  ou  z 

De  là  on  tire,  en  soustrayant 

m' —  r  =-  l 

Or  l  angle  m  est  extérieur  au  trianjçle  OGD;  on  a  donc  0  +  r:=m 
0    m  ~  r  =:  < ,  quantité  constante.  ' 

9m.  L'élude  des  dirers  cas  qui  peuvent  se  présenter  est  très  fnclle;  on 
Vwmi  d'ailleurs  se  reporter  à  la  deuxième  édition  des  É.  de  G.  (n»  644, 
ra?e  312),  il  en  est  de  même  pour  d*aa(res  questions  très  élémentaires;  \mr 
''ODtre,  dans  celle  troisième  édition,  nous  donnons  assez  fréquemment  de  nouvelles 
d^rnoosiratioDs,  des  reoseignemenU  bibliographiques  complémentaires  et  de 
&ouf«Uei  quosiions. 


12' 
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64i>.  Théorème.  On  a  deux  circonférences  tangentes  intcneurement 
en  un  point  A  ;  si  par  la  scconrfe  extrémité  B  de  la  ligne  des  centres  AB 
on  mène  uite  corde  BCD ,  tangente  au  point  à  la  circonférence  inté^ 
rieure,  la  droite  AC  est  bissectrice  de  l'angle  BAD. 

l""  Démomtration.  Menons  la  iaDgente  ÂË  et  la  ligne  ÂCF. 
Les  tangentes  AË  et  CË  étant  égales, 

l'angle  ËAG  =  EGA 


mais 


donc 
«w-  d'où 

Donc  AC  est  bissectrice. 


EGA=^^  +  ^^^ 

ArcDF  =  BF 
Angle  DAC  =  CAB 


(G.,  n<»  149.) 
(G.,  no  151.) 


C.  Q.  F.  B. 


Autres  démonstrations.  2o  Menons  le  rayon  MC  ;  le  triangle  isocèle 
AMC  donne  C\M— ACM;  mais  MC  est  perpendiculaire  à  la  tangente 
BG,  par  suite  MC  est  parallèle  à  AI)  ;  ainsi  l'angle  AGM=^  CAD  comme 
alternes-internes;  donc  Tangle  CAD  =  CAM.  C.  Q,  i*".  2>, 

3»  GH  est  parallèle  à  DB  (fig.  402),  à  cause  des  angles  droits  G  et  I>  ; 
donc  G  est  le  milieu  de  Tare  GH. 


FIg.  402. 


FIg.  40». 


4^  Les  angles  en  A  ont  pour  complément  AGD  et  AHC,  qui  ont  udme 
mesure. 
La  propriété  est  générale. 

0»  Le  triangle  EAG  étant  isocèle  (fig.  403 

Z  -j-  >i  =  /  -|-  m 
donc  n  =  7#} 

et  x  =  y 

61(5  Théorème.  La  bissectricc  intérieure  de  l'angle  d*un  triangle  csi 
bi^isrrlriee  de  V angle  fonné  par  le  diamètre  du  cercle  circoètscrit ,  et  ^ 

hauteur  (ih((issée  <Jt(  sommet  de  Va^ngle  eonsuléré. 

Soient  le  triangle  ACB.  Circonscrivons  une  circoniérence  au  triangle; 
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uignoDs  le  ?oni:iiet  C  au  point  milieu  de  l'arc  AB,  afin  d'avoir  la  bissec- 
n^^e  de  I  dugit;  <  !;  menons  le  di  iniï  ti t-  r:D  et  la  hauteur  r:H;  proloii- 
' :ns  celle  hauteur  jusqu'à  la  circonférence;  soit  L  le  point  de  rencontre, 
-'angle  droit  CAD  a  pour  mesure 

CB+BL  +  LD 

L'angle  droit  H  a  poar  mesure 

CB+LD  +  DA 

jOoc  rarcBL  =  AD 

fats  la  bissectrice  C6  donne  BG  ^  AG  o 

onc  l'arc  LG  =rDG  C.  Q.  F.  D. 

Remarques.  1^  On  [leiit  procéder  plus  rapidement  comme  il  suit  :  joî- 
Dons  l'extrémité  D  du  diamètre  au  point  L,  oii  le  prolon[;^emcnt  de  la 
auteur  coupe  la  circonférence;  CLD  est  droit,  il  en  est  de  naême  de 
liA;  donc  les  côtés  AB  et  DL  sont  parallèles  ;  ainsi  Tare  BL  =  AD,  etc. 

2»  La  question  connue  :  La  bissectrice  de  V angle  droit  d'un  triangU 
tctançîe  est  bissectrice  de  Vanglc  formé  par  la  hauteur  et  la  mf^diane 
iS'ies  de  ce  même  sommet  (o9  500),  n'est  qu'un  cas  particulier  du 
léorème  d* dessus,  car  alors  la  médiane  est  un  rayon  du  cercle  circon- 
crit. 

3*  On  peut  donner  une  seconde  démonstration  du  théorème  proposé 
loir  d-aprés,  664). 

Cziovoioo  ISO* 

fî47.  Théorème.  LorsqH*un  paniileluyrartnne.  ABCD,  de  grandeur 
nariQ^  l>\  ne  meut  dans  sott  pîo>i,  de  manière  que  deux  côtés  adjacent  h 
b.  AD  passent  par  deux  points  fixes,  la  diagonale  AC  passe  aussi  par 
il  point  fixe. 

{Méthodes,  d<»141.) 


Figures  inscrites  au  cercie 

M.  Les  solutions  des  exercices  relatîfe  aux  angles,  aux  triangles, 
quadrilatères  inscrits  dans  le  cercie,  nécessitent  surtout  remploi 
Ibi  théorèmes  suîTants  : 

'  angle  inscrit  a  pour  mesure  la  nioitiê  de  l'arc  compris  entre  ses 
« \i;.,  n°  147;  E.  de  G.,  u  "  1334.) 

Aux  arcs  éfjnH.r  ^  aux  cordes  égales,  corrcspundeut  des  angles  au  centre 

(G.,  n^=*  M 7,  MO.) 
ta  combinant  ces  deux  théorèmes,  on  arrive  au  suivant,  que  Ton  em- 
l^ieCréquemuieoi  : 

k   -  — — 

'  /^McHI  Ttat  dira  qol  est  situé  &  l'intérienr,  qui  est  dans  Tobjet  consldt^ré;  par  KUite, 

'«•r  î  J'excmple  donné  par  M.  Catalan-  (  Théorhn-    *  f  prohîèmt's  de  {léomèiio  (  témetl' 
aovftdIfOCM  Jigureê  inêcriks  au  cei'ck,  au  Ucu  do  figures  inscrites  dai^  U  ct  ick. 
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Aux  arcs  égaux,  aux  cordes  égales ,  correspondent  des  angles  inâcni 
égaux f  et  réciproquement. 

Pour  les  exercices  relatifs  au  quadrilatère,  od  a  recours  à  deux  théo 
rômes  principaux  : 

Dam  un  quadrilatère  convexe  inscrit,  les  angles  opposés  sont  supyé 
meniaireSf  et  réciproquement t  un  quadrilatère  convexe  est  inscriptihi 
lorsqtie  les  angles  opposés  sont  supplétnentaires.  (G,,      156,  157.) 

On  peut  y  ajouter  les  deux  théordmea  suiTants  (n<>  658)  : 

Dans  un  quadrilatère  non  convexe  inscrit,  les  angles  opposé  sot 
égaux,  et  réciproquement,  un  quadrilatère  non  convexe  est  inseriptib' 
lorsque  les  angles  opposés  sont  égaux. 

On  doit  remarquer  que  deux  côtés  opposés  d*un  quadrilatère  convei 
et  les  deux  diagonales  constituent  un  quadrilatère  non  coDTexe,  auqo 
on  peut  api  iiiiuer  les  deux  théorèmes  ci-dessus» 

Exercice  121. 

649.  Théorème.  Aux  arcs  égaux,  mix  cordes  égales,  correspondent  à* 
angles  inscrits  égaux  et  réciproquement. 

(SSO.  Théorème.  Lorsque  plusieurs  angles  sont  égaux,  Varc  app» 
à  l'angle  au  centre  égale  une  quelconque  des  valeurs  suivantes  : 

\°  La  moitié  de  l'arc  de  l'angle  inscrit; 

La  moitié  de  la  somme  des  arcs  opposés  à  l'angle  dont  le  somm 
est  entre  le  centre  et  la  circonférence  ; 

3  '  La  moitié  de  la  différence  des  arcs  compris  entre  les  côtés  de  ^angl 
dont  le  sommet  est  hors  de  la  circonférence,  et  réciproquement, 

6SI.  Théorème.  Lorsqu'un  triangle  inscrit  dans  une  circonfcrctue 

un  angle  constant,  le  côté  o}>i/osc  est  tangent  à  ui 
circonférence  coticentrique  à  la  première. 

Soit  A  r^nglfî  constant;  ii  a  pour  mesure  la  moit 
de  rare  GB.  (G.,  n«  147.) 

Donc,  si  A'  =  A, 

on  a  arc  BC  =  arc  B'C 

d'où  la  corde  BC  ^  B'C'    (G.,  n<>  118  t 

Or  ces  cordes  égales  sont  également  éloignées  ( 
centre,  donc  les  cordes  BC,  B'G'...  sont  tangentes  à  une  même  circo 
férence  décrite  du  point  0  comme  centre. 

6)12.  Théorème.  Lorsqu'un  irian'jle  rircoiiso'it  à  une  circfytvféren 
a  deux  a7iglcs  dont  la  ,som)nc  est  cvustanie,  le  troisième  sommet  est  « 
une  circo^ifêrenrp  concentrique  à  l<i  première, 

î.r  troisième  angle  esl  niir^si  constant,  et  par  suite  son  sommet  e 
toujours  à  la  môme  distance  du  centre. 

Exeroîoe  122* 

OiS3.  Théoréine.  Dans  la  môme  circonférence,  on  a  deux  angles  éffaut 
Vun  est  au  centre  et  l'autre  est  inscrit. 
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Lorsque  chaque  angle  égale  Y3  de  droit,  les  cordes  correspondantes 
M»it  égales. 

Soit  rangle    AOB  c=  DCË  =  Vt  à%  droit  ;    il  faut  proayer  que 

DE  =  AB. 

En  effet,  tous  les  angles  que  Ton  peut  former  au- 
tour d'un  point  0  valent  quatre  droits  (G.,  n»  31); 
or  Va  est  contenu  trois  fois  dans  4  droits;  autour 
du  point  O  il  est  donc  possible  de  former  trois  angles 
égaux  à  V3  et  ^ix  angles  égaux  à  Va  <ie  droit. 

Supposons  ran;^'le  AOB  égal  à  Vs  de  droit,  et 
ranîrle  AOO  égal  à  V3. 

Dans  le  triangle  isocèle  AOG,  Pangle  0  valant 

Va  de  droit,  la  somme  des  deux  autres  angles  égale  V3;  chacun  d'eux 

4igaie  V»      droit  ;  donc  le  triangle  est  ôquiangle  et  équilatéral  (G.,  n<»  00), 

«I  A6=:A0  =  0G 

L*aiigle  inscrit  AGE  égale  Y»  de  droit,  égale  AOB;  or  ils  correspondent 
k  la  même  corde;  donc... 

6.>4.  Théorème.  Lorsque  chacun  des  angles  égaux  donnés  est  moindre 
que  '/a  »       corde  de  Vangle  au  centre  est  plus  petite  que  celle  de  l'angle  ' 
inscrit,  tnais  plus  grande  que  sa  moitié. 

Lorsque  la  valeur  de  chaque  angle  est  plus  grande  que  de  droit,  la 
corde  de  rang  le  au  centre  est  plus  grande  que  celle  de  l'ar^le  inscrit, 
mai»  plue  petite  que  le  double  de  cette  corde. 

Pour  un  angle  plus  petit  que  Vat  considérons  un  angle  ACB,  ayant 
GOG  pour  biasectrice  (flg.  406). 

L'angle  AOG  =:  GOB  =  ACB 

Or,  dans  le  triangle  isocèle  AGB,  on  a  : 

AG<AB 

et  AG  >  ^  C.Q.  F.  D. 

La  seconde  partie  du  théorème  se  démontre  d^une  manière  analogue. 


EararoSoe  12S. 

ms.  ThéofféoM.  Tout  parallélogramme  ABCD  mscrii  à  un  cercle  e$t 
un  rectangle,  et  les  dittgO' 
naiee  tant  dee  diamètres. 

En  eflét,  les  cordes  AD  et 
BC  sont  égales,  comme  étant 
les  clVIés  opposés  d*un  parai- 
léiogranune  ;  ainsi  les  arcs  AD  £ 
et  BG  eont  égaux,  et  il  en  est 
de  même  dee  arcs  AB  et  CD. 

Chacun  des  quatre  angles 
A,  B,  C,  D,  a  pour  mesure 
Vi(m  +  n)  ;  donc  ces  angles 
sont  égaux  y  chacun  d'eux  est 
droit  (G.,  n^  95),  et  la  figure  ei>t  uu  rectangle. 
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L'angle  D  étant  droit  et  inscrit,  il  faut  que  Tare  ABC  soit  une  demi- 
circonférence  <  G.,  n°  148,  2'»);  donc  la  diagonale  AC  est  un  diaïuelre, 
il  en  est  de  môme  de  BD. 

ttSS.  TtiéorèoM,  Quatre  tangentes,  paraUètes  deux  à  deux,  forment 
un  losange  eircomcrit,  et  le  quadrilatère  obtenu  en  joignant  detix  à 
deux  les  points  de  contact  est  un  rectangle. 

6^7.  Théorime.  Les  cordes  perpendiculaires  aux  extrémités  eTune 
troisième  corde  quelconque  forment  les  côtés  opposés  d'un  rectas^ffU 
inscrit. 

CSB.  Théorème.  Ij:s  angles  opposés  d*un  quadrilatère  non  conveax 
inscriptible  sont  égaux. 


t.  Un  quadrilatère  non  convexe  est  inscriptible  lorsque 
les  angles  opposés  sont  égaux. 

Soit  ABCD  un  quadrilatèf  e  non  convexe  inscriptible. 
En  parcourant  le  p6ritn<  tre,  à  partir  d'un  sonmiot 
quelconque  A,  pour  revenir  au  même  sonmu  t  ,  on 
voit  que  les  angles  A  et  G  occupent  le  premier  et  le 
troisième  rang  :  tels  sont  les  aiigled  opposés»  Il  en  est 
de  même  de  B  et  D. 
lo  A=::C  comme  ayant  même  mesure  demi-arc  BD. 
2o  Lorsque  A  égale  C,  les  deux  points  A  et  C  se 
trouvent  sur  Tare  de  segment  décrit  sur  BD  et  capable  de  l'ant^îe  A 
(G.,  n*'  154)  ;  donc  les  quatre  points  Â,  B,  C,  D  appartiennent  à  une 
même  circonférence. 


Fie.  ^ 


Deux  côtés  opposés  AD,  BG  d^un  quadrilatère  convexe 
ADBC  (âg.  408),  et  les  deux  diagonales  AB,  CD,  constituent  un  quadri- 
latère non  convexe  ABCD,  auquel  on  peut  appliquer  les  deux  théorèmes 
précédents, 

Kxeroîce  124* 


K  Théorème.  Les  circonférences  qui  passent  par  deux  sommets  A 

et  B  d'un  triangle,  coupent  les  côtés  du  troi- 
sième sommet  suivant  des  cordes  DE  ,  MN 
parallèles  entre  elles. 

Les  quadrilatères  ADEB,  AMNB  sont  ins- 
criptibles  (n®  648);  donc  l'angle  Y.  — -  N .  En 
effet,  l'angle  E  est  le  supplément  de  BAD,  et 
Tanglc  N  égale  BAM.  Les  angles  E,  N  étant 
étrnux  et  correspondants,  les  droites  ED,  NM 
sont  parallèles.  C,  Q,  F,  JJ. 

Henuin|ttet.  L  Les  côtés  opposés  d'un  qua- 
drilatère inscriptible  sont  des  lignes  antipaf 
rallèles  (n«  471). 

En  effet,  les  angles  opposés  étant  supplémentaires,  les  angles  CDE  et 
ABC  sont  égaux;  il  en  est  de  môme  des  angles  BAC  et  DEC. 


Fig.  409. 
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II.  La  laD^^eiite  CT  est  parallèle  à  DE,  et  par  suite,  la  tangente  CT  est 
[lUparaUôle  à  AB*  • 

IIL  Le  prolongement  de  AG  et  de  BG  donne  aussi  lien  à  une  corde 
irallèle  à  DE ,  et  par  suite  antiparallèle  à  AB  par  rapport  aux  côtés  de 
logte  G. 

MO.  Théorème.  Sur  une  base  donnée  AB,  on  construit  divers  tri- 
ngïen  ABC,  feli*  que  l'angle  au  sommet  G  aune 
aleiiv  ronstiinte  ;  proiiver  que  la  droite  DE,  qui 
>in/  /e.>  pieds  tles  hauteurs  AD,  DE  abaissées  des 
'  !réjtiitcs  de  lu  base  y  a  une  longueur  constante. 

L'aogle  G  étaDt  constant  oura  son  sommet  sur 

segment  capable.  (G.,  203.) 

La  circonférence  décrite  sur  AB  comme  diamètre 
asse  par  les  pieds  D,  E  des  hauteurs  (G.,  148, 
^i.  quelle  que  soit  la  position  du  sonmiet  G  sur  ^ 
arc  du  segment.  ^' 

Or,  par  rapport  au  cercle  ABDE ,  TaDgle  extérieur  G  a  pour  mesure  la 
lemi-dillérence  des  arcs.  (G.,  n»  1Ô2.) 

^     arc  AFB  —  arc  DE 

G=    -  2  

Mais  Tangle  C  est  constant;  il  en  est  de  môme  de  la  demi-circonfé- 
«fice  AFB.  donc  l'arc  DE  est  aussi  constant,  et  par  suite  la  corde  DE 
i  une  longueur  invariable. 

Reinarques.  !«>  Soit  1  le  milieu  de  la  corde;  dans  chaque  position 
la  sommet  G,  la  corde  DE  est  tangente  à  la  circonférence  décrite 
centre  O  avec  le  rayon  01.  Kii  d'autres  termes  :  la  circonférence 
i)I  eut  Venveloppe  de  la  droite  DE ,  qui  jouit  les  pieds  des  hauteurs 
iD«119}. 

La  droite  DE,  qui  joint  les  pieds  des  hauteurs,  est  antiparallèle  au 
D0të  AB,  qui  Joint  les  sommets  d'où  partent  ces  hauteurs, 

La  ellet.  le  quadrilatère  ABDE  est  inscriptible  (n^  6o9),  et  Tangle 
CDE,  supplément  de  EDB,  est  égal  à  raoglc  EAB,  supplément  de  EDB. 


M.  Théorème.  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  servent  de  bissée^ 
trictê  au  triangle  qui  a  pour  sommets  les  pieds  de  ces  mêmes  Aati- 

Celle  question  eoL  déjà  traitée  aux  Mt^t/todes  tn«^  292,  i);  néanmoins 
B/nja  en  donnoi!-  ileux  autres. 

\SK  Démonstration.  Soit  ABC  le  triangle  proposé  (fig.  411),  et  DEF  le 
tnangle  qui  a  pour  sommets  le?  pieds  d'^s  li.in leurs  du  premier  triangle. 

Sur  les  c6lôs  AB  et  AG  comme  diamètres,  décrivons  des  demi-circon- 


bigiiized  by  Google 


280  BXBRCtCES  DB  OiOUÉTIUB 

fdrences.  La  première  passe  par  les  points  D  et  E,  car  les  angles  droit!  • 
ADB  et  AE£  ont  leurs  sommets  sur  le  demi-cercle;  il  en  est  de  méat 
pour  les  points  D  et  F. 

Les  deux  angles  marqués  i  sont  égaux  comme  avant  ponr  mesure  li 
moitié  du  même  arc  AE  (G.,  n*>  147)  ;  les  deux  aniiles  marqué^;  ^  ^ont 
égaux  comme  ayant  pour  mesure  la  moili»'  de  Tare  AF.  Or,  à  rause  ies 
triangles  rectangles  AEB  et  AFG,  les  angles  i  et  s  do  ces  in  uigleâ  son: 
égaux  comme  ayant  pour  complément  le  m^-me  angle  A.  (  G.,  93.  V  j 
Donc  les  deux  angles  i  et  s  qui  constituent  TsDgle  D  sont  égaux,  et  li 
hauteur  AD  est  bisBectrice  de  Tangle  FÛË. 

DoDC  les  trois  h<iuieur$,„ 


Fig.  411.  Fig.  412. 


2«  Démoyistration,  Dans  les  quadrilatères  inscriptibles  BDiiF,  DHEO 
(fig.  41:2},  ou  a  : 

az^y/    et   p  =  P' 
or  «'  =     comme  ayant  les  côtés  perpendiculaires  ; 
donc  =  P 

Remart^ue.  Ûo  pcut  consulter  aussi  le  théorème  du  n*"  iiàô  et  celai 
du  no  iU5. 

Exercice  127. 

603.  Théorème  de  Nagel  *.  J^s  ruions  qui  joi'/nent  les  sommets  d'un, 
trianqle  au  centre  du  cercle  circoiiscrit  à  ce  tnanyle  sont  rcspectii^-' 
ment  perpendiculaires  aux  droites  qui  joignent  deux  à  deux  ûs 
des  hauteurs  du  triangle. 

Ir"  Démonstration.  (\Qït  Méthodes,  n<»  :292,  h.)  ! 
2«  Démonstralim,  (Housbl**,  N.  A.  1860,  page  438.) 


*  NAOtL  (lbn3  :^S!î),  roctrtir  de  IV'Colo  iiuliKtri.  Ue  iReitl-Schult-;  <rriin, 

Hou^xL,  ancien  .élève  de  l'Écoie  nornialo  supérieure,  auteur  de  VlniroduO^  «  iai 
qiométHt  êupéHéure,  IMS, 

VIntroductton  à  la  0,8.  est  «ii^tirrage  qni  donne  beaveonp  plnt^no  m  qn'annooe» 
titre  modeste. 
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,  Le  point  O  étant  équidistant  de  ehaque  sommet  (fig.  4t3), 

l'aiiglea^a,    6  =  6,  c=:c 
Or  2a  +  26  +  2c  =  i8Ûo 

Ni  a  =  90«  — (6-fc) 

m  a  =  9ao  — c 

Mais  les  bauleurs  sont  les  bissectrices  (no  663)  des  angles  du  triangle 

>EF. 

Donc  aussi  d  =5  90o  —  (e  4- 

Or(e-h/l  est  le  supplément  de  EHF  dont  C  est  aussi  le  suppléaient: 
itr  suite* 

e  +  f=^C  et  raDg1ea=cr 

Mais  AD  est  perpendiculaire  à  DG  ;  donc  AO  est  aussi  perpendiculaire 

C.  Q.  F. 


ng.  413. 


Fig.  414. 


I  ^  Dimonêtratian.  Le  quadrilatère  inscriplible  CFDB  (fig.  414)  donne  : 

anirle  C  =:  D 

li  tanjj^pnt  -  AT  donne  C  =  A,  donc  D  =  A  ;  FD  parallèle  à  AT  est  per- 
eodiculaire  au  rayon  AU. 

•84  (a).  Corollaire.  La  frt«86clWoa  d*un  angle  d*un  triangle  divise  en 

knx  parties  égales  l'angle  formé  par  le  rayon  du  cercle  circonscrit  et 
^  la  hauteur  qui  pari  du  8ommet  considéré. 

Enelfeljdans  B.  on  a    a=r=9i)  —  0    (valeur  trouvée  cî- dessus). 
/♦rPangle  CFiF  épie  .nu-^si    90^  — G;   donc  la  bissectrice  do  Pangle 
'--t  aussi  i^issectrice  de  Tangle  OBF.  C.  0.  F.  D. 

un  a  donc  une  seconde  démonstration  d*un  tbéorème  déjà  démontré 
y  646). 

I  IcMrque.  Le  théorème  de  Nagel  n*eBt  qu'un  cas  particulier  d'un 
^^<^t^e  plus  général. 

'b).  Mole-  Le  point  de  concours  des  trois  hnuteurs  d'un  triangle  a  élé 

^'^m»^  orthocentre  par  M.  Rt  ant,  auteur  de  divers  ouvrapes  malhématiques 
t^îiii*:*;  il  a  employé  ce  terme  ilana  son  livre  :  Gcometrical  ^'o??frs\  m  1S(V.). 
^  France,  M.  Morei.  a  totruduil  ce  mot  ;  {Journal  de  mathemanques  élé^ 
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meniavres,  1879,  p.  178,  et  1690,  p.  106) ,  en  traduisant  un  oomge  de  làm 
BooTH»  membre  de  la  société  royale  de  tondre»,  mort  en  1878. 

DanB  la  Géométrie  récente  du  triangle,  le  point  de  concoure  des  hanleurs  etf 
désigné  par  H. 

Les  mêmes  aateurs  ont  nommé  DEP,  tnann^k 
orthoccntnqne ;  actuellement  on  dit  eimpleiueoi  • 
triangle  orthique, 

06^.  Théocème.  Dans  un  triangle  ABC,  le» 
trois  hauteurs  se  coupent  en  un  mime  ptinti 
On  eirconserit  une  circonférence  au  triangle,  et 
Von  prolonge  les  hauteurs  jusquà  la  circwfé*' 
renée  f  on  obtient  ainsi  six  ares  égaux  deux 
à  deux.  (Garnot,  De  la  Corrélation  des  figun^ 
en  Géométrie,  1801.) 

(Voir  Méthodes,      292,  b.) 

666.  Théorème.  La  distance  du  point  où  les  hauteurs  se  coupent,  ô  ua 
côté  donné,  égale  le  prolongement  de  la  hauteur  abaissée  sur  ce  tném 
côté. 

Aiosi  DH  =  DL 

(Voir  Méthodes,  d«  292,  c.) 

Exercice 

067.  TliéorèAe.  1«  Les  cercles  circonscrits  à  un  triangle  donné  etoM 
triangles,  ayant  deux  des  sommets  du  premier  et  le  point  de  eonconn 
des  hauteurs  pour  ttHnsième  sommet,  sont  égaux,  (Garnot.) 

(Voir  Méthodes,  n<>  292,  c) 

Cxeroioe  189.  —  I. 

ik>U.  Théorème.  Les  sommets  d'un  triangle  recta le  inscHt  divisa 

la  circonff'rence  en  frois  arcs  ;  /'» 

l'st  Htie  (h')ni-  circonff'}'»-}(re ,  et  U 
deux  aut^rs  so»)t  supplenienlaut 
Après  avoir  prolonijé  le$  troia  (yjU 
du  trianr/îe ,  o)}  mène  à  chacun  d 
ces  frni^  arcs  une  tangente  telle  oui 
le  pdini  de  contact  soit  au  milieu  di 
ht  portion  de  tangente  intereeptifi 
ml  Vf  Jr.-i  côtes  de  Vangtc  suffi^am^ 
meut  j'i  longés  ;  démontrer  que  h 
trois   }foints   de    contact   sont  l^. 
sohnixis  J'un  triangle  équHatéral 
(Sir  FHb,ui:î(ii.K  FoixocK.  —  N.  A 
1855,  p.  367.) 

Soit  raogle  droit  BAG,  et  les  taogenles  EF,  HL,  MN,  telles  qut 

DE  =  DF,  GH  =  GL  et  OM  =  ON 

11  faut  prouver  que  l'arc  DAG  est  le  tiers  de  la  circooféreace  ,  et  qu  i 

on  est  de  môme  de  DBO.  1 


Meuor  les  droites  AD  et  AO. 

Fig.  4ia. 
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'ÎLrnons  le  point  A  nu  point  D.  Dans  le  triangle  rectaogle  EAF,  ia 
une  AD  égale  la  moitié  de  Thypoténuse  ;  donc 

AD  =  DE^DF 

i  l'angle  DAF  =  DF A 

lis  l'angle  DAF  =-îî^j55. 

is  que  rangle  F  = 

i  Tare  BD  est  la  moitié  de  l'arc  AD;  c'est-à-dire  que 

Tare  AD  =     de  Tare  ÂDB 
\  môme  Tare  AG  =  %  aro  AGC 

«c  arc  AD  +  arc  AG 

arc  DAG  =  V3  demi-drconférence  BAC 

nsi  Tare  D  AG  est  le  tiers  de  la  circonférence,  et  DG  est  la  corde  du 
gle  éqailatéral  inscrit. 

t  a  de  même  Tangle  MAO  =  AMO 

arc  DO  =  V,  arc  ACO 
arcBD=V,  arc  AD 
arcOBD:=V,  arcDAGO 

arc  ÛBD  ~     de  circuiiiôrence     C.  Q,  F,  D. 


I.  EMMs^ve.  La  construction  des  tangentes  de  EF,  par  eiempie, 
I  «n  réalité  la  trisection  de  Tare  ADB  ;  par  conséquent ,  elle  ne  sau- 
Etre  effectuée  en  n^eoiployant  que  la  régie  et  le  compas  ;  mais  le 
de  sir  Polloek  est  néanmoins  remarquable,  et  nous  Tuliliserons 
rrelVy  pour  traiter  une  question  de  maxiimm  (voir  ci-après,  nol7i9). 

Théorème.  Lorsque  deux  des  angles  d'un  quadrilatère  sont  dnnts, 
rojectiofés  rlrs  côtés  opposés  sur  la  diagonale  qui  joint  les  sommets 
vigies  droits  sont  égales  entre  elles» 

otr    136.)  On  a  BP  =  DE 

Exercice  129.  —  II. 

I.  Ttièorènae.  Les  projectiom  des  extrémités  d'un  diainclre,  sur 
tor^e  quelconque,  sont  cquidistontes  du  point  ^"-^^^^^ 
M  de  cette  corde.  jt 

t»iuD  nouvel  énoncé  du  théorème  précédent.      /      //*  i\\ 

HE  =  HF  f  1 

1.  Théorème  réciproque.  Si  deii  r  droites  Sont  H  ^^^JF-^JT) 

unq<.,,'i!e>  (Vun   qttadnliJ  tr rr  i i «  riptible  f  et  aic"^*^" 

i"  yt-uji,  !  tifjis  des  i\i-li'Ci/i  !ir>  (//•  l'une  d'elles   

U  t,rr>idr  soient  équiâistanles  du  point  mi-  ^'K-  '^l'^- 

(k  r,->ffr  seconde  diagonale,  la  première  liyne  est  un  diamètre  du 

*  Circonscrit.  (  N.  A.  1852,  p.  156.) 
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Mener  la  droite  BL. 
Fig.  418. 


Exercice  130. 

073.  Théoréne.  Dans  un  cercle,  on  donne  une  carde  AB  et  unà 
mitre  Cl) perpendiculaire  à  cette  corde  (fig.  418).  On  Joint  unj^ 

quelconque  0  delà  eireonférenee  auxextrém 
des  deux  lignes  déjà  menées.  On  prcjtUt 
droiteê  OG,  OD  sur  OA;  démontrer  que 
somme  des  projectims  est  égale  à  ÛA,  ei 
la  différence  des  mêmes  projections  est  à 
à  OB.  {Grand  concours  en  1847.  MathéfwOii 
élémentaires,) 

Soient  OM  et  ON  les  projections  des  dm 
OC  et  OD. 

1°  Projetons  le  centre  G  sur  la  corde  OA 
lignes  égales  CG,  DG  ont  des  projecLîoDS  égi 
MU,  NU  (ao«  670  et  136).  D'ailleurs  H  est  le  milieu  de  la  corde;  < 

OM=:NA 

par  suite ,  OM  -f  ON  =  OA  C.  Q.  F.  1 

2»  l'roIoogûODs  CM  jusqu'à  la  circoaféreDce  en  et  joignons  1 
point  I). 

A  cause  des  (grandeurs  égaies  OM,  AN,  la  corde  LD  est  égale  etpt 
lèle  à  MN  ;  de  plus  on  a  : 

Arc  0L= are  AD=arc  DB 

d'où  l'arc  OB  =  l'arc  LD 

par  suite,  la  corde  OB  =  LD  =  MN  C.  Q.  h\ 

£zeveMe  131. 

(♦74.  Théorème.  Vans  tout  quadrilatère  inscriptible  ^  les  bissedl 
des  angles  fortnés  par  les  côtés  opposés  sont  parallèles  aux  hissect) 

des  angles  formés  par  les  diago^ 

Par  le  point  0  de  concours  des 
gonales,  menons  des  para  Utiles 
MN  aux  bissectrices  EU,  Fl 
angles  E,  F. 

Il  faut  prouver  que  IJ  et  MN 
les  bissectrices  des  angles  0. 

En  effet,  a^VtCDH  — AG) 
mais  PareGls=HJ 
on  peut  ajouter  ou  retrancher 
grandeurs  égales  et  écrire  : 

a  =  Vî(DJ  — AI) 
Fig.  419.  de  môme,  h  =  (^(CJ  El) 

mais  a=b 

donc  DJ~A!  =  CJ— BI 

d'où  DJ+B1  =  GJ4-AI 
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premier  membre  est  le  double  de  la  mesure  de  Tangle  c;  le  second 
double  de  d. 

ic  c=^d  C.  Q.  F.  D, 

prouverait  de  même  que  MN  est  bissectrice  de  Taugle  BOG. 

I  (a).  GaIooI.  Posons 

arcBMr=a;/  MK=y,  KGsss 

AN=a;',   NL  =  y',   LD  =  *' 
bissectrice  KL  donne  : 

y'  ^y=iz'  ^z^a/ +x  (t) 
bissectrice  MN  donne  : 

x  +  y'-\'Z'  =  y-^z-\-a/ 
y'  — V=jr+aî'— at  — 2*  (2) 
ioonant  (1)  et  (2)  membre  à  membre  : 

MN  et  KL  sont  parallèles. 


Eicmoe  132.  —  I. 


».  ZéOrsqu'on  prolonge  les  côtés  opposés  d'un  quadri- 
i  ifucripiibie ,  ei  qu'on  mène  les  hissecirices  des  deux  angles  otftsi 
Mt»  ces  lignes  coupent  les  côtés  du  quadrilatère  en  quatre  points, 
mi  les  sommets  d'un  losange 
it  dans  la  figure  donnée, 

tni  E\l,  FJ  les  bissectnces  des 

5  fc],  F  formés  par  les  côtés 
>é3  du  quadi  ilalère  donné  ABCD. 
il  prouver  que  la  figure  IGJH  est 
>?ango.  Pour  cela,  il  suffit  de  dé- 
rer  que  les  diagonales  GH,  IJ 
à  aogle  droit  et  se  coupenl  res- 
vemeol  en  leur  milieu.  On  sait 
que  ks  bissectrices  sont  à  angle  PIg.  420. 

(no  5o i )  ;  mais  pour  dômon- 
direclement  ïe  théorème  proposé  (n"  675),  ii  suiûL  Je  prouver  que  le 
pie  FOH  est  i^uc  éle. 

ks  tnaiip^les  DEH,  BKG  ont  les  deux  angles  CEG  el  BFG  é^^aux, 
vie  les  ongles  D  et  GBE,  comme  ayant  môme  suppiénienl  ABC; 
ifc  troisième  angle  DHE  =  BGE  =  donc  CGII.  Ainsi  le  tiianirle  FGH 
socèle;  la  bissectrice  FO  de  Tangle  du  sommet  est  perpendiculaire 
liiieu  de  la  Late;  ainsi  011  =  Ci;,  un  démoulrerail  de  même  que 
•OJ  j  donc  la  figure  IGJH  est  uu  losange. 

I.  Lee  lignes  CB  et  DA  sont  antlparallèles. 
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Ewoioe  132.  —  O.  I 

«76.  Tbèoréme.  Par  le  sommet  A  d'ioi  angle  ilonné  et  por  p 
fixe  B,  pris  sur  la  bissectrice  de  cet  angle,  on  fait  passer  totc  cmo 

renée  quelconque  ;  elle  coupe  /f^  (Ole 
l'angle  en  i\  et  l)  \  prouver  que  hi  m 
des  segments  AC,  AD  est  constanie. 

En  preDani  ÂB  pour  diamètre,  c 
AF  =  AG;  donc  la  constante  doit  é{ 
SAF. 

Il  suffit  donc  de  prouver  qu'on  a 

AC  +  AD  =  2AF 

La  droite  BF  est  perpendiculaire  sur 

  projetons  le  point  C  sur  la  bissectrice 

afin  d'obtenir  AE  =  AC.  Il  suffit  de  i 
ver  que  FE  =  FD. 

ranglaa  =  e,  6  =  d 

cr=cl  i 

RD  =  BG  =  BE 


Fig.  421. 


Or 
donc 

par  suite, 

le  triangle  DBË  est  isocèle,  el  la  perpendiculaire  BF  donne 

FD  =  FE  C.Q,F 
Remarque.  Le  tiléorème  peut  être  énoncé  comaie  il  suit  : 

«77,  ThèoréoM,  Lorsqu'un  triangle  CAD  a  un  angle  A,  donné  dei 
deur  et  de  position,  et  que  la  somme  AC  +  AD  êtes  cdl^5  qui  compreà 
cet  angle  est  constante  ^  la  circonférence  eirconsorite  au  triangUi 
par  un  point  fixe, 

678.  Remarque.  On  retrouve  ainsi  une  question  connue  du  lirre 
(n<>*  ^^170  et  2141),  car  la  base  enveloppe  une  parabole;  le  cercle  i 
circonscrit  au  triangle  formé  par  trois  tangentes  quelconques  pa&^ 
le  foyer  B*  I 

67J>.  Théorème.  Lorsqu'un  angle  CBD  pivote  autour  de  son  :>m^ 
et  que  les  côtés  BC,  Bl)  coupent  les  eâtén  d'un  angle  fi.re  A,  ««fp'*  ' 
taire  du  premier  el  dont  la  tussectrice  AB  puisse  par  le  svuund  0 
premier,  les  segments  interceptes  AC,  AD  ont  une  somme  constank 


133. 

680.  Théorème.  Lorsqu'une  circoufcrence  est  rircoviirritr  à  ^n-i 
équilatéralf  démontrer  que  la  distance  d'un  point  quelconque  de  i 
circonférence  à  un  des  sommets  du  triangle  égale  la  somme  des 
du  même  point  de  la  tircotiférence  aux  deux  autres  somnœts. 

Il  faut  prouver  qu*on  a  : 

MC::-MA+.MB 
OU  MD  +  DC  =  MA  +  MB 
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V'^  Démonêtration.  Par  lo  sommei  A,  menons  ÂDE  parallèle  à  MB;  il 
en  résulte  : 

ÂrcBËs=arcAM  a 


Arc  MBK  =  arc  AMB  —  arc 


ABC 


Le  Iriaogie  ADM  est  équilaléral,  car  il  est  équi- 

ingle. 

ioQC  MD  =  MA 

PronvODs  niaintenant  que  DG  =  MB 

Les  triangles  ABM,  ADC  sont  égaux,  comme 
jaot  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux. 

AC  =  AB,   angle  AGD  s=  ABM  et  angle  MAB  =  DAG 
bne  DC  =  MB 

ÎDsi  MG=MA  +  MB 

• 

681.  2e  Démonstration.  En  reiijardant  comme 
)ijnu  le  livre  Ilf,  on  peut  s'appuyer  sur  le jpre- 
\\ci'  théorème  de  PtoUméc. 

Dans  le  quadrilatère  inscrit  ABDC»  le  produit 
n  des  diagonales  égale  la  somme  des  produits 
is  côtés  opposés  (qo  iâ09);  on  a  donc 

am  =     -J-  os 

où,  en  diviiianL  ^ai  a, 

W  =  i  -i-s  Fig.  423. 


134. 


682.  Théorème.  SotetU  A,  B,  G,  D,  E  les  sommets  tVun  pcnlayune  régu- 
^uLvrtt  dans  un  cercle,  et  M  un  point 
idci^nqdc   de   rare  Ah;  démontrer  que 
B  -f  Mb=  MA-HxMG  +  ME.  (N.  A.  1876. 

.  m.) 

far  le  sommet  A  «  menons  AF  parallèle  a 
U;  il  en  résulte 

DP=:AM:=M1 

triangle  AMI  est  isocèle. 
Lu  effet,  1  angle  MAI  a  pour  mesure 


E 

\  \ 

:h 

MEDF    ^„  AMED 
^        ****  """2  ' 


I  le  einquiôme  de  la  circonférence; 


.  le  cinquième  aussi  ; 


IM^AM 
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De  même,  en  menant  par  le  sommet  E  lâ  droite  £G  parallèle  à  MB, 

on  a  BG  =  MË  =  MJ 

et,  par  suite,  CG  =  AM  =  DF 

Ainsi  les  figares  IIIBG,  UIMJ,  UFDJ  aonl  des  parallélogrammes. 
Dès  iors,  démontrer  que 

MB+ MD  =:MA  +  MG +  ME 

revient  à  prouver  que 

(tu  +  HG)  +  (Hl  +  HF)  =  MA  +  MC  +  M£ 

ou,  en  supprimant  les  quanlitôs  égales,  HJ,  MA,  puia  Hl  et  ME,  il  sufi 
de  prouver  que    IIG     HP  =  MC. 

Or  le  triangle  EHF  est  isocèle,  car  cliacun  des  arcs  AE  et  Cil  tgd 
cinquième  de  la  circonférence; 

donc  HG  4-  HF  r=  EG 

D^aillenre  EGr=MG 

parce  que  ses  deux  cordes  sous -tendeiil  des  arcs  éL^'îux  EDCG  et  CVA^ 
donc  la  somme  des  dislances  du  ]>oint  M  aux  soïnmets  de  rang  li'*; 
ec'fde  la  aomnut  des  dislances  de  ce  même  point  atus  sommets  dê  m 
pair. 


135. 


683.  Tli«orème.  On  divise  une  demi- circonférence  de  diamètre  AH 

un  nombre  impair  de  parties  égaies, 
sept,  par  exemple  f  A,  6,  C,  D,  E,  F,  G, 
Par  les  points  de  division,  on  mèw 
parallèles  au  diamètre  AH«  Von  jmi 
centre  0  aux  points  du  milieu  D,  E: 
ver  que  la  somme  des  segments  DE« 
MN  interceptés  par  les  côtés  de  T 
DDE  sur  les  paraUèieSf  égale  le  ro\ 
(Le  Cointb*,  N.  A.  1843,  p.  508.) 

Il  faut  prouver  que 

DE  +  KL  +  MN  =  r 

Déterminons  les  points  aymélriqueâ  !{ 
es  6'f  et  menons  diverses  droites. 


Flg.  425. 


On  a  évidemment. 

DE  =  OP,    KL  =  PO.   MN  =  AO 
donc  DE  +  KL  +  MN  =  r  C.  Q.  F.  U, 


*  Le  R.  P.  Lb  Cointk,  dnrant  son  g/)onr  à  Vols,  près  le  Fur,  a  pnblié  dlvrr?  art^ 
dans  Kouiellcs  Annales  mathémaiujucs.  Se»  Foncilonn  orculatrts  ci^iiik  inu  nt  un  fr; 
nombre  d'exercices  trigonométrlqnes,  boU  inédlM,  aoit  empruntée  an  Journal  de  Cn^ 


I 
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Polygones  earviUgnes. 


polygones  plans  curvilit.'nc9.  c'est-à-dire  le.  nolypones  formé. 
pM-  de.  arc  de  cercle  décrite  sur  n.^me  plan,  on!  peu  étudiés  ÏSf 
qu^  présent;  néanmoins  ils  offrent  un  g/and  intérêt,  «r  i  "  i^uvën; 
conduire  à  des  théorèmes  nouveaux,  relatif,  aux  petits  ce  016^1^ 
sphère;  tandis  que  le  triangle  rectili^ne  correspond  plus  directement  m 
tnaogte  ephérique  formé  par  troi*  arcs  ,ie  ^rJl  cercle 

les  ?.!l^ote!  ™fn*i!.*'l'"'"''  r"'^"  ''«"f^'e  formé  par 

les  tsngeatea  menées  à  ces  deux  arcs  par  le  point  d'inier«P/.tiAn 
courbes  données  (n*  619).  oiniersecUon  des 

Les  questions  sont  parfois  assez 'simples  pour  np  r^rinmer  que  la  ron 
naissance  des  deux  pruniers  livres;  néanL.oms  i  étude   és^ poison» 

»•  217),  car  toute  propriété  connue  des  Irian^les  spliériques  L't^' 
MHre  une  propriété  corresponda.Uo  des  triangA.  curvU^nës. 

Exercice  136, 


Jn^'T-  curviligne  est  inscrit  dan»  un 


eercfe,  que  la  base  de  ce  triangle  est  inva- 
riable, tatuiis  que  te  troisième  somviet  se 
ytietU  sur  la  circonférence,  la  somme  des 
angles  à  la  base,  étant  diminuée  de  Vanyle 
ail  sommet,  est  une  quantité  constante. 

Quelle  que  soit  la  position  du  sommet  li 
sur  Tare  ABC, 


on  a 


1=1,    ni-=m,   n  =  n 


iionc  A+C— B  =  2/, 

quantité  eoastaote. 


Fig.  426. 


137« 

1 

686.  Tht-or^oic.  Dans  tout  (luadrilatère 
<currtlojne  inscriptible ,  la  sonnne  de  deux 
on^le:<  opposés  t'yale  Ui  somme  des  deux 
autres  angles. 

Bappelons  que  l'angle  EBF  mesure  Tantrle 

curviJi-rie  B  ^  n»  619).  ® 

Joignons  chaque  sommet  au  centre  du 

:  cercle  cir  onsorit. 

On  a  e?/.ir:riirn  nt  h^b;  car  les  tangentes 
t^r,  CF  sout  egiiks  et  se  coupent  sur  la  bis- 
sectrice de  Tanglc  0. 

L  -  même,  on  aurait  a=za,  etc. 

A+C  =  a  +  d+6  +  e 


C.  Q.  F,  D. 


13 
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687.  Remarque.  La  propriété  connue  du  quadrilatère  recliligne  inscrip* 
tible  n'est  qu^un  cas  particulier  de  la  précédente. 

La  somme  des  angles  opposés  égale  deux  droits,  parce  que  h 
somme  de  deux  angles  opposés  égale  celle  des  deux  autres,  et  ifiM  1> 
somme  des  quatre  angles  de  tout  quadrilatère  reetiligoe  égale  qoatre 
droits. 

688.  Théorème.  Lorsqu'un  polygone  curviligne  d'un  nombre  pair  ée 

côtés  est  inscrit  dans  un  cercle  y  la  sotnme  des  angles  de  rang  pnir  égak 
la  somme  des  angles  de  rang  impair. 


Lorsque  trois  circonférences,  se  coupant  det*x  à  deux, 
ont  un  point  commun,  la  somme  des  angles  du  triangle  curviligne  ayant 
pour  sommets  les  trois  autres  points  d'intersection  des  circonférences  est 

égale  à  deux  angles  droits,  (Ui* 
QL  EL,  Journal  de  Liouville,  tome  IXt 
page  24.  —  Citation  de  Ballzer,  Pla- 
nimétrie,  %'S,n^  6.) 

Soient  trois  circonfcrenccs  passant 
par  un  ni»*iiie  point  D  :  il  faut  prou- 
ver que  la  somme  des  angles  du 
trinn'4le  curviligne  ABC  égale  deux 

droils. 

Les  angle!'  de  ce  triangle  sopt 
éL'aiix  aux  angles  formés  en  T). 

Ainsi  l  ariLrIe  A  égale  Tani:!»' ayant 
D  pour  sommet,  ACD,  ABD  poar 


Fig.  428. 


côtés  curvilignes;  or,  si  Ton  mène  les  tangentes  à  ces  deux  arcs,  on  aura 
l'angle  A  =  a. 

De  même  B  =  6;  C=c 

donc  A  +  B+C  =  a  +  6  +  c  =  2  droits.      C.  Q.  F,  D. 

v««8.  MiQUBL,  fondateur  du  journal  mathémaUque  :  le  Géomètre:  cette  pabli- 
cation  n'a  eu  qu'une  très  courte  durée. 

On  connaît  le  Théorème  et  le  Pomt  de  Miquel  (n^*  21  et  711).  Oo  a  do  mkxat 
auteur  le  thênrènio  suivant  :  Si  Von  circonscrit  des  circonférences  aux  triangli^ 
formés  par  chacun  des  rôles  d'un  pcntagofw  et  les  prolongements  des  rn'»^ 
adjacents ,  les  ntifj  points  d'intersection  idi  ces  lignes  sont  sur  nue  m'hiie  af' 
conférence.  Pour  la  démonstralion  on  paut  voir  Catalan*  6*  édition,  Ib.  xivu, 
p.  50;  ou  John  Ca3ey,  6«  édition,  u°  42,  p.  15L 

M.  S.  Kantor,  de  Vienne,  a  utilisé  le  cercle  de  Miquel  dm  petitagramoîe, 
pour  rétude  de  i'hypocycloYde  i  trois  rebroussements.  {ButlHin  des  eeienest 
mathématiques  et  astronomiques,  1879,  p.  138.) 

680.  Théorème.  De  chaque  sommet  d'un  triangle  équilatéral  pris  pour 
centre,  on  décrit  un  arc  de  cercle,  avec  le  côté  du  triangle  pour  rayon: 
prouver  que  la  somme  des  trois  angles  du  triangle  équilatéral  curmligne 
obtenu  égale  quatre  droits» 


Digiiizeo  by  Google 


UTRB  II 


En  effet,  la  tangente  \E  est  pei  pendiculaire  à  AC;  la  tangente  AF  est 
perpendiculaire  à  AB;  donc  Tangle  KAF,  dont  les 
côtés  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  cô- 
tés de  Tangle  BAC,  est  le  supplément  de  cet  angle; 
il  égale  donc  120o. 

Or  l'anfçle  EAF  fait  connaître  l'angle  curviligne  A 
et  lui  sert  de  mesure  (n  tilOj. 

Donc 

A  +  B  +  C  =  3  fois  120  =  3000  =^^4  droit?. 

C.  Q.  F,  I>.  yj^  ^ 

M.  Théorème.  La  somme  des  angles  d'un  triangle  curviligne  can- 
texe  set  comprise  entre  deua:  et  six  dreiis, 

ITn  triangle  curviligne  est  convexe  lorsqu'une  droile  no  peut  couper  le 
périfutlre  en  plus  de  deux  points.  Dans  ce  cas,  clia<]ati  arc  de  cercle  est 
à  rexlérifiir  du  Irianglc  lecliligne  formé  en  joignant  deux  à  deux  les 
sornin»'ls  du  triangle  donné  ABC;  car  un  arc  tel  que  BGG  pourrait  don- 
oer  litu  à  quatre  points  d'intersection  (ûg.  430). 

io  La  somme  des  angles  du  triangle  curviligne  a  deux  droits  pour 
minimum,  car  cette  somme  est  plus  grande  que  celle  du  triangle  recii* 
ligne  aBC,  lorsque  chaque  arc  a  pour  rayon  uno  longueur  fînie;  mais  le 
triangle  curviligne  tend  à  se  confondre  avec  le  triangle  rectiligne,  lorsque 
chaque  rayon  tend  vers  l'infini. 


¥1f.  480. 


E 

Fig.  491. 


2*  La  somme  des  angles  a  six  droits  pour  maximum,  car  Tangle  A,  par 
eiempley  a  deux  droits  pour  limite  lorsque  les  tangentes  AE,  AF  tendent 
i  ën  eo  ligne  droite,  et  les  arcs  sont  de  part  et  d^autre  du  point  de 
eontact.  Lorsque  chaque  angle  tend  vers  deux  droits»  les  trois  centres 
doivent  se  confondre,  et  le  triangle  curviligne  devient  en  réalité  la  cir- 
conférence qui  passe  par  les  trois  points. 

On  peut  encore  démontrer  la  seconde  partie  du  théorème  en  procédant 
tomme  U  suit  : 

Le  triangle  curviligne  étant  convexe,  Thexagone  formé  par  les  tangentes 
Mt  aussi  conTOxe.  Or  la  somme  des  angles  de  Tbexagone  égale  huit  droits  ; 
or  le  minimum  de  £  +  ^  +  G  est  deux  droits  et  correspondrait  au  cas  où 
les  tangentes  en  A,  B,  C  seraient  en  ligne  droite  et  formeraient  un 
triangle;  donc  la  somme  A  +  B  +  C  a  (8  —  2)  ou  6  droits  pour  limite. 
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092.  Théoffèmè.  La  somme  de«  an</{e«  d'un  triangle  euroiligne  ne» 
convexe  peut  mrier  de  léro  à  nx  droite, 

1**  Celle  sotunie  peut  desrendre  jusqu'à  zéro.  Fn  eiïet,  quand  deux  cir- 

couférencos  sont  tangentes  et  que  l'on  coo* 
sidère  les  arcs  situés  d'un  même  côté  do 
.  point  de  contact,  ran.uMe  des  deux  arcs  est 
nul,  puisqu'il  est  la  limite  d'un  angle  aigo 
qui  devient  infiniment  petit. 

Ainsi  les  circonférences  décrites  des  som- 
mets d'un  trinnirle  ABC  et  tanirenles  deux  à 
deux  donnent  un  triangle  curviligne  EHFIGJE 
doiiL  la  ^onltne  des  angles  e^t  nulle. 

Il  en  est  de  même  du  Irianj^le  non  con- 
vexe formé  par  les  arcs  ELF,  FMii,  ONE. 

D'ailleurs,  il  est  utile  de  considérer  ces 
deux  triangles  siniullanéraent. 

2»  Les  arcs  tangents  Gl,  ^"iJ  donnent  lieu  è  un  angle  tiuI;  par  suitt  .lfS 
arcs  tangents  Gl  et  GN  peuvent  être  considérés  comme  formant  un  an;jle 
de  180'>;  par  suite,  les  trois  angles  d'un  triangle  curviligne  peuvent  égaler 
au  plus  trois  fois  2  droits  ou  six  droits. 

603.  Remarque.  Trois  ciroonfércnces  qui  se  coupent  deux  à  deux  on  six 
points  A,  A';  H.  B' ;  C,  C  donnent  lieu  à  huit  triangles  curvilignes.  Nous 
nommerons  currcspoiulants  les  triangles  tels  que  ABC  et  A'  B'  C,  qui 
n'ont  aucun  sommet  commun. 
Voici  les  quatre  groupes  de  triangles  correspondants  : 

(  ABC       (  ABC       j  AB'C       (  A'RC 
t  A'B'C     t  A'B'G      (  A'BC       (  AB'C 

Les  triangles  eort^espondants  ont  les  angles  respectivement  égaux,  car 

l'angle  A  du  triaDgle  coDvexe  ABC 
égale  Tangle  A'  du  triangle  non  coa* 
Texe  A'B'C,  etc. 

Les  triangles  qui  ont  deux  som* 
mets  communs,  par  exemple  ABC, 
A'BC  forment  un  bi-segment  ou  sar- 
face  comprise  entre  deux  ares  de 
cercle  ABA',  ACA'. 

La  somme  des  angles  égale  qtiotre 
droits,  plus  dettx  fois  Vangle  du  ^ 
segment  t  car  lee  angles  en  B  valent 
deux  droits;  il  en  est  de  même  des 
angles  en  G  et  A's=A. 

Les  triangles  qui  n'ont  qu'un  som^ 
met  commun,  par  exemple,  ABC  et 
AB'Cy,  ont  an  angle  égal  opposé  par  le  sommet ,  et  la  somme  des  autre»  j 
angles  égale  aussi  quatre  droits,  car  Tangle  AB'C  est  le  supplément  de 
A'B'C,  et,  par  suite,  de  Tangle  B. 

694.  ThéorènM.  Lorsqu'un  triangle  curviligne  ayant  une  base  donnée 
est  tel  que  la  somme  des  angles  à  ia  bâte,  diminuée  de  l'angle  au  som^ 


Digiiized  by  Google 


LIVRE  11 


293 


met,  est  une  quantité  constante,  le  lieu  de  ce  eommet  est  un  are  de 
cerde  qui  passe  par  le$  extrémités  de  la  base. 

Soient  âd  la  différence  donnée ,  et  ÀBG  un  triangle  dont  la  base  AG  ett 
inrariable  de  grandeur  et  de  position  ^  et  tel 

qu'on  ait         A  +  C  —  B  =  2d 

Pour  reconnaître  le  li<*u  du  .-omnict,  déter- 
miûOQâ  le  centre  0  du  cercle  circooscrit  à  ABC, 
on  anra  : 

A  +  C  — B  =  2i  (n«685); 
donc      21  =  2d  différence  donnée. 

Mais  ie  triangle  AOC  est  isocèle;  donc  le 
point  0  est  sur  la  perpendiculaire  qu'on  élè- 
Terait  au  milieu  de  la  corde  AG,  et  la  position 
de  ce  point  sur  cetle  perpendiculaire  ne  dépend  que  de  la  demi-difTé- 
renée  /  ou  d;  donc  la  position  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  tnangle 
est  înTariable,  dcme  Tare  ABG  est  le  lieu  du  sommet  B. 

Bemarqn».  La  base  donnée,  AC,  peut  être  remplacée  par  une 
autre  base  i|u«lconqae  menée  de  A  à  C;  mais  la  difTérencc  21  variera 
d'après  la  baae,  tout  en  restant  constante  pour  une  même  base  dounéd. 


Fig.  4M. 


I.  Un  quadrilatère  curviligne  est  inseriptible  lorsque  la 
somme  de  deux  angles  opposés  égale  celle 
des  deux  autres  angles, 

SoilA-f  G=B  +  D. 

Menons  la  diagonale  AG,  et  faisons  pas- 
ser une  circonférence  par  trois  sommets 
A,  B,  G  :  il  feut  prouver  que  le  sommet 
D  se  trouve  sur  eetle  circonférence. 


ou 


Fig.  435. 


m+ii  +  D=DAG+/  +  w-f  DCA+n+i 

donc      D— (DAC  +  DGA)  =  2/ 

quantité  eonslante  qui  correspond  au  triangle  isocèle  AOC;  donc  le 
sommet  D  est  sur  le  cercle  décrit  du  centre  0,  avec  OA  pour  rayon. 


W.  Thèorèoie.  Lorsqu*un  quadrilatère  curviligne,  cireonserit  à  un 
eercle,  est  formé  par  quatre  ares  de  même  rayon, 
€t  dont  la  concavité  est  tournée  vers  le  centre  du 
(^rck,  la  somme  de  deux  côtés  opposés  égale  celle 
deujc  autres  côtés.  (Il  en  est  de  même  lorsque 
la  convexité  des  quatre  arcs  est  tournée  rers  le 
centre.) 

Oq  sait  que  les  arcs  décrits  avec  le  même  rayon  et 
Usgents  au  même  cercle  sont  égaux  lorsque  ces  deux 
VC8  sont  concaves  par  rapport  au  centre  (n^  6S4); 

donc  AB  =  BF  +  AH 

CD=»CF  +  DH 

«TWi  AB-f  CD  =  BG-j-AD 


Fig.  m 
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Kenarquet  :  La  r<^ciproque  est  vraie;  mais  la  démon ration  exige- 
rait IVtude  préalable  du  triangle  cunriligne  ei  des  diiféreals  cas  qall 
peut  présenter;  car  dans  un  triangle  curviligne,  formé  par  trois  sres 
décrits  avec  le  même  rayon,  un  eôié  peut  être,  suivant  le  cas,  ou  plu 
petit  que  la  somino  des  deux  autres,  ou  bien  plus  grand  quo  cette  somme. 

Gomine  passage  d'un  cas  à  l'autre,  on  peut  considérer  la circoostaflca 
où  an  côté  est  égal  à  la  somme  des  deux  autres. 

2^  Le  théorème  précédent  {n^  697)  aurait  pris  place  natorellemeot  «u 
paragraphe  des  polygones  circonscrits,  mais  il  a  paru  pins  simple  de  le 
réunir  aux  questions  précédentes,  relatives  aux  polygones  curviligneB 
inscrits. 

Cercle  circonscrit  à  un  polygone. 

a 

098.  Pour  démontrer  que  quatre  points  appartiennent  à  une  mémedf- 
conférence,  il  suffit  d'élablir  que  le  quadrilatère  qui  aurait  ces  poioti 
pour  sommets  est  inscriptible. 

On  sait  que  le  rectangle,  le  trapèze  isocèle  et  tout  quadrilatère  dsol 
le»  angles  opposés  sont  supplémentaires  sont  des  figures  inscriptibles. 

Les  problèmes  où  l'on  donne  un  plus  grand  nombre  de  points,  six,  nesfi 
par  exemple,  se  ramènent  à  la  considération  du  quadrilatère  inscriptible. 

680  (a).  Théorème.  Tout  trapèze  isocèle  ABCD  est  inscriptible. 
Les  angles  opposés  sont  supplémentaires. 

ilUi)  Théorème.  Jjyrsqvt'  /<'s  riiarj())ni1cs  d'un  qund nltifdre  9P  coupent 
à  a>ui}r  drinf ,  /es  qualrr  points  )nilin/j-  dca  quatre  côtéa  de  ce  quadrila- 
tèi*ti  aj'fHtt  iirnneiit  à  une  nicrnr  circonférence. 

En  elFct,  le  parallélogramnie  formé  en  joignant  les  point?  militnix 
deux  h  deux  est  ua  rectangle,  car  ses  côtés  sont  parallèles  aux  diago- 
nales du  quadrilatère. 

700.  Point*  oonojdîquet.  On  nomme  points  conc  y  cliques,  ou  points 
homocycUques,  quatre  points,  ou  un  plus  grand  nombre,  qui  apparliea* 
nent  h  une  même  circonférence. 

L'expression  points  concy cliques,  introduite  par  les  géomètres  anglai?, 
se  rencontre  fréquemment  dans  la  Géométrie  récente  ou  Géométrie 
Triangle. 

On  peut  énoncer  le  théorème  précédent  comme  il  suit  ; 
Les  points  milieux  des  côtés  d'un  quadrUatère  à  dio/gonales  rectangu- 
laires, sont  quatre  points  coneyeUques, 

70i.  Théorème.  J.CS  so},<m*'is  u,  C  d'un  triangle 
ABC,  fe  centre  dn  rerele  inscrit  et  le  centre  du 
cerrte  rT-in^rrit  htinjent  à  BC,  appartiennent  ti 
une  même  circonféicnce. 

En  effet,  les  bissertrices  El,  BD  des  angles  sup- 
plémentaires ABC ,  CBE  sont  perpendiculaires  l'une 
à  Tautre;  il  en  est  de  même  de  IC  et  de  CD;  donc 
la  circonférence  décrite  sur  ID  comme  diamètre 
passe  par  6  et  C. 


D 

Fig.  437. 
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702.  Théorème.  Si  du  milieu  de  Varc  sous-tendu  par  une  corde  AB, 
on  mène  deux  autres  cordes  CD  et  CE  coupant  la  première ,  et  si  Von 
joint  leurs  extrémités ,  on  forme  deu.r  triangles 
CDE  et  CFG  étpiiangles  entre  eux,  et  u)i  quadri- 
latère inscriptible  DEGF. 

\^  I/aogle  C  est  commun  aux  deux  triangles; 
Tangle  D  du  grand  triangle  a  pour  mesure 
V»('»*  +  w)i  et  Tangle  G  du  petit  a  aussi  pour 
mesure  y^im-^-n),  (G.,  n^  151.)  Donc  les  deux 
triangle»  sont  équiangles.  (G.,  n**  93.) 

2°  L'angle  D  du  quadrilatère  a  pour  mesure 
YtCBE ,  et  Pangle  opposé  G  a  pour  mesure 
Vî(^ +  ou  '/jCADE;  les  angles  opposés  étant  supplémentaires, 

le  quadrilatère  est  inscriptible.  C.  Q.  F.  D. 

Remarque.  Les  deux  cordcs  AB  et  DE  sont  antiparallèles. 

Exercice  139. 

703.  Théorème.  Un  polygone  est  régulier  lorsqu'il  est  inscriptible  et 
circonscriptible  à  deux  circonférences  concentriques. 


Fig.  438. 


Fig.  439. 

Le  polygone  étant  circonscriptible,  il  en  résulte  OM  =  ON;  donc  les 
deux  cordes  AB,  BC  sont  égales  comme  également  éloignées  du  centre  0 
du  cercle  de  rayon  OA. 

De  Tégalité  des  cordes  résulte  Fégalité  des  angles. 

704.  Théorème.  Lorsqu'on  prolonge  chaque  côté  d'un  polygone  régu- 
lier,  dans   le  même  sens  et  d'une  même 
quantité f  on  obtient  un  nouveau  polygone 
régulier  A'B'C...  (fig.  439). 

70i».  Théorème.  On  donne  un  polygone  ré- 
gulier d'un  nombre  impair  de  côtés,  par 
(Temple  wn  pentagone  ;  on  prolonge  les  apo- 
thèmes jusqu'au  cercle  circonscrit;  on  obtient 
ainsi  les  sommets  d'un  pentagone  égal  au 
premier.  Les  côtés  des  dewc  pentagones ,  en 
*e  coupant  deux  à  deux,  forment  un  déca- 
gone régulier  (fig.  440).  Fig.  440. 
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ExaroSce  14#.  —  I 


706.  Théorème.  Si,. par  les  sommetB  d'un  triangle  ABC  ^  on  fait  passer 
trois  circonférences  qui  se  coupent  deux  à  deux  sur  les  côtés  de  ce 
triangle  en  D,E>F> 
lo  Ces  trois  circonférences  passent  par  un  même  point  0, 
2^  Uangle  AOB  égale  la  somme  des  angles  C     D,  VangU  BOG  égale 

A  plus  E,  rangle  COA  égals  B  plus  F. 

1°  Soit  0  le  point  de  concours  des  circonfé- 
rences qui  passent  par  les  sommets  A  et  B. 

A  canse  des  quadrilatères  inscrits ,  l'angle  FOD 
est  le  supplément  de  A,  DuE  est  le  supplément 
de  B;  mais  les  trois  anprles  au  point  0  et  les 
angles  A,  B,  C  valent  ensemble  6  droits;  or  les 
angles  A,  B  et  leurs  suppléments  donnent  4  droits: 
donc  FUE  et  i\  valent  ensemble  2  droits;  par 
suite,  le  quadrilatère  CFOE  est  inscriptible ,  et  la 
circonférence  F(  .E  passe  par  le  point  0.  C.  Q.  F.  1), 

2"  Prouver  que  l'angle  BOC  =  A  4-  E,  etc.  ^ûg.  442.) 

Hepréeentons  â  droits  par  r,  on  a  : 

Paogle  BOG  =  a'  +    =  a  + 

or  a  =  ic  — (C  +  vi,    f>  =  ,r  — (B  +  î) 

A 


Flf.  441. 


---- 


d'Où 
doac 


C.  Q,  F,  D. 


BtjC  =  i;  —  (B  +  C)  +    -  (y  +  ô) 
BOG  =  A  +  E 

706  a.  8«olie.  Si  le  tria mj le  inscrit  DEF,  variable  de  position  ei  de 
grandeur,  reste  semblcUfle  à  lui-même,  le  point  0  est  invariable  de  posi- 
tion; car  la  aoinme  A  -f-  E  est  coostante,  elc,  doDC  le  point  O  peut  6tre 
déterminé  par  les  segments  da  cercle  BOG  capable  de  A  4*  E«  de  COA 
capable  de  B  +  F. 

706  6.  Mùtê.  La  secoode  partie  du  ttiéorème  précédent  et  la  conséquence  si 
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remarquable  ei  si  féconde  qu'on  en  tire,  sont  dues,  croyons-nous,  à  M*  Nbubbr6« 

(J.  M.  E-,  p.  152,  n"  8.) 

La  que&tion  élémentaire  précédente  sera  fréquemment  rappelée  diins  Ie3  ques- 
tions relatives  au  centre  permanent  de  simiîihide  (n"»  2476  et  suivants). 

706  e»  SktoMloB.  «Si  Van  ehoini  un  pûini  arbitrairement  sur  chaque  arête 
étuH  tétraèdre,  les  quatre  sphères  passant  respectivement  par  chaque  sommet 
et  par  tes  poinU  situés  sur  les  trois  arêtes  adjacentes  ont  un  point  commusi, 

Ô.  Hoe£BTB. 

Popr  la  démonstration  on  peut  voir  :  Mathésis,  1884,  page  16»  question  45. 

Exercice  140.  —  II. 

c/.  Théorème.  .Sur  ies  côtés  AB,  BG,  CA  d'un  triangle,  on  prend 
froifi  poifita  qî(('frn,,'inrs  (]\  \\  B'.  on  décrit  les  cercles  AB'C,  BC'A',  CA'B', 
f/t/i  coujH^fit  t'csjit't  (irrment  çn  D,  E,  F  trois  parallèles  issues  de  A,  B,  G. 
Démontrer  que  les  points  D,  E,  V  ci  le  point  S  nnnmuit  nf(x  trois  cercles 
sont  en  ligtie  droite.  (J.  M.  E.  de  Vuiuert,  lb93,  l®^  ocL,  p.  4.) 

Les  quadrilatères  inscriptibles  SACD^  SBEC,  donnent  : 

angle  DSC'  =  DAC';    ESC'  =  EBC' 

or  DAC'  =  EBG' 

donc  DSC  =  ESC' 

ainsi   DS  et  ES   se  confondent. 


Fig.  4^. 


De  même  DS  coïncide  avec  SF,  d'où  rébulte  que  leâ  quatre  points 
F,  S  sont  en  ligue  droite. 

707.  Théorème.  Une  circonférence  est  circonscrite  à  un  triangle  ABC; 
iii/o  circonférences  qui  se  coupent  deux  à  deux  aux  points  A,  B,  C, 
f  dont  les  centres  sont  sur  la  circonférence  circonscrite ,  passent  par  un 

'     Il  aofût  de  se  reporter  à  un  théorème  précédent  (n"  701  ). 

Les  trois  cîreonférences,  telles  que  celle  dont  0  est  le  centre  (flg.  437), 
passent  par  le  point  de  concours  1  des  bissectrices  intérieures. 

13* 
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Exercioe  141. 

706,  Tbéorèmm,  Étant  donné  un  quadrilatère,  ai  Von  mène  de»  ctreon- 
férences  tangentes  intérieurement  aux  côtés  pris  trois  à  trois,  les  qunirt 
oentres  ainsi  obtenus  sont  les  sommets  d'un  quadriiatère  inseriptible. 

En  effet,  les  centres  en  question  ne  sont  autres  que  les  points  de 
concours  des  bissectrices  intérieures  du  quadrilatère  considéré.  Ur  ces 
bissectrices  forment  un  nouveau  quadrilatère  dont  les  angles  opposés 
sont  supplénieiiUires  (û^  551);  donc  ce  quadrilatère  est  inscriplitk. 
(G.,  no  157.) 

709.  Tliéorèm.  A  chaque  côté  éVun  quadrilatère  et  aux  prolonge- 
ments des  deux  côtés  adjacents  du  côté  considéré,  on  décrit  une  drm- 
férence  tangente;  prouver  que  les  centres  des  quatre  cercles  tançenU 
ainsi  décrits  appartiennent  à  une  même  circonférence. 


Exercice  142. 

710.  Théorèm*.  Sur  chaque  côté  d'un  quadrilatère  inscriptible  pris 

pour  corde,  on  décrit  une  circonfé- 
rence; les  quatre  circonférences  $f 
coupent  deux  à  deux  en  quatre  aulm 
points  qui  appartiennent  à  une  mèmt 
circonférence. 

Les  trois  angles  foroiés  au  point  u  . 
valent  4  droits;  donc,  h  couse  des 
quadrilatères  inscrits,  l'anirle  •>  du 
quadrilatère  FUHl  é^Mle  la  somme  des 
suî>|»!ènienls  des  deux  autres  ajigies 
du  point  G  :  ainsi 

HGF  ou  G  =  BAF  +  BGH 

De  même 

FÎH    ou    I=lJCIi  +  DAF 

d'où  G  +  1  =  A4-C  =  2  droits 

donc  le  quadrilatère  FGHl  est  ioseriptîble. 

710a.  Reoiarqiie.  Ce  théorème  se  rapporte  directement  aux  poly^ouo^ 
curvilignes.  On  sait  que  la  somme  de  deux  angles  opposés  d'un  quadnla- 
tère  curviligne  inscriptible  égale  la  somme  de  deux  autres  angles  (n°  686  , 
et  que,  réciproquement,  le  quadrilatère  est  inscriptible  lorsque  celle 
relation  a  lieu  (  n^  696);  d^aiUeurs,  lorsque  deux  cercles  se  coupent,  les 
angles  curvilignes  aux  deux  points  d'intersection  sont  égaux  entre  eux 
(n'  G93).  Par  suite,  ABCD  étant  inscriptible,  on  a»  pour  les  aogles  cur- 
vilignes, 

A  +  C  =  B  +  D;   d'où  F  +  H=:G  +  1 
Donc  FGHl  est  inscriptible. 

710  h.  Théorème.  Les  centres  des  cercles  inscrits  aux  quatre  triangles 
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gue  dêleirminent  les  deux  diagonales  d'tm  quadrihttère  inscrit  sont  les 
sommets  d'un  rectangle.  (N.  C.  M.  1874-75,  p.  228.)  On  peut  TOir  auBSi  : 
Théorèmes  et  Problèmes^  par  M.  Catalan,  6<»  édition ,  1878,  p.  50. 

Bxmioe  143.  —  I. 

711.  néoréme.  Qttixtre  droites  se  coupant  deux  à  deux  forment 
quatre  triangles;  les  circonférences  circonscrites  à  ces  quatre  triangles 
postent  par  un  même  point,  (Steiner,  Annnhs  de  Gergomie,  t.  XVlll, 
i827,  p.  30Î.  Citation  de  Baltzer,  PJaniaicLiie,  §  iv,  no  7.) 

(Voir  Méthodes  ^  n  '  21 .)  Le  point  commun  aux  quatre  cercles  est  nommé 
point  de  Miquel  (d^  689,  note). 


Exereioe  14S.  —  II. 

711  a»  Théorème.  Une  transverscUe  queleongite  coupe  les  côtés  d*un 
triangle  donné  ABC«  elle  rencontre 
AB  en  C\  BC  en  A\  GA  en  B\  on 
areonscrit  des  circonférences  aux 
triangles  AB'C,  A'BC,  A'B'C,  les 
eireonférences  se  coupent  en  un 
même  point  M  du  cercle  circonscrit 
4»  triangle  donné. 

C'est  Ja  iMÔme  question  que  pré- 
cédemment (^no  711),  voir  aussi 
n«  819. 

SmUs.  Eu  projetant  le  point  M 
sur  chaque  côté  du  triangle  et  sur  la  transversale ,  on  obtient  quatre 
points  en  ligne  droite,  (Voir  ci-aprôa,  n<>«  767  et  2464, 


Exercice  144. 


712.  Tht  orf  me.  h's  n'utrcs  des  circonférences  circonscrites  aux  quatre 
triangles  foi  incs  par  quatre  droites  qui  se  coupent  deux  à  deux  appar- 
tiennent à  une  même  circonférence. 

<>n  que  les  quatre  circonférences 
circonscrites  aux  quatre  triangles  for- 
ent par  quatre  droites  se  coupent  ^^n 
i^n  nieme  p  jint  I*  n'^  711  ^:  les  (jiialie 
quadrilatères  ACPI',  AnPK,  P>(:i:P, 
BiJFt^  sont  inscrits,  ils  ont  deux  à 
<l^ux  une  corde  commune:  pour  avoir 
centres,  ëievons  des  perpendicu- 
iair»-Sfiu  milieu  de  ces  conIc\-. 

Pour  les  quadrilatères  ADPti,bCLP, 
le>  '  t^ntre;.  ^ont  sur  IlUL. 

Hur  ADPi:,  nOPF,  les  centres  L 
et  N  soot  sur  les  perpendiculaires  élevées  au  milieu  de  W,  etc. 


Fig.  m. 
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Or  les  arcs  (]PF,  DPl£  soûl  sembliibles  comme  mesurant  le  même 
aDglû  A;  mais  Taiigle      L  —  «/,  DPE   et   M  =     CPF  ; 

donc  L  =  M  et  le  quadrilatère  LMNO  des  quatre  centres  est  inscriptibie. 

Exerdoe  146. 

713.  Théorème.  Dtuis  lotit  polygone  inscrit  de  2n  côtés ^  la  somme  des 
angles  de  rang  pair  est  égale  à  la  somme  des  angles  de  rang  impair. 

En  prenant  le  double  de  la  valeur  de  chaque  angle  inscrit  ^  on  a  : 

1=   b  +  c  +  d  +  e  +  f+g 

3=    d e f -\- g -\- h -j- n 

S=  / -t-y  +   +  ^' +  ^ -^ 

7=   h-^a-i-b-^c  +  d  +  e 

l-|-3-j~S"l"^~   3  fois  Ja  circonférence  entière. 

U  en  serait  de  même  du  double  de  la  somme 
des  angles  de  rang  pair;  donc  les  deux  sommet 
sont  égales. 

Dans  Texemple  donné,  chaque  somme  égale 
trois  fois  ta  moitié  de  la  circonférence  ou  six 
angles  droits. 

714.  Remarque.  En  p^énéral ,  !a  fomrae  des 
angles  iii((^ricurs  d Un  polygone  ajaiit  2)i  cotés 
est  donnée  par  la  formule  : 

2  droits  (2n  — 2) 
donc  la  somme  des  angles  de  rang  pair  est  donnée  par 

1  droit  (2n  —  2) 

La  somme  des  angles  d^un  des  groupes  égale  autant  d'angles  droits 
qu'U  g  a  de  côtés  moins  deux. 

Exercice  146. 

71  tt.  1er  TlU^orème  de  Pénoekt.  Si  deux  polygones  inscrits  de  2d  côtés 
ont  (2n  —  1)  côtés  respectivement  parallèles,  les  deux  derniers  côtés  sont 
aussi  parallèles. 

En  effet,  tous  îes  côtés  étant  donnés  parai l»Mes  deux  à  deux,  sauf  deui 
d'entre  eux,  AR  et  A'B',  par  exemple,  on  reconnaît  que  \ouh  les  an^rlc? 
du  premier  polygone,  sauf  les  anirles  A  et  B,  sont  connus;  il  en  e>t  <Je 
inènie  pour  le  second.  Or  A  et  B  appartiennent  à  deux  groupes  ditleronls 
et  se  trouvent  déterminés.  En  effet,  supposons  que  nous  ayons  des  ^cto- 
i^niics ,  1.1  somme  des  ani^'Ies  de  roni:  pair  égale  six  droitfij  il  eu  est  de 
mètiie  de  celle  des  angles  de  rang  impair. 

Soit  M  la  somme  des  trots  angles  de  rang  pair  qai  sont  connus ,  et  N 
celle  des  trois  angles  de  rang  impair;  nous  aurons 

As==6drott8  — M  et  B  =  6droiU-N 

or  on  a  aussi         A'  =  6d  — M  et  B'  =  6<f  — N 

donc  A    A',   B  =  B'   et  les  côtés  AB  et  A'B'  sont  parallèles. 


bigiiizeo  by  Google 


LIVRE  II  901 

716.  Renanine.  Le  théorème  peut  être  énoneé  comme  il  Buît  : 

Si  un-  polygone  de  2n  côtés  demeure  conslainuicnt  inscrit  dans  un 
mémB  ceirele  et  que  chacun  de  i  !2n  —  i  )  côtés  se  meuve  pavallèlem&nt  à 
lui^méfne  j  le  dernier  côté  se  mouvra  au6si  parallèlement  à  lui-même, 
iN.  A.,  1850,  p.  136.) 


Exercice  147. 

717.  2«^-  Théorème  de  Poncelet.  Lorsqu'un  polygone  de  {2n-\-\)  côtés 
€Sft  constamment  inscrit  dans  u}i  cercle, 
61  2ii  côtés  se  meuvent  parallèlement 
ù  eu^-7/icmes ,  le  dernier  côté  conser- 
vora  une  grandeur  constante. 

En  eiret,  soit  AB...  GA  un  polygone 
d'un  nombre  impair  de  côli^s,  dont  tous 
les  côtés,  saur  AB,  se  meuvent  paraliô- 
leoteAt  à  eux-niêDies  et  devieunent 

B'C'D'E'F'G'. 

Il  faut  prouver  que  A'B'=:AB. 

Or,  en  limitant  les  polygones  par  les 
diagonales  BG  et  B'G',  on  a  des  poly- 
gones d*on  nombre  pair  de  côtés;  donc 
B'iy  est  parallèle  à  BG  (d»  715  et  716). 

.Mais  iVAf  est  aussi  parallèle  à  GA  par  construction;  donc  les  angles 
Éùscrits  AGB  et  A'G'B'  sout  égaux;  par  suite,  la  corde  A'B'  =  AB. 


C.  Q.  F.  D, 


>  718.  Xh«ov«m«.  Cercle  des  neuf  points  ou  cercle  d^Euler.  Dam  un 
êrianfjle,  les  milieux  des  càiéêf  les  pieds  des  hauteurs  et  les  milieux  des 
érmies  qui  joignent  les  sommets  au  point  de  concours  des  hauteurs  sont 
^tiêée        têne  même  cireonférence.  (Euler*.) 

(Mêthodtf^ ,  iv  -7;  on  peut  voir  aussi  le  720.) 


Exercice  149.  —  I, 


710.  Théorème»  (aL  Le  centre  du  cercle  des  neuf  points  csl  au  milieu 
dt-  la  miroite  qui  joint  le  poi)tt  de  concours  des  hauteurs  au  centre  du 
cercle  €:ti'cuf49crit  à  ce  tnangle. 

:h).  J-^  rayon  du  cercle  des  neuf  points  eut  la  moilié  du  rayon  du 
cercle  l' i i't  ' ffisc nt . 

!  Xf^y/toftes ,  n"*  28.  Après  l'élude  du  livre  lil,  on  peut  recourir  à  une 
autre  démonstration.  !.<>  1202.) 

fttV.  /U»  tangent^  on  i  crdc  des  neuf  points  nu  point  milieu  d'un  côté 
tt  te  coté  sont  trrHtparaiièles  par  rapport  à  l'angle  opposé, 
{Méthodes,  ii«  28.) 


E-i^,  Mémoires  de  aaint-Pêknbourff,  en  1765. 
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Remarque.  II  nous  paraît  avantageux  de  reproduire  ici  la  démonstra- 
tion tin  théorème  fondamental,  à  cause  des  questions  nombreuses  qa^on  | 
peut  rattacher  au  cercle  des  neuf  points.  j 

720.  Cercle  des  neuf  points.  Dans  un  triangle  y  les  > nili eux  dc$  côtés ^  \ 

les  pieds  des  hauteurs  et  les  milieux  des  droites  qui  joignent  las  sùih-  j 
mets  au  point  d* intersection  des  hauteurs,  sont  situes  sur  une  inéme 

circonférence.  , 

Soient  H,  E,  F  les  points  milieux  des  cùl»''s;  AK,  GG  deux  hauteurs;.! 
H  loiir  point  (rinterseclion,  el  L  le  milieu  de  AH. 
il  suffit  de  prouver  que  la  circonférence  DEF  passe  par  K  et  par  L. 


1«  Menons  FK.  Le  trapèze  EDFK  est  isocèle,  et  partant  inscriptiMê 
(n<>  699).  En  effet,  dans  le  triangle  rectangle  ACK,  la  médiane  FK  =  PC. 


Mais 


! 


donc  ET)  — KF 

Ainsi  la  circonférence  |>FF  passe  par  le  point  K.  j 
2^  La  droite  FL  (tig.  449),  qui  joint  les  milieux  de  AC  et  de  AH^  el| 

parallèle  a  CH  ;  mais  FK  est  parait 
ièle  à  AB;  donc  l'angle 

LFE  égale  G  =  1  droit 
Ainsi  le  quadrilatère  ELFK 
inscriplible,  et  la  droite  LE  estli 
diamètre  du  cercle,  car  les  anfil^ 
LFE,  LKE  sont  droits.  Donc... 

Aii<iv  démonstration.  On  y^n 
dire  plus  rapidement  :  Lft  civcc*h 
férenee  du  point  milieu  D ,  E , 
1°  passe  par  le  pied  K  d<:^  hoB 


car  angle 
donc 


DEFK  est  inscriptible. 
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^9  poêêô  par  le»  points  d'Euler,  tels  que  L 
angle  EFL  =  AGC:=:90o 

«Bgla  E1>L=raB  =  90(» 

comme  ayant  leurs  côtés  parallèles;  donc  le  quadrilatère  DEFL  est  iûs- 

criplible. 

721.  Beauwques.  La  droite  LE  qui  joiot  le  point  milieu  L,  pris  but 
Qoe  hauteur  au  point  milieu  Ë  du  côté,  est  un  diamètre. 

S»  Pour  Biooplifler  les  énoncés  et  rappeler  qu^Eucen  est  le  premier  qui 
ait  considéré  les  points  tels  que  nous  aTOos  appelé jpotnt  euUrien  ou 
fùint  ^Euler  d'aue  hauteur  AK,  le  point  milieu  L  de  la  dislance  AH  du 
Boomiet  d^uo  triangle  au  point  de  concours  des  hauteurs*. 

3»  Si  0  est  le  centre  du  cercle  circonscrit,  DO  et  FO  Font  perpendicu- 
laires au  milieu  de  AB  et  de  AG;  donc,  à  cnuse  du  diaiucLtc  LE,  rann:le 
LDE  est  droit;  il  égale  donc  OFC,  mais  DK  est  parallèle  à  AC;  donc  DL 
est  aussi  parallèle  à  FO,  mais  FL  est  déjà  parallèle  a  GliG,  par  suite, 
i  DO;  ainsi  la  figure  ODLF  est  un  parallélogramme; 

donc  DL  =  OF 

et  OD  =  FL  =  VîCH 

ûe  ees  remarquée  on  peut  déduire  les  théorèmes  suivants  : 

Exerdee  148.  —  II. 

Ttt.  néorènie.  Dam  «n  triangle,  la  droite  qui  joint  le  point  d'Euler 
d'une  hauteur  au  mUieu  d'un  de»  côtés  adjacents  à  cette  hauteur,  est 
égale  et  parallèle  à  la  perpendiculaire  ahaissée  du  cetitre  de  la  circon- 
férence drcofiscrUe  au  triangle,  sur  le  second  côté  adjacent  à  la  hauteur 
•tmMérée. 

En  effet ,  on  vient  de  prouver  que  la  ligne  LD  est  égale  et  parallèle  à  la 
perpendiculaire  OF  (fig.  449). 

7^.  Théorème  >  La  distance  de  chaque  côté'd'un  triangle  au  centre  du 
Cercle  dreanacrit  à  ce  triangle,  égale  la  moitié  de  la  distance  du  sommet 
epposé  au  eôié  considéré,  au  point  d'intersection  des  hauteurs,  ou  ortho- 
centre, 

Ed  effet,  ou  a  FL  =  */,CH 

mais  DU=:FL 
4onc  DO  =  VtCH 

De  même  OE  =  Vi  AH  =  AL  =  LH  (Ûg.  449.) 

TU.  néorème.  Les  trois  droites  qui  joigtwnt  le  point  d'Euler  de 
tkaque  hauteur  d*un  triangle  au  point  milieu  du  côté  opposé,  sont  des 
diamètres  du  cercle  des  neuf  points;  elles  sont  égales  au  rayon  du  cercle 


•  £asfr^w«  rte  Gromélrie,  2"  édition,  lëë2,  n"  721.  Ltepui!*  quéiquen  aunéesi,  la  Géomélrte 
f*fmt  tiu  triani^le  vk  fait  inlrodolrtt  un  grand  nombre  d'ax>pellation8  de  point»,  de  droites, 
éktttda,  éb  eoniffiM*  remarquables  :  pointe  £«moine.  4a  Brocard»  de  Tarrjf;  droUêë 
"i'S'W:  cercle»  à£  LenuHne,  de  Tucker,  de  Neuberg i  éltipeeê  dtf  Broeara,dê  Xangehamp»; 
<^l«rM«  dâ  MUpper;  j>araboUê  tU  Artt^^vte, 
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eircùmerit  et  $e  coupent  au  point  milieu  de  la  droite  qui  joint  Vorth»- 
centre  au  centre  du  cercle  circomcrit, 

LE  est  un  diamètre;  il  en  serait  de  mdme  de  FJ. 

Lea  lignes  OE  et  AH  sont  parallèles; 
d'ailleurs  OE=:AL=LH 
par  suite,  lea  figures  ÂLEO,  LHEO  sont  des  parallélogrammes; 
donc  LE£=ÂO 
et  LE,  HO  se  coupent  respeetivement  en  leurs  milieux  (fig.  449). 

C.  Q.  -f.  lï« 

Reinar({uet.  !<>  Le  diamètre  LME,  qui  aboutit  au  point  milieu  (fan 
côté  BC,  est  égal  et  parallèle  au  rayon  AO  du  cercle  circonscrit,  rayon 
qui  aboutit  au  troisième  sommet. 

29  La  considération  des  figures  semblables  établit  plus  simplement  que 
le  rayon  du  cercle  des  neuf  points  est  la  moitié  de  celui  ilu  cercle  cîrcon?- 
crit,  car  les  deux  cercles  sont  circonscnls  aux  triangles  bcmblables  EDh 
ABC,  dont  le  rapport  des  cùlés  égale  '/j  \^n^  1119). 


Eseroioe  149.  —  III. 


725. 


Mener  FL  et  FE. 
Fig.  451. 


I.  Un  triangle  donné  et  les  troLs  triangles  qui  ont  jwur 
base  un  des  côttîs  du  pretnier  et  pour  mo» - 
met  commun  V orthocentre  H,  ont  mém. 
cercle  des  neuf  points. 

En  effet,  pour  le  triangle  BCH^par  exemple 
E,  S,  J  sont  les  milieux  des  Irois  cèUs 
dont  le  cercle  de  centre  M  est  le  cercle 
des  neuf  points. 

Les  trois  hauteurs  sont  HK,  EGA  et  CIA; 
ces  trois  lignes  se  coupent  au  point  A.  Pour 
la  hauteur  EGA,  BA  est  la  distance  du  som- 
met au  point  A  de  concours;  donc  un- 
lieu  du  côté  primiUf  BA,  est  le  point  d'£it- 
1er  de  la  hauteur  BG  du  triangle  BHG. 
ReoMiniiie.  Les  points  euîériens  des  Irois 
liauleur.s  d'un  triangle  donné  et  les  points  milieux  des  trois  côtés  de* 
vciienl  jouir  des  mômes  pi  r  priélés,  puisqu*lls  jouent  le  môme  rôle  dans 
la  ligure  d'ensemble  formée  par  les  quatre  triangles  ABC,  ABH,  BCfl, 
GAH. 

On  pourrait  déduire  bien  d^autres  conséquences  du  théorème  du  cercle 
des  neuf  points  ;  en  voici  encore  une  assez  remarquable  :  M  est  au  milieu 
de  lin,  et,  par  suite,  au  milieu  de  la  droite  qui  joindrait  le  sommet C 
iiu  e  n  Ire  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AHB;  on  a  donc  le  théorème 

suivant  : 

726.  Th(^orème.  Les  circonférences  circonscrites  à  chacun  des  ti'iannlft 
ABC  ,  Al  .11,  BCH,  CAH  sont  é(/ates.  Us  quatre  droites  qui  joiiiuent 
chi"i>'r  so/H)r>rf  cl  fp  ]>oinf  [[  au  coitre  du  cercle  circonscrit  con'Csp<M' 
du  1,1  passent  par  le  même  pmni;  ce  pond  est  le  milieu  de  chacune  de  ce» 
ligues. 

Remarque.  Plusieurs  des  tliôoi  ômes  précédents  sont  de  Carnût.  {Ovo 
mèirie  déposition,  n*^  121),  laO,  p.  102.) 
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Exerdoe  148.  —  IV. 


'rôties 


:  néortee.  Dans  un  triangle  BAC.  Vangle  DEG,  formé  par  les 
s  qtd  joignent  le  point  mUieu  E  d'un  côté  de  ce  triangle  au  pieO  G 
is  la  hauteur  et  au  peint  milieu  D  ^  BC,  égale  la  différence  des  angles 
ietC  du  triaugle. 

En  elTet ,  la  dioile  DE,  qui 
'Mii  les  milieux  de  deux  côtés, 
st  parallèle  au   troisième  AC; 

Tangle  DDE     C  V •  . 

Le  triangle   AGB   élant  rec- 
în^le,  la  médiane  GE  égale  la 
)oitié  de  la  base  ;  ainsi  le  triangle 
est  isocèle  ;  donc 

Taogle  BUE  s  B 

Or 

l'âDgle  DEG  =  BGE  —  DDE 

(G.,  n^Sa.) 
toc      DEG  =  B  —  C  ^ 

C.  Q.  F.  D. 


 • —  ^ 


Fig.  452. 


728.  Théovène.  Si  Van  mène  la  bissectrice  ÂL  de  l'angle  A  et  qu'on 
^'(ixsse  Us  perpendiculaires  BH,  CL,  ^  quadrilatère  DHGL  est  inserip^ 
Uê  (fig.  45S). 

Prolonjareons  BH  et  CI^  jusqu'à  la  rencontre  des  côlés  op[)o>és,  les 
iancrlps  ABl,  ACJ  seront  isocèles.  La  droite  DL,  qui  joint  les  points 
«iieux  de  BG  et  de  CJ,  est  parallèle  à  AB;  elle  est  donc  sur  le  prolon- 


ni  de  DF  ;  donc  Tangle  DLH  = 

U  quadrilatère  ABGH  e&i  ioscriptible,  car  les  aogles  AHB,  AGB  sont 

poils. 

AÎMÎ  HGD ,  su pplément  de  HGB  =  BAH  =  ~ . 

Les  aogles  DLH,  DGH  étant  ^aux,  le  quadrilatère  DHGL  est  ins- 
PptiNe.  C.  Q.  F.  D. 


'id.  CoroDiure..  La  droite  DH,  qui  joint  les  milieux  D,  H  deBG, 
If  Mt  parallèle  à  GA.,  elle  est  située  sur  DË  et 

raDgleBDH  =  C 

Or,  angle  GLH  =  GDH  =  C 


^  Ainsi 


rangle  GLD  =  C  +  ^. 


Lorsqu'on  projette  les  sommets  B  et  C  en  H'  et  L'  sur  la  bissectrice 
^neore  de  l'angle  A ,  le  quadrilatère  DGH'L'  est  inscriplible. 

[>  La  droite  DHE  passe  par  le  point  H'. 
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730.  Théoténe.  le  centre  du  cercle  DHGL  est  sur  le  cercle  da  nafl 
points.  H  en  est  de  même  du  centre  du  cercle  DGH'L'  {  fig.  452  ). 

Soit  U  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  DUGL. 

L'angle  au  centre  DOG  =  2DLG 

donc  DOG  =  2(c  +  4^)=2C  +  A 

Mais  l'an-le    r>EC.  =  B  — C 

donc  D0G  +  DËG  =  A  +  B  +  C  =  i80 

Ainsi  le  quadrilatère  DOGE  est  Inscrlptible -,  donc  le  centre  0  est  su 
le  cercle  des  neuf  points,  puisque  ce  cercle  passe  par  D,  G. 

731.  Scolics.  1.  On  (lôiiioDlrcrait  aussi  que  le  centre  dn  rrrcle  circooM 
crit  au  quadrilatère  buii  li  est  sur  le  cercle  des  neuf  poi  nls. 

n.  Les  bissectrices  de  Tangie  B  donneraient  lieu  à  doux  nouTead 
cercles,  dont  les  centres  seraient  sur  le  cercle  des  neuf  points;  il  d 
serait  de  raôme  des  bissectrices  de  Tangle  C;  donc  on  a  sir  nom^e^À 
points  qui  appartiennent  au  cercle  connu  sous  le  nom  de  cercle  des  ud 
points.  J 

111.  Les  centres  0,  O'  sont  aux  extrémités  du  diamètre  ONC  perpend 
culaire  au  milieu  du  segment  DG. 

Exeroine  14B.  —  V. 

73ft.  Théoitoe.  Le  cercle  des  neuf  points  passe  par  Ip^  centres  <k  nnçji 

quatre  cercles  que  Von  peut  déum 
fier  directement. 

On  sait  que  le»  quatre  triangil 
ABC,  AHB,  AHC,  BHC,  ont  miq 
cercle  des  neuf  points  (n^  725);  < 
chacun  de  ces  triangles  donne  lies 
six  cercles;  donc... 

Exemple.  La  bissectrice  de  Tang 
CAll  donne  les  cercles  O,  0'. 

Le  cercle  0  passe  par  le  oaift 
K  du  côté  CH ,  par  le  pied  P  de 
perpcmiirulairt;  AP  abaissée  sur  C 
et  par  les  projections  L,  M  des  soi 
mets  C,  il,  sur  la  bissectrice  A.ML- 

733.  RenMtqvet.  io  Rien  n*estpi 
facile  que  de  multiplier  indèllniôi^ 
le  nombre  de  points  que  Von  peut  i 
terminer  directement,  et  par  lesquels  passe  néanmoins  le  cercle  i 
neuf  points  d*un  triangle  donné  ABC. 

En  effet,  le  cercle  considéré  est  circonscrit  au  triangle  DEF,  que  ï 
peut  nommer  triangle  médian,  pour  rappeler  qu'il  passe  par  les  pieds  ^ 
trois  médianes  (ou  triangle  complémentaire  de  M.  NsunsHo  n*  432).  ( 
en  prenant  G,  pied  de  la  bauteur  AG,  comme  le  point  milieu  de  la  b 
d'un  triangle,  on  peut  dire  que  EFG  est  le  triangle  médian  auquel 
circonscrit  le  cercle  des  neuf  points. 


Fig.  45a. 
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menant  par  les  sommets  F.  i  l  des  parallèles  aux  côtés  opposés, 
obtient  IJK  pour  trian^He  principal;  les  points  1),  E,  F,  G  sont  com- 
m  aux  deux  triangles  AP.C  et  IJK.  II  en  est  de  môme  du  point  P, 
lieode  BU  et  en  même  temps  milieu  de  OJ.  Le  point  R  est  le  milieu 

A  1 


's  7^ 


H  


r. 


Vig.  464. 


)K  et  celui  de  CH;  mais  il  y  a  trois  points  nouveaux  :  le  point  milieu 
QI  et  les  pieds  M  ,  N  des  perprndiculairf^?  JM,  KN. 
^li  peut  construire  deux  triangles  analogues  à  IJK;  doac  les  trois 
Dgles  aÎDsi  formés  donueut  neuf  nouveaux  points. 

;î4.  2^  Le  triangle  dont  ESF  serait  le  triangle  médian  ou  triangle 
iplénw/i faire  (n'^  ^i32,  Reoj.^  no  donnerait  que  deux  nouveaux  points, 
le  point  milieu  de  Ul  serait  le  pied  de  la  hauteur  abaissée  sur 
•Mé  parallèle  à  EF  et  D  serait  le  point  d'Euler.  Les  deux  autres 
Uur»  passeraient  par  P,  R;  mais  le  triangle  correspondant  à  ELF 
nfrait  aussi  deu  x  points.  Il  y  aurait  à  considérer  quatre  autres 
Dgîes  analogues  pour  les  côtés  DE,  DF;  donc  on  aurait  doute  nou- 
ix points,  etc. 


Exerotœ  ISO. 


5.»  Théorème.  I^cs  quatre  centres  des  cercles  inscrits  et  ex -inscrits  à 

triangle  étant  joints  deu.r 
fux  donnent  sûr  longueurs; 
nontrer  que  les  six  milieu.r 
r:?  droites  sont  sur  la  cir- 
^l'irence  circonscrite  au  tri- 
^  donné.  (The  ^fafhemati' 
nnthly,  1859,  Etitts  -  Uni?^. 

inéoréme  indiqué  dès  1849 
nM.  Mfinsioit.—  N.  A.,  IboO, 

jot  ABC  le  triangle  donné, 
»,E,  F  les  quatre  ceolrcs. 
tuseetrices  înléricu res  AD ,  ^  ^ 

CF  80ot  perpendiculaires  .    ,    ,       ^    *  , 

btsfiectri€ea  extérieures;  elles  sont  donc  les  hauteurs  du  triangle 


â: — ^ 
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DEF  (o*  662).  Dès  lors  le  cercle  circonscrit  au  Irianu  l  ^  ABC  est 
cercle  des  neuf  points  de  DEF.  Il  passe  donc  par  ie  point  L 
de  ID  (o«  720)  et  par  le  point  G  milieu  de  FE,  etc. 

Remarque.  On  Sait  que  LG  est  un  diamètre  du  cercle  des  oeuf 
(n°  741,1). 

£xeroioe  ISl. 

730.  Théorème.  La  somme  fk-s  rayons  des  trois  cercles  ex-i*iscr 
égale  le  rayon  du  cercle  imcrit,  augmenté  de  quatre  fois  le  rayim 
cercle  drcorucrit. 

Soient  (fig.  4155)  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  r  du  cercle  ins 
f*,  f^*,  r'"  les  rayons  des  cercles  ex-inscrits  tangents  aux  cdtés  a,  6» 

IT=:r,   DG'^r'/  LG=2R 

Le  point  L  étant  le  milieu  de  1)1 ,  on  a 

LP  =  -^^-^    (Q""  436«  3o  cas ,  fig.  2âOi 

d^où    LG   ou   2R==-+~  t^^^^^  r+r"  +  r'"=zA\\^r 

C-  0.  F.  h. 


Kiermoe  152. 


737.  Théorème.  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  rayons  du  er 

inscrit  et  du  cercle  circonscrit  égale  la  somme 
perpendiculaires  abaissées  du  centre  du  cercle 
conscrit  sur  chaque  côté,  (Carnot,  Géométrie 
position,  n*  437,  page  467.  —  Détnonslration 
M.  Mbnsion.  —  N.  A.,  \m,  page  325.) 

Soient  d',  d",  d'"  les  distanceb  du  cenlre  O  a 
trois  côtés  a ,  h,  c. 
On  a  trouvé  au  théorème  précédent  : 


Fig.  458. 


LP  = 


r  —  r 


donc 
d'où 

de  même 

d'où 


2R  =  2£i'4-r'— r 


r' —  r 


2R  =  2<r'  +  f^'  — r 

r"'  —  r 

d'"  =  H  -  — 

Ajoutons,  on  a  : 


d'où  2R  =  2ti 


r 


OK  =^  2  (d'  +  d"  +  d"'j  +  ir'  +  r"  +  r'")  —  3r 
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Mais  O'M)  +  r"  +     =  4R  +  r 

>ù  6R =2  (d!  +  d"  +  <i ')  +  4R  —  2r 

d'  +  ri"  +  <ï"'  =  R  +  r  CQ.F.D, 


Polygones  circuuscrits  au  cercle. 


7.>4».  Le>  e.xercicf»s  rclalir>  aux  polygones  circonscrits  demandent  fré- 
raicneot  l'emploi  du  tiiéorêtue  suivant  : 

les  tangentes  qiti  partent  d'un  même  point  sont  égales.  Lanxjle  qu'elles 
-ment  eufre  elles  est  te  supplément  de  t'angle  des  rayom  de  conta4it. 
192.) 

Exercice  153. 


ne.  Un  amfle  gitelronque  A  étcuit  forme  par  deu.r  fan- 
nUs  AD  et  AK  ù  une  même  circoufvrnice ,  si  l'on  mène  une  troisième 
w.rhte  BC  mobile  fl^f  côté  du  sommet ,  le 
mngle  ABC  ainsi  formé  a  un  périmètre 

^t  l'angle  au  centre  BOC  sous  lequel  est 
e  cette  tangente  mobile  eut  cnnsfnnt. 
Examiner  le  cas  oti  l'on  mineratt  la  taU' 
nie  à  Vopposé  du  sommet,  en  B'C'\ 
!•  Menons  les  ra^'ons  CD,  OE,  0[,  aux 
ku  de  contact  des  tangentes, 
bo  a  BI  ==BD  et  C1  =  CE,  comme  tan- 
Btes  issues  d*un  même  point.  Donc  le 
rimètre  du  triangle  ABC  égale  la  somme 
i  Ungeoles  AD  et  AK,  quanlHé  indépen- 
Ole  de  la  position  de  BC, 

La  droite  «  >B  est  bissectrice  de  Pariglc  DOI  formé  par  les  rayons  qui 
iii  aux  points  de  contact  (0.,  192),  et  de  même  OC  est  bissectrice 
Vânffle  loK  [>oiic  Tangle  BOG  est  la  moitié  de  Fangle  total  DOE« 
iuèl  est  constant  et  égal  au  supplément  de  A, 


Fig.  457. 


L'aniçle  BOC  -\-  B'UC  =  18ûo. 
Si  Ton  considère  la  tangente  B'C,  on  voit  qu'il  faut  retrancher  celte 
hite  B'C  de  la  long^ueur  ÂB'  -|-  AC  pour  a?oir  la  valeur  constante 

X^t  à  rsDffle  B'OC,  il  est  constant,  car  il  est  la  demi-somme  des 

constaoU  DOI' et  EOl'. 
Oq  a  donc  le  théorèine  suivant  : 


.  .     .  «  lo  l'  iii^lo  au  centre  constant,  qui  correspoua  à  une  tangente  mobile, 

'Lvij»*Mteor^^»  déduit  de  belles  propriété»  relative»  aiui  conique*.  <G..  û«  633; 
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740.  Théorème.  lorsqu'un  triangle  circomcrii  à  un  cercle  donné  a 
angle  constant,  la  somme  des  côiéê  qui  comprennent  cet  angle ^dÀM 
nuée  du  côté  opposé,  est  une  quantité  constante, 

IjC  côté  opposé  est  vu  du  centre  souê  un  angle  comtant, 

£serotoe  154, 

741.  Théorème.  Dans  un  triaivjlc  rcctcnKjlc  ABC,  la  i=f>mm€  des  d'\ 
de  l'angle  droit  égale  la  somme  des  diainètres  drs  deua:  arconfêr^m, 

imcrite  et  circonscrite, 

La  circonfôreDce  circoDscrite  a  pour  ^ 
mètre  Thypotéouse  BC  du  triangle. 

Dans  la  circonférence  macrite,  al  r 
mène,  aux  points  de  contact,  les  rayons  i 
et  OF,  la  figure  OEAF  est  un  carré.  On 
à  cause  des  tangentes  qui  partent  d^im  mè^ 
point, 

CE  =  CD 


flg.  466. 


d'où 


BF  =  BD 
CE  +  BF  =  BG 


Ajoutons-y  Tégalité  AE  +  AF  =  âr 
Il  vient  AC  +  AB=BC  +  2r 


C.  Q.F.D. 


742.  Théorème.  Le  rayon  du  cercle  ex-inscrit  tangent  à  Vhypotéw 
d'un  triangle  rectangle,  égale  la  somme  des  rayons  des  deux  autres  eerd 
ex-inscrits  et  du  rayon  du  cercle  inscrit. 


Il  faut  prouver  qu^on  a 

EL  =  FP  +  GK  +  IT  . 
ou  AL  =  AJ  +  AN+AM 

Il  suffit  donc  de  démontrer  que  AM  =  NB  et  que  AJ  =  BU 
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AM+AN=iKT  et  BM  +  BN  =  OV 
wds  KT=OV 

ionc  AM  +  AN  =  BM  +  BN 

roù  AM  =  BN 

2«  Le  triangle  EBF  est  rectangle  et  isoeèle,  car  Tangle  EBF  est  droit 
ximme  angle  des  bisserfrices  de  deux  angles  adjaeents  supplémentaires 
D«  402),  et  rangle  B£F  égale  45<',  puisque  EF  et  EG  sont  bissectrices 
fes  angles  complémentaires  B£S,  SEL. 

Donc  BE  =  BF 

Les  triangles  reclan^'les  lŒI.,  RFJ  sont  égaux  comme  ayant  Thypolé- 
îuse  é^ale  et  les  anijle.-  aigu^  i  i:aux,  car  les  angles  EBLel  FBJ  sontcom- 
»îeixjeDtaireà ,  puisque  EBF  est  druit,  donc  BL  =  AJ. 

I         Ainsi    EL    ou  AL  =  AN  +  BN-f-BL  =  GN  +  lM  +  FJ 

G.  Q.  F.  D. 

743.  Reuiarcjoc».  1**  Dans  tout  triani^le ,  le  puriiuètre  égale  (fig.  4u9) 

SAM  +  2BM  +  i>BS 
ar  AM=:AT,  BM  =  BV,  BS  =  CV  =  GT  =  BL 

Ainsi,  eo  dés%oaDt  le  périmètre  par  Sp,  on  a 

AM=|i  —  a 

A  P  =^  —  c 

Or  AL  =  AJ  +  AB=p  — c  +  c=|i 

bnc  les  rayona  des  cercles  inscrit  et  ex- inscrit  aux  trois  côtés  d*un 
nsngle  rectangle  donnent  les  relations  suivantes  : 

'  IM  ou  r  =  p  —  a 

;  (iN    ou    l'^  :=p  —  b 

FJ   ou   r^=p  —  c 
EL  ou  f*=|> 

'2^  La  tangente  intérieure  AB,  limUée  aux  tangentes  extérieuree, 
^le  les  segmenta  KT,  ÛV,  compris  entre  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes extérieures* 

Car  AN  =  AK  et  AM  =  AT 

kme  AB  =  KT  =  0  V  C.  Q.  F.  D, 

Exercise  155. 

"i4.  Théorème  de  I*iiot  *.  Dans  tout  quadrildtit'c  circo)ificril  ABCl). 
^atomm*-  de  iU'ujc  côtés  opposiés,  AB  el  CD,  est  égaie  a  la  somme  des 
i^'x  autres  côtés* 

-ar  les  tangentes  menées  d*un  même  point  à  un  même  cercle  sont 
fpdes. 

*  PiT&T  <1«M-1771>,  ingét^/VÈT  «Il  Languedoc,  antenr  e»  1»  TkiofU  dé  la  manemen  ée» 
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F  ig.  460. 


74t(.  Théorème  réoiproque.  Si  un  quadrilatère  A6G0  est  tel  que 
somme  de  deux  côtés  oppaséa  AB  et  CD  soit  égale  à  la  samme  des 

autres  côtés  BG  et  AD ,  ce  quadriUUire 
cireonscriptible  à  un  cercle, 

Pour  le  prouver,  menons  une  circonS 
rencc  tangente  aux  (rois  côtés  AB,  BC  ^ 
CD,  puis  une  droite  AD'  tangente  à  cellf: 
circonférence. 

Le  quadrilatèie  ABCD'  donne 

AB  +  CD  =:  BC  4- AD' 

Mais  OQ  a  supposé  que 

AB  +  CD=ïrBGH-AD 

En  soustrayant  membre  à  membre,  il  viendrait 

DD' =  AD  — AD^ 

Or  un  côté  d'un  triangle  ne  peut  être  égal  à  la  différence  des  dtii 
autres  (G.,  n<»  49);  le  triangle  ADD'  est  donc  impossible  :  AD  se  ooa- 
fond  nécessairement  avec  AD',  et  le  quadrilatère  considéré  est  circoot 
criptible.  C.  0-  F,  D. 

ExeroSfle  157. 

746.  ThéorèaM.  Lorsque  le  cercle  tangent  aux  quatre  côtés  d*un  qnn' 
drUatère  est  cviérieur  à  celte  fujure,  la  différence  des  deux  côtés  oppofà 
de  ce  quadrilatère  égale  la  différence  des  deux  autres  côtés.  (STBUia 
Journal  de  Crelle,  1846.) 

Soit  AE  =  AF  =  a 

Br,  =  BH=:6 

(:e  =  cH  — c 

DF  =  DG  =  d 
On  a  AC  =  a  —  e 

DB==rf— «» 
AC  —  DB=^  a  +  ^  —  c  —  ci 
AD  =  a  — 
CB  =  c  — 6 
AD  — CB=a  +  è  — c  — d 
AC  — DB  =  AD  — CB 

C.  Q.  F.  i). 


Fîg.  461. 


d  OÙ 


d*où 
Donc 


Eateroîoe  158. 

747.  Théowèmm.  Dans  le  quadrilatère  ex-circotiscrit,  on  a  deux  côU 
adjacents  dont  la  somme  égale  celle  des  deux  autres. 

Réciproquement,  quand  ces  sommes  sont  égales,  le  quotdrtlatère  es 
cireonscriptible. 
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On  a  (fig.  462) 

AG  -|-  GB  =  a  —  c  +  c  —  6 
AD  +  DB=a-.d  +  d— 6 
t^one  AC+CB=AD  +  DB  C.Q.F.D. 

La  réciproque  e«l  analogue  à  celle  de  Id  question  connue  (a"  745). 


Fig.  Me. 

B^maixiues.  î«  il  est  évident  que  la  somme  BG  +  BD  n'égale  point 
Af.-f- AD;  donc  le  théorème  ne  peut  pas  être  énoncé  pour  deux  côtés 
adjacents  quelconques. 

2<»  Le  théorème  est  ypaî  pour  un  quadrilatère  non  convexe. 

AC  -f  Cii  —  a  —  c  -f-  r  +  6 
AD+DB  =  a— +  6 
tfoù  AC  +  CB  =  AD  +  DB  C.  Q.  1\  D. 

Uû  a  aussi  AC  — BD  =  AD  — BC 

I 

748.  Vote.  Le  Théorème  de  Piiot  (no  74»)  remonte  à  1725;  il  a  été  complélé 
tu  i  V»6.  p-^r  Steineh  (Cit.  de  Baltzer,  §  4,  no  iO.  -  Nouvelles  AnmOes  1849 
p.  307).  M.  G.  Darpoux  en  n  fait  une  élude  complète  dans  le  Bulletin  des 

si  iencei^nHithfhnr'tiijves  et  p/,>,siques,  1879,  p.  64.  Il  parvi^^nt  au  théorème  sui- 
ï*n(  :  ££<!h£  J^jnné  un  quadrilatère  ABCD  rirconscriptiOie  à  un  cercle  et  qui 
Bé  déÇornie  de  telle  manière  que  les  sommels  X  et  li  demeurent  fines  les 
fjramteure  des  côtés  étant  invariables,  le  lieu  du  centre  du  cercle  i,i^rrit  csf  un 
rmle  ayant  pour  diamètre  le  segment  gui  divise  hamwniquement  les  deux 
4mganale$  AC,  BD  du  quadrilatère,  quand  il  est  amené  dans  la  position  où 
'J  a  ses  quaire  eornmels  en  ligne  droite. 

M.  G.  DARBorvx  ,  membre  do  l'Acadc^mie  des  sciences,  auteur  de  nombreuses 
ttudif  mathématiques;  n..u8  aurons  à  le  citer  à  propos  des  Inverseurs  (n*  1203) 
•ie  TSiKine  que  nous  av..iis  eu  à  lo  citer  daiis  les  Exercices  de  Géométrie  d&h 
tj-xpliie,  3*  éditiou,  n  '  y33,  y36,  sections  du  tore. 


£xeroîoe  159* 

749(«).  Théorème,  Lorsqu.' u H  qtuidnlatère  hr^,  rij>/iblr  a  ses  diaqonales 
rectntfr^ulaircs  ,  le  quaârilatcrc  formé  en  joit/ndnt  deux  à  deux  les  prO' 
ifr'.,,,,s  (hf  point  de  concours  des  diaqomtles ,  ^nr  les  côtés  de  la  figure 

la  /t>'>  tnscripdblc  et  rirronscrijilihle. 

In  .  irrnnft  rence  qui  passe  par  1rs  quatre  ])ri>jcrf ions  passe  aussi  par 
i'^^  p(atre  points  atilieux  des  côtes  du  quadrilatère  donné, 

u.  14 
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Fig.  m. 


Soient  Al;CL)  le  quadrilatère  donné,  0  le  cenlre  du  cerclu  circuiiscri! 
EFGH  la  nouvelle  liiçure  obtenue.  Les  cjuadriiatèrcs  VllME,  EBFM,  clc. 

sont  in&cri(>til)le&. 

Donc  rangle  HEM  =  IIAM 

FEM=:FBIi 

Mais  llAM  =  FnM 

car  ces  aagles  ont  pour  mesure  Vs'^^ 

Donc        HEM  =  F£M 

Ainsi  KM  est  bissectrice  de  ranfj'i'- 
FEU;  de  môme  FM  est  bisseclriw 
de  Fangie  F.  Donc  le  quadrilatère 
EFGH  est  circonscriplible»  car  les 
quatre  bissectrices  se  coupent  ta 
nicme  point  M. 

1"  Les  angles 

HEF  +  HGF  =  2  (  MBF    HCï  ». 

Hais  le  triangle  HBG est  rect angle;  donc  MBP  +  MCF  =  1  droit. 
Ainsi  HEF + HGF =2  droits,  et  le  quadrilatère ËF6 H  est  cireoDscri- 
ptible. 

*2  Ji.ii^iions  !p  jM>ir\t  M  au  point  L  milieu  de  DC,  et  prourons  queilL 
est  dah£>  le  prolongciuent  de  EM. 

Dans  le  tiiangle  recta fiçle  CMD,  ia  uieiiane  LM=  LG;  donc 

rangle  LMC  =  LGM  =  MBA  =  AME  ' 

(Ces  deux  derniers  sont  complémentaires  du  môme  angle  MAE.)  , 
Les  angles  égaux  LMC  et  AME  prou?ent  que  le  prolongement  de  ME 

passe  par  le  milieu  de  DC;  de  môme  pour  les  autres  lignes.  A  cause  des' 

•ngl«-s  «froits  E  et  G,  ces  points  appartiennent  à  la  circonférence  déerik 

sur  LS  comme  diamètre. 
De  m^me  F  et  H  appartiennent  à  la  circonférence  décrite  sur  le  dta^ 

mètre  BP. 

Mais  le  parallélogramme  LRSP  est  rectangle,  car  ses  cétés  sontpai 
lèles  à  AC  et  à  DB;  donc  LS=  RP,  et  les  huit  points  apppartienoeDlj 
une  môme  circonférence. 

Le  centre  N  du  cercle  des  huit  poinit  du  quadrilatère  ABCD  esl 
milieu  de  MO. 

749(b).Hoto.  La  qnrslion  ci-dessus  a  été  proposée  en  l67o,au  Concours  <}^i^^^ 
pour  les  mutftéinalhiijiws  éléini.'nl aires  (N.  A.,  1870,  p.  ',^{).  D\\er^es  jpiujjnt-î 
stiul  coanuea  di  pui-i  loit  longleoi^s,  d  auiruti  oui  elc  iiidii|uceo  par  M.  5a>' 

(N.  A.,  1871,  p  487);  ou  y  trouve  notammenl  les  suivantes  :  1*  la  à» 
d'tfit  côii  d'vn  quadrilatère  imerU  au  centre  du  cercle  circamcrit  ,  égal^ 
minfi^  du  côté  oppoté.  (p.  492.  Remarque);  2*  Les  quadrilatères  ioscrit^  AB^ 
et  le  circoDiK.1  it  qu'on  obtient  en  menant  des  tangentes  par  les  sommets  A.H.C. 

sont  leh  que  les  quatre  points  de  concours  des  côtés  opitosés  sont  sur  u( 
même  droite,  et  cette  lipne  eel  la  polaire  do  point  M  par  rapport  »u 
circouHcril  ÂtiCU;  >  Lm  «{uadrilatère  circonscrit  dont  A,B,G,D  sont  loA  H 
de  conl-icl  f'^i  semblable  au  «{uadrilaltire  EFuIÎ,  etc. 

La  (it-uxieuie  propriété  muiitre  que  ABCU  ^al  uu  uia  païUcuiier  du  J 
ière  harmonique,  considéré  de  nos  jours  dans  la  Géoniéuie  du  irianglCf  et 
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«  SlrD.nrl^Vf "'T       "  '"^'i'I"'^  1^  Propriélé  ro..dai»eftU.le  de 

Exercice  160. 

à  deux  par  mm^orl  au  cfiilre  de 
figure;  par  ivuitc,  leurs  (ii^lances  à 
la  sécanle  ce  ni  raie  seront  égales. 

^  Si  le  polygone  a  un  nombre 
if'  pijjr  rîe  cûléb,  trois  par  exemple, 
cifonscrivons  une  circonférence  au 
triangle  equilatéral  donné  ABC:  puis, 
par  les  sommets  A,  B,  G  et  les  mi- 
lieux de  cha(iue  arc,  menons  des 

langentes  afin  de  former  un  hexagone   

régulier  circonscrit.  (G.,       161.)  ^ 

iJésiirnoiis  chaque  perpendiculaire 
par  une  lettre  rappelant  je  sommet  d*oû  elle  est  abaissée. 

lUaut  prou  ver  qu'on  a  AL=:BM  +  CN  ou   a  =  h  +  c. 

Or  oii  .ail  que  la  perpendiclM.re  menpc  par  le  point  milieu  d»une 

Jnt'i      ''7»-^--"f  0"     He.ni-diff.Menro,  suivant  le  cas  des  per' 
peadiculaiici  abaib^ech  des  extrémités  de  la  droite  (no  436). 


2    >   t'  — 


64.c==-^!-±^t-^^  f+9 
*  2   2 


car  ^=e(io) 


2  -"2 
Donc  celle  somme  é^ale  a,  car  d  =  et 
'^^ûH  AL  =  liM  +  CN 

IfMque.  On  aurait  de  même  oM  =  OL  -f  ON ,  en  projelaiU  les 
lonmiela  sur  un  axe  parallèk  à  AL.  Fit>jtuiu  les 


C.  Q.  F.  D, 


Lignes  coneourautcs. 

ÎHI.  Pour  déuioiitrer  que  pîuM«;uj  ^  droites  concourent  au  même  Doint 
00  ulilise  les  remarques  déjà  failes  i  livre  I ,  ir  430).  ' 

Diver?  théorèmes  établi»  au  livre  II  fournissent  de  nouveaux  éiémeoU 
«edémoiiâlrauoo.  (Voir  iiixercices  163,  164,  ii»^  767,  768,) 
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7tt2.  Théorème.  D*un  point  qtielconquc ,  on  abaisse  des  perpendioi- 
lairea  »ur  trois  droites  données;  Ui  circonfcrcucc  rjid  pusse  par  hs  tnA> 

pieds  des  perpendiculdires  voujm:  Icf 
(frottes  données  en  (roi^  autres  pvint< 
(jiù  sont  aussi  les  prC(jectioM  d'an 
même  point. 

Soient  M  le  poinl  el  D,  E,  F  ses 
projections  sur  les  côtés  du  triangle 
ABC;  les  trois  autres  points  d^inler' 
section  D',  F'  sont  aussi  les  pro- 
jections d*un  mdme  point  N. 

En  effet,  joignons  M  au  centre  0 
du  cercle  qui  passe  par  D,  E,  F.  Prô- 
nons ON  =  0X1,  la  droite  NF  est 
perpendiculaire  à  AC,  car  LF'  =  LF;  doncNF'eel  parallèle  à  MF;  de 
même  pour  NE'  et  ND';  donc 

7i>3.  Théorème.  Quel  (pie  soit  le  nombyc  de  côtés  d'un  pohj'jonr  qnnm 
circonférence  coupe  en  A,  A'...  D.  ï)',  etc^  si  les  points  A,  C  H.  etc., 
sont  les  projcclwm  d'un  mêttie  point,  il  en  est  de  même  des  putnLs  A . 
B',  G',  D  ,  etc. 


Fig.  m. 


Exercice  162. 

Théorème.  Sur  chaque  côté  d'un  (rian^fle  on  construit  un  tritui  '' 
équilatéral ,  et  l'on  joint  le  troisième  so>nnwt  de  chacuji  de  ces  triamjl.^ 
au  sotnniet  opposé  du  triangle  primitif;  démontrer  : 

1"  Que  les  trois  droites  ainsi  menées  sont  égales  entre  ellcsi 

2<*  (Ju'ellcs  se  coupent  au  même  point. 

1«>  Les  triangles  FAC,  bAE  sont  (''gaux  comme  ayant  un  angle  égal 

coiïipri.-^  en  Ire  deux  cotés  éj^aux. 

L'angle  FAG  =  BAL,  puis  Tare  FA  =  B 
et  AC  =  AE. 

Donc  FG  =  BE  ;  on  aurait  de  mtm 
FC  =  AD. 

2«  Les  circonférences  circonscrites  auv 
doux  triangles  équilatéraux  ABF,  AEC  se 
coui)ent  en  un  point  U,  tel  que  les  angles 
AOB ,  AOC  sont  égaux  entre  eux  et  valent 
120»,  comme  suppléments  des  angles  F. 
qui  valent  60<>;  donc  Tangle  BOG  égala 
aui'si  120"*,  et  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  équilaléral  BDG  passe  par  le 
point  de  concours  0  des  deux  premières. 
Joignons  ce  [Mjjnl  o  aux  six  sommets,  et  pour  démontrer  la  seeend 
partie  du  théorème»  il  suffit  de  prouver  que  UF  et  ÛG  sont  en  lign 
droite. 

Or  chaque  angle  formé  autour  du  point  0  vaut  60<»,  car  Parc  BP  e« 


Fig.  407. 
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le  tiers  de  la  circonférence,  etc.;  donc  la  somme  des  trois  angles  FOB, 
BOD,  OOG  vaut  180»,  et  les  côtés  extérieurs  OF  et  OC  sont  en  ligne 
droite.  C.  Q.  F.  D, 

7i«.  Remarques,     Gbaquô  côlé  du  (dangle  ABC  est  vu  du  point  u 

sous  un  me  me  angle. 

2'^  Le  lliéorpmp  est  encore  vrai  lorsque  chaque  triangle  6quilatérnl  tel 
que  AHF  est  rabattu  sur  ABG,  au  lieu  d'être  placé  à  l'extérieur,  comme 
ce'a  a  lieu  dans  la  figure  précédente. 

Le  tliéorème  sub&iste  lorsqu'on  coostruil  exlcrieurement  sur  chaque 
côté  de  ABC  des  triangles  semblables,  de  telle  manière  que  chacun  des 
angles  adjacents  au  sommet  A  soit  égal  à  l'angle  C;  que  chacun  des 
adjacents  à  B  soit  égal  è  A,  et  chaque  adjacent  à  G  soit  égal  à  B. 
(i.-M.  DB  BouRObT,  lin9,  p.  58.) 

756  Note.  Les  cercles  oirconficrils  aux  triangles  équilaléraux,  ont  été  nommés 
cables  de  Ton'icelli  par  M.  Neuberg. 

Daos  la  nouvelle  terminologie  du  triangle,  le  point  de  cooeouré  des  eîreonfé- 
rences  clrconseriies  aux  triangles  extérieurs  est  désigné  psr  z,  et  celui  des 
triangles  intérieurs  par  3f;  ces  deux  points  sont  nommés  centres  ieogwee  du 
triangle. 

Le  point  r  e^t  \o  j>oint  dont  la  <5omme  des  distances  nux  trois  commets  du 
triangle  donné  l'-i  lîmiima.  Ln  recherche  du  point  donnant  ce  niiniina  -ivnil  été 
prnpi»?ée  par  Fehmat  à  Tohkicelu;  ce  dernier  en  donna  plusieurs  solutions. 
[MathésUf  1889,  p.  173,  renvoi.) 


Exercice  163. 


Théorème.  Les  perpenditnlaire.s  altuhfféefi  rfes  centre^i  des  cercles 
ex-inscrits  sur  les  côtés  du  trianyle  se  couj^nt  au  même  point» 

Soit  DËF  le  triangle  donné. 

On  sait  que  le  triangle  orthique  D£F,  formé  en  joignant  deux  à  deux  les 
pieJs  des  hauteurs  d'un  triangle 
ABC,  a  ces  hauteurs  pour  bissec> 
trices  intérieures  et  les  côtés  de 
ABC  pour  bissectrices  extérieures 
(tf>  662);  donc,  réciproquement, 
par  rapport  au  triangle  donné 
DËF.  les  poInU  A,  B,  G  sont 
les  centres  des  cercles  ex-inscrits. 

Mais  lea  rayons  qui  joignent 
les  sommets  d'un  triangle  ABC 
in  centre  du  cercle  circonscrit 
«ont  respectivement  perpendicu- 
laires aux  droites  DE,  EF,  FD 
qni  joignent  deux  à  deux  les  pieds 
ées  hauteurs  de  ABC  (n»  663); 
donc  les  perpendiculaires  abais- 
sées des  centres  A,  B,  G  des 
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Fig.  468. 


eerdes  ex-inscrits  à  DEF,  ne  sont  autre  chose  que  les  rayons  AO,  BO, 
CO  de  la  circonférence  circonscrite  à  ABC;  donc  ils  se  coupent  au  môme 
point  0,  et  ce  point  est  équidistant  des  trois  centres  donnés. 
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On  peut  démooirer  le  théorème  proposé  sans  recourir  au  théorème  de 
Nagel  (n^  663).  Voir  n«  1246,  2»  Démomtration, 

Hcte.  Les  Irian^les  tel-'  quo  les  per|)endiculaire«i  abaissées  des  somme!?  vie 
Tun  d'eux  fur  les  côlés  de  l'aulre,  cl  réciproquomeni,  concourent  eo  un  même 
point,  ont  été  nommés  triangles  orthologiques.  Ces  triangles  onl  été  huM 
étudiés  par  M.  Lbhoimb,  principal  instigateur  d^s  questions  acIueUement  ceonass 
sous  le  nom  de  Géométrie  du  triangle, 

Exeroioe  194. 

7o8.  Théorème.  TroÎK  cercles  L,  M,  N  lioni  situés  dans  un  même  plan, 
si  trois  tangentes  intérieures  commutu:»  aux  ccrrlrs  'i,ris  deux  à  </fux. 

passent  par  un  même  point  y  it< 
trois  autres  tanrfentes  com- 
nntnes  jtasse)it  aussi  pny  un 
même  point.  {  Man.nhkim.  — 
N.  A  ,  1851,  p.  210.. 

Supposons  que   trois  tan- 
geates  inlérieures  se  coupenl 
en  B.  Soit  0  le  point  d*^  rti 
contre  de   deux  aulrr?  ta:- 
gentes  CIO,  OA.  Par  co  poin:.  ' 
nirnoiis  au  cercle  M  la  tan- 
gente OD;  il  suffit  de  proaver 
que  01)  est  tangente  au  cercle 
L,  pour  que  le  théorème  soit  | 
démontré. 

On  sait  que  lorsqu'un  quadrilatère  est  ex-circonscrit  à  un  cerck,  la 
r^omme  de  deux  côtés  adjacents  égale  la  somme  des  deux  autres  cèt68»et 
réciproquement  '  747). 

Or  le  quadrilatère  BC<)  \  est  circonscrit  au  cercle  N;  on  a  donc 

BC  +  CO  =  BA  +  OA 

Le  quadrilatère  BDOA  est  circonscrit  au  cercle  M;  donc 

BA  +  AO  =  OD  +  BD 
d'où  BC  +  CO  =  OD  +  BD 

l>onc  le  quadrilatère  HCOD  est  circonscriptiblc,  et  comme  trois  de  «e? 
côtés  sont  tangents  au  cercle  L,  il  en  est  de  même  du  quatrième  OD; 
donc... 

74itt.  Théorème.  Sj  une  tangente  intérieure  du  groupe  L,  M,  une 
gente  extérieure  de  M ,      >tïir  extérie^y-e  de  M,  A  passent  par  un  »f 
point f  il  en  est  de  nu^me  de  la  seconde  tangente  intérieure  L^Uetik» 
tangentes  extérieures  des  groupes  M,  N  et  N,  L. 

Démonstration  comme  et  -  dessus. 

7<>î).  Théorème .  Ias  perpendiculaires  abaissées  du  point  milieu  de 
cJuKjue  côté  du  triangle  ortliique y  sur  le  coté  correspondant  du  ti'ianyl^^ 
donné,  se  coupent  au  niûnœ  point.  (Edouard  Lucas*,  N.  C.  M.  187tf» 
p.  218.) 

•  E.  Lvcsii  (184--lM»li,  savant  i>rofe»*cur  de  matliémaUquca  spéciale*  au  lycée  &iia(*lM»; 
ftâ  publication»;  fort  nombrennet*  ont  en  sartoQt  ponr  objet  rafttlimétlqne  enpérlBiire* 
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Points  en  ligne  droite. 

7(i<i.  i  uur  i)  !tio!)ii  Cl  {iio  trois  points  sont  eu  ligae  droite,  on  procède 

fréquemment  »  uiuuie  il  tuit  : 

Un  joint  un  <l^s  points  à  (  liacun  deuï  autres,  et  l'on  prou?e  que 
|p?  deux  (lroil«'b  .>oiit  dans  \i\  môme  direction,  soit  en  établissant  qu'elles 
à  mi  p»Tral!è!^^*j  h  une  même  l'gne,  soit  en  |)rouvaiit  (juVlles  forment  avec 
une  aulr*  droite,  menée  par  le  point  commun,  des  angles  égaux  opposés 
par  le  ;<ominet. 

MnlcT»'  la  diirérence  apparente  des  (jueblioiis ,  on  reconnaît  que  ()Our 
dèmoûtrer  iiu  >  trois  points  sont  en  ligne  droite,  on  procède  à  peu  près 
comme  pour  [«r  tuver  que  trois  droites  concourent  au  môme  point.  Les 
méthodes  modernes  rendent  comple  de  celte  analogie  en  établissant  que 
les  deux  questions  sont  corrélatives.' 

7ttl.  Théorème.  Les  projeclious  du  sommet  d*un  triangle  sur  îcs  quatre 
hl-<,<€rtrices  des  deux  autres  angles  sont  en  ligne  droite,  (M.  A.,  ibâil, 
p.  171.) 

Soient  les  perpeDdîculaires  AE  «  AD  sor  les  bissectrices  des  asgles  B; 
les  bissectrices  BD,  BE  éftsnt  per> 
peDdieolsIres  l'une  h  l'autre,  la 
figure  ADBE  est  un  rectangle. 
Par  sQÎte»  la  disgonale  DE  passe 
au  point  miliea  M  du  c6té  AB,  et 
li£:=MB,  donc  on  a 

angle  MBB=rMBE  =  CBE 

iJonc  les  droileî^       et  13C  sont  Fig.  470. 

parallèles,  et        pas>c  aussi  par 

te  point  N  nulieu  du  second  côté,  et  la  ligne  \)K  est  déterminée  de  po- 
sition; on  démontrerait  de  même  que  FG  est  parallèle  à  BG  et  qu  rllo 
Hsse  par  le  point  N  ;  donc  les  deux  projections  F,  G  se  trouvent  sur  une 
même  ligne. 

.\ut)^  démonsiraHon.  Soient  F'  et  G'  les  poiols  00  les  prolongemeata 
de  AP  et  de  AG  rencontrent  BC,  on  a  : 

AF=FF;  AG=GG' 

donc  FG  est  parallèle  à  BC,  etc. 

« 

Esercioe  160. 

782.  Théorème  de  Sirnson.   Si  d'un  ponit  pris  sur  ta  <irron ferrure 
iircopfrritr  à  mi  tritucjley  on  abaisse  drs  jx  rfitnuHculairrs  sto-  rfi(((jue 
''té  'k'  cf  triamjle,  les  trois  points  ainsi  obtenus  sont  en  ligne  droite, 
Hobert  SiMsoff 
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On  p6ut  dooc  énoncer  le  théorème  comme  il  suit  : 
Les  projections  d^un  point  quelconque  de  la  circonférence  arcou.^cm 
à  un  triangle,  sur  chaque  côté  de  ce  triangle,  sont  en  ligne  droite. 
La  droite  obtenue  est  nommée  droite  de  Simson, 

D^onstration.  (Voir  Méthodes,  n»  22.) 
Remar<iue.  La  démonstration  de  Baltzer  est  analogue  à  celle  que  nous 

av  ilis  exposée  dans  les  méthodes:  mais  afin  de 
dotnier  un  exemple  de  concision  géométrique, 
nous  reproduisons  la  figure  et  la  dénionstralioii 
de  cet  auteur  f  Pîanimétrir ,  ^  iv,  3)  : 

a  Si  quatre  puni  (s  A,  H,  C,  D  sont  sur  une  circOD- 
férence,  et  si  Ton  mène  les  perpendiculaires  DAt, 
DB,.  DCj  sur  les  côtés  Hn,  CA ,  Alî  du  triangle 
ABC,  les  pieds  A,,  iij,  Cj  se  trouvcut  en  ligne 
droite. 

«  Puisque  A,,  B,,  C,  D  et  A,,  B,  G,.  Dsontres-' 
pectivepoent  sur  une  circonférence,  ou  a 

2DA|B|  =  2DCBi  =  2DGA  =  2DBA  =  2DBC,  =  2U  A,C, 
c  Par  suite,  on  aura  2DA|B|  =  2DA|Gi;  donc  les  points      3^,  Ci  sost 


Fig.  471. 


sur  une  droite.  » 


I 


7Ô3.  Démonstration  (M.  Retsin*).  Prolongeons  PE  jusqu'à  la  circoD- 

férence  et  menons  BG.  Il  suffit  de  prouver  j 
que  les  segments  DE,  puis  EF,  sont  parai- j 
lèles  à  la  même  droite  RG  (n^  760). 

Dans  le  quadrilature  inscriplible  ADPE- 
l  ande  DEP  =  DAP,  comme  ayant  mèsn^ 
mesure.  ' 

Mais  DAP  =  LGP  =  Vt«rc  BAP  ; 
donc        Fangle  DEP  =  LGP 

l'angle  PEF  =  180o-PCF 
car  le  quadrilatère  PËFC  est  inscriptibi^ 
Or  angle  PCF  =  'A  arc  BAP  =angle  LGP  • 
Ainsi  ranglePEF=:PGB 

donc  les  segments  ED,  EF  parallèles  à  BG  sont  en  ligne  droite. 

C  Q.  F*  D' 

764.  Hôte.  Le  théorème  de  Robert  Simson  n^est  qu'un  cas  paHicalier  d'aa 
(béorème  bien  remarquable;  mais  nous  devons  nous  borner  au  simple  énonce 
ce  dernier  théorème  et  des  principales  conséquences  qui  en  découlent  : 

D'un  pointu  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  chaque  côté  d'un  triang^' 
et  l'on  joint  deux  à  deux  les  pieds  de  ces  perpendiadaires  (fig.  473).  Le  lieu 
points  M  tels  que  le  triangle  DEF  ait  une  surface  constante  donnée,  est 
circonférence  concentrique  au  cercle  circonscrit  au  triangle  primitif.  ^ 

i«  Pour  le  point  0,  centre  du  cercle  circonscrit,  Taire  de  IHJ  égale— 

chacun  des  côtés  de  ce  triangle  étant  la  moitié  des  côtés  de  Tautre. 

 ^  j 

*  Retbik,  professeur  do  matbématiqueB  supérieures  à  l'athénée  de  Gand. 


Fig.  472. 
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£•  Quand  la  ditlance  OM  croU  de  zéro  è  R=:0A  =  0B==0C9  ta  surface 

dimioue  de       â  zéro;  ainsi,  te  cercle  cfr- 

f'^nscni  e.si  le  lieu  <^es  points  M  qui  donnent 
Une  aire  nulle.  En  effet ,  d'.iprès  le  Ihéorème 
de  Simsoo,  il  n'y  a  plus  de  Iriaogle,  niais 
feulement  une  ligrne  droite. 

3'» Quand  OM  croît  indéfiniment  à  partir  do  R, 
la  surface  part  de  zéro  et  augmente  indéfijunienl. 

4<>  Four  toute  valeur  de  l'aire  comprise 
g 

entre  zéro  et     ,  il  y  a  deux  répomes  :  une  cir- 

conKreuce  intérieure  et  une  circonférence  ex- 
térieure au  cercle  circonscrit.  La  r«rlatîoa  des  ^ 
rajens  R|  et     du  lieu,  et  du  rapn  R  du  cercle  circonscrit,  eet 

La  proposition  relalWe  av  triangle  est  à  son  tour  un  cas  particulier  du  ihcoK mo 
suitanl* 

On  donné  un  pciygone  quelconque;  d'un  point  M  de  ion  plan,  on  abaisse 
de$  perpendiculaires  iur  chaque  côté  {ou  même  de»  droite»  également  inclinées 
fur  chaque  côté  et  dans  te  même  ftens). 

Le  pofyr^one  qui  a  pour  sommets  les  projections  du  point  M  sur  chaque  côté 
a  une  certaine  aire.  Or,  quel  que  soit  le  nombre  de  côtés  du  polygone  primitif, 
ic  lieu  dea  p^'int^  M  pour  une  aire  donnée  est  une  circonférence. 

Le  lieu  ;>our  des  aires  différentes  A,  A'...  est  formé  par  des  circonférences 
concentriques. 

{Reçue  des  sociétés  savantes,  tome  V,  année  i870,  page  203.  Étude  d'un  lieu 
géométrique,  par  M.  CouBSTra,  ingénieur  à  Brest.) 

On  peut  voir  aussi  le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires,  janvier  ISSO, 
p.  49.  Art.  par  M.  Vujbbut.  ' 

Une  solution  analytique  très  élégante  se  trouve  dans  Briot  (n»  113).  Leçons 
de  Géométrie  anal ij tique,  par  BftiOT et  Bouqubt,  13»  édition^ revue  par  M.  Appel, 
professeur  à  la  faculté  des  sciences.  ' 

Emmoe  167.  —  I. 

Théorème.  Im  droite  de  Sinisou  divisé  en  deux  pcu  lies  é'idh^i  la 
droit  r  ipù  joint  le  point  P  au  point  de  concours  II  des  hauteurs  du 
tnah^jle. 

Soit  H  le  point  de  concours  des  hauteurs  AK  et  BH.  Il  faut  prouver 
que  DF  passe  par  le  milieu  de  PH  (fig.  'i7'2). 

Prolongeons  la  hauteur  RR  jusqu'en  M,  et  prenons  EX  ^  TP. 

On  sait  que  RM  =  RH  (no  292,  o  ;  donc  le  trapèze  NMMP  est  isocèle. 
Il  en  est  de  même  d'ailleurs  de  GRMP;  donc  la  droite  NH  est  parallèle 
à  lii}  et,  par  suite,  à  EP.  Mais  la  ligne  ËF,  parallèle  à  Nil  et  passant 
par  le  point  milieu  de  PN,  passe  doue  aussi  par  le  point  milieu 
«ie  PH.  C.  Q.  F.  D. 

Exercice  167.  —  IL 

W(k).Tliéoffénie.  1**  Les  droites  de  Simson  relatives  à  deux  points  dia- 
^iralement  opposés  du  cercle  cifxonscrit  à  un  triangle  donné  sont 
ftctangukdreB  entre  elles, 

14* 
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2»  Le  hen  des  pomts  de  roi»<*o«n«  des  dreiteê  reciangnlaireê  est  le  eerrie 

des  neuf  points  du  triatujlc  propoité. 

Somnl  MÛM'  un  diamètre  tlu  cercle  circonst  j  d  au  trianirl<  donné  ABC; 

af^v,  a'V^'  1rs  (iruites  de  Simson 
relatives  à  M  •  t  M',  puis  A'B'C  le 
cercle  des  neuf  points. 

I<*  A'  est  le  milieu  t*p  -'7'  confine 
projection  du  point  nulieu 
MM';  de  même  H'  est  k  milieu  «k 

et  C  de  yy'-  . 

Arc  CM  =  BM/ 

donc 

angle  CM, M  =  BM'M/  —  GBM 

Le  quadrilatère  M  276  clant 
inscriptiblc ,  angle  M"]fa  =  GBM; 
de  même  M'd'^h  eet  inscriptible, 
donc 

angle  Bf»'  =  f^'/A  =  BM'M/ 

donc    angle  Mya  =  f'  Y'^^ 
D'ailleurs  les  angles  yMp  et  7'AV 
sont  supplémenlain^?   de  1^M 
donc  les  triangles  yM^i  y'^^'  sont  éiiuianules:  or  les  côtés  MJi,  M7  élaiii 
respect ivement  perpeadi>*ulaires  à  Ai't  Ay',  il  ea  est  de  même  de  fy  cl 
ôY;  donc  af^Y»  «'^Y  ^^^^  rectangulaires. 
2o  Les  triangles  otHat',  f>Hy  étant  rectangles,  00  a  : 

HA'  =  ^  =  A'«  et  IIB'  =  ^  =  ^B' 

il  s'ensuit  an-le  A'IU  =  A'all  =  Ca^  et  B'HJ>=H{iB'  =  G^« 
En  additionnant ,  il  vient  : 

A'HB'^ACB^A'CB' 

Ainsi  le  lieu  du  point  II  est  le  sei^ment  capable  de  Taiigle  A'CB*  décrit 
sur  A'IV,  soit  le  rercU'  des  neuf  point».  (M.  N.  Gi»FFART,  N.  A.  1884»  p. 397, 

et  M.  Lemoine  *,  Jovrnnl  de  M.  E.  ci  S.  ISn?.  p.  t2'â6,  X.) 

Voir  au«si  la  nute  sur  la  droite  de  Simson,  par  M.  WeiLL,  professeur 
au  collège  Ghaplal.  ',J.  M.  S.  188i,  pp.  It,  30  et  57.) 

£xeroice  168. 

76(j.  Thconnne  de  Haimon.  par  un  point  M,  pris  sur  une  i  irvotif'- 
ronce  j  on  ntint  Irois  cordes  y  ei  ipic  l'on  décrire  sur  chacmie  d'elles, 
comme  diamètre ,  une  circonférence ,  ces  trois  couches,  qui  ont  un  jtoinl 


*  ÉiciLK  Lemoink,  ancien  «  Ivvc  de  l'Hcole  jmlytc<chn!i]Oo,  promoteur  tlt»  la  Orofuitrlt 
f'  ianjlt  ,  tu  1873,  pur  K'<  articles  jmbli<is  h  ccttr  époquo  «Im'i  1(  s  S.  A.,  et  oà  il  fftiMU  CiO- 
imitre  uu  pohif  remarquable  *ii  un  o  /v  »  qui  porient  nialotonant  son  nom. 

On  lui  d  )it  de  nouib  eax  articles  publiés  dans  les  .V.  A.,  dans  le  /.  fl<  Al.  E.  et  diitf 
le«  comptOB  rendus  de  VJ.»90çiatU}n  pour  Vamiuemenl  det  ieMncfir. 
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'ommnn,  se  coupent  m  troii  autres  peints  aittiés  sur  une  même  tign^ 
droite*. 

Soient  les  cordes  MA,  MIK  Mr:. 

Elles  déterminent  un  triangle  inserii  ABC.  Or  la  perpendiculaire  abaifl* 
fiée  du  point  M  sur  le  côté  AB  doit  couper 
ce  côté  en  un  point  siluô  sur  la  circonfi^ 
renée  dont  AM  est  le  diamètre,  et  pour 
une  raison  analogue  sur  celle  dont  MB 
e^t  le  diamètre;  donc  cette  perpendicu- 
laire n'est  autre  que  la  corde  commune 
ME.  Le  point  E,  où  les  eirconrôrences  se 
coupent,  est  situé  sur  AB,  et  il  se  trouve 
être  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  M  du  cercle  circonscrit  sur  le 
cùié  du  triangle  Af>C.  Il  en  est  de  même 
pour  les  points  F  et  D;  donc  ces  trois 
f  oiots  E,  F,  D  sont  en  ligne  droite  (n*^  22,  Fig.  4is. 

7«3,  764). 

BcoMrqo».  D*après  la  démonstration  précédenle,  on  voit  que  le  théih 
rème  de  Sahwm  peut  être  eonsidéré  comme  le  corollaire  dé  celui  do 
Rfibert  Sim9<m. 

Exerdoe  199, 

767.  Tht'oreme  d'Auhert.  f.en  quatre  i>otii(.^  de  rouotitrc  des  hauteurs 
(f'>  quatrr  trunifj/i's  formes  par  quatre  droites  qui  se  coupent  deux  à 
deux  sont  .sur  une  même  droite. 

On  sait  déjà  que  les  circon- 
|ftrenc«^8  clrconacnles  aux 
:  quatre  triangles  passent  par 
un  même  point,  le  point 
de  Mifptel  du  quadrilatère. 
\  {Méthodes,  21.) 
i  Du  point  M  abaissons  des 
perpendiculaires  sur  cha* 
cime  des  quatre  droites  don- 
ûéÊâ;  les  quatre  points  ob* 
t^sus  sont  sur  une  même 
droite,  car  ils  sont  trois  à 
Iroi*  en  ligne  droite  diaprés 
le  théorème  de  Simson.  (Mé- 
^ihodes,  n<»  22  et  n®  764.) 

Or  la  droite  de  Simson 
IJ  passe  au  point  milieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  M  au  point  de 
cooceurs  des  hauteurs  de  chaque  triangle  (n<>  766). 


*  U  Nouv'Ui  corrfspondancr  ntalfUmaH^^  piT  U.  OATAtAX»  année  1876,  page  401. 
U  Sourriic  O^rrr^j  nn'fnnrf  mnthi'maUf^ur  compronrî  n\x  volumes»,  de  1871  7s  h  1880;  cetto 
W>^tk«  a  Oes  arucle»  de  grande  valeur,  mai»  cli«  dc  pouvait  pas  avoir  beaucoup  de 
L'ëifliUffii  rcemO  tatlliilé  MalhéMê  a  oonlinoé  U  Corresitondanee ,  nuAs  awesvm 
!4b  gnaâs  variété  d'articles,  et  ta  ttiiondant  d'oJM»  manièro  plut  directe  aux  ImmIbé  ie 
^■limwul  vaofen  «n  Belgtqne; 
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Donc  si  II  est  uii  (ie  ces  points  de  concours,  le  point  milieu  G  de  Mi. 
appartient  à  I.l.  et  il  en  sernit  do  même  pour  le  point  de  concours 
hauteurs  de  chacun  des  autres  triangles;  et  puisqu»  les  quatre  points 
milieux  sont  sur  IJ,  les  quatre  points  de  concours  des  hauteurs  sODlsor 
HN ,  parallèle  à  IJ  et  passant  par  le  point  U. 

Mol*.  Ce  théorème  peut  80  démontrer  sene  recourir  à  celui  de  SimiOD/iMii 
ta  voie  à  suivre  est  beaucoup  plue  laborieuse.  Ou  peut  consuller  les  AbutWtei 

Annales,  18^6,  page  13»  et  1847,  page  196. 
Le  Ih/orème  est  attribué  à  Steiner  {Journal  de  Crelle,  2,  page  97)  par  Biltzo 

{Plnfiinictric ,  §  14,  II'  lî).  D'autre  part,  ce  même  Ihéor^in»'  e?l  attribués 
ArnM  T,  par  Millet,  dans  se»  Principales  méthodes  de  la  Géométrie  modem- 
pago  176. 

£xercâo«  170. 

768.  Théorème.  Si  troiti  circonfct'c/iccs  passc}it  par  un  même  poix'  m 
la  circonférence  menée  par  leurs  trois  ce )i  1res,  fvs  circortfértncei^ 
coupent  deux  à  deux  en  trois  autres  points  situés  en  Uyne  droite.  (N.  A.. 
1871 ,  p.  206.) 

Soient  A ,  B .  C  les  centres  et  un  point  conuDOD  pris  sur  la  cireoe- 
férence  ABC  ;  il  faut  prouver  que  D',      F  son!  eu  ligne  droite. 


I 

Fig.  477. 


En  effet,  les  circonférences  de  rayon  moitié,  c'est-à-dire  celles  qui  ont 
pour  diamètre  PA,  PB,  PC,  se  coupent  en  trois  points  D,  E,  F  situés  en 
ligne  droite  (  Théorème  de  Salmon,  ii^  766),  et  ces  points  sont  les  pro- 
jections du  point  P  sur  les  côtés  du  triangle,  car  les  angles  AI.P,  CEP 
sont  droits  comme  inscrits  dans  des  demi-circonférences  j  donc  DEF  dst 
la  droite  de  Simson. 

Mais  PD  ==^2PD,    PE'  =  2PE,   2PF'  =  PF 

Donc  D'y  Ë'f  F'  sont  aussi  en  ligne  droite. 

Ezeroîoe  171, 

7(111.  Theorcme.  Le  centre  du  cercle  inscrit,  celui  du  cercle  circonscrit 
t(  le  point  de  concours  des  perpendiculaires  abaissées  des  centres  d€$ 
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cercles  ex-itiscritê  sur  Us  irois  côtés  <fun  trtangîe,  sont  trois  points  en 
Uçne  droite  ;  le  centre  du  cercle  circonscrit  est  équidistant  des  deux 
autres  points.  (Naobl,  N.  A.,  1860,  p.  358.) 

Soit  le  triangle  DE  F.  Les  bissectrices  iulôrieures  se  coupent  en  I,  et 
los  extérieures  donneot  lieu  au 
triangle  AHC. 

Les  perpendiculaires  abaissées 
des  points  de  concours  A,  B,  G 
se  coupent  en  un  nièrno  point  0 
(n'^  757) ,  et  ce  point  est  le  centre 
da  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC, 

Le  point  i  est  le  centre  du  cercle 
inscrit  5  DE  F. 

O'iant  au  cercle  circonscrit  au 
même  triani^le  DEF,  ce  sera  en 
même  temps  le  cercle  des  neuf 
points  du  triangle  ABC  ;  car  on 
sait  que  AD,  liF,  CE  sont  les 
hauteurs  de  ce  triangle  (n"  662), 
•  t  que  I  est  leur  point  de  con- 
cours :  or  le  rentre  z  du  cercle 
des  reuf  points  du  triangle  ARC  est  pur  ÏO  et  à  égale  dislance  du  point 
de  concours  I  des  hauteurs  et  du  centre  0  du  cercle  circonscrit  {n^  719); 
donc» 


FIg.  478. 


770.  Théorème  de  Ghasles.  6"^  tnic  jitjure  platie  F  se  déplace  d'une 
manière  quelconque  dans  son  plan, 
elfe  jteut  être  amenée  d'une  position 
F  à  l'ai/tre  ¥'  par  une  rotation  aufour 
d'un  centre  convenablement  choisi  sur 
ce  plan. 


On  suppose  que  les  figures  don- 
nées sont  directement  égtUes,  c^est- 
à-dirc  qu^OQ  peut  les  superposer  sans 
recourir  à  un  retournement. 

Le  point  A  peut  aller  en  A'  par  un 
arc  quelconque  ayant  pour  corde  AA'; 
te  point  B  peut  aller  en  B'  par  un  arc 
quelconque  ayant  pour  corde  BB'« 

Les  perpendiculaires  élevées  sur  les 
milteui  de  ces  cordes  donnent,  par 
leur  rencontre  en  O9  le  centre  de  ro* 
UtioQ  cherché. 

Car  si  Ton  suppose  le  point  0  joint 
mx divers  sommeU  A,  B,  C,  D,  E,  les  triangles  OAB,  OBC,  OCD,  etc. 
le  transporteront  simaltanément  en  OA'B'^  ÛB'C,  etc. 


FIg.  479. 
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77i.ifote-  Le  Ihéorèino  ci-ic^ssus  a  été  énoncé  pour  la  premir^re  fois,  d'une  mâ- 
nièrf»  complètement  générnlo  et  puramenl  ^omélri<]uf»,  par  M.Chables,  en  1830. 
Divers  ra<i  pirliculiers  ont  élé  ciotmés  par  Descartes  et  Jean  Bkbnoullî. 

On  sait  i^Mf^  lo  fheon'me  de  Chnslen ,  reîalif  au  mouvem^^nt  d'une  tÏLMirp  •i'>n« 
Te^pace,  i.  labiiL  qu  uxi:;  Ogure  peut  être  amenée  d'une  pOeiUuu  à  udu  autre  [-^i 
un  mouvement  hélicoïdal,  c^eal-A-dire  en  parcouraot  tm  arc  d'hélice  cylindrtqve 
et  combina Dt  ainsi  ud  mouvement  de  rotation  avec  celui  de  translation. 

L*étude  des  figures  invariables  de  forme,  mais  variables  de  grandeur  et  de 
position,  vient  de  nous  conduire  à  un  théorème  dont  les  précédents  ne  sont  que 
(les  cns  particuliers:  Deux  /iffuves  settthïahles ,  à  (rois  dimensions,  correspon- 
dant à  des  figures  éfiales  par  m^perpositinn  (A  l*ex<"fusîon  d»^^  solides  épaux  par 
symétrie),  peuvent  être  ronsidf')'**f*ft  fmnmr  rtant  deur  po'^if'f^n'-i  différente*, 
d*une  même  firfure  restant  semblable  à  ellr-nu-me.  pendant  <juc  rJuu  un  '/<-  «'^ 
points  décrit  une  spirale  loyarithmigue  conique.  (7  juiu  1894,  voir  ci-apra». 
n»  251  A.) 

Descaatbs,  né  en  1S96  dans  la  Touraîne,  mort  en  1660  h  Stockholm»  bit 

époque,  dans  Thistoire  des  mathématiques,  par  son  Application  de  VAlgèhnà 
la  théorie  des  murbes.  Comme  exemple,  il  donna  la  solution  du  problème  Oi^ 

fres  aut  phn-cs  fineas  des  nitciens,  cl  le  d<^«iîrna  sous  le  nom  de  problème  df 
f^ffjfpu^.  Il  Ht  ronii.iîire  aussi  une  règle  générale  pour  la  détermination  da 
tamjentes  des  courbes. 

Jkan  Bf.rnoulli,  né  à  liàle  en  1GC7,  mort  en  174i>,  frère  dp  Jacques  BEftNOUUi 
(IG5i-17u5),  l'un  et  l'autre  mathématiciens  célèbres.  f*lui»ieurs  de  leurs  desceû- 
dants  ont  aussi  fourni  une  carrière  mathématique  fort  remarquable. 


LIEUX  llÉOMÉTRIQUES 


772  iftt.  Relation  de  distance.  Dans  les  questions  traitées  au  livre  II,  on 
ne  peut  gui  rtj  employer  que  les  trois  relations  do  distance  que  Ton  va 
rappeler  : 

4«  Un  point  peut  être  à  une  distance  constante  d'un  point  donné,  1' 
lieu  est  une  circonférence  ayant  ce  point  pour  centre  el  la  distance  donnée 

pour  rayon. 

2*  Un  point  pcnl  être  à  une  distance  constante  d*tine  droite  on  d'une 
circonfcrencc  i  le  lieu  est  une  parallèle  à  la  droite  ou  une  circonféreDcc 

concentrique  à  la  preiuicie. 

7>         ....         y\  3**  Un  point  peut  être  éqniili.^t(tnf  de  deus 

/         .'^V*..       droites;  le  Heu  e£»L  ia  bis&ccUiot)  de  laugie  de 
;  \      ces  deux  droites. 


\  \;        772  (b).  ReUtîoD  angulaire.  La  relation  la  plus 

 l'B    employée  est  celle  de  Tangle  constant  dont  les  côtés 

passent  par  deux  points  fixes.  Le  Uea  du  som- 
met de  l'angle  M  est  Tare  du  segment  capable 
de  Tangle  domaé  m;  mais  le  lieu  complet  so 
compose  de  deux  arcs  symétriques  AMfi,  ANB. 
Les  arcs  non  tracés  des  circonférences  ci-dessos 
correspondent  à  un  angle  égal  à  {l&y»  ^ 

772  c;.  Lieux  à  propofpr.  Lorsfju'un  lhoor^!rve  ''«-t  relatif  à  la  deterni.'- 
nnliof)  d'un  p"iiit  remarquable  par  rafqtort  u  une  liLnire  dnnnf'^e.  on  i>'nU 
proposer  de  chercher  le  lieu  de  co  point  lorsqu'on  fait  varier  de  grandeur 


4 

t. 
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OU  de  position  une  ou  plusieurs  des  données,  tandis  qa^nn  cerlsin  nombre 
d^aolrea  restent  inyariables. 

Voici  quelques  exemples  relatifs  au  triangle  : 

Les  médianes  se  coupent  au  même  point;  et  ce  point,  comme  on 
rétablit  en  staticjuc,  est  le  centre  de  gravité  de  la  surface  du  triangle. 
i  Mécanique  *,  n*»  75.) 

Us  trois  hauteurs  se  coupent  au  même  point. 

1^  trois  bissectrices  intérieures  déterminent  le  centre  du  cercle  inscrit. 

Les  bissectrices  extérieures  font  connaître  les  centres  des  cercles  ex* 
inscrits. 

Les  perpendiculaires  élevées  au  milieu  de  chaque  côté  se  coupent  au 
centre  du  cercle  circonscrit. 

Le  centre  do  cercle  des  neuf  points  est  au  milieu  de  la  droite  qui 
joint  le  point  de  concours  des  hauteurs  au  centre  du  cercle  circonscrit. 

Ceci  rappelé,  admettons,  par  exemple,  que  le  triangle  ABC  ait  une  base 
BG  invariable  de  longueur  et  de  position  et  que  Tangle  opposé  ait  une 
valeur  constante.  A  chaque  position  que  prendra  le  sommet  mobile  A  sur 
iVarc  de  segment  décrit  sur  BC  et  capable  de  la  valeur  angulaire  donnée, 
jlc  point  de  concours  M  des  médianes  oceupera  une  position  différente 
sur  le  jilan  du  triangle;  Tensemble  de  ces  positions  cst  le  lieu  demandé; 
mis,  dans  bien  des  cas,  Tétuie  du  lieu  peut  exiger  d«>8  connaissances 
plu?  étendues  que  celles  que  donnent  les  Eléments  de  Géométrie, 

Dans  l'exemple  relatif  à  un  triangle  ABC  : 
I  Le  point  dû  concours  des  médianes  donne  un  arc  de  cercle  (livre  111); 

Le  point  de  concours  des  hauteurs  donne  un  segment  capable  d^un 
laogle  constant  ; 

Il  en  est  de  même  du  centre  du  cercle  inscrit  et  des  centres  des 

çercles  ex -inscrits,  le  livre  II  suffit; 
Le  centre  du  cercle  circonscrit  est  fixe  ; 

l  e  centre  du  cercle  des  neuf  points  décrit  un  arc  de  cercle  (livre  III). 
!  On  peut  encore  proposer  d*autres  lieux  : 

I  Les  pieds  des  hauteurs  abaissées  des  sommets  B  et  G  se  trouvent  sur 
li  demi -circonférence  décrite  sur  le  diamètre  BG  ; 
Le  point  milieu  de  chaque  médiane,  menée  des  sommets  B  et  G, est  un 

art  de  eerclc. 

j 

Ëmplol  «rune  relaliou  linéaire. 

Exœîce  173.  i.  • 


773.  Lien.  Lteii  des  centres  des  eirconfé^ 
rrnees  tawjentes  en  un  point  donné  P  fTime 
«Mf«  AB  ou  d'une  eireonférenoe  A'B'. 

La  jroUe  AH  doit  être  tangente  en  P  à  tous 

les  arcs  que  Von  veut  tracer;  donc  les  centres 
.çuvenl  être  pris  à  volonté  sur  la  droite  indé- 
finie Kl\  menée  par  le  point  P,  perpendicu- 
lairement ou  normalement  à  la  ligne  donnée 
Alt  oj  A'ir. 


M  l  i/' 


FÎR.  4SI. 


'  minunJU  dâ  mécaM^w,  F.  J. 
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774.  Lieu.  Lieu  des  centres  des  circonférences  tangentes  à  deux  drcite^ 
AB  et  CD  qui  se  coupent. 


Fig.  m 


Ce  lieu  est  le  même  que  le  Heu  des  points  équidistanls  des  deux  droilei 
AB  et  CD  :  c^est  Teusemble  des  deux  droites  mdéflnies  EF  et  GH,  qoi 
semut  de  bissecirlces  aux  angles  formés  en  0. 


Exercice  174. 


T7ti,  ÎÀtn.  Lieu  des  points  d*où  un  cercle  Q  est  w  sous  un  angle 
donné  m. 

On  mène  deux  tangentes  faisant  f^nlre  elles  Pangle  voulu,  et  Ter 
décrit  une  circonférence  concentrique  à  la  première  et  qui  passe  par  k, 
point  de  concours  des  deux  langenteB. 

776.  Lieu.  Lieu  des  points  d*oû  les  tangentes  menées  à  une  etreonfi- 
renée  donnée  A  sont  d'une  longueur  donnée  au 

Bmmoe  175« 

777.  Lien.  Deux  circonférences  concentriqiiei' 
étant  données,  quel  est  le  lieu  du  sommet 
d'un  amjle  droit  dont  un  raté  est  tangent  <i 
une  des  circonférences  ^  tandis  que  Vautre  c4té 
est  tangent  à  la  seconde  f 

La  figure  OAMB  est  un  rectangle  dont  le? 
côtés  sont  connus;  donc  la  longueur  OM  est 
constante;  le  lieu  du  point  M  est  une  circon- 
fig.  483.  férence  concentrique  aux  premières. 

778.  Lieu.  Lorsque  les  tangentes  font  un  angle  constant  N. 

C^est  encore  une  circonférence  concentrique  aux  proposées  ^  car  1« 
quadrilatère  OCND  est  de  grandeur  connue,  les  angles  et  deux  cétée 
adjacents  étant  connus. 

770.  Enveloppe.  Quelle  est  Vcnccloppe  de  la  droite  CD  des  contact^ 
lorsque  l'angle  N  est  constant  (n^  119)? 

Cest  la  circonférence  décrite  avec  la  perpendiculaire  OP  pour  rayon, 
car  la  corde  CD  reste  à  une  même  distance  OP  du  centre;  donc  cette 
corde  est  tangente  à  la  circonférence  OP. 
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Exercice  176. 

780.  Lieu.  Lhie  corde  de  lonyucftr  il  ri  mire  AB  se 
ftHxf  (}a)is  un  cercle  0;  quel  eU  le  lieu  décrit  par 

milieu  M  ? 

La  Joogueur  de  la  eorde  étant  constante,  sa  dis- 
tance au  centre  est  aussi  constante.  Or  celte  dis- 
tance est  représentée  par  la  droite  OM  qui  joint  le 
centre  au  milieu  de  la  corde.  (G.,  121.)  Donc  le 
peint  M  se  meut  sur  la  circonférence  qui  a  OM  pour 
rayon. 

781.  Lieu.  Un  atujle  ADB  de  fjrandeur  donnée 
a  son  sommet  sur  une  circonférence;  quel  est  le 
Heu  tjt-ométinque  du  point  milieu  de  la  corde  qui 
joint  h^s  cjrtrémités  des  côtés  de  cet  amjle? 

L  aiiL'le  inscrit  a  pour  mesure  la  moitié  de  Tare 
compris  par  ses  C(Mès  (G.,  n<»  \  M\\  donc  l'arc  AB 
est  constant  pour  un  angle  doinit'';  iî  en  est  de 
T-i'me  de  la  corde  AB  (jui  sous-lcnd  cet  arc;  donc 
ie  point  milieu  >!  décrit  une  circonférence  concen- 
trique à  la  première  (n<>  780). 


Kig.  48%. 


FIg.  485. 


782.  Lieu.  Un  amjle  de  grandeur  donnée  est  inscrit  dans  une  cir- 
conférence,  un  de  SCS  côtés  passe  par  un  point  donné  (non  situé  sur  la 
circonférence)  ;  quel  est  le  lieu  géométrique  du  point  milieu  de  la  corde 
ihfcrceptée? 

Le  sommet  se  déplace,  mais  le  lieu  est  encore  une  circonférence  con-> 
CËQtrique  à  la  première. 

7S3.  Lieu.  Des  points  milieux  des  bases  des  trapèzes  a)/ant  pour  dta- 
gonales  deux  sécantes  fnences  par  le  point  de  contact  de  deux  circonfé- 
rciu:eii  tangentes,  lorsque  ces  sécantes  se  coupent  sous  un  angle  constant. 


Fig.  m. 

Le  point  milieu  de  CE  est  une  circonférence  concenfrîque  à  la  circon- 
Cirenee  A  ;  il  en  est  de  même  pour  le  milieu  de  FD. 

Remarque.  Lorsque  les  circonférences  sont  tanirentes  intérieurement, 
^  sécantes  forment  les  côtés  non-  parallèles  du  trapèze. 
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fimroioe  177. 

784.  Ucu.  Liett  {les  centres  îles  circOHfrrfnces  décrites  avec  un  iv  ,\  ? 
donné  r,  et  qui  interceptent  sur  une  droUe  donnée  AB  des  C4>rdesd'im\ 
longueur  donnée  ai.  . 

Soil  0  un  point  da  Heu  demandé.  Le  triangle  OOII  est  dèlermiaé  es 
içrandeur  par  la  corde  m  et  le  rayon  r.  Le  lieu  eherché  est  donc  le  mèaie 
que  le  lieu  qui  serait  décrit  par  le  point  0,  si  le  triangle  OGH  glinail 
sur  le  plan ,  en  conservant  sa  base  GH  sur  la  droite  AB. 


Fig.  487. 


Ce  lieu  se  compose  de  deux  droites  CD  et  £P  menées  parallèleonotà 
AB,  de  part  et  d*aulre  de  cette  droite.  I 

Pour  déterminer  un  premier  point  0,  on  portera  la  longueur  donnée  ffj 
sur  la  droite  AB,  enOH,  par  exemple  ;  des  points  G  et  H  comme  eentreM 
avec  r  pour  rayon,  on  décrira  des  arcs  dont  la  rencontre  donnera  lii 
point  0.  ' 

'  7M.  Lieu.  Lieu  des  centres  des  circonférences  décrites  avec  un  rayon  r,  H 
et  rpn  détermùwnt,  en  coupant  une  circonférence,  une  corde  commust 
de  longueur  donnée. 

On  trouvera  deux  cireonftrences  eoncenlriques  è  la  circonférence  pro^ 
posée. 

786.  Lieu. Xtéfi  des  centres  des  circonférences  décrites  avec  un  rayon  r, 
et  qui  coupent  orthogonalement  une  circonférence  donnée  (n^  620). 

C^est  une  circonférence  concentrique  à  la  circonférence  donnée  et  qui 
a  pour  ra^'On   r'  ==  >/H-  -|- r* . 

Il  en  est  de  même  lorsque  les  circonférences  doivent  se  couper  sous  un 
angle  donné,  mais  de  grandeur  quelconque. 

Exercice  178. 

7U7.  Lieu.  Pnr  chaque  point  d'une  circonférence^  on  hiène  ih  s  th  oif'  ^ 
parallùfcs  sur  Icsquefics  on  prend  une  longueur  com-itante  1  ;  quel  est 
lieu  des  points  ainsi  obtenas? 

(Voir  Méthodes,  oti.) 

7lifi.  Lieu.  Même  rjuostion.  Jm.  figure  donnée  est  queleonque, 
(Voir  Méthodes,  no  59.) 
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W.  Lieu  On  donne  deux  dreonférences  concentriques ,  par  chaque 
tint  fie  la  circonférence  extérieure  on  mène 
»  tangentes  à  Vautre  circonférence  ;  sur  cha- 
m  de  ces  lignes  ^  à  partir  de  la  circonférence 
tférieure,  on  prend  une  longueur  constante; 
est  le  lieu  des  points  ainsi  obtenus  f 

Soient  OA.  (>B,  los  circonférences  données. 

On  oLJitnt  deux  circonférences  coaceplriques 
ux  circonférences  proposées. 

Le  calcul  des  rayons  OM,  ON  dépend  du 
îre 

AB«  =  a«  — 6%-   AB  =  ^o*-  6=« 
BM  =  /  +  >/«'  — BN  =  — l  +  >/a«^ï« 

OM'  =  BM  -  +     =r  /5  +  S/v'a*  —  6^  4-  à'  —  6*  +  h'^ 
■  Ainsi  OU'  =  /«  +  a»  +  2/^*'  -  (*) 

!  ON«  =  I»+a»  — 5U|/a*-li^  (2) 

Venfication.  î^i!)-  lo  trian«?ln  Mi>\,  la  droite  AU  e>t  médiane;  or 
H(î)  donnent,  en  etiet,  OM-^- Ui\^  =  2/*  +  2a'.  (G.,  n»»  254.) 

i790.  Lieu,  Lieu  du  point  milieu  de  chacun  des  trois  côtés  mobiles  du 
trallélogramme  ABCD. 

Le  lieu  du  milieu  de  AB  est  uno  circonfé- 
îDce  éfirale  aux  premières  et  ayant  son  centre 

a  milieu  de  CD. 

Le  lieu  du  point  milieu  de  CA  est  une  cir- 
tof^Tonro  décrite  du  centre  C  avec  la  moitié 
'^A  pour  rayon  ;  de  même  pour  DB. 

RenMrqve.  Le  ïieu  du  point  de  croisement 

diagonale»  dépend  du  livre  III.  Ce  lieu  est  celui  du  point  milieu 
u  c  droite  qui  joÎDt  un  point  fixe  C  à  chaque  poiot  d'une  circonTé* 
face  ayaoi  D  pour  centre  (a<»  65), 


Fig.  48d. 


Bxeffdee  179. 


"î^l.  Liea.  Oh  fait  tounirr  une  rirrnfjfprrnce 
!'*  ur  (le  riai  de  fies  points,  et  dans  cfutctme 

f  "'^  positions  OH  lui  mène  dcf^  fangortcs  pc- 
oi/^'/e*  ù  une  droite  fixe  donn  'r  :  troifvrv  le 
'l-^  jtoiiitH  de  ccmtact.  ( GoucouTS  générai > 
^>^;  classe  de  Iroi&ième.) 

Soient  XY  la  dûrecUoD  donnée,  A  le  point 
'^'^t  B  le  centre  de  la  circonllérence  mobile 
^  use  position  quelconque,  CI,  DV,  les 
^'  :^rfites  parailéloft  à  XY. 
|U  lien  de«  centres,  tels  que  B,  est  une  cir- 
|Mmoe  déerife  do  point  fixe  A,  comme 
?  tne,  sTce  un  rayon  égal  à  celui  de  la  cir* 
PBferesce  mobile. 
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Pour  avoir  les  point?  îe  >  ontaci  G  et  D,  U  faut  mener  par  le  «nlrel 
uue  perpeudiculaire  à  XY.  En  menant  EF  perpendiculaire  à  celte 
ligne  XY,  on  reconnaît  que  les  lignes  EC,  AB,  FD  sont  égales  et  pai 
lèlea;  donc  le  Heu  des  points  C  est  la  circonférence  décrite  du  centre! 
avec  r  pour  rajon.  Le  lieu  du  point  D  est  la  circonférence  qui  a  F 
centre. 

Remarque.  Le  Heu  Gst  le  mf^me  que  celui  que  Ton  obtient  lorsque, 
chaque  point  B  d'une  circonférence  fixe  FBE ,  on  môoe  dans  une  dir 
tien  donnée  une  droite  BC  d'une  longueur  connue  r. 

992.  Eleii.  Même  problème.  Lorsque  la  circonférence  mohiU  mi 
stamment  tangente  à  une  drconférenee  donnée» 

C^est  le  môme  lieu  que  celui*  qui  est  rappelé  dans  la  remarque 
dessus. 

Exercice  ISO. 

703.  Lieu.  Lieu  décrit  par  le  milieu  M  d'une  droite  finie  AB  q'^i 

meut  dans  un  angle  droit  C, 
manière  que  ses  extrémités  glUi 
sur  les  côtés  de  V angle. 

Soit  AB  une  position  que  !  cor  V- 
de  la  droite  mobile.  Joignons 
milieu  M  au  point  C. 

La  droite  CM,  étant  médiane 
l'hypoténuse  du  Irianplc  rerlringi 
AGB,  égale      AB;  et  comme 
est  une  longueur  constante,  il 
est  de  même  de  CM.  Ain?i  le  pon 
M      meut  sur  l'arc  DME, 
du  point  C  avec  CM  pour  rayon. 

Remarque.  Le  lieu  du  point  milieu  d*une  droite  mobile  finie,  1 
Fangle  G  n*est  pas  droit,  est  une  ellipse,  ayant  G  pour  centre* 

Le  lieu  d*un  point  de  AB  (autre  que  le  point  milieu)  est  une  ellipse 
même  lorsque  Tangle  G  est  droit.  (6.,  n*  643.) 

Tout  point  lié  invariablement  au  segment  AB,  et  situé  dans  le 
BGD,  décrit  aussi  une  ellipse,  diaprés  le  théorème  de  Schooten  (n**  i 
et  2ie0). 


A 

L 

X  /Jr 

A' 

Fig.  401. 

784.  Lien*  lÀcit  (în  rit  par  le  point  de  concours  des  fnééUanes  ^ 
triangle  rectangle  ABC,  dont  l'hypoténuse  de  longueur  constanUasé 
extrémités  sur  deux  droites  rectangulaires  données  (6g.  491  )•  | 

Les  médianes  se  coupent  aux  deux  tiers  de  leur  longueur  à  partir  M 
sommets;  or,  comme  la  médiane  GM  a  une  longueur  consiante,  il  m 
résulte  que  le  lieu  du  point  de  concours  est  une  circonférence  décrite  i 
point  G  comme  centre  avec  les  deux  tiers  de  GM  pour  rayon. 

7&&.  Lieu.  Quel  est  le  lieu  du  point  M  de  contact  de  deux  circoufe 
renées  tangentes  entre  elles  et  respectivement  tangentes  à  une  droite  ^ 
deux  points  donnés  A  et  B,  mais  dont  les  rayofis  sont  variables  f 
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ioDc  le  lieu  est  la  circonférence  décrile  du  centre  G,  avec  la  moitié  de 
iB  pour  rayon. 

Remarque.  Ce  problème  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  quesUoa  qui 
era  traitée  ultérieurement  (n°  820). 

786.  Lien.  Lieu  du  point  milieu  des  eordeê  menées  à  une  circanfé' 
tnee  par  un  même  peint, 
<  Voir  Méthodee,  no  80.) 

7î)7.  Lieu.  Lieu  des  poiiifs  milieux  des  côtés  d*un  trianyle  ABC,  dont 
a  base  e^t  fi^^e  et  Vanyle  nu  sommet  constant. 

Soil  AB  Ja  base,  0  le  centre  du  set^ment  capable  de  Tanple  donné;  lo 
^  se  compose  des  deux  circonférences  égales  décrites  sur  les  diamètres 
iOetBO. 

La  partie  de  ces  circonférences  comprise  entre  la  base  AB  et  Tare  qui 
complète  Tare  AGB,  correspond  aux  triangles  qui  auraient  180»  —  G  pour 
Nigie  au  sommet. 


788.  Uea*  Dane  une  circonférence,  une  corde 
AB  est  Vune  des  hases  d'un  trapèze  inscrit; 
q'ui  est  le  lieu  géométrique  du  point  milieu  de 
chaque  diagonale  et  de  chacun  des  deux  côtés 
adjacents  à  la  base  AB? 

Les  point?  milieux  des  cordes  AD,  AE  se  Irou- 
T'fit  sur  la  circonférence  décrite  sur  AC  comme 
liiaiuèlre  [      790  "i. 

Us  points  milieux  de  HO,  BE  appartiennent  ;\ 
|îa  circonférence  décrite  sur  BC  comme  diamètre. 

7119.  Lîcu.  Qtiel  est  le  lieu  géométrique  du 
,10)11  m  ci  C  d'un  trianyle  ayant  AB  pour  base  et 
dont  ta  médiane  AD,  qui  part  du  point  A,  a  une 
longueur  constante? 

Prenons  AE  =  AP.  :  la  droite  AD  médiane  de 
kjugucur  constante,  joignant  les  points  milieux 
4e6£  et  de  BG,  est  parallèle  à  EG  et  eu  égale 


Fig.  493. 


Fig.  m. 
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la  moitié;  donc  EC  égale  2AD;  par  suite,  le  lieu  du  poiot  C  est  U  e 
conférence  décrite  du  point  £  comme  centre  avec  un  rayon  double  de 
médiane  donnée. 

Ezeroîoe 

800.  Litiu.  Dans  un  quatlnlalèrc ,  un  côté  est  /Ixe ,  une  diagonak 

deux  autres  côtés  sont  donnes 
lomiueur ;  quel   est    le  lieu  i 
point  milieu  de  l'autre  diayom 
et  le  lieu  du  point  milieu 
droite  qui  Jouit  les  milieux  i 
deux  diagonales? 

Soient  Ali,  bC,  AD,  BP 
côtés  et  la  diagon«ile  donné?. 

AB,  AD,  BD  forment  un  lrian| 
invariable;  donc  lo  lieu  du  p-i 
C  est  In  circonférence  décrite 
centre  H. 

1"  Si,  par  le  poinl  M,  nou?  ri 
nons  MP  parallèie  à  6G,  on  at 

PA— PB 

et  MP  =  Vs  BG  =  constante  (o"»  431).  Dodo  le  lieu  du  point  M  est 
circonférence  décrite  du  centre  P  avec  la  moitié  de  BC  pour  rayon. 

2**  Pour  le  point  0  on  trouve  d'une  nianicio  uimIoltuc  que  (a  Jr 
OG  menée  parallèletnent  n  MP  est  constante;  donc  le  lieu  <ln  ço'vA 
est  nne  circonférence  décrite  du  point  G  avec  la  moitié  de  MP, 
quart  de  hC  pour  rayon. 

Es«roîoe  184. 


Fig.  m. 


801.  Li«tt.  Quel  est  le  lieu  des  points  M,  tels  que  la  droite  AB,  ^ 

Jmnt  les  pieds  des  perpé 
diculaires  MA,  MB,  M 
sées  de  oe  point  >»r 
droites  fixes  OX»  0Y\  à 
une  longueur  constante  11 

On  peut  Toir  M^odt\ 
no  142  ;  d^ailleurs  voici  :  ' 
X      i«  Soit  AB  =  I  et  M  | 
point  qui  ae  projette  eo  j 
et  B* 

La  droite  AB  et  Tangi 
opposé  O  ayant  une 
constante,  il  en  eet  <| 
même  du  diamètre  CM  <i 
cercle  circonscrit;  donc 
liea  dit  point  M  est 
cercle  décrit  du  point  0  cooune  centre,  avec  OM  pour  rayon. 


Fig.  m. 


I 
I 
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^  Tous  les  pointé  du  cercle  MM'  appartiennent  au  lieu» 

Pour  la  posHion  A'B',  on  obtient  M',  or  le  quadrilatère  UA  M  B'  reste 
nscriplible,  ia  diat;onaIc  A'B'  et  l'angle  M'  ont  mêmes  valeurs  que  AB 
;l  fungit  à\\iu  O,  considt'rés  eu  infuiier  lieu;  donc  OM'^OM,  etc. 
.  Le  point  <"  est  dontié  par  l'extrémité  A.  loi  qiif^  AB  se  trouve  perpen- 
iifuldire  à  OV.  On  obtient  le  point  D,  lorsque  A  ii  est  perpendiculaire 
I  Taie  XOX'. 

Exercice  185. 

JiUîi.  Lien.  On  donne  une  circonférence  de  centre  0  et  un  point  fixe 
\  :  v'ir  ce  point  mi  mène  une  sécante  BAC;  par  les  points  A  et  puis 
\  'f  C,  on  décrit  deux  circonférences 
aiujentea  à  la  première  et  qui  se 
oi^pent  entre  elles  au  point  M;  quel 
st  le  lieu  de  ce  point  f 

Lcâ  centres  des  circonférences  tan- 
s'cntes  se  troaveni  en  D,  E,  sur  les 
.*avoDs  OB,  OC.  Les  triangles  BOC, 
kDA,  AEC  sont  isocèles  et  ont  les 
Ulules  égaux;  donc  la  figure  ADOE 
is(  un  parallélogramme,  et  la  droite 
I^E,  qui  joint  les  centres  des  deux 
eirconférences  D,        passe  par  le 

EintG  milieu  de  AO;  donc  le  point  G 
l  fixe. 

Or  la  droite  DE  est  perpendiculaire 
bu  milieu  de  la  corde  commune  AM  ;  par  suite,  MO  =  AG  ;  par  consé- 
i{Qent»  le  lieu  du  point  M  est  la  circonférence  décrite  du  point  G  comme 
ttolre  ayec  AG  pour  rajon. 

Acnan|«Me-  L*e  lieu  demandé  ne  diiïère  pas  de  celui  du  point 
luilieitdes  cordes  BAC  menées  par  le  point  A;  on  doit  faire  alors  cer- 
taines restrictions.  Ainsi,  quand  le  point  A  rst  situé  hors  du  cercle  U, 
le  lieu  ne  se  compOj»e  que  de  la  partie  extérieure  de  I9  circonférence 
^éerite  sur  AO  comme  diamètre  (o*"  80). 

^  Pour  déterminer  le  lieu  du  point  M ,  on  peut  aussi  recourir  à  une 
iclatîoo  angniaîre.  En  effet,  la  ligne  AD  est  égale  et  parallèle  à  DE-, 
d'ailleurs  DM  est  symétrique  de  AD  par  rapport  à  là  ligne  des  centres 
DE;  donc  la  figure  DMOE  est  un  trapèze  symétrique;  la  ligne  MO  est 
'parallèle  à  DE»  mais  la  ligne  MA  est  perpendiculaire  à  cette  même  droite 
jDB.  Par  suite,  Tangle  AMO  est  droit,  et  le  lieu  du  point  M  est  la  circon* 
férenca  décrite  sur  AO  comme  diamètre. 

8(M.Lîe«.  Par  l'un  de$  points  où  deux  circonférences  BetCse  conjujnt 
mène  une  sécante,  à  partir  du  point  d'intersection  A  on  prend  sur 
'       Ugne  des  longueurs  AM ,  AN  égales  à  la  demi-somme  des  cordes 
^"tlere^ées ;  quel  est  le  lieu  des  points  M  et  N  ? 

En  atiaîesant  les  perpendiculaires  BD,  CE  sur  la  sécante  MN,  ia  ion- 
8Mr  DE  égale  la  demi  «somme  des  cordes. 
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On  sait  q  it  si  l*on  décrit  la  demi -circonférence  BC,  la  parallèle  CG a 
MN  égale  L)E ,  doue  ou  prend    AM  =  AN  =  CG. 


Fig.  496. 

Le  lieu  du  poiat  M  est  donc  uûe  circonférence  égaie  à  la  circoofére&ci 

de  diamètre  BC. 

Pour  construire  1  •  lieu,  il  faut  mener  une  parallèle  HL  à  la  ligne  <iei 
centrei ,  et  prendre  pour  diamètres  AH  =  AL  =  BG. 


m. 


£xercice  186. 

.  Danê  un  triangle  ABC,  la  base  AB  e$t  donnée  de  Imigin^'f 

et  de  position  ;  Vangle  C  opposé  est  dt 
grandeur  constante  ^  du  point  milieu  E 
d'un  des  côtés  variables  on  ahaùsc 
perpendiculaire  EM  skv  Vautre  côté  ru- 
riable  ;  quel  est  le  lieu  du  point  U^'i 

Démonstration*  Les  perpendicii- 
laires  élevées  au  milieu  de  chaque  côkl 
se  coupent  au  centre  0  do  cercle  d^ 
conscrit. 

Le  sommet  G  se  meut  sur  Tare  AG&« 
car  Tangle  G  est  constant.  Du  point  0 
milieu  de  OD  et  des  pointa  B, 
abaissons  des  perpendiculaires  sur  ACi 
menons  AG^  DF  et  CM;  noas  alk»& 


Fig.  m 


prouver  que  GM  a  une  longueur  constante. 
Le  point  D  étant  le  milieu  de  AB,  E  le  milieu  de  BG|  on  a 


d'ailleurs 


AL  =  LP;   PM  =  MG 
AF  =  FG 


*  Uathématmuet  ^émentairtB,  jouniftl  pur  )f.  VrxBtinr,  tome  II,  n*  se.  Le  JattmH  U 

Mathtmatlqiuit  élémeyitoirtu  de  M.  Vi  ibf.ut  parait  depoi»  le  1«  Janvier  ISTÏ  :  e'cel  rtf*** 

recueil  dr  qnrBfions  'Vexam'Vis  et  d'exercices  intére!,v;iiit«' ;  néanmoinâ  nous  ne  îtil  %rom 
qu'un  iK'ilt  nombre  d'emprunU,  yiuce  qu  ii  e^t  U'uu  prix  iim  abordable  et  «ju'il  «  tr<Mi« 
en  on  graiid  nombre  do  malBB. 
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Les  triangles  rectangles  LDF,  MEC  sont  égaux  »  car  DF  est  égal  et 
parallèle  à  ËC,  et  il  en  est  de  même  de  OL  et  EM« 

Ainsi  Ll  =PM  =  MC 

dûDc  LU,  moitié  de  LF,  est  aussi  la  moitié  de  PM  ;  et  comme 

AL=:VtAP 

ooaura  AH  =  Vs^^ 

donc  AG  =  GM 

Le  lien  du  pûiiii  .M  est  la  circonférence  décrite  du  centre  G  avec  le 

ra)on  AG. 

Remarque.  Quand  le  point  C  vient  en  li,  la  perpendiculaire  passe  par 
ce  point;  mais  quand  C  vient  au  point  A,  la  corde  A(i  v>,i  remplacée  par 
la  tangente  AN,  menée  à  la  circonférence  ».).  Le  point  milieu  de  BC  vient 
en  D,  et  la  perpendiculaire  devient  DN  ;  donc  rare  BMAiN  est  le  lieu 
obtenu  lorsque  le  point  G  décrit  Tare  AGB.  L'arc  2\B  est  ie  lieu  lorsque 
C  s»'  meut  sur  Tare  AC'B. 

Lâ  perpendiculaire  abaissée  Je  F  sur  BC  donne  l'arc  AMBiN'  pour  lieu 
clierché. 


806.  2"  Uémonstration.  La  première  démonstration  précise  bien  la 
position  du  lieu  et  fait  connaître  le  centre  G:  mais  elle  est  longue.  La 
lulyante  e^t  beaucoup  plus  simple  et  plus  rapide.  Prouvons  que  Tangle 
AMK  est  constant  (fifr.  499). 

Quelle  que  soit  la  longueur  de  la  corde  BG,  comme  le  point  1'^  en  est 
k  milieu  et  que  l'angle  G  est  constant,  il  en  est  de  même  de  l'angle  BMA, 
eu  on  obiirut  en  joignant  B  au  pied  M  de  la  perpendiculaire,  car  le 
triangle  BPC  reste  semblable  à  lui-même;  il  en  est  de  même  de  BMC, 
puisque  BM  est  la  médiane  du  premier;  ainsi  Tangle  AMB  ne  varie  pas. 
I>ODC  le  lieu  du  point  M  est  un  arc  de  segment  décrit  sur  Aii  et  passant 
^  un  point  quelconque  M  du  lieu  demandé. 

Remarque.  La  démonstration  ci-dessus,  qui  repose  sur  les  Ogures 

seniblables,  .-/applique  facilement  au  cas  plus  général  OÙ  E  divise  BC 
UQ  rapport  donné  {u^  1372). 

'  ê07.  Lieu.  Sur  une  corde  AB  d*une  eireanfé^ 
'fence  ABC  on  décrit  une  seconde  dreonférenee 
ayant  cette  ligne  AB  pour  diamètre;  par  le 
point  A  on  mène  une  iécanU  APC;  quel  est  le 
Ueii  du  point  M  milieu  du  segment  PC  compris 
mtre  les  deux  circonférences  f 

û'après  la  question  précédente,  le  lieu  est  la 
firronférence  décrite  du  poiot  G  milieu  de  OD 
avec  le  rayon  AG. 

En  elTel,  P  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
BP:  donc  le  point  milieu  M  est  le  pied  de  la 
perpendiculaire        abaissée  du  point  milieu 

M.  15 


Fig.  600. 
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197. 


«08  Lieu  Par  un  point  fixe,  pris  dans  un  cercle,  on  mme  de^ 

.(cs  diagonaU»  mr  le»  côté»  du  quadnUUire  t 
En  se  reportant  à  l'Exercice  m  [no  749),  OD  MWmnatt  f  « «L^; 
féi^nce  GLt  S,  V,  centre  N,  e.t  le  lieu  demaBdé,  car  te  pointa  M  et  0  «ni 
fixes  ;  or  N  est  le  milieu  de  MO. 

Exercice  186. 

MM  li.»^  On  donne  une  circouf.-rmce  et  un  Mamètre  fixe  AB.  ITum 

^,^TnnnûeT^il\ur  k  J-Mnagement  du  diatnitre  m  mine  ««* 
point  quelconque  i.  ;1n^  ),u>    t  y       y  . 

(an<jent«  CT.  puis  hissrctrice  de  l'amjle  ACJ  ,ju«l  eU  u  ueu  au  ptea, 
TCp^1^icui<^ire  aha^e  du  centre  «ur  I«  bt-eclru*  t 

(Voir  UiihodM,  n*  82.) 

EuMiee  IW. 

810.  U^IÀmde»  poUllsteU  que  la  soinme  des  dislavrcj:  choe.  r 
d'eu^  Octroie  cM»  d!un  triangle  équilatéral  ABC  .oU  égaU  a  un. 
longueur  damnée  z* 

Considcrons  un  point  quelconque  0  en  dehors  du  t™ngîe  ôq^^^^ 
On  sait  que,      Ton  prend  né.^^at^vement  la  distance  OR  qui  tombe  à 
rexWrieur  du  côté  BC,  on  a  (n*  488,  seolte  H)  i 

m-j-n  — r  =  AD,  iiauteur  du  triangle. 

Ajoutons  2r,  il  vient  m  +  n  +  r= AD  +  2r=AL 

Et  cela  bera  vrai  pour  tout  point  pris  sur  l'une  des  Hg««»       HI  JE, 

menées  parallèlement  aux  côMs,  à  la  dis- 

  >  tancer. 

Il  en  est  de  même  pour  tout  point  pris 
sur  Tune  des  droites  EF»  GH,  U  ;  car,  pour 
un  point  quelconque  pris  sur  EF,  la  dia^ 
tance  au  c6té  AG  est  la  même  que  pour  le 
point  F,  ces  deux  lignes'étanl  parallèles;  et 
la  somme  des  distances  aux  deux  autres 
c6té9  est  égale  à  FP  ou  r,  Tune  d  -  !  aa- 
teurs  égales  du  triangle  équilatéral  E¥B. 

Ainsi  la  propriété  est  vraie  pour  tous 
poInU  du  périmètre  de  rhexagone  EFGHiJ. 

Il  reste  à  indiquer  la  construction  à  faire 
pour  que  l'on  ait  in+n+r=2,  longueur 
donnée.  Or  on  a  vu  que  ni  +  n +  r  =  AD  +  2r-AL;  il  sufm  ôo^ 
de  mener  1.  hauteur  AD  prolongée,  de  porter  la  longueur  ^^^^^9^ 

à  la  duiance  biv,  moitié  de  DL,  qu'il  faut  mener  des  paraJlèlea  aux 
côtés. 
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811.  Lieu.  Lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  dUtances  de  dweun 
d^^ux  aux  trois  cÔtés  d'un  triangle  quelconque  soit  égale  à  une  lon^ 
gueur  donnée  r.  »  a 

Le  lieu  est  anali^e  au  précédent;  mats  pour  déterminer  les  points 
extrêmes  E,  F  G.-  (lîg.  501),  il  faut  recourir  à  une  construction  déjà 
moiquée  (n»  74),  et  employer  les  lignes  proportionnelles,  pour  démon- 
trer que  pour  tout  point  0  du  périmètre  de  rhexagonc  Et  UillJ.  la 
aomme  des  distances  égale  la  ligne  donnée. 


Eseroio«  190» 

812  Problème,  {o  Un  des  eôlés  d'un  angle  droit  roule  sur  une 

nrconference  pendant  que  le  sommet  décrit  une  àroonf^mee  eoncen^ 
droUf  '     ^^^^  l'envOoppe  du  second  côté  de  Vangle 

(Voir  Méthodes,  n»  123.) 
d^it  L'angle  donné  est  constant,  mais  U  n'égale  pas  un 

L'enveloppe  est  encore  une  circonférence  concentrique  aux  deux  pre- 

ai3.  PÉoblèM.  Quelle  est  l'enveloppe  de  la  base  d'un  triangle  dont  le 
pénnUtre  est  constant  et  dont  l'angle  opposé  à  la  base  est  donné  de 
grondeur  et  de  position  f 

(Voir  Méthodes,  1-24.) 


914.  PtMèms,  Les  sommets  d'un 
rtdangle  inserii  CDCD'  glissent  sur 
la  circonférence  dreonscrite  pendant 
que  u  eùté  CD  passe  par  un  poini 
F,  quelle  est  Venveloppe  du  côté 

apposé  ao'i 

L*eo?eloppe  de  CD'  se  réduit  à  un 
point  F'  symétrique  de  F,  par  rapport 
eu  coitre  0.  En  d  auln  s  termes,  le 
•Wé  CD'  passe  par  un  point  fixe  F'. 

Bcmartfae.  L'enveloppe  des  célés 
CD',  DC  est  une  ellipse  ayant  AV 

grand  axe  (  no  127  ).  *  ^ 

81»  Problème.  Enveloppe  d'un  cercle  de  rayon  constant  dwU  U 

wiire  décrit  une  cm  on férence  donnée, 

(Voir  Méthodes,  n»  131.) 
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Emploi  d'ane  relation  angulaire. 


198. 


816.  Li«i.  Un  triangle  a  pour  base  une  corde  /l/-  Ar>  ^|Vri  eerck^^ 
et  k  troisième  commet  M  se  meut  sur  Varc  som-^icnUu  AMB;  1  qu^ 

est  le  lieu  décnt  par  le  /Joinf 
de  concours  des  buisectrices  du 
triangle  mobile  7  —  2*»  Quel  est  k 
lieu  du  point  de  concoure 
hauteurs  de  ce  inème  tnuHiik^ 
\o  L^angle  M  est  constant; 
donc  les  angles  A  et  B  du  triangle 
ont  une  somme  constante,  et  H 
en  est  de  môme  de  leurs  moiliés 
m  et  n. 

Ainsi,  dans  le  triangle  AIB, 
Tangle  I  est  constant,  et  le  lieu 
du  point  I  est  l'arc  AIB  capable 

de  Tangle  I. 
Cet  angle  I  est  le  supplèmesi 

de  la  somme  m  n. 
La  somme 

A -fB  +  M  =  2  droite 

donc  m  +  n  +  \îM  =  i  àroW. 
Ainsi  la  somme  m  +  n  a  pour  complément  V.  M ,  et  par  suiU ,  pour  sup- 
plément,  i  droit  +  Vt  W . 

Kur«e«  t  t^ii  l  concours  des  Usseclrices  i„..ieur. 
la  ratte  de  cette  eirconférence  AlB  est  te  point  de  concours  des  bissec  , 
triées  eitérieurea  des  angles  A  et  B. 

2°  L'anc;le  formé  par  les  hauteurs  issues  des  «f»™»*» '^-^^  oas- 
constanl,  car  il  est  supplément  de  M;  donc  le  heu  est  un  arc  AUB,  pas 
Bar.l  par  l'orlhocenlre  H  et  par  les  sommets  A  et  B. 

Cet  arc  est  égal  au  plus  petit  des  ares  sous-tendus  par  AB ,  en  un  m  . 
l'arc  AUB  appurlient  au  cerele  symétrique  du  cercle  circoDscnt.  par^ 
rapport  au  côté  fixe  AB.  ' 

I 

Eseroîœ  193.  | 

817.  Lîeu.  Dans  une  circonférence  on  ^^^iJ.^/i^^";"! 
corde  mobile  GD  de  longueur  constante;  ces  ^  .^l™^ 
opposés  d'un  quadrilatère  :  quel  est  le  heu  du  point  de  COnCOUrS  a«  , 
iMdfvs  côtés  et  le  lieu  du  point  de  concours  des  diagonalêST  ^ 

L*angle  0  est  constant,  car  il  a  pour  mesure  la  demi-souime  des 
AB  et  DG,  qui  ne  Tarient  pas  de  longueur. 
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L*ang!e  K  est  aussi  constant,  car  il  a  pour  mesura  la  demi-diifèreDce 
des  même»  arcs. 


Ffg.  50k 

Donc  ehaque  lieu  est  m  arc  de  segment  capable -d^an  angle  connu* 

Rf-marquc.    LoPSquC  Ics  COTiIl-  AB,  D(Ù  Se  COUpeoJt,  U  fSUt  ISS  COOSÎ- 

dérer  comme  étant  les  diagonales  du  quadrilatère. 

Exeroioe  194. 


818.  Lieu.  Par  un  des  points  d'intersection  de  deux  circonférences  A 

et  B  on  mène  une  sécante  mobile  MON, 
puis  l'on  joint  chaque  extrémité  de 
cette  sécante  au  centre  rorrespondant  ; 
ijf'cl  est  le  lieu  despouUs  de  rencontre 
des  droites  MAO,  Nl!(  >  ?  fCnncours  gé- 
néral de  1873,  classe  de  troisième.) 

Joignons  le  point  G  aux  deux  centreSt 
les  triangles  MAC,  G6N  étant  isocèles, 
Tangle  ACB  est  le  supplément  des 
angles  M  +  N. 

Mais  Tangle  O  est  aussi  le  supplément  de  M  -f  N  ;  donc  Tangle  0  est 
constant.  Le  lieu  demandé  est  le  segment  de  cercle  décrit  sur  AB, 
capable  de  Tangle  AGE  ou  ADB. 

Bemarques.  1^  L^arc  dii  segmeot  passe  par  le  point  D. 

2*  Pour  la  sécante  M'N',  le  point  de  concours  G'  de  AM'  et  de  BN'  est 
sur  Tsrc  AG'B. 


Flg.  505. 


Exeroioe  195. 


BIO.  Lteu.  Par  uïi  point  B ,  situé  danff  un  anrjfe  XOY,  on  mène  une 
<cca7ite  fixe  ABC  ft  u)u'  sécante  mohilp  DBK;  07i  circonscrit  des  cir- 
cmiférmces  ai/.r  trutnyles  ABD,  BCl^  aiii<i  obtenus  ;  quel  est  le  lieu  du 
êec<md  poUU  M  d'intersection  des  deux  circonférences  i 
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Joignons  le  point  M  aux  trois  points  A,  B,  C  de  la  sécante  fixe. 

Prouvons  que  Tangle  AMG  est  cons- 
tant : 

angle  AMB  =  D 
angle  BMG  =  BEO 
donc       AMG  =r  ODE  +  OED 

AMG  =  2  droite  — DOE 

Ainsi  Tangle  M  est  le  supplénoent  de 
X   Tangle  0;  donc  le  quadrilatère  AMCO 
est  insoripiible.  Le  lieu  demandé  est  la 
Fif.  600.  circonférence  circonscrite  au  triangle  io- 

▼ariable  AOG. 

Remarque.  1°  Le  lieu  câl  indépendaiil  de  la  poâilion  du  point  B  sur  la 
sécante  fixe. 

2°  Sans  démonstration,  on  peut  déduire  le  lieu  d^un  théorème  précé- 
dent (nM  711  et  711  «)« 

3<>  Gette  question  a  senri  de  thème  à  une  excellente  étude  élémentaire  : 
les  LUtux  Géométriques  en  Géométrie  élétnentaire  (n^  64,  p«  39),  par 
M*  P.  Sauvaob,  professeur  au  lycée  de  Montpellier. 

821^.  LÎMi.  Sur  les  eôtés  d'un  angle  BAC  on  a  marqué  deux  points  6 
et  G  inégalement  éloignés  du  sommet  A  ;  on  décrit  deux  eireonférenûe$ 
tangentes  entre  elles,  et  dont  Vune  est  tangente  à  AB  au  point  B  et  Vautre 
à  AG  au  point  C  ;  quel  est  le  lieu  géométrique  du  point  de  contact  de» 
deux  dreonféreneesf  (Eifonte,  Manuel  des  ponts  et  chaussées,  sixîéine 
édition,  tomel,  p.  309.) 


0 


Fig.  507. 


Menons  MB,  MG.  Le  quadrilatère  ABOG  a  deux  angles  droits  ;  donc  les 
angles  A,  0  sont  supplémentaires.  (G.,  ti9  97.) 
Or  les  triangles  BDM,  GEM  sont  isocèles;  ainsi 

Tangle  DMP.  MDO 

l'angle  EMG  =  Vi  MEO 
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raogle  BMC = 180<»  —  (  DMB  +  EMC  ) 
BMC  =  l80»^|-|  =  180o-(?L+A) 


343 


tiODC 


Mais  (D  4-  £)      l6  supplément  de  Tangle  Q; 

D  +  E  A 
2  =T 


Aiûsi  Tangle  BiMG  =  i80«  —  -j-t    valeur  coDstaole  ; 

donc  le  lieu  du  point  M  est  Tare  du  segment  décrit  sur  BC  et  capable 
4  qd  aogle  de  ^iSÛo—  y)* 

u  L'arc  BNC  correspond  à  un  contact  intérieur. 


Limu,  Même  problème  i  en  remplaçant  tes  côtés  de  Vangle  par 
éeux  eirconférenees  \,  J,  les  pointe  de  eantaet  B  ef  G  étant  donnés. 

On  mène  les  taDgeotes  BA,  CA,  et  Ton  retombe  sur  le  cas  précé- 
dent 

La  dc'lenmnaiion  du  lieu  est  proposée  à  rocca^^'on  d'un  prolili  me  de 
ra^^rordement  de  deux  lignes  droites  ou  circulaires.  (Voir  ci-après  n^'  957 
à  964.) 

Exercice  197. 

W2.  Lieu.  D'un  point  quelconffue  C  de  l'arc  d'un  segment  circulaire 
ACB,  on  ahai.^se  vne  prrjn-ndiculaira  CP  sur  la  corde  de  l'arc;  du  point 
C,  avi'c  ccttr  perpemlnulaire  pour  rayon,  on 
âéerif  inw  rircoiiférence  à  laquelle  on'  mène  des 
taniinites  ]><ir  loi  ciirrinité^  df  la  corde;  quel 
e^l  le  lieu  du  point  M  ou  se  coupent  les  tangentes 
AM,  BM? 

Joignons  le  centre  C  aux  trois  points  A,  B,  M. 

On  sait  que  Tangle  ACB  se  déduit  de  Tangle 
M.  et  réciproquement  {iV  466).  Or  le  premier 
tttcoDstaoti  il  ea  eat  donc  de  même  du  second. 

En  effet, 

«iigle  ACB=:  180»—^  _  ^  =  180<»  (""4"^) 


2  +  2* — 


M 
2 


ilg.  606. 


<iooc 
4*06 


ACB  =  !80  -  (^90  - =:  90  + 
M 


=  AGB  — 90 


M  =  2AGB  — 180 


I^'dil'eurp  les  pointe  A  et  B  appartiennent  au  Heu,  car  ils  corres- 
pondent au  cas  où  le  rayon  GP  est  nul  ;  donc  le  lieu  est  Tare  de  segment 
<t4cht  sur  AB  et  capable  de  Tangle  2AGB  —  laO. 
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R«M«qn«.  On  peut  étudier  les  particularités  que  présente  ia  question, 
lorsque  le  point  G  est  sur  AGB  ou  sur  A'C'B\  et  lorsqu'il  est  sur  AB'  oq 
sur  BA'. 

Evomîm  ISS* 

8S3.  Um,  Sur  le»  eôté$  d^un  angU  dtùU  donné  on  prend  deux  gmr 
dewr$  OA,  OB  dont  la  9omme  est  constante  =  1  ;  quel  e$t  le  Ueii  iei 
points  H  oûla  eireonférenee  circonscrite  au  triangle  ABO  est 

trie  par  la  droite  OM  menée  for  U 
sommet  0  paroUèlement  à  la  base  AB! 
(Concours  académique,  Gaen,  i877.) 

Soit  OA-UOB  =  /,  somme  donnée. 
Prenons  OG  =  OD  =  ^  et  joignons 
le  point  M  aux  points  G  et  D. 

On  a     AM  =  OB=:AG 

OA  =  MB  =  BD 

donc  les  triangles  MAC,  MBD  sont 
isocèles. 

Or  les  angles  au  sommet  MAC. 
MBD  sont  égaux  comme  supplémenls 
des  angles  égaux  OAM,  OBM  ; 

Fig.  600.  cloDc      angle  OCM  =  ODM 

Par  suite,  les  quatre  points  0,  M. 
G,  D  sont  concyctiques;  donc  le  lieu  de  points  H  est  la  demi-cinaoeft- 
reoce  décrite  sur  le  diamètre  CD. 

Remarques.  1»  Lc  lîeu  Complet,  poui  les  quatre  angles  formés  auUmr 
du  point  U,  se  compose  de  quatre  demi>circonférences. 

2o  Lorsque  rangle  CDD  n'est  pas  droit,  le  lieu  est  Tare  du  segment 
décrit  sur  la  corde  DG  et  capable  de  Tangle  donné  DOG« 
Le  lieu  complet  se  compose  de  quatre  arcs  égaux  deux  à  deux. 

824.  Extension.  LIttc  VlII.  L'cnveloppe  de  AB  est  une  parabole  tan- 
gente à  OD,  OC,  aux  points  G  et  D,  quel  que  soit  Tangle  des  axes  OX, 
OY  (n<»«  2165  et  2170).  Le  cercle  BOA  est  circonscrit  au  triangle  AOB 
formé  par  trois  tangentes;  or  ce  cercle  passe  par  le  foyer;  donelei 
cercles  tels  que  AOB  passent  par  un  point  fixe. 

Ezerdoe  199. 

828.  Lîeu.  Les  so>K»icts  \\  et  C  fVun  triiDiqle  ARC  rfUs<ieyit  fiur  de^fs 
droites  OX,  OV  qui  sa  coupent  en  faisant  un  angle  i>u})piénientaire  de 
l'angle  A  ;  quel  est  le  lien  du  sommet  A? 

Discuter  le  prohlème,  en  admettant  que  le  sommet  B  peut  glisser  sur 
le  prolongement  UX'  de  OX,  et  que  le  point  C  parcourt  pendant  ce  temps 
la  ligne  YOY'. 

Soit  ABG  une  position  quelconque  du  triangle  donné. 
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A  cause  des  angles  supplémentaires  XUY  et  BAC,  le  quadrilatère 
ABuG  est  inscriplibie  ; 

(looc  augle  AUX  =  ACB 

Donc  le  point  A  se  meut  sur  une  droite  menée  par  le  point  0  et  qui 
foit  avec  OX  un  angle  égal  à  l'angle  G  du  triangle,  et  par  suite  avec  OY 
on  angle  égal  à  Taogie  B. 

826.  Discusûon.  Il  est  évident  que  le  lieu  ne  comprend  pas  toute  la 
droite  menée  par  le  point  de  concours  0;  car  le  point  A  ne  peut  pas  s'éloi- 
gner indéûniment  du  point  0. 

Appliquons  CB  sur  OX.  Soit 
DE()  la  position  du  triangle. 
Pour  Tangle  XUY,  le  point  E 
est  une  position  limite  du  som- 
met A  ;  puis  ce  sommet  vient 
en  A  et  jusqu'à  une  position' 
extrême  M  donnée  par  le 
triangle  LMT,  dont  les  cOtés 
ML,  MP  sont  respectivement 
perpendiculaires  à  OX,  OY. 
Dans  ce  cas ,  la  diagonale  OM 
du  quadrilatère  inscriptibleest 
le  diamètre  môme  de  ce  cercle. 
Puis  le  sommet  glisse  de  M 
jusqu'à  une  autre  position  li- 
mite F»  donnée  nwt  le  triangle 
OFG. 

Angle  XO Y  .  Lu  faisant  glis- 
ser B  sur  OX  et  C  Mir  OY',  le 
sommet  A  puit  du  point  E, 
frlissc  jusqu'au  point  0  et  con- 
tinue, vient  en  H  et  jusqu'à  une  position  limite  F  ,  telle  que  OF'  =  OF. 

Angla  iCoy.  En  continuant  le  mouvement»  le  sommet  A  glisse  de  F' 
josqn'en  U\  puis  de  M'  repasse  par  les  positions  déjà  occupées  F',  Il  et 
s'arrête  en  E'. 

An^fp  x'OY.  Enfin  le  sommet  A  part  de  E',  passe  en     Ë,  et  s'arrête 

au  point  V. 

£q  un  mot,  le  sommet  A  décrit  deux  fois  la  droite  MOM'. 


Ffg.  MO. 


:  L'énoncé  doit  être  com|jlcté  en  disant  que  l'angle  0 
Wl  être  supplémentaire  de  Tanglo  A  ou  être  égal  à  cet  anale  car 
XOY'=A. 

2»  Lor&que  Vantih^  A  n'égale  ni  XOY  ni  son  supplément  XOY',  le  lieu 
du  point  A  e^t  une  ellipse  {n«>  44V).  '-(^  problème  précédent  n'est  qu'un 
Cis  particulier  de  la  question  plus  générale  où  le  triangle  ABC  est  quel- 
conque par  rapport  à  l'inclinaison  des  axes.  Avec  Tangle  A,  supplément 
<lcXOY,  l'ellipse  est  infiniment  aplatie  et  se  réduit  à  son  grand  axe  MOM', 
parcouru  deux  fois  par  le  point  mobile. 
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PROBLÈMES 


Distances  diverses. 

8îfy.  La  distance  d'un  point  à  une  droite  est  donnée  par  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  point  sur  ia  droite.  (G.,  39.) 

La  distance  d'un  point  à  une  circonférence  est  la  partie  du  rayon, 
ou  du  rayon  prolonge,  comprise  entre  ce  poiul  et  la  circonférence. 
(G  )  n"  114.) 

La  distance  de  deux  circonférences  se  mesure  sur  la  ligne  des  centrée 
{n^  mo  et  696)« 

Exercice  200. 

928.  Problème.  Un  chemin  de  fer  MN  passe  en  ligne  droite  à  une 

certaine  distance  de  deux  viUages  AetB^qM 
doivent  être  desservis  par  une  etaiion  éqwdiS' 
tante  de  l'un  et  de  Vautre.  Déterminer  la  p(h 

sition  de  cette  station. 

La  droite  CD,  perpendiculaire  au  milieu  de 
AP> ,  detfTrnin<;  sur  MN  un  point  D  équidistant 
des  deux  points  A  et  B,  quelle  que  soit  la 
ligne  MN* 

829.  Problème.  Une  rivière  dont  le  cours  est  rectiligne  dam  la  partie 
considérée  passe  entre  dorr  localités  inégalement  éhifjnées  du  murs 
d^eau.  Où  faut -il  construire  im  pont  perpendiculaire  à  la  rivière  pour 
que  les  deux  localités  soient  à  des  distances  égaUs  de  Ventrée  cotres- 
pondante  du  pont  ? 

(Voir  mhodes,  d«  137.) 

83D.  Problêm».  Méinee  données  :  on  demande  le  plus  court  chemin 

qui  puisse  desservir  les  deux  locaUtés,  (N.  A., 
1846,  p.  46.) 

On  prend  la  distance  BC  égale  à  la  largeur  de 
la  TÎviôre;  on  joint  AC  ;  maie  on  mène  MN  par 
le  point  où  la  droite  AG  coupe  la  rive  la  pliu 
proche  de  A.  Is  chemin  le  plue  court  est 

AM  +  MN+BN  =  AC  +  BC 

'lout  autre  chrinin  est  plus  long,  car  il 
composerait  de  lîC  et  d'une  ligne  brisée  alianl 
du  point  G  au  point  A. 


ng.  Ml. 


Fig.  M2. 


»3I.  Extcmîon.  Un  peut  demander  que  le  chemin  ait  une  longueur 
donnée  2a,  la  question  se  rapporte  au  livre  VllI.  Trouver  les  points 
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il'ititersectûm  de  la  droite  RM  at  d'une  ellipse  ayant  A  et  G  pour  foyer 
et  2a  jiowr  longueur  du  tjratul  axe.  (G.,  n*^  642.) 


m. 

rat.  Problème.  Par  unpùirU  donné  A  marier  une  droite  qui  peau  à 
égale  distance  de  deux  pointe  donnés  B  et  G. 

1^  On  joint  le  point  A  au  point  milieu  de  BG  ; 

^  Par  le  poiot  A,  on  mène  une  parallèle  à  BC. 

83. Problème  Moicr  une  droite  parallèle  à  une  droite  donnée  et  qui 
paue  à  égale  distance  de  deux  points  donnés. 

Par  le  point  milieu  D,  on  màue  uae  droite  parallèle  à  la  ligne 
donnée. 

034.  Problèiae.  Mener  une  droite  équidiitante  de  trois  pomts,  non  en 
ligne  droite. 

n  suffit  de  joindre  deux  à  deux  les  points  milieux  des  ciytés  du  triangle 
ibrmé  par  les  trois  points. 
II  y  a  trois  droites  qui  répondent  à  la  question. 

Exercice  203. 

I 

83o.  Problèni  .  Trois  points  A,  B,  G  étant  donnés,  mener  par  le  point 
A  une  droite  telle  que  la  somme  ou  la  différence  des  distances  des  deux 
autres  points  à  cette  droite  égale  une  longueur  donnée  1. 

• 

Premier  uioyeii.  Supposons  le  problème  résolu,  et   liM-f-CN  =  / 
Eq  prenani  MD  =  CN,  on  reconnaît  que 
:BD=/  et  que  l'ant,'le  D  est  droit. 

Donc,  sur  le  dianièlrc  BG,  «Iccrivons  une 
circonférence,  iiu  point  B  comme  cenlre, 
svec  /  p(Hir  rayon,  coupons  cette  circon- 
i>n.ncf  en  D,  F»',  et  par  le  point  A  menons 
une  parallèle  à  Cl). 

Remarques.  1^  Lorsque  A  M  passe  entre 
1^3  deux  points  B  et  G,  on  a  une  somme; 
tandis  que  AM'  correapond  à  une  diUé- 
reace. 

En  effet,  BM'  — GN's=< 

^0  En  décnvânt  du  centre  G  un  arc  avec  le  rayon  1,  on  obtient  deux 
dutre&  solutions. 

Se,i.n(l  moyen  \  tii:.  514).  Mn  admettant  que  les  deux  perpendiculaires 
BM,  CN,  dont  la  SDUime  égale  ?,  soient  de  même  sens,  la  propriété 
coDnuô  de  la  base  moyenne  du  Uaptxc  conduit  à  la  construction  sui- 
îante. 
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Il  faut  prendre  le  milieu  0  de  BC.  Sur  le  diamètre  AO  décrire  une  cir- 
conférence, et  ia  couper  par  un  arc  décrit  da 

centre  0  avec  rayon.  Enfin  joiiuln 

le  point  A  au  point  P. 

Ona      BM  +  CxN=»2.P0  =  / 

Remarques.  \o  0(1  obtient  une  somiue  lors- 
que AP  laisse  d'un  même  côté  les  deux  poiote 
donnés ,  et  une  différence  dans  le  cas  cos- 
traire. 

Ainsi     BM'  -  CIS'  =  2 .  UP  =  i 

i«  Le  problème  admet  généralement  ni  <o- 
lutîons  :  Bommes  ou  différences. 

K  Un  point  A  étant  donné  sur  Vun  des  côtés  d'un  angU 
B,  trouver  sur  ce  même  côté  un  point  équidistant  du  point  donné  st  dt 
l'autre  côté  de  l'angle, 

 XL 


Fig.  515. 

Abaiasons  la  perpendiculaire  AG  aur  BY« 

Les  bissectrices  des  angles  A  déterminent  les  points  E,  E'  qv> 
répondent  à  la  question,  car  DA  =  DE ,  puisque  le  triangle  ADE  est 
isocèle. 

837.  PkroblèflM.  On  donne  une  circonférence,  une  droite  et  un  point  A 
Êur  cette  ligne.  Trouver  un  second  point  sur  cette  droite  qui  soil  éqni- 

distant  du  point  donné  et  de  la  evrconfé* 
renée. 

Soit  B  le  point  tel  que  BA  =  BC. 
Le  triangle  ABC  est  isocèle;  mais  on  W 
peut  pas  déterminer  immédiatement  la  posi* 
tion  du  point  G ,  tandis  que  la  parallèle  OD  ! 
donne  un  triangle  isocèle  facile  à  construire, 
car  AD  =  le  rayon. 
Il  faut  donc  prendre  AD  ^  r,  élever  une 
perpendiculaire  au  milieu  de  OD,  aûn  de  déterminer  le  sommet  B  de- 
mandé. 


Fig.  516. 
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Remarque.  Il  y  a  géiiéralemeDt  deuz  solutions,  car  on  peut  porter  r 
de  A  cû  £. 

Exerdoe  204. 

Problème.  Par  nn  point  A,  mener  uiie  droite  équidi»tante  d'un 
|M>tnl  B  et  d'une  circonférence  du  centre  G. 

Soit  r  le  rayon  de  la  circonférence  donnée.  Par  le  point  A,  il  faut 
mener  une  droite  telle  que  la  différence  de  ses  distances  aux  points  G  et 
B  égale  r  (n«  835). 

Soient  CE,  BD  les  distances  des  points  C  et  B  à  la  droile  donnée  ;  si 
1  jl  a  '  —  BD  — r,  la  diplancc  de  la  circonférence  étaiit  CE  —  r,  aéra 
è^alc  u  liijf  ainsi  qu'on  le  demande. 

838.  Problème.  Par  un  point  A ,  mener  une  draUe  équidUtante  de 
deux  eircanférencês  données. 

Soient  R  et  C,  r,  «,  les  centres  L  les  rayons  des  circonférence-  don- 
nées. Par  le  point  A,  il  faut  mener  une  droite  telle  que  la  différence  de 
ses  diàlanceô  aux  points  B  et  C  égale  r  —  s  (n^  835). 

840.  Problème.  Par  un  point  A,  mener  une  droite  donl  la  somme  des 
iiutancea  à  dau:  circon/t  rences  données  égale  une  ligne  1. 

Arec  les  données  du  problème  précédent,  il  sufût  de  mener  une  droite, 
de  manière  que  la  somme  des  distances  des  centres  B  et  G  à  cette  droite 
égale  l-i-r  +  Sf  car  la  somme  des  plus  courtes  distances  des  deux  cir- 
conférences à  la  droite  menée  égaiera  la  longueur  {. 

B4I.  Problème.  Avec  un  rayon  donné  r,  dé- 
crire y  ne  circonférence  qui  passe  à  é'jale  dis- 
tanrr  de  irais  points.  A,  G»  donnés  non 
en  ligne  droite. 

On  cherche  le  centre  0  de  la  circonférence 
qui  passerait  par  les  trois  points  donnés, 
>  et  de  ce  point  on  décrit  la  circonférence  de- 
msQdée. 

BzOTCÎM  905. 

M,  PkoUène.  Trois  points.  A,      G,  non  en  ligne  droite,  étant 
[  émnés,  décrire  une  circonférence  équidistante  de  chacun  d'eux,  et  telle 
fue  la  distance  de  chaque  point  à  cette  circonférence  ait  une  longueur 
demée. 

On  procède  comiue  on  Va  indiqué  (n»  8il ,  lig.  517);  niais  on  i)orte  la 
loiiirueur  donnée  /  de  A  en  A'  et  sur  le  prolongement  du  rayon  OA,  ce 
Hui  aonne  deux  solutions. 

843.  IK«cu«non.  Il  n'y  a  que  deux  solutions  lorsque  le?  trois  points 
donnés  doivent  «  Ire  hors  de  la  circonférence,  ou  tous  les  trois  à  l'inté- 
rieur, ou  uiéiiie  sur  la  courbe;  mats  le  problème  général  comporte  six 
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autre$  toUtiiom ;  car  les  points  A,  B,  peuvent  être  exlérieurs  et  G  inté- 
rieur, ou  réciproquement  y  ce  qui  donne  deux  nolo- 

tiOQS. 

Puis  on  aurait 

A  et  G  d'un  même  côté  et  B  de  Tautre  ; 

ou     B  et  C  d'un  môme  côté   et   A  de  l'autre. 

Supposons  le  problème  résolu  et  AA'  =  BB'  =  CC 
Le  problème  revieat  à  déterminer  sur  la  perpendi- 
culaire DO  élevée  au  milieu  de  AD  un  point  O  tel 
que  la  différence  (OB  — OC)  ou  BE  de  ses  distances 
OB,  OC  à  deux  points  donnés  égale  une  grandeur 
donnée  HE  ou  2?. 
Cià  problème  auûeiliaire  dépend  du  livre  Vill,  et  revient  à  déterminer 
les  points  d'intersection  d'une  droite  donnée  DO  et  d'une  hyperbole  ayant 
B  et  G  pour  ft^ers,  et  la  longueur    pour  axe  transverse  (n^^  liât  h). 

Remarque.  L'exemple  cl-dcssus  montre  qu'il  faut  étudier  les  ques- 
tions avec  soin,  pour  qu^on  puibëô  indiquer  le  nouibre  exact  de  solu- 
tions possibles. 

844.  Pkoblèaa.  i>^crîre  une  circonférence  qui  passe  à  égale  distance 

de  qwUre  points,  A,  B^C,  D,  donnés  non  en 
liffne  droite. 

On  décrit  une  circonférence  par  trois  quel- 
conqui's  de  ces  points,  A,  C,  |tar  exemple, 
l'ai  le  centre  U  et  par  le  quatrième  poiol  D,  on 
trace  OJiE;  on  prend  le  point  1  milieu  de  DE, 
et  avec  01  comme  rayon  on  décrit  la  circonfé- 
rence demandée. 

Chacun  des  pi/ints  donnés  pousant  être  pris 
connue  quatrième  point,  on  aura,  en  général, 
quatre  circonfc-rences  rcaipiissani  la  condition 
imposée. 

Le  problème  serait  po^-il  le  lors  même  que  trois  des  points  donnes 
seraient  en  ligne  droite;  mais  Tune  des  quatre  solutions  disparaîtrait 


Ezercioe  206. 

8li>.  Problème.  Trouver  un  point  qui  soil  à  une  di^tnnce  donnée  êy 
de  deux  lignes  données  AG  et  CMD,  droites  ou  circulaires. 

Pour  chacune  des  deux  lignes  données,  on  construit  le  double  lieu  des 
points  situés  à  la  distance  donnée  a;  les  rencontres  de  ces  lieux  peuvent 
fournir  huit  points  remplissant  la  condition  demandée. 

BfloMrqve.  Chacun  des  points  obtenus  peut  servir  de  centre  i  une 
circonférence  décrite  avec  le  rayon  a  tangentieliement  aux  deux  lignes 
données. 

846.  Problème.  Avec  un  rayon  donné  r,  décrire  une  drconférencs  fui 
passe  par  un  point  donné  A ,  et  dont  la  plus  courte  diêtanee  à  une  dir- 
conférence  domiée  B  soit  d*une  longueur  donnée  e. 
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La  distance  BD  dra  deux  centres  doit  être  égale  à  la  somme  des  rayons 

Up'raentée  de  la  distance  donnée  e. 
>onc  le  centre  D  doit  se  trouver  sur 
i  circoiiiért'nce  décrite  du  point  B, 
v^c  ua  rajon  égal  à  celte  longueur 

ûtalé. 

Puisque  la  circonférence  demandée 
loil  pas?er  par  le  point  A,  son  centre 
loil  se  trouver  sur  la  circonférence 
léfrile  du  point  A  avec  le  rayon  r. 

La  rencontre  de  ces  deux  lieux  géo-  j-ig^  520, 

i.'triquus  donne   généralement  deux 

oints  D  et  E  qui  peuvent  servir  de  centre  à  de»  circonférences  répon- 

ioiil  d  ia  question. 


Sécantes. 


847.  Les  problèmes  sur  les  sécantes  sont  nombreux  et  intéressants. 
Pour  les  résoudre,  il  faut  utiliser  non  seulemf^nt  le^  théorèmes  du  second 
livre  des  Élémentt  de  Géométrie,  mais  encore  plusieurs  de  ceux  que 
roD  a  proposés  ponr  exercices;  voici  les  théorèmes  qu'on  emploie  le  plus 
fréquemment. 

Le$  parHes  de  parallèleê  comprises  entre  parallèles  sont  égales. 

Ui  cordes  égales  sont  équidistantes  du  centre  de  la  circotiférenee. 

<G.,  no  125.)  ,  , 

Lmque  deux  dreonférenees  se  coupent,  la  sécante  commune  la  plus 
■ki^uc  est  parallèle  à  la  ligne  des  centres  (n<»  616). 


Exercice  207. 

m.  Problème.  Étant  donnés  un  point  fixe  A  et  deux  droites  parai- 
lèki  CD  et  EF,  mener  par  le  point 
A  une  sécante  AE  telle  que  la  par- 
CE  comprhe  entre  les  deux  pa- 
r'dUles  soit  d*une  longueur  don- 
m  t. 

DNm  point  quelconque  B  pris 
stir  Tane  des  parallèles  ^  et  avec 
'    rayon  égal  à  la  longueur  don-  Fig.  52i. 

aie    on  décrit  un  arc  qui  coupe 

I  l'entre  parallèle  en  G  et  H  ;  on  mène  BG  et  BH ,  puis  AE  et  AP  paral- 
lèles à  BG  et  BH. 

I    On  a  CE  =  BG,   et  DF^BH... 


w|tto.  La  longueur  donnée  r  ne  peut  être  moindre  que  la  distance 
<le8  d«ux  parallèles. 
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Ô4J>.  ProMème.  Étatit  donnés  un  cercle  B  et  xin  point  fixe  A,  maur 

par  ce  point  une  sécante  telle  que  la 
partie  C.V)  cotuprise  dans  le  cercle  fùii 
iVune  loyvjueur  donnée  m. 

D'un  point  quelconque  H,  pris  sur  la 
circonft'Tence  donnée,  et  avec  un  rayor^ 
égal  à  la  longueur  donnée  /,  on  décnl 
un  arc  qui  coupe  en  H  la  circonférence 
donnée;  on  décrit,  du  point  P> ,  une 
circonférence  lantrenle  à  la  corde  GH, 
et  Ton  mène,  tnno-f  nliellenîrnt  à  celte 
circonférence  auxiliaire,  les  droites  AD 
et  A  F,  qui  satisfont  au  problème. 
Car  les  cordes  CD,  £F  et  Gil  soot  égaies,  comme  égalemeut  éloigoéei 
du  centre. 


Fig.  523. 


850.  Problème.  Par  un  point  donné  dans  un  cercle ,  mener  une  corde 

telle  que  la  somyne  ou  la  différence  des  segmenti 
égale  une  lon<jueur  donnée  1. 

\^  Pour  la  somme,  on  procède  comme  ci*de£&«s 
(no  849). 

2^  Pour  la  différence,  supposoDs  le  problème  ré- 
solu. 

Soit  BAC  la  eorde  demandée  telle  que 

AB  — AC  =  Ï. 


Vig,  523. 


Pour  retrancher  AC  de  AP>,  on  peut  porter  AC  de  P>  en  D  ;  alors 
Ah  =  l  ;  mai»  A  et  D  apparlienut^nt  à  la  circonférence  décrit^?  du  centre 
0  avec  OA  pour  rayon;  donc  li  iauL  décrire  la  circonférence  OA;  du 
point  A  avec  l  pour  rayon,  couper  la  circonférence  auxiliaire  en  D,  la 
corde  ADBU  répond  à  ia  question. 

Dîscumîoi».  II  y  a  généralement  deux  solutions. 

La  différence  l  peut  au  plus  égaler  2A0  ;  alors  la  sécante  EOF  passe 
par  le  centre.  La  différence  peut  devenir  nulle,  alors  la  sécante  M.N  est 
tangente  à  la  circonférence  auxiliaire. 

Dans  les  deux  derniers  cas,  il  n'y  a  qu'une  seule  solution. 

881.  Problème.  On  donne  kh  point  A  et  deux  circoufrrcKcrs  cvtiC'  n- 
triques  ;  par  le  point  donné ,  mener  une  sécante  telle  que  la  partie  com- 
prise entre  leff  deu  r  i  ircoitférrncrs  ait  une  longueur  h 

D'un  point  B  pris  sur  l'une  des  circonférenrps  (  li.^.  ;j23 on  coupe  la 
seconde  en  D  avec  la  lon,queur  /  ;  on  décrit  une  ciTconférence  concen- 
trique aux  premières  et  tanircntes  à  la  droite  HD  proloni^é**;  j>ui8,parle 
point  donné  A,  on  mène  une  tangente  à  la  circonférence  décrite. 

Exercice  209. 

Problème.  Étant  données  deux  circonférences  non  cmeentriques, 
mais  dont  Vune  est  intérieure  à  Vautre,  mener  à  la  etrconféi^enee  inté- 
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fifuiv  une  tangente  Ulle  que  la  eorde  compriee  danê  la  grande  circon- 
férenee  ail  une  Itmf^ieardimnée  1.  Entre  quelles  limites  peut  varier  cette 
hnguearf 

H 

Soient  A  et  B  les  centres  de?  (  irconférences   

données,  MN,  la  taogente  demaudée,  égaie 
i  l. 

1^  Toutes  lea  cordes  égales  sont  égalemeoi 
éloignées  du  centre.  Donc  il  faut  prendre 
CDs=/,  décrire  une  circonférence  avec  le 
rayon  BB,  et  mener  une  tangente  commnne 
à  la  eireonlèrence  ainsi  décrite  et  à  la  circon- 

Fîg.  524. 

2»  La  perpendiculaire  élerée  au  point  6 
est  la  plus  petite  corde  que  Ton  puisse  mener,  et  la  perpendiculaire 
élerée  en  F  est  la  plus  grande. 

Quand  le  point  B  n^est  pas  dans  le  cercle  Â,  la  plus  grande  corde  est 
le  diamètre  tangent  mené  par  le  point  B. 


I.  Même  énoncé,  mais  la  différence  des  segmente  OM, 
ON  déterminés  par  le  point  de  contact  doit  égaler  une  ligne  donnée  2d. 

En  supposant  le  problème  résolu,  et  ineaaut  les  rayons  AO,  BL,  puiâ 
la  parallèle  AU,  on  reconnaît  que 

OM  — ON   ou  2d  =  2L0  =  2AU 

en  AH  =  cI 

Donc,  sur  le  diamètre  AB,  il  faut  décrire  une  circonférence.  Du  point 
A  comme  centre,  aTcc  d,  demi-différence  donnée,  couper  cette  circonfé- 
rcoee  en  H  et  mener  une  tangente  parallèle  à  AH. 


aïo. 


M.  Problème.  On  donne  un  point  sur  une  eireon férenee ,  ainsi 
qu'une  corde.  Mener  par  le  point  une  seconde  eorde  çui  soit  divisée  par 
la  première  en  deux  parties  égales» 

(Voir  Méthodes,  n<>  92.) 


I.  On  donne  un  point  sur  une  circonférence  et  une 
ceitrhe  quelconque ,  etc. 

(Voir  Méthodes,     93,  Hemarques,  2^) 

Problème.  On  donne  un  point  A  et  deux  lignes,  mener  une 
9konte  MAN  limitée  à  ces  lignes  et  telle  que   AM  =  AN. 

1^  On  donne  dettx  droites. 

^  Une  droite  et  une  circonférence* 

^  Deux  circonférences. 

Oa  peut  recourir  aux  lieux  géométriques. 

i*  Soient  les  droites  BC,  BE  et  le  point  A  (fig.  525). 
Sur  une  droite  quelcon({ue  AG,  prenons  AD  =  AC. 
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Menons  la  parallèle  DN. 

On  aura  AN  =  AM    (no  558,  563). 

On  a  frè  juemmcot  n^rours  à  une  construction  qui  n'emploie  pas  l6s 
lieux  géométriques  (n^  boî). 

B         C  M 


Flg.  88S. 


Pif.  sas. 


2**  (Fig.  525).  On  pio  - (  oni:ne  dans  îe  i*'  cas.  La  parallèle  peat 
couper  la  circooférence  eo  deux  points ,  lui  être  tangente  ou  ne  pas  li 
rencontrer. 

On  a  donc  deux  solutions,  une  seule  ou  aucune      93,  1**). 

3°  (Fig.  526).  Soint  les  circonférences  B  et  G. 

Il  faut  prendre  AD  =  ÂB,  décrire  une  circonférence  D  égale  à  B. 

On  aura  AM  =  AN 


C  ^ 


82n.  Remarque*.  1^  La  première  question  peut  se  traiter  comme  il 

suit  :  - 
Soit  0  le  point  donné  dans  l'ample  A.  ' 
l']n  supposant  le  problème  résolu  et  OBrrrOC, 
on  voit  que  la  parall^l^^  00  passe  par  le  iiiili'n  ' 
de  AB  {n'^  431,  Corolhnrr)  :  donc  il  faut  luencr 
la  parallèle  OD,  preudre  UB  =  DA,  et 

«g.  827. 

2"  Le  cas  particulier  suivant  est  le  plus  in-' 
iéresi^ant  de  tous,  et  il  dépend  d'une  question  déjà  traitée  (n°  13b). 

mis.  Problème.  Par  Tun  des  p<nni$  dHnteneetion  de  deux  eireanfé' 

renceê  A      B,  mener  une  êécante  qui  ait 

ce  point  pour  milieu» 

Soit  EF  u{ie  sécante  qui  ail  pour  luiUeu 
le  point  C.  Des  centres  A  et  R,  menons 
les  perpendiculaires  AG  et  BH,  puis  Ci 
également  perpendiculaire  à  EF. 

Les  points  G  et  H  sont  les  milieux  de^ 
cordes  é^rales  CE  et  CF  :  on  a  donc  CG=Cn  ; 
et  dans  le  trapèze  ABHG,  la  droite  CI  ^lanl 
parallèle  aux  bases  AG  et  BH ,  le  point  T  e>t  le  milieu  de  AB  (n°  436\ 
Ainsi  la  sécante  EF  est  perpendiculaire  à  la  droite  Cl  qui  joint  le  point 
C  au  pomt  I,  milieu  de  la  ligne  des  centres. 

WB,  PiroUèflM.  On  donne  deux  circonférence»  concentriques;  pcn*  un 
point  donné  sur  la  dreonférenee  extérieure,  mener  une  corde  qui  sait 
divisée  en  trois  parties  égales. 
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lf«  Solution.  SoHAB=:Ba 
Si  Ton  élère  la  perpendiculaire  BM«  on  aura 

M  =  CM. 

Mais  l*aDgle  B  est  droit,  ainsi  GOM  est  un 
iamètre;  donc,  du  point  donné  A,  comme 
mire,  avec  le  diamètre  de  la  circonférence 
l'drieare  pour  rayon,  il  faut  décrire  un  arc 
il<i,  puis  mener  MOC  et  ÂG* 

Hemarque.  Suivant  que  Tare  décrit  coupe 
n  deux  points  la  circonférence  intérieure,  lui 
3t  tangent  ou  ne  la  rencontre  pas,  il  y  a 
eux  solutions,  une  seule  ou  aucune. 

2e  Solution.  On  mène  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  A;  sur  le 
remier  tiers,  à  partir  de  ce  point  A,  on  décrit  une  circonférence  dont 
iiitersectioD  aTec  le  cercle  Intérieur  détermine  le  point  B. 

8fiO.  Problème.  Par  detuF  points  A  et  B,  mener  deux  parallèles  diS" 
mies  l'une  de  Vautre  d'une  longueur  donnée  1. 

Sur  AB,  comme  diamètre,  on  décrit  une  circonférence.  Du  point  A, 
pec  on  coupo  cette  circonférence  en  G.  On  joint  B  à  C,  et  par  le 
oint  A  on  mène  une  parallèle.  U  longueur  AG  ou  l  est  la  distance  des 
trallèles. 

•81.  Problème.  Par  deux  points  A  et  B,  faire  passer  deux  circonfé- 
mces  concentriques,  éloignées  l'une  de  VaxUre 
Sine  longueur  1. 

On  sait  en  outre  que  les  rayons  GA ,  CB,  qui 
houtissent  aux  points  donnés,  font  entre  eux  un 
ngle  2m. 

En  supposant  I^"  problème  résolu,  on  remarque 
uedans  le  triangle  ARC  on  connaît  le  côté  AB, 
I  différence  AD  ou  l  des  deux  autres  et  l'angle 
'  "r  chacun  des  anc'Ies  ô^imx  CDB,  CBD  est  le 
omplémeat  de  la  moitié  de  Tangle  G  ; 

■ont  GDB^90<»  — m 

\  ADB  =  180  —  (00  —  w)  =  90  +  m 

Ainsi,  on  [x  ut  construire  le  triangle  ADB,  dans  lequel  on  coonait  un 
agie  et  deux  cOtés.  (G.,  185.) 

Exeroioe  211. 

M.  AroUéme.  Mener  une  parallèle  aux  bases  d'tm  trapHe,  de 
Homère  qiie  le  segment  compris  entre  les  diagonales  ait  une  longueur 
'onné?.  Discuter  le  problème. 

•^oir  Méthodes,  0°  250.) 

Swaim  111. 

IMUème.  On  donne  deux  circonférences  et  une  droite  ;  mener 
^  perpendiculaire  à  cette  droite,  de  manière  que  le  segment  déterminé 


Flg.  880. 
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par  le$  circonférences  soit  divisé  en  deux  parties  égales  par  la  droiU 

donnée» 

La  solution  est  fournie  immédialement  ea 
recourant  à  la  duplication.  11  suffit  de  décriil 
une  circonférence  B'  égale  à  B  et  symétnquei 
par  rapport  à  XY.  | 
MN  et  M'N'  répondent  à  la  question. 

Bemarqm.  On  peut  rétoudre  le  probUme 
même  lorsque  la  droite  MN  doU  être  parai 
lèle  à  une  droite  UZ  oblique  par  rapport  à  lY 

Par  le  point  B,  on  mènerait  BOB'  paraiielt 
à  ZU,  et  Ton  prendrait 

OB'  =  OB 


Vig.  581« 


EsMoice  SIS. 

884.  Problème.  Entre  deux  circonférences  données,  inecrire  wjk 
droiU  de  longueur  1  qui  soit  parallèle  à  une  ligne  xy. 

(Voir  Méthodes,  n»  89.) 

JBzewiw  S14. 

aStt.  PHiUème.  On  donne  deux  dreonférencc^  erférieures  A  et  ^ 
oînai  qu'une  droite  zy.  Mener  une  sécante  paralUle  à  xy,  et  UUe  que  l 
somme  des  cordes  interceptées  égale  une  langueur  donnée  1. 

(Voir  Méthodes,  n»  91.) 

Exeroioe  S18. 

888.  F^obUme.  Par  deux  points  ketB  donnés  sur  Vun  des  côtés  d'u^ 

angle  G,  mener  deux  sécantes  paraUèles,  telles  qm 
la  somme  des  segments  interceptés  sur  ces  parallMe 
ait  une  longueur  donnée  21.  ! 
supposons  le  problème  résolu  et  AD  +  BE  =  SI. 
La  base  moyenne  MN  =  1;  donc,  du  point  milieu  5 
de  AB ,  avec  l  pour  rayon ,  il  faut  couper  CD. 

Remsrqaef.  1°  Il  y  a  deux  solutions,  une  seule.  o1 
aucune,  suivant  que  Parc  coupe  CD  en  deux  poiotÊj 
est  tangent  à  cette  ligne  ou  ne  la  rencontre  pas. 
Fig.  632.  ^  p^yp  1^3  points  tels  que  A  et  B\  placés  de  par 

et  d'autre  de  G  (fig.  632),  la  construction  précédente  donnerait  deu; 
E  parallèles,  ayant  SI  pour  difiérence. 

867.  Problème.  Même  question.         dei*x  point 
Aet  B  appartiennent  à  une  circonférence.  ^ 

11  faut  décrire  une  drconrérenca  utoc  le  rayon  01{ 
et  prendre  MN  =  I. 

On  aura  AD  +  BE  =  21  I 
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Ezeimee  816. 

868.  PkébUme.  Mener,  à  la  haee  d'un  triangle,  une  parallèle  qui  eoU 
gale  à  la  eomme  ou  à  la  différence  des  segmente  déterminé  eur  he 
îeux  autres  eâtée,  entre  les  deux  parallèles. 

1^  La  droite  parallèle  doit  être  menée  par  le  centre  du  cercla  inscrit 

m), 

P  La  parallèle  doit  être  menée  par  le  centre  dn  cercle  ex- inscrit  tan- 
(est  à  la  base  (n<*469). 

Problème.  Par  un  point  donné  P,  mener 
lui  stennt*-  PBG  qui  coupe  un  angle  donné  A  de 
uuiiUix  que  le  périmètre  du  triangle  fonnc  ait 
m  longueur  donnée. 

Supposona  le  problème  résolu  et  soit 

ABH-BC-|-CA  =  2p 

On  sait  que  toute  tangente  nietiée  au  cercle 
îï -inscrit  0  ciunne  uu  triangle  de  ^éiiiuètre  cons- 
iâût  (no  73Ù  ). 

Donc  il  faut  prendre  AD  =  AE  =  p,  élever  des 
|)erpendiculaire8  DO,  LO,  décrire  le  cercle  et 
DaeDer  la  tangente  PBC. 

'  930.  VfMémm.  Couper  un  angle  donné  A  par  une  sécante  BC  qui  soit 
forallèle  à  une  droite  U,  et  qui  détermine  un  triangle  de  périmètre 
Ëstmé. 

11  faut,  dans  ce  cas,  mener  la  tangente  BC  parallèle  à  IJ. 

971.  PwMèuÊB.  Question»  analogues^  lorsque  AB-f  AG-~BG  doit 
égaler  îp. 

Il  faut  mener  la  laDgenie  PBC  de  manière  que  la  circonférence  0  aoît 
inscrite,  au  lieu  d*ètre  ex-inscrite  au  triangle. 


I  Exeroioe  217. 

872.  Problème.  Par  un  point  P,  mener  une  sécante  PDE  qui  coupe  les 

r'i'-s  d'i>„  ti-iamjlc  UAC,  de  manière  que  DE 
«i-uic  DC+  BE. 

Supposons  le  problème  rt'solu. 
De  la  relation  DE  =  BE  +  CD ,  on  déduit 

Al)  +  DE  +  AEs=AB  +  AC 

Donc  le  pùruuètre  du  triangle  ADE  est  connu, 
et  I  on  retombe  sur  un  exercice  connu  (n*  869). 

lemaniiM».  i9  Lorsque  les  segments  doivent 
élreexlérîeiira,  on  a 

D'E'=:BE'-f-CD' 
doûc  AD'  +  AE'  —  D'B' = AB  -J-  AC 


Flg.  535. 

(n»  871) 
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2»  Solutions  analogues,  lorsque  la  sécante  doit  être  parallèle  à  un^ 
ligne  donnée  (n«  870). 

873.  MMème.  Inscrire  dans  un  triangle  ABC  une  sécante  DE,  é 

longueur  connue  1,  et  telle  que  cette  sécante  égià 
la  somme  des  segments  BD  et  CE. 

Soit  le  problème  résolu,  et 

DËssBû  +  CEsi 

En  prenant  AF  =  AG=  «/$  (AB  + AC). 

Nous  gavons  que  tout  triangle,  tel  que  ADE, 
aura  pour  périmètre  AB-f-AC.  1!  suffit  donc  d< 
mener  une  lanironle  DE  d'une  lon^^ueur  donnée/- 
Or  on  sait  qu'un  cûté  DE,  compris  entre  1^ 
cercle  inscrit  et  le  cercle  ex-in&cnt,  égale  FH=Gfij 
(no  743,  ij);  donc  il  laut  prendre  FHr=GK  =  /.  ' 
Décrire  le  cercle  do  centre  1»  et  mener  la  tangente  intérieure  DE  com- 
mune aux  deux  cercles. 


218. 


874.  Problème,  ^ur  le  cOlê  AB  d'un  triangle  ABC,  dcferminf^r 

point  D  tel  que  la  somme  des  parallèles  UE.  DP 
menées  par  ce  point  aux  côtéa  CA,  GB  ait  uni. 
longueur  (hrn  née  1.  ' 

Entre  y  <7/rs  limites  pcui  varier  \^  suivant  k 
position  du  point  D. 

Soit  le  problème  résolu,  et  DE4-DF=I. 
Par  le  point  D,  menons  MN  de  manière  ^ 
obtenir  un  triangle  isocèle.  . 

On  sait  que  pour  tout  point  de  la  base,  b 
somme  sera  constante  (n»  268,  Cor.);  d*aUlear» 
cette  somme  égale  CM  =  GN.  La  constructioo 
du  losange  GMON  rend  la  proposition  éfîdente, 

car         DF  +  Dl-  =  FG  =  HE  ^  MG 

On  prend  donc  CM  =  CN  =  ^,  et  la  droite 
MN  détermine  le  point  D. 

Pour  le  point  B  on  a  la  plus  petile  longueur, 
car  la  somme  des  parallèles  se  réduit  à  BC. 
Lors(}ue  le  point  D  glisse  vers  le  sommet  A. 
la  souime  augmente  pour  atteindre  son  maxima  AC  au  point  A. 

875.  Problème.  Même  j)rublème.  Les  droites  DE,  DF  doivent  être parel-  \ 
lèles  à  dctjuc  droites  donmes, 

La  solution  est  analogue  à  la  précédente,  mais  il  faut  recourir  su 
III*  livre.  Le  lieu  des  points  à  somme  constante  n'est  plus  la  base  d*uD 
trio  ni.  le  isocèle,  mais  bien  celle  d*un  triangle  Ecalône.  (MéthodUt 
no  m)  ^ 
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Fig.  538. 


876.  ProblèoM.  I)*un  point  A  donné  comme  centre,  décrire  une  àr- 
conférence  qui  coupe  deux  circonférences  eoncen' 
triques,  de  manière  que  la  droite  menée  par  les 
deux  points  d'intersection  passe  par  le  centre  des 
circonférences  concentriijues.  (Ritt,  Problèmes  de 
Géométrie  et  de  Trigonométrie,) 

Ea  supposant  le  problème  résolu,  on  reconnaît 
que  la  perpendiculaire  AD  sur  la  corde  CE  passe 
par  un  point  D  de  la  circonférence  équidistante  de 
deux  circonféreDces  données;  donc  il  suffit  de  me- 
ner une  tangente  AD  à  la  circonférence  équidis- 
tanle  BD,  puis  mener  BD,  et  prendre  AG  =  AE 
pour  rayon  de  la  circonférence  demandée. 

877.  Problèms.  I/un  point  B  donné  comme  centre,  décrire  unecireon^ 
féi  enee  qui  coupe  les  côtés  (Tun  angle  A  de  mc^ 
nière  que  la  corde  MN  soit  parallèle  à  une 
droite  CD. 

Supposons  le  problème  résolu.  Le  milieu  de 
k  corde  se  trouve  sur  la  perpendiculaire  BP 
•baissée  du  centre  sur  la  direction  donnée  CD, 
et  si  Ton  mène  AOE,  cette  droite  sera  la  mé- 
diane du  triangle  AGD;  donc  il  faut  joindre  le 
point  A  au  point  milieu  E  de  CD.  Du  centre  H, 
ibaisser  une  perpendiculaire  sur  CD.  Par  le  point  0  ainsi  déterminé, 
Mer  MN  parallèle  à  CD,  on  aura  BM  =  BN;  le  rayon  de  la  circonfé- 
leoce  demandée  sera  BM. 


FIg.  889. 


UsEeroioe  220. 

ÎJ78.  Problème.  Par  Vun  des  points  d'intersud ion  de  deux  circonfé- 
rences A  et  li,  mener  une  sécante  qui  soit  d'une  longueur  donnée, 

(Voir  Méthodes,  n»  139.) 

I 

87î^.  Problème.  Par  Vun  des  points  d'intersection  des  deux  circonfé- 
rences \et  iSy  mener  la  sécante  la  plus  courte 

C'est  la  corde  commune  CD;  car  toute 
autre  corde  CM ,  CN ,  est  plus  loogue  comme 
^t  plus  rapprochée  du  centre. 

Variation  de  la  sécante.  De  la  longueur 
Mmtma  CD,  la  sécante  devenant  CM,  aug- 
'  mate  successivement  lorsque  le  point  M  se 
i^pprocbe  de  C,  jusqu*à  la  position  où  cette 
Hgw  devient  parallèle  à  la  ligne  des  centres;  à  partir  de  cette  position , 
oô  elle  est  maxima,  elle  décroît,  derient  CN,  et  atteint  de  nouveau  la 
ipoiitÎMi  limita  CD* 


1 
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88D.  PtaUèoM.  Par  l'un  des  poinU  dHntenectian  de  deux  dreenfi- 

veneeê,  mener  une  eéeante  telle  que  ladif- 
fihrenee  des  cordée  €At  une  Umçueuir  éeir 
née  2d 

Supposoiib  le  problème  résolu,  et  soil 
CH  — GG  =  d. 

F^our  déterminer  la  diflfércnce,  on  pour- 
rait porter  CG  de  G  en  E,  ou  bien  prolon- 
ger le  rayon  AG  d'une  quanUlé  CD  égaler 
GA;  puis,  abaissant  les  perpendiculaire» 
DE ,  DF,  ou  aurait  DF  =  HE 
Donc,  après  avoir  déterminé  le  point  D,  il  faut  décrire  une  cir*^^nfé- 
rence  sur  le  diamètre        puis  du  point  D  comme  centre,  av^^f^  la  demi- 
diiïërencp  d ,  couper  DFB  en  F.  La  sécante  demandée  doit  être  menée 
parailèleiuent  à  DF. 


Flg.  541. 


881.  Problème.  Décrire  une  circonférence  <{i(\  intcrci'pte  sur  trms 
droites  données ^  AB,  CD,  EF,  des  cordes  égales  et  d'une  langwur 
donnée. 

On  inscrit  une  circonférence  dans  le  triangle  formé  par  les  trois  droites; 
sur  Tune  de  ces  lignes  à  partir  du  point  de  contact,  on  porta  une  lon^ 
gueur  égaie  à  la  moitié  des  cordes  que  l'on  veut  obtenir;  puis  une  cir- 
conférence concentrique  au  cercle  inscrit  et  passant  par  le  point  déte^ 
miné  sur  la  tangente  répond  à  la  question. 

BcoHe*.  1  '  Cliacune  des  trois  circonférences  ex- inscrites  fournit  ubô 
autre  solution. 

20  Si  deux  des  droites  données  sont  parallèles,  il  n*y  a  plus  que  deta 
solutions. 

3*  On  peut  aussi  proposer  la  question  suivante  :  Avec  un  rayon  dmuu, 
décrire  une  circonférence  qui  intercepte  des  longueure  données  sur  deux 
droites  données. 

8ë2.  ProJblènM.  Mener  une  sécante  à  deux  circonférences  de  manière 

que  la  corde  interceptée  par  la  premièrf 
circonférence  égale  une  longueur  don- 
née  1 ,  et  que  la  corde  interceptée  par  la 
seconde  égale  une  longueur  aussi  donh 
née  V. 

Dans  la  première  circonférence,  on 
mène  une  corde  égale  à  I,  et  dau  li 
seconde,  une  corde  égaie  à  T. 
La  tangente  commune  aux  circonfé- 
rences tangentes  aux  cordes  menées  répond  à  la  question.  (G.,  n9  1930 
Il  y^a  généralement  quatre  solutions;  car  on  peut  mener  quatre  tsft- 
gentes  communes  à  deux  circonférences  extérieures.  (G.,  n«  194.) 
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Exerdoe  211,  — 


883.  Problème.  On  donne  un  anf/Ie  et  deux  longueurs  1  et  T,  ])éterm%- 
nersur  l'un  Jes  côtes  de  l'angle  un  point  tel  que  la  circonférence  décrite 
de  ce  point  comme  centre^  avec  r  pour 
r.iijon,   intercepte   sur   Vautre   côté  de 
S  angle  une  longueur  égale  à  1. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soient 
Il  corde  AB  =  I  et  BG  =  r. 
Dao8  le  triangle  rectangle  BDG  on  con- 

iiail  BD=       et  BC  =  r;  on  peut  donc 

le  construire,  déterminer  sa  hauteur  et  trouver  sur  Pun  des  côtés  le 
poiot  G  ayant  la  distance  voulue  par  rapport  à  Pautre  côté  de  Pangle. 
I>oiic«  en  un  point  quelconque  B  de  SB,  élevons  une  perpendiculaire 

illimitée;  prenons  EF  =  -g-;  du  point  F  avec  r  pour  rayon,  coupons  la 

perpendiculaire  en  G;  par  ce  point,  menons  une  parallèle  6G  à  SB,  le 
eeotre  G  sera  déterminé. 

î3<{4.  Problème.  Avec  un  rayon  donné  r, 
'^'vrirc  une  circonférence  qui  intercepte 
deux  droites  données  AB  et  GD  de» 
iïf ligueurs  données  m  et  n* 

Pour  chaque  droite  donnée,  on  décrit 
M  Heu  des  centres  des  circonférences  qui, 
ftîec  le  rayon  donné,  intercepteraient  des 
cordes  égales  à  la  longueur  donnée  (n^SSl). 
lUi  rencontres  de  ces  lieux  donnent  quatre 
ièMities  et,  par  suite,  quatre  solutions. 


Fig.  544. 


Exercice  222. 


^i-i  Problème.  On  dofiue  dciu:  dmiteA  A  A',  BB'  et  un  ponit  G.  Du 
poïPt  uni  nie  centre,  décrire  une  <  <  >  con{érence  qui  intercepte  $ur 

lignes  otnitu^'s  des  cordes  dont  la  somme 
^^alc  une  ligne  donnée  âl. 

Supposons  le  problème  résolu ,  et 
AA'  +  BB'=:2I. 

Il  su  fût  de  s'occuper  de  la  moitié  des 

coriles. 

i  ronons  une  corde  FF'  égale  à  BB',  mais 
•^rallele  à  AA'. 
^  tenons  GG  =  CE ,  on  aura  AD  +  FG  =  /. 

Menons  la  base  moyenne  du  trapèze  AFGD^  on  aura  IJs=-j,  valeur 

connue. 

Donc  il  faut  joindre  le  centre  G  au  point  i  que  Ton  vient  de  ciéterminer, 
11.  16 


FSg.  545. 
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élever  une  perpendiculaire  AlF  à  la  droite  CI,  el  décrire  une  cù 
rence  avec  le  rayoa  CA  =  CF. 


>.  On  procède  d^une  manière  analogue  quand  on  dooDe  U 
diffêrance;  mais  la  perpendieulaira  ÂF  est  alors  une  des  diagoosles  do 
irapdse. 


886.  PtoUème.  Avec  un  rayon  donné  r,  décrire  une  eirconfértnee  qm 

cûupe  en  deux  pariiee  égaleê  tine  eireonfértMe  A 
et  une  dreonférenee  B  donnée»  de  grandeur  tt 
de  position. 

Supposons   le  problème   résolu ,  et  soieoi 
CD  =  CF==r  et  les  diamètres  DE,  FG. 

On  peut  déterminer  AC  et  BC,  car  dans  cha- 
cun des  triangles  rectangles  CBF,  CAD,  Thypo- 
ténuse  é!:rate  r,  et  Tun  des  côtés  de  l'angle  droit 
égale  AL)  ou  bien  BF. 

Donc  du  centre  A,  avec  la  distance  trouvée  AG 
pour  rayon,  on  décrit  im  arc  qui  coupe  en  C  ei 


Flf.  5M. 


Ci'  Parc  décrit  du  centre  B,  avec  la  seconde  longueur  obtenue. 

Remarqtie.  Il  y  a  deux  solutions,  une  seule  ou  aucune,  suivant  qoeki 
arcs  décrits  se  coupent,  sont  tangents  ou  n*ont  aucun  point  coouDUii. 

887.  PtMèmm.  Avec  un  rayon  donné,  décrire  une  eirconférenee  qnl 
coupe  une  drconférenee  de  centre  A«  eaiwint  une  corde  de  l(mgwi^[ 
donnée ,  et  une  drconférenee  B,  êuioant  une  corde  de  longueur  ovwi 
donnée.  i 

(Solution  analogue  à  la  précédente.) 


1 


Problème.  Avec  un  rayon  donné  r,  décrire  une  circonfére^ue 

qui  intercepte  f  sur  une  circonfcroicc  doi^ 
née  A,  une  corde  CD  parallèle  et  égaie 
une  droite  donnée  m. 

Soit  la  corde  CD  égale  et  parallèle  à  fnâ 
sa  distance  au  centre  est  làcile  à  détern^p 
ner;  il  suffit  de  mener  une  première  corti« 
EF  égale  à  m,  et  d'abaisser  la  perpcfi^^ 
culaire  AJ ,  qui  sera  égale  à  Al.  j 

Les  deux  droites  CD  et  w,  devant 
parallèles,  son! perpendiculaires  à  lauH'^^ 
droite  AU,  perpendiculaire  elle-méme  à 
Le  centre  G  de  la  circonférence  demandée  doit  se  trouver  sur  AH; 
puisque  cette  circonférence  doit  passer  par  le  point  G  «  on  obtiendra  so 
centre  en  coupant  la  droite  Ail  par  un  arc  dôcht  du  point  G  avec  r  po« 
rayon. 

Seolie.  La  circonférence  décrile  du  point  K,  avec  r  pour  rayoD>  i^l^ 
capterait  la  même  corde  CD;  d*où  deux  solutions. 


Fl«.  647. 
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La  corde  pourrait  occuper  la  position  C'0\  ce  qui  fournirait  deux 
autres  solutions. 

889.  Problème.  Décrire  une  dremférence  qui  pas$c  par  deux  points 
dmnés  A  et  et  qui  coupe  une  circonférence  de  centre  G,  suivant  une 
corde  paralUle  à  une  droite  donnée  xy* 

Le  centre  0  de  la  circonfârence  demandée  se  trouve  sur  la  perpendicu- 
laire élcTée  au  milieu  de  AB  et  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  G 

lor  xy.  Le  rajroD  égale  A0=:60. 

880.  PkroUèoie.  Décrire  une  eiteonférenee  qui  passe  par  un  peint  A, 
9vi  coupe  une  circonférence  B  suivant  une  corde  paralUle  à  une 
drotle  uv  el  une  eireonférenee  G  suivant  une  carée  parallèîe  à  une 
iroitê  zy* 

Le  centre  dp  la  oirconf^rence  demandée  se  trouve  sur  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  centre  1*  sur  }fv  et  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du 
ceuLre  G  sur  xy.  Le  ra^on  égaie  AO. 

SOI.  Problème.  Couper  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  par  une  sé* 
conte  LMN  de  manière  que  LM  =  MN  I. 

Recourons  au  problème  contraire  (n®  213). 
Soit  ABC  le  triangle  donné.  Prenons 
L'M'  =  M'iN  —  ^,  et  par  les  points  L',  M', 
N',  faisons  passer  trois  lignes  formant  un 
triangle  A'B'C  égal  au  triangle  doiiné.  Sur 
L'M',  ii  faut  décrire  un  Begment  capable  de 
Tangle  A;  sur  M'N',  un  segment  capable  du 
supplément  de  B.  Puis  par  M,  menons  une 
sécante  A'M'B'  égale  à  AB  (n«  878). 

Le  triangle  obtenu  A'B'C  sera  égal  à  ABC, 
triangle  donné.  Il  ne  reste  plus  qu'à  prendre 
AL  =  A'L'  et  EN  =  B  La  droite  LMiN  sera 
égale  à  L'M'iN'. 

«U)i  Problème.  Dans  un  triangle  ABC,  imcrire  un  triangle  égal  à  un 

tnantjlv  dvnné  LMN. 

On  a  recours  au  problème  cootraire,  et  Ton  procède  comme  ci-dessus. 
(Voir  Jf^^dea,  n«215.) 

Exeroioe  235. 

8d3.  Problème.  On  donne  deux  points  A  B  sur  une  circonférence , 
am*i  qu^un  diamètre  EF  fixe  de  position.  Déterminer  sur  la  circonfé- 
rence un  point  C,  tel  que  les  cordes  CA,  GB  déterminent  sur  le  diamètre 
^  un  segment  MN  de  longueur  donnée, 

(Voir  MéOufdes,  a*  101.) 


Ftg.  54S. 
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801.  Problème.  On  dornw  deux  points  \  cl  B  sur  une  eireonférme, 
ainsi  gu'un  diamètre  EF  fixe  de  position.  Dr  terminer  wr  la  circmfé- 
rence  un  point  G,  tel  que  les  cordes  GA,  GB  déterminent  sur  le  diamètft 
fixe,  à  partir  du  centre  0,  des  segments  égaux  OM,  ON. 

(Voir  Méthodes,  n»  102.) 


Exeraoe  226.  —  U, 


(•).Tliéorèine.  Sur  un  diamètre,  à  partir  du  centrCy  on  donne  defr 
segments  ëgatix  OM,  ON  ;  on  joint  un  point  quelconque  G  de  la  dram- 
férence  à  M,  0,  N  de  manière  à  obtenir  A,  T,  B  sur  la  drconféretus,  on 
mène  ABû,  prouver  que  GT  est  tangent  à  la  circonférence. 


Fig.  549. 

MenoDS  la  parallèle  BU,  elle  est  divisée  en  deux  parties  égales  par 
COT. 

Du  ceotre  abaissons  la  perpendiculaire  OJ  sur  AB;  le  poioi  J 
milieu  de  la  corde,  donc  iJ  est  parallèle  à  AM. 

On  a  angle  IJB  =  GAB  =:  ITB 

donc  le  quadiilatère  IJ TB  est  inscriptibie. 
Par  suite,  i  angle  0TJ  =  1BJ  =  0GJ. 

Lesangi^^s  OT.f  et  OGJ  étant  f^craux,  le  quadrilatère  OJT»  .  esl  inscnp 
tible;  donc  l'angle  OTG  =  OJG  =  yO».  G.     F.  U. 

{L'U.  YuiBBRT,  1878,  p.  108.) 

801$  (b) . Théorème  réciproque.  Pour  dctt, miner  uti  point  G.  tel  qu'cnlf 
joignant  à  deux  powts  tiurdu  s  A  et  B,  on  obtienne  des  stijmt  tits  égans 
OM,  ON  sur  un  diamètre  donné,  U  suffit  de  mener  AHij^  puis  la  tan- 
gente GT  et  le  diatnètre  TOG. 

On  retrouve  ainsi  la  construction  donnée  par  Georges  Ritt  daaB  ^ 
Problèmes  de  Géométrie  analytique^ 
On  connaît  une  aoiuiion  de  ce  même  problème  par  les  pokdm. 
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{Traité  de  Gécmétrie,  par  MM.  RoucHà  et  dd  Gombbroussb,  6*  édition^ 

8^.  Problèmes,  l*^  Même  queslioD,  en  remplaçant  le  diamètre  par  une 

corde  doymve  et  son  point  tnilieu, 

(Voir  Méthodes,     274,  io.) 

S*  Même  question  ;  la  droite  donnée  est  quelconque,  et  le  poi$it  0  e$t 
donné  mr  cette  droite. 

(Voir  Méthodes,  n<»  276.) 


Aogles. 

807.  Les  problèmes  proposés  peuvent  se  rapporter  à  trois  groupes 
principaux  : 

1  Divisioyi  des  nnglcs.  Ce  groupo  coraprend  toutes  les  questions  où 
Pon  doit  rncnor  1.)  bissectrice  d'un  angle  donné  (n"^  898  ,  899)  et  la  divi- 
sion d'au  arc  en  trois  parlies  c^^ales  (no*  910,  912). 

2'^  Cofisfruction  d'un  angle  égal  à  un  angle  donné  "  001,  917, 
91^ V  fians  ce  groupe,  on  peut  placer  les  questions  où  l'on  (iemande  que 
deux  ou  trois  segments  recti lignes  donnés  soient  vus  sous  un  môme 
aogie  (nû.  902,  803,  904,  915,  etc.). 

9»  Quelques  exercices  étudient  la  variation  d^un  angle  dont  le  sommet 
se  déplace,  ou  dont  les  côtés  varient  suivant  une  certaine  loi  (n^  923, 
924,929). 

Pour  résoudre  les  problèmes  des  deux  derniers  groupes,  on  a  surtout 
r«cours  à  Tare  do  segment  capable  d'un  angle  donné  (n^  904,  907, 
919,  921,  934,  926)  et  à  la  méthode  par  duplication  (no*  902,  914, 
m,  925). 

888.  PtoUèno.  Étant  donnés  la  bissectrice  GH  et  Vun  des  côtés  AB 
à^un  angle,  trouver  Vautre  côté  sans  recou- 
rir au  sommet* 

On  sait  que  toute  droite  menée  dans  un 
angle,  perpendiculairement  à  la  bissectrice, 
a  8OD  milieu  sur  cette  bissectrice  (n^  419). 

On  mènera  donc  deux  droites  quelconques 

AGC  et  BHD  perpendiculaires  à  la  bissec   v 

trice,  on  portera  GA  en  GG,  HB  en  HD, 
•t  on  tracera  CD.  »ioo. 





irque.  Un  des  problèmes  les  plus  utiles  est  celui  qui  consiste  à 
mener  la  bissectrice  de  Tangle  de  deux  droites,  sans  recourir  au  sommet 
«le  cet  angle.  (G.,  n»175). 

Exerdoe  927.  »  I. 

M  (ft).  ProUèM.  Diviser  un  angle  A  en  deux  parties  égaies  sans  le 
secours  du  compas. 
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A  Taide  d*unô  rôgie  divisée,  ou  mémo  d'une  simple  bande  de  papier, 

on  luarquf^  i^ur  Vun  des  côtés,  des 
lonrrueurs  qurlconqvH^s  AB  et  BC, 
que  l'on  re[iroiluit  sur  l'autre  côté, 
en  AD  et  DE.  On  mène  et  CD, 
puis  AlF,  qui  est  la  bissectrice  cher- 
chée. Car  on  sait  que  les  droites  BE 
et  CD  se  croisent  sur  la  bi&sectrica 
(no  441). 


Fig.  551. 


SmmIm  227.  —  n. 

89î>  ib).  Problème.  Dans  inr  triangle,  mener  une  droite  qui  soU  siimé- 
trique  d*une  médiam ,  par  rapport  à  la  bisser tt-ice  qui  part  du  mém 

èommet. 

SoH  AM=sBM. 
II  suffit  de  prendre  CB'=CB, 
GA'ssGA,  joindre  B'A'ot  me- 
ner une  droite  du  sommet  C 
au  point  M'  milieu  de  B'A'. 

Les  droites  CM,  CM'  sont 
également  inclinées  sur  la  bis- 
sectrice CI. 
(Voir  ci-après  no  1229,  IL) 

899  (o).  Vote.  La  droite  CM'  (Ta- 
bord  nommée  médiane  antipa* 
rdUèle,  par  M.  Lbhoine,  est  cou* 
nue  BOUS  le  nom  de  $ymêâiMê, 
que  lui  a  donné  M.  Maurice 
d'Ocaomb  (N.  a.,  1883,  pages  450, 
^«59;  voir  au^si  1884,  page  23; 
1885,  page  360). 

M.  LeMOiNEf  dè3  1873,  dans  les 
N.  A.,  a  indiqué  plusieurs  propriétés  du  point  commun  aux  trois  médianes  atUi- 
parallèles  d  un  triangle;  cette  étude  peut  être  regardée  comme  Torigioe  des  re- 
cherches contemporaines  qui  ont  conduit  à  la  Géamétrit  du  iriangU,  (Voir 
ci- après,  n«>  2390  et  2382.) 

M.  D*0cAONB  a  étudié  d*une  manière  toute  particulière  les  propriétés  des  ligaM 
mêmes  qu'il  avait  nommées  Symédiane$,  et  ce  dernier  nom  a  prévalu. 

La  Géométrie  du  triangle  est  cultivée  avec  ardeur,  elle  a  donné  lieu  à  de 
nombreux  travaux;  on  en  trouvera  rindication  dans  le  Journal  de  mathéma- 
f<'-jj/es  élémentaires-  rt  spéciales;  on  lira  surloiit  avec  in(érf''t  VK(\iiJe  Jubliogra- 
jihique  et  terminologique  de  M.  VinARiE,  1887,  et  l'étude  plus  complète  du 
même  auteur  en  1889,  au  Congrès  de  Toulouse^  celte  belle  étude  esl  doiuiée 
comme  supplément  dans  MatJuiaùif  1890. 

Nous  nous  bornerons  à  la  menue  monnaie  de  ces  nouveltes  recherehesi  «t 
cela  suffira  néanmoins  pour  enrichir  notre  recueil  de  plusieurs  questioos  trèi 
intéressantes. 


900.  Problème.  Par  un  point  donné  A ,  méfier  une  droite  qui  coupe 
une  droite  donnée  BG  sotte  un  angle  donné  m. 
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Fig.  568. 


En  un  poioi  qaeleonqoe  de  BG,  avec  cette  ligne  pour  un  des  côtés ,  on 
fût  un  angle  égal  à  m;  par  le  point  on  mène  une  parallèle  au  second 
côté  de  Tangle  formé  avec  BC. 

Il  y  a  deux  solutions. 

9<)1.  Problème.  On  donne  mio  droite  et  deux  points  hors  de  cette 
ii'inc.  Déterminer  point  aur  cette  droite  de  manière  qu'une  des 
médianes  dn  triauffle  uinuL  formé  coupe  la 
droite  sous  un  angle  donné. 

Soient  ABC  le  triangle  demandé;  XY  et  A,  B 
les  données. 

1^  Pour  la  médiane  DG  >  il  suffit  de  mener 
par  le  point  miiîea  D  de  la  base  AB  une  droite 
DC  qui  rencontre  XY  en  feisant  Tangle  donné 
(n«900). 

2°  Si  on  demande  que  la  médiane  parte  d'un  des  deux  sommets  donoés 
de  A,  par  exomple,  il  faut  mener  AF  formant  l'angle  donné.  Le  côté  BG 
doit  être  divisé  en  deux  parties  égales  par  la  mériiane;  il  suffit  donc  de 
mener  une  parallèle  GM  équidistaote  de  B  et  de  X\\  pais  de  mener  BMC, 
car  on  aura  BM  =  MG  (no  563). 

SOS.  PwtàAèatm,  Deux  murs  OC  et  00  forment  un  ongle  quelconque; 
deux  perëonnes  placées  en  A  et  h  dans  cet  angle  sont  tournées  l^une 
ter»  le  mur  OC,  l'autre  vers  le  mur  OB.  On 
demande  où  il  faut  placer  deux  miroirs  E 
ei  F,  (Appliqués  aux  murs,  pour  que  ces  deux 
personnes  pttisseni  se  voir  l'une  l'autre. 

On  détermine  les  points  A'  et  B'  symé- 
triques de  A  et  B  par  rapport  aux  droites  OC 
et  OD,  et  roQ  trace  A'B',  qui  détermine  en 
E  et  F  les  points  demandés. 

Car  les  angles  marqués  i  sont  égaux,  ainsi  6&4, 
que  kg  anirUjs  marqués  r;  donc  le  rayon  lu- 
mineux AE  >c  réfléchit  suivant  KF,  et  celui-ci  revient  suivant  Kli.  Ré- 
ciproquement, le  rayon  lumineux  qui  part  de  B  suivra  le  chemin  brisé 
BFEA. 

Exttroice  2M.  —  II. 

Ptrobléme.  Dans  un  quadrilatère  quelconque 
AiiCD,  trouver  les  pointa  du  périmètre  d'où  deux 
^iés  opposés,  AD  et  CE,  par  exemple,  sont  vus 
^  U  même  angle. 

PoaraToir  le  point  situé  sur  AB,  par  exemple, 
<l^^inons  le  symétrique  C  de  C  (n»  902),  et 
œoons  DC,  puis  EC;  les  angles  AED,  BEC  sont 

De  même,  en  déterminant  le  point  A'  symétrique 
^  A  par  rapport  au  côté  DG,  on  obtient  le  point 
il*eù  les  côtés  AD ,  BC  sont  vus  sous  des  angles 

Fig.  555. 
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Fig.  550. 


Exercîoe  229.  —  I. 

î)04.  Problème.  Trouvcr  un  point  d'où  les  ir('\s 
côtes  (run  tritinr/Ic  soient  vus  sous  le  même  ongle. 

Soit  le  problème  résolu ,  et  0  le  point  demandé. 

Puisque  les  ant^ies  en  0  sont  épaux,  cbacua 
d'eux  vaut  les  '  u  droit.  Donc  sur  deux  c'Ah 
du  triangle,  il  faut  décrire  un  segmeot  capaUe 
de  120>. 


005.  Problème.  Trouver  un  point  d*où  le  côté  AB  d'un  triangle  mt  m 
sous  un  angle  donné  m,  le  côté  fiC  9om  un  angle  n,  et  le  côté  CA  tm 
un  angle  p. 

1»  Si  la  potDl  est  intérieur,  on  doit  aroir  m  -f  n+|9  =  4  droifai. 
Sur  AB,  on  décrit  un  arment  AOB  capable  de  m;  sur  AC,  oo 
ment  AOC  capable  de  n;  le  troisidme  angle  BOG  égalera  p. 

2*^  Si  le  point  est  extérieur,  un  des  anglts  doit  égaler  la  somme  des 
deux  autres  j  ou  procède  d'ailleurs  comme  ci-dessus. 


Czeroioe  229.  —  III. 

906.  Problème  de  Brocard.  Trouver  à  l'intérieur  iVun  triangle  APC 
un  point  U,  iel  (jue  les  aw/li's  OAR,  (  )H<  .,  OCA  <toient  égoux  mlir  cm. 
(N.  A.,  187;3,  p.  492,  question  1166,  11.  Brocard;  résolue  p.  par 

G.  GUADU.) 

A 


^  FIg.  557. 

Il  faut  décrire  respectivement  sur  les  côtés  a,  b,  c  des  segments  capables 
du  supplément  des  angles  G,  A,  B. 

1®  Les  trois  segments  se  coupent  au  même  point  0,  car  leorsoflUSA 

correspond  à  2:r. 

2»  L'angle  OAn  =  OnC,  car  ils  ont  ui^me  mesure  ;  demi-arc  OB, 
puisque  le  segment  AOB  ou  ic  —  B  est  tangent  à  fiG, 
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De  même  l*angle  OBC  =  OCA  comme  ayant  pour  mesure  demi-arc  OC. 

Bemarque.  1**  Oo  obtient  une  seconde  solution,  en  décrivant  le  sè- 
ment AO'B  tangent  à  b,  BO'G  tangent  à  c,  CO'A  tangent  au  côté  a, 

2^  Les  circonférences  qui  passent  par  deux  des  sommets  d'un  triangle, 
et  qui  sont  tangentes  à  Tun  de  ses  côtés  adjacents,  sont  nommées  circon- 

107.  Hote.  Lâ  queàtiûu  ci>d6Bsuà,  proposée  dans  les  Nouvelles  Annales  ea  1875, 
est  le  point  de  départ  de  travaux  nombreux  et  remarquables,  qui  venant 
8*«ljoiDdre  au  point  et  aux  carciat  de  Lemome  (N.  A.,  1873,  p.  364),  conatî- 
tuent  lee  deux  principales  sources  de  la  Géométrie  récente,  ou  Géométrie  du 
triangle» 

Nous  aurons  occasion  de  revenir  sur  la  question  précédente  et  de  parler  de 

MM.  Lemoine  et  Brocahd. 

M.  Chadu,  professeur  au  lycée  Mnnt-de-Marsan,  eut  i  honneur  de  résoudre 
U  qu' sUon  proposée  au  concoure  d  aL'i  é^'alion  en  1874,  question  qui  revenait  à 
celle  posée  par  M.Lëmoinh  en  1873,  puis  la  question  de  M.  Brocard  (N.  A.,  1875, 
pages  175  et  286);  son  nom  est  souvent  cité  en  1875  et  1876. 


SOB.  VwMètÊÊt  ém  U  Carte.  Trois  points.  A,  B,  C,  étant  donnés,  trou- 
ver un  point  d^oà  les  distances  AB  et  BC 
soient  vues  sous  des  angles  donnés  r  et  s. 

De  part  et  d'autre  de  la  droite  AB,  on  dé- 
^  cril  un  segment  ADFB,  AGEB  capable  de 
l'angle  r;  on  décrit  de  raéme,  sur  BC,  les 
seirments   BDliC  et  BEMC ,  capables  de 

l'aDj^'le  N. 

!^    Les  points  D  et  E,  communs  aux  arcs  de 
segments,  sont  les  points  deniaudes. 

90S.  Vote.  !•  Le  problème  de  la  Carte  est  atlrî- 
baé  à  PoTOFNOT,  qui  le  publia  dans  les  Mémoires 

PAcadéinic  en  ^9^}.  î*ntfif»nol  fut  ndjninl  à  La 

'  ïU&i.  pour  conliuuer  la  méridienne  de  i'aria  au 
Nord. 

Les  Anglais  réclament  la  priorité  pour  John  Collins,  dont  la  solution  se 
trouve  dans  les  Transactions  philosophiques  de  1671. 

Enfle  le  problème  avait  été  déjà  traité  par  Snbluob  (voir  3*),  dans  son 
Erntùstkenes  batavus,  publié  en  162^;  il  indique  remploi  de  deux  se(/menU 
cspabïes  pour  déterminer,  par  une  seule  station,  la  position  d^  quatrième 
poiol,  lorsqu^on  connaît  déjà  les  distances  mutuelles  de  trois  autres  points. 
{S.  A  ,  1857;  Bulletin,  pape  ^^9,  et  Mnthésis ,  1^84,  p.  64.) 

Le  problème  de  la  Larle  se  résout  d'iitie  manière  élégante  par  la  TrigOUO- 
i-'ilTie.  {Trigonométrie,  F.  J.,  n»  92,  page  144.) 

2»  M.  Bf  i.LAViTis  indique  la  conslruction  suivante  très  simple  (fig.  559). 
On  rait  1  angle  BGF=^r;  i*aogle  BAh' =zs,  et  l'on  joint  le  sommet  B  au 
îoiot  F. 

Le  tri.inple  BFC  est  semblable  à  BAD;  par  suite,  il  suUU  de  faire  langlo 
ABD=  bUC  et  BAD  =: BFC 

«8  BCD  =  BFA 

lâ  tooatruction  a  été  suggérée  par  la  Méthode  des  éguipoUen^.  Dans  cette 

16* 
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EXERCICES  DE  OËUMLIUib: 


métlMNlAi  i  on  considère  les  droites  tracées  sur  un  plan  dans  des  directioni 
quelconques;  pui8|l<M  représentnnt  p.'ir  des  notations  qui  impliquent  â  h  fois  la 

pranijf^ur  el  în  direction  ,  el  cherctiniiî  à  ?^:^pr!m^r 
les  relalioii>  gcumélriquea  qui  lient  <  ntre  ell' ^  ies 
diverses  parties  des  figures  planes,  on  arrau  a  éU- 
bltr  un  calcul  {calcul  des  équipoUences) ,  dont  le* 
règles  sont  les  mêmes  que  celles  du  caleol  algé- 
brique ordinaire.  On  voit  que,  de  la  sorte,  on  le 
trouve  mis  en  possession  d'un  InsUnoient  antli- 
tique  Dicile  à  manier,  et  dont  Tusage  est  très  ^éôé- 
rai  en  ce  qui  touche  la  géométrie  plane.  •  {Expo- 
^tion  de  la  wf'thndp  dps  équipoUences ,  par  Giono 
Bfi.lavitis,  traduit  par  C.-A.  Laisant.) 

3°  Snbluus  (1580,  ou  1581  à  1626),  géomèln 
^0   hollandais,  né  à  L^^yde,  où  il  profes'^^  avec  dis- 
tinrlion,  publia  divers  ouvrnces  reiiiiirquablt;>s:  i! 
aurait  même  découvert,  dit  liuygens^  la  vêntabie 
lui  de  la  réfractum. 

Tous  les  biographes  indiquent  Tannée  15^  comme 
date  de  sa  naissance;  mais  des  recherches  toslfli 
récentes  ont  démontré  qu'il  est  né  en  1580  ou  1961. 
Nous  devons  ce  renseignement  à  M.  S*  W.  Tesch  de  La  Haye. 

M.  Tisca»  professeur  à  La  Haye,  a  généralisé  le  théorème  de  Joachirasttial, 
relatif  aux  normales  menées  â  une  conique,  par  un  même  point  (d'après 
Maff'Ads,  1887,  page  33).  11  e«t  un  des  collaborateurs  de  M.  Schoute  pour  li 
publication  de  Inutile  Revue  semestrielle  des  pubUcations  mathénuitiques. 
(àmstshdàm.) 

91€l  IVofaMme,  En  se  basant  sur  laprùpriM  de  VangU  insaU^  nmsr 

une  perpendieuUUre  à  VextràmUé  d'une  dniu 
AB  que  Van  ne  peut  prolonger* 

D'il  II  [  oint  0  pris  à  Yolonté,  et  avec  la  distance 
OB  po  ur  rayon,  oa  décrit  une  circonférence:  on 
trace  le  diamètre  COD,  [tuis  la  droite  BD,  qui  est 
la  perpendiculaire  demandée. 

Car  Tanglc  B,  inscrit  dans  un  demi-cercle,  est 
droit. 


* — K 


Fig.  MO. 


le.  Cette  question  élémentaire,  mais  e8seniiell&,  se  trouve  déjà 
indiquée.  (G.,  169.)  La  détermination  de  la  perpendicttlaird  BD  D*sst 
satiefaiBante  'que  lorsque  D  eat  asses  éloigné  de  AB. 


JCxercice  231* 


Fig.  m. 


îM  1 .  Problème.  Diviser  un  angle  droit  en  trois 
parties  égales. 

Du  sommet  A,  avec  un  rayon  quelconque,  il 
foui  décrire  un  arc  de  cercle;  dos  centres  B  et 
C,  avec  le  même  ri^on,  décrire  les  arcs  AD 
AE. 

Le  triangle  DAB  a  les  trois  c6té«  égaux; 
chaque  angle  Tant  donc  Va  droit;  par  suilflf 
CAD  vaut  un  tiers  de  droit. 
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MS.  Problème.  Par  un  point  B  donné  sur  un  diamètre  AG,  mener 
««€  cortle  DQË,  telle  que  Vare  CE  aoit  triple 
de  Varc  AD. 

Supposons  le  problème  rèBOlit.  Modods  le 
ilianaèlre  DGF. 

L'arc  CF  =  AD  =  Vï  CE  =  V«  FE 

Or  Tangle  D  a  pour  mesure  */tFE,  et  ranprle 
B0D=COF,  qui  a  pour  mesure  arc  CF=ViFE; 
<lODC  Tangle  BOD  =  BDO. 

Ainsi  le  triangle  BOD  est  isocèle;  par  consé- 
quent, du  point  B  comme  centre  avec  BO  pour  rayons  il  faut  couper 
la  cireonférence  donnée  et  mener  DB£. 

Benar<|ue.  Il  faul  que  OB  >  A6«  Le  point  D' correspond  à  une  seconde 
solaiion. 

dl3.  Problème.  Même  question«  mais  le  point  donné  est  sur  le  prolot^ 
gement  du  diamètre. 

Quand  le  point  donné  G,  par  exemple^  est  extérieur  au  cercle,  il  faut 
couper  la  circonfècence  donnée  par  un  arc  décrit  du  point  G  a?ec  OG  pour 
r^on. 

En  effet,  an^^le  G= GOI,  puisque  le  triangle  GIO  est  isocèle  par  con- 
stmction  ;  Pangle  GOI  a  pour  mesure  Cl;  donc  G  a  pour  mesure  CI. 


^  >.  .  arc  AJ  —  arc  CI 

Or  G  a  aussi  pour  mesure  —  —  ^ 


arc  AJ  =  3  arc  CI 


C.  Q.  F.  D. 


914.  Problème.  Sur  une  droite  donnée  XY,  drlrnuiner  un  point  C,  tel 
<pie  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  deux  circonférences  données  A  et 
hfaseent  des  angles  égaiœ  avec  Xï. 

i\m  Méthodes, 

915.  Problème.  On  donne  une  droite  XV  et  deux  points  A  6^  B,  situés 
du  même  côte  de  la  droite.  Trouver  u}i  point 

C  sur  XY,  tel  que  Vangle  ACX  soit  double  de 
l'angle  BCY. 

La  solution  est  très  simple  en  recourant  k 
1«  duplication  (n»  14^. 

Après  avoir  déterminé  B'  symétrique  de  B, 
on  décrit  une  circonférence  tangente  à  XY,  et 
psr  le  point  A  on  mène  une  tangente  ACD. 

Un  a   angle  BCV  :^  B'CV  ^  IVCD 

d'où  angle  BCY  ==  Vt  ^^"^  =  Vt  ACX 

».  Il  y  a  deux  solutions. 
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016.  Théorème.  Déterminer  le  point  C,  de  )n-'n\èrc  que  la  somme  âen 
angles  AGX  et  BGY  ait  une  valeur  donnée;  quel  est  Le  minimum  de  utk 
valeur? 

Sar  ABy  il  faut  décrire  un  segment  capable  de  l^angle  supplémentaire 
de  la  somme  donnée. 

Le  minimum  de  la  somme  a  lieu  pour  le  maximum  du  supplément;  or 
le  maximum  de  Pangle  AGB  est  donné  par  Tare  tangent  à  XY.  Il  y  a  deux 
maximum  pour  ce  supplément;  mais  il  faut  savoir  décrire  \es  circonfé- 
rences passant  par  deux  points  A,  B,  et  tangentes  à  une  droite  XY.  (G., 
n«  m  E«  de  G.,  n«  948.) 

Exeroioe  234.  —  I. 

917.  Problème.  Trùuver  un  point  d'oi^  deux  cercle»  dennét  X  et  B 
êoient  tm$  $ou$  un  angle  donné. 


C 

Flg.  Ô64. 


Pour  chacun  des  deux  cercles,  on  décrit  le  lieu  des  points  d'où  ce 
cticîe  est  va  sous  Tangle  donne  (n"  77*3).  La  rencontre  des  deux  lieux 
doauo  générdlemeiit  deux  points  C  et  D  qui  répondent  à  la  question. 

918.  Problème.  Trouver  un  point  d'où  trois  cercles  égaux  soient 
$011  a  le  même  anqh. 

G^est  le  ccalro  du  cercle  qui  passe  par  les  trois  autres  centres. 

RcBuiKpie.  Quand  les  rayons  sont  inégaux,  le  problème  se  rapporte 
au  livre  111. 

919.  PwMtmm,  Deux  circonférenee$  égaie»  AeiB  étant  données  f  ainsi 
qt^un  point  G  eur  Vune  d'elles,  mener  MN  parallèle  et  égale  à  AB,  e( 
telle  que  l'angle  MGN  égale  un  angle  donné. 

En  supposant  le  problème  résolu  et  MCiN  Tangle  demandé,  on  est  con- 
duit à  la  construction  suivante. 

Sur  DE,  égale  et  parallèle  à  AP»,  on  décrit  un  seginout  DOE  de  centre 
H,  capable  de  l'angle  donné;  tel  est  le  segment  qu'il  faut  faire  glisser 
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entre  les  deux  cireoDfiteiices ,  jusqu'à  ce  que  Tare  passe  par  le  point  G. 
Il  suffit  de  recourir  à  une  translation  — 
parallèle,  de  manière  à  amener  Tare 
DE  à  passer  par  le  poiot  C. 

On  peut  déterminer  la  position  de 
MX  comme  il  suit  : 

Od  forme  an  triangle  AlB  égal  à 
DHE.  La  figure  HIBË  est  un  parallé- 
logramnae.  Du  centre  1,  a^ec  le  rayon 
Ifl,  on  décrit  un  arc  HK,  que  Ton 
coupe  par  un  arc  décrit  du  centre  G 
avec  DH  pour  rayon.  K  sera  le  centre  de  Varc  du  segment  capable  de 
Tangle  donné,  et  la  corde  MN  sera  égale  et  parallèle  à  ÂB. 


Fig.  lHjô 


m.  PMblènM.  On  donne  deux  draite$  égale»  AB,  A'B',  et  l^an  demande 
Ramener  AB  à  céineider  avec  A'B',  à  Vaide 
d^une  rotation  autour  d'un  centre  à  déter^ 


Menons  AA'  et  BB';  élevons  des  perpen- 
diculaires au  niili«^u  de  chacune  de  ces 
lignes;  le  point  G  où  les  perpendiculaires 
se  coupent  est  le  centre  dtiiiandé. 

En  elîet,  CA=::CA';  Cli  =  CB'  comme 
obliques  également  éloignées  du  pied  de  la 
perpendiculaire:  puis  les  triangles  AGB,  A'G'B'  sont  égaux  comme  ayant 
Idâ  trois  cùtéâ  égaux. 


Fig.  566, 


B».  L  Les  perpendiculaires  CD  et  CD'  sont  égales,  car  les^iangles 
rectangles  ADC,  A'D'C  sont  égaux  comme  ayant  Thypoténuse  égale  et 
raogle  CADsGA'D';  donc,  pour  opérer  la  rotation  de  la  droite,  il  suffit 
de  la  considérer  conune  liée  au  centre  par  la  perpendiculaire  CD,  et  faire 
tourner  CD  d*un  angle  DCD'  égal  à  Tangle  a. 

II.  Le  quadrilatère  DCD'R  a  deux  angles  droits;  donc  Tangie DCD'  ou  a 
égale  Tangle  BED',  que  les  droites  forment  entre  elles. 

Heœarquet.  \^  Le  problème  proposé  (n^  920)  est  celui  qu'il  faut  résoudre 
.  pour  amener  une  figure  plane  donnée  à  occuper  dans  son  plan  une  posi- 
tion aussi  donnée:  d'après  le  thcorcme  de  Chastes  (n°770},  on  sait  que  ce 
îéâuUat  peut  toujuui  ri  être  obtenu. 

Voir  à  ce  sujet  deux  articles  de  M.  A.  Poulain  dans  J.  M.  S.,  1891, 
p.  1^  et  J.  M.  E.,  lS94,p.  3. 


i>^l.  Problème.  Deux  points  \  et  B  l'tafil  do}i'irs  sur  une  rirconféreni-e 
AOB.  trouver  i^ffr  cette  courbe  un  tmisihne  point  G,  tel  que  la  somme 
^  dUtances  AG  +  GB  égcUe  une  Ugne  donnée  l. 
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Soit  G  le  polnl  itomandé,  tel  que  AG  +  CB  =  I. 

En  prenant  CD  =  CB,  on  obtient  un  triani^'le  isocèle  BCD,  dans  lequel 
^  ran^rle  I)  est  la  moitié  de  rancrh^  AGB;  donc  il 

~~  *  faut  décrire  un  segment  ADB  caj;able  d'un  angle 

^  moitié  de  AGB,  ou  moitié  de  AOB,  puis,  du  poinl 
A  comme  centre,  avec  l  pour  rayon,  décrire  ud 
arc  DD',  joindre  AD  et  CB. 

Scolîe.  î.  Il  y  a  deux  solulions,  une  seule  ou 
aucune,  suivant  que  Tare  DD'  coupe  le  segment 
en  deux  points,  lui  est  tangent  ou  ne  lû  rencontre 
pas. 

II.  Le  point  0  est  le  centre  du  segment  ADD'B,  car  l'angle  inacrit  D 
est  la  moitié  de  Tangle  au  centre  AOB. 

III.  Le  maximum  de  l  est  donné  par  le  diamètre  AOL;  il  égale  deux 
feie  ÀU,  côté  du  triangle  isocèle  inscrit, 

IV.  Le  problème  proposé  revient  à  coostmire  un  triangle  ABC,  ooo- 
naîssant  la  base  AB,  Tangle  opposé  G  et  la  somme  {  des  côtés  qui  com- 
prennent Tangle  G. 

(Voir  Exercice  266,  n»  989.) 

S>22.  Problème.  Déterminer  le  point  G  de  manière  que  la  différem 
GB  —  GA  ait  une  longueur  donnée. 

Solution  analogue  au  problème  précédent;  le  segment  auxiliaire  doit 
être  capable  d*un  angle  de  90<»4"^« 


Exerdoe  236. 


923.  Problème.  Dans  un  triangle f  la  baee  et  la  médiane  corm^ 

pondantes  ont  des  longueurs  données.  Comment  varie  t angle  ao 
eommetf 

Il  y  a  trois  cas  à  examiner,  suivant  les 
longueurs  relatives  des  lignes  données  : 

1*»  La  médiane  kX^  est  plus  grande  que  la 
moitié  de  la  base  BC. 

Le  triangle  isocèle  BAC  donne  l'angle  maxi- 
mum ,  car  si  Ton  décrit  le  segment  BAG  ca- 
pable de  Tangle  A,  et  une  circonférence  AA' 
avec  la  médiane  DA  pour  rayon,  on  recon- 
naît que  Tangle  A'  est  plus  petit  que  Tangle 
E,  qui  égale  A. 

Ainsi,  à  partir  du  point  A,  Tangle  diminue,  et  il  devient  nul  lorsque 
le  sommet  vient  se  placer  sur  le  prolongement  de  la  base. 
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La  médiane  AD  égale  ia  moitié  de  la  base. 
bans  ce  cas,  le  triangle  est  rectaagle,  Taugie  est  cooslaot. 


375 


— 

D  I 

1 

c 

Flg.  S70, 

Fig.  509. 

3»  La  médiane  eet  plm  }teUte  que  la  moitié  de  la  haee^ 
Lê  triangle  isocèle  doDoe  Taogle  minimum. 

Car  oo  a  A'  ou  BA'G  >  BFG.  L^angle  augmente  et  tend  vers  ISO»,  lorsque 
«  sommet  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  base  BG. 

Exmîce  937. 

Ml.  PffBhlèHie.  Un  segment  reetiligne,  d'une  longueur  amstante  MN, 
jiim  9ur  une  droite  illimitée.  Deux  pointe  ftœes  AetB  $ont  donnés;  on 
fnène  AMC ,  BNC.  Étudier  les  variations  de  Vangle  G  ainsi  déterminé, 

(Voir  Méthode,  u«  253.) 

M(.  PtobléoM.  On  donne  un  diamètre  fixe  DOE ,  un  point  A  sur  le 
mUmgement  de  ce  diamètre;  on 
mène  une  corde  MN  parallèle  au 
Uamètre»  Pour  quelle  position  de 
cette  corde  la  somme  des  angles 
MAO  et  NAO  est  ^  elle  maximaf 

Ea  Dit  n  int  le  diamètre  MOL, 
mm  retombons  sur  une  question 
précédente       922);  car 

MAO  +  NAO  =:  MAL. 

Or  la  base  ML  est  constante  ;  il 
«n  est  de  même  de  la  médiane  AO; 
donc  le  maximum  a  lieu  quand  le 
triangle  BAC  est  isocèle ,  car  la  médiane  AO  est  plus  grande  que  la  moitié 
de  la  base  ML.  Dans  ce  cas,  la  parallèle  derient  la  tangente  BT,  et  Ton  a 

2  fois  BAO  >  MAO  +  NAO 


».  Lorsque  le  point  A  est  dans  la  circonférence,  le  triangle 
isocèle  BAC  correspond  à  la  somme  minima,  ainsi  qu^on  Ta  vu  précé- 
demment (n<»  933»  3«). 


On  donpe  deux  parallèles  et  un  point  fixe  0.  A  q%ieUe 
distenee  de  ce  point  faut'U  mener  une  droite  CD  perpendiculaire  aux 
PMlléles,  pour  que  Vangle  COD  soit  maximum? 

Ç^oÏT  MéUwd€8 ,  no  216.) 
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fMB7.  PkoLUme.  Unpaint  fixe  0  et  deux  parallèles  sont  donnés;  mener 
une  sécante  CD  parallèle  à  une  droite  AB,  de  manière  que  l'angle  CX)D 
soit  maximum, 

ï.  (Voir  Méthodes,  d«  272.) 

Exeroioe  239. 

928.  Probième.  On  donnc ,  âr  rjrtnuh'ur  et  de  posihoïi,  une  circonfé- 
rence et  une  droite  CD.  Pour  (jxeL  point  A  de  la  circonférence  Voaigle  CAD 
est-il  maximum  ou  m'ininmm'f 

(Voir  Méthodes,  no  34i.) 

9S&.  PkoUAnM.  On  donne  deux  circonférences  concentriques  et  un  angle 
droit  EAF  dont  le  sommet  est  placé  au  centre  commun.  On  projette  k$ 
points  E,  F  sur  un  diamètre  fixe,  et  par  les  points     G,  on  mène  les 

parallèles  DN  et  GL.  JPour 
quelle  position  de  l'angle  droit 
EAF  l^angU  LAN  atteinl-û 
son  maximum?  (Concours 
néral  pour  las  classes  ds  lo- 
gique, en  1860.  —  N.  A.,  1861, 
p.  21.) 

Le  maximum  a  lieu  lorsque 
la  somme  LAG  +  DAN  est 
ausBî  î^raiide  que  possible. 
Pour  ramener  cette  question 
à  uno  question  déjà  connue,  il 
sufiiL  (le  décrire  une  circonfé- 
rencesur  1>E  comme diamètrt\ 
et  de  prendre  DM  =  GL. 

Les  trois  triangles  reclanglei 
GLF,  END,  DME  sont  é^iw 
comme  ayant  Phypoténuse  égale;  de  plus  les  deux  premiers  ont 
angles  égaux,  et  le  premier  et  le  troisième  ont  le  cùié  DiM  =  GL;  duuc 
ce  côté  égale  EN.  Ainsi  la  droite  MN  est  parallèle  à  DK;  Panglô 
DAM  =  (i.\L,  ri  Ton  peut  remplacer  LAG  +  DAN  par  MAD-f-NAI). 

Or  le  maximum  de  celte  somme  a  lieu  quaml  MN  devient  tangente. 
Alors  Tangle  DET  égale  45*>;  mais  pour  que  la  projection  du  point  P. 
fasse      avec  AE,  il  faut  que  AE  fasse  aussi  4o^  avec  le  diamèti-c  fixe  IJ. 

031).  Remarque.  On  Sait  que  IJ7,  NN'  Ponl  deux  diaijiètres  conjucués 
de  Pellipse  qui  aurait  A.I  et  AK  pour  demi-axes;  donc  Vini<jle  ma.^-(,n\m 
que  peurvnt  faire  entra  eux  deux  (Unmèlres  conjugués  est  obtr)H(  en  pr<}- 
Jetant  les  extrémités  de  deux  diinyièlres  rectangulaires  du  cercle  AJ, 
lorsqitc  ces  deux  diawètres  coupent  IJ  sous  des  an>fleft  de  45**. 

L'anirle  NAL'  est  le  supplément  de  NAL;  ainsi  à  Tangle  mazimom  oof' 
respond  Tangle  minimum. 


rtg.  572. 
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Droites  et  Clrconlérences  sécantes. 

031.  Droite  et  cîrconférenoe.  On  sait  que  l'angle  d'une  circonférenct  et 
f  iiDe  sécante  est  Tangle  formé  par  la  droite  donnée  et  la  tangente  à  la 
circonférence  au  point  d'intergeclion  (n»  619). 

Lorsque  deux  circonrérences  sont  concentriques  etqu*on  mène  des  tan- 
gentes à  la  circonférence  intérieure  : 

1*  Les  cordes  interceptées  par  la  eirconférenee  extérieure  eant  égales 
entre  eUes  ; 

'2'  CJmque  tanyente  coupe  la  circonférence  extérieure  nous  un  angle 
COUi>laHl. 

M.  Devx  cBumofémoe*.  L^aogle  de  deux  circooftrences  sécantes  est 
Psogle  formé  par  des  tangentes  menées  à  chacune  de  ces  courbes  par  un 
des  points  dMntersection  (n^  619).  Cet  angle  est  le  supplément  de  Tangle 
iDrmé  par  les  rayons  qui  joignent  le  point  d^tersection  conûdéré  aux 
centres  des  cercles  donnés. 

Lorsqu'on  a  deux  circonférences  concentriques  et  que  chaque  point  de 
Vtm  d'elles  est  pris  pour  centre  d*une  circonléreDce  de  rayon  constant 
qoi  coupe  la  seconde  circonférence  donnée  : 

1^  La  corde  commune  aux  deu.v  circonférences  qui  se  coupent  a  une 
Umrjueur  constante; 

Les  deux  circonférences  sécantes  se  coupent  sous  un  angle  constant. 

Esm«e  241. 

833.  Problème,  f^m'  U7i  point  donné  A,  mener  une  droite  qui  coupe 
u»'^  circonférence  donnée  sous  un  angle 
éùnné  m.  ^ 

Oa  a  rappelé  qu^on  nomme  angle 
■Tuim  droite  et  d'une  circonférence» 
raogle  m  formé  par  la  droite  BD  avec 
il  tangente  BT,  menée  à  la  clrconfé- 
RQce  par  un  des  points  B  d^intersectlon 
;(o»6i9). 

Ainsi,  par  un  point  quelconque  B 
^  la  circonférence,  menons  une  tan- 
ftnte  BT;  formons  Tangle  donné  m, 
<t,  par  le  point  A ,  menons  une  sécante  AFG  telle  que  la  corde  inter- 
ce|rtéeFG=BD. 

n  suffit  de  nienert  du  point  A,  une  tangente  à  la  circonférence  de 
nionCE. 

L*angle  m  s::  F  s=  AF  J  (  n«  931). 

934.  Problème.  MeiiPr  Ktie  droite  qui  coupe  une  circonfémnce  A  sous 
*^  mgle  donné  nif  el  une  circonférence  B  sous  un  angle  n« 

On  procède  comme  ci-dessus,  et  l'on  mène  une  tangente  commune  aux 
^01  eireonférences  auxiliaires. 


Digitized  by  Google 


378 


BXBRGICBS  DB  GÉOUàTftlB 


83<>.  Problème.  DécHre  une  cir conférence  qui  coupe  chaque  côté  cfim 

triangle  sous  un  angle  donne  m. 

Soit  îe  problème  résolu  et  Tangle  D=tn. 
Les  trois  corder  doivent  être  égales,  csr 
alors  les  triangles  DFE,  D'F'E'  sont  égaux; 
donc  le  centre  e?t  équidislant  des  trois  côtés; 
par  suite,  le  point  0  est  le  point  de  con- 
cours des  bissectrices  du  triangle.  Le  rajt^r 
OD  est  rhypoténuse  d*un  triangle  rectar-:l« 
DLO,  daoa  lequel  ou  coxmaii  OL  et  Vangit 
0  =  D=^tR. 


Fig.  574. 


Ezeroîcw  242. 


FIg.  ÏÏJb. 


83ti.  Problème.  On  doufie  deuss  droêUs;  décrire  une  drccnférence  ««c 

un  rayon  donné  :  le  centre  dcii  éirt 
sur  une  de$  droites,  et  la  eirconfé- 
rence  doit  couper  Vautre  droite  ton» 

un  angle  donné. 

En  supposant  le  problème  résolu, 
on  voit  qu'il  est  facile  de  déterminer  la 
distance  OP  du  centre  à  la  droite  AB. 

Il  faut  élever  ;<u  >oinmet  de  Tangle  x 
donné  une  perpeinilrulaire  DO  égale aa 
rayon;  mener  nne  parallèle  OC  à  la  ligoe  AD  ;  le  centre  C  est  détermioé- 

mi.  Problème.  Décrire  une  circonférence  de  rayon  donné,  qui  ioU 
coupée  sous  un  angle  m  par  une  droite,  et  eom  un  angle  n  par  unemtif* 

droite  aussi  donnée  de  position. 
Solution  analogue  au  problème  précédent  ^n*^  93G). 

EsevdM  24S. 

938.  Problème.  Avec  un  rayon  dort^f^, 
décrire  une  circonférence  qui  passe  p<ir 
nu  point  A  et  qui  coupe  une  circonfc' 
rence  donnée  P>  sous  un  angle  donné. 

Cherchons  le  lieu  des  centres  des  cir- 
conférences coupant  la  circonférence doo* 
née  sous  un  angle  donné. 

Avec  une  tangente  quelconque  FT  fai- 
sons Tangle  donné  TFG;  élevons  «ne  per- 
pendiculaire à  FG,  et  prenons  FD  égile 
au  rayon  donné  r,  La  circonfôrenee  cM* 
^s*  crite  du  point  6  comme  centre^  avec  BO 

pour  rayon ,  sera  le  lien  cherché;  il  suffit  alors  de  le  couper  avec  un  m 
décrit  du  point  A  comme  centre  avec  r  ponr  rayon. 

93î>.  Problème.  D'un  point  lionné  comme  centre,  décrire  une  citxonft' 
rence  qui  coupe  orthogonalement  une  circoniérencc  donnée  ;  ou  bien,  d'«^ 
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mf  donné  A  comme  centre,  décrire  une  circonférence  teUe  que  la 
H'jetUe  menée  d'un  point  donné  B  ait  une  Ion- 
leur  I. 

On  a  déjà  dit  (n«  620)  qne  deax  cercles  8e 
openl  orthoganaiement  lorsque  les  tangentee 
iDées  respecttTemeiit  à  cee  cercles,  par  un  des 
bis  dUnlersection ,  sont  à  angle  droit. 
En  supposant  le  problème  résolu  et  la  tan- 
Dte  BC=>1,  on  toU  quMl  suffit  de  décrire  une 
«onférence  eur  AB  comme  diamètre,  et  de  la  couper  par  un  arc  décrit 
I  centre  B  avec  la  longueur  L  AG  est  le  rayon  demandé. 


Fig.  577. 


MO.  KoUème.  Décrire  une  circonférence  teUe  qne  les  tangentes 
mie»  de$  traie  eammetê  d'un  triangle  eoient  égales  entre  elles  et  égales 
une  hgne  donnée  1. 

Le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  donné  est  le  centre  cher- 
é,  et  l'on  retombe  sur  le  problème  précédent. 


Hl.  FkoMèMie^  Avec  un  rayon  donné  r,  décrire  une  circonférence  qui 
t*^  par  un  point  donné  A,  et  teUe  que  la  tan» 
nie  menée  d'un  eeeond  point  B  ait  une  Um^ 
mr  l. 

Supposons  le  problème  résolu. 
Od  connaît  la  longueur  de  BC  et  celle  du  rayon 
ï;  donc  on  peut  déterminer  la  longueur  de 
lypolénuse  BO. 

Pour  cela,  prenons  BD  =  i;  DE  =  r;  BE  est 
jypoténuse. 

Du  point  B,  avec  le  rayon  VAi,  décrivons  un 
ItEOet  coupons-le  par  un  arc  décrit  du  point  A  avec  r  pour  rayon; 
i<^tieot  ainsi  le  point  0  comme  centre  de  la  circonférence  demandée. 

Hemarque.  Ce  problème  n^est  qu'un  cas  particulier  d*une  question  plus 
Nrale  (n«  944  ci-après). 

^'it.  Problème.  Avec  un  rayon  donné  r,  décrire  une  circonférence  teUe 
^  ia  tangente  menée  d'un  point  A  ait  une  longueur  k»  et  la  tangente 
icnee  d'un  point  B  ait  une  longueur  1. 

ûa construit  deux  lignes  analogues  h  BE,  etc. 

Bemarque.  Ce  problème  pcttt  aussi  se  ramener  à  un  problème  plus 
Mfal;no  945). 


Exmîee  244.  — 


^*3.  Problème.  D'un  point  donné  A  comme  centre^  décrire  une  cir» 
■'^l'éretuse  qui  coupe  une  Hreonférenee  donnée  B,  soue  un  angle 
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Supposons  le  problème  résolu  et  l'angle  C  =  m. 

Chaque  tani^'cnle  est  perpeodiculaire  an  ray^ 
du  point  rio  contact:  donc  les  angles  ACB  el  i 
ou  m  boiit  »u|»p]énfienlaires  comme  ayaiil  ics  cite 
perpendiculaires  et  de  môme  sens.  (G.,  bo.» 

Ainsi  ACB  —  180  —  m.  Il  suffit  donc  de  dé^i.r 
sur  AB  un  segment  capable  de  (180 —  m);  il 
terminera  le  point  C,  et  on  décrira  une  circoiLfî 
Fig.  679.  rence  avec  AG  pour  rayon. 

M4.  pgMèmib»  Avec  un  rayon  donné,  décrire  une  circonférence  ^ 
coupe  une  autre  circonférence  et  une  droite  sous  des  angles  donnés  m  et  i 

Supposons  le  problème  résolu.  Sd 
A  la  circonférence  demandée,  et 
les  angles  donné.s.  < 

4»  On  peut  construire  le  tria 
BOH  é^al  à  BOA,  car  BG  est  donr 
l'angle  BGH=180  — m,  et  BH  éz^ 
le  rayon  aussi  donné;  donc  le  crr-t 
cherché  pst  -iir  In  circonférence  décrt 
du  poiat  B  avec  le  rayon  BU. 

99  On  faii  Tangle  PND  =  n;  <m  éHi 
QDe  perpendiculaire  NL  égale  au  rayon  donné  BH;  le  ceolre  doit  î 
trouver  encore  sar  la  parallèle  LA  à  DË;  donc... 

MS.  PMblème.  Avec  un  rayon  donné,  décrire  une  circonférence  f 
coupe  une  circonférence  A  sous  un  angle  donné  m ,  et  une  autre  drca 
férence  sous  un  autre  angle  aussi  donné  n. 

La  (question  se  résout  comme  précédemment. 

Cm  pftrisoBli«r.  Avec  ttfi  rayon  donné,  décrire  une  circonférencs  ^ 
coupe  orthogonalement  deux  circonférences  données  (n»  942). 

Tangentes  et  Raccordement  des  lignes* 

846.  Le  raccordement  de»  lignes  droites  ou  circulaires  dépend  des  it 
blêmes  relatifs  aux  circonférences  et  aux  droites  tangentes;  néanmoî 
il  est  utile  de  désigner  les  diverses  questions  qui  s*y  rattachent  par  l'éM 
que  l*usage  a  consacré. 

Les  éléments  de  Géométrie  fournissent  directement  la  solution  deeqol 
tions  suivantes  : 

Raccordement  de  deux  droites,  n^^  197  et  200. 

Raccordement  d'une  droite  et  d*un  are  circulaire,       199  et  201 . 

Plusieurs  «pieslions  do  raccordement  ne  peuvent  être  traitées  qu'a^ 
les  problèmes  du  livre  iU. 
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Exercioe  246. 

IM7.  PtohlèoM.  Avec  un  rayon  donné  a ,  décrire  une  drcanférence  tan- 
{•  A  deux  droites; 

^  A  une  droite  et  à  une  circonférence; 
9»  A  deux  circonférences. 
Discuter  ce  dernier  cas. 

Le  problème  proposé  revient  à  trouver  u)i  point  situé  à  une  distance 
mnée  a,  de  deux  lignes  données  droites  ou  cuculairea, 

(Voir  BUcussion,  252.) 

Ezeroice  247« 

Problème.  Par  deux  points  doniiv!>  \  et  B,  faire  passer  une  cir~ 
nférvncc  qui  soit  tangente  à  une  droite  donnée  XY. 

Supposons  ie  problème  résolu  et  ABC  la  cir* 
mférence  tangente. 

^'  terminons  le  point  E  symétrique  du  point 
,  et  menons  AC,  BG,  CE.  Cherchons  la  va- 
|ir  de  l*aDgie  AC£. 
I  ACE  =  AGY  +  DC£ 

I    ACE  =  ACY  H-  DCB  ^  ACY  +  DAC 
M^is  la  somme  ACY  +  DAC  a  pour  supplé- 
12 1  i  augic  IJ  ; 

Dnc  ACE  =  180  — D 

Ai  si  sur  AE  il  faut  décrire  un  serment  capable  de  Tangle  180— 
^t-à-dire  un  Bégaient  capable  de  Tangle  ADY. 

|l«Mr«ine.  Celle  solution  d'un  problème  connu  (G,,  n»  S98)  est  avanta- 
tase ,  parce  qu'elle  n^exige  que  la  connaissance  du  li?re  IL 
Elle  est  due  à  M.  E.  Lbmoinb,  ancien  élève  de  TÉcole  polytechnique  « 
Iriocipai  promoteur  de  la  Géométrie  récente  du  triangle  (J.  M.  E.,  1879, 

m 

-'^9.  ProblénM.  Inscrire  un  cercle  dans  un 
mteur  circulaire. 

Eq  supposant  le  problème  résolu,  on  recon- 
■11  qnMl  suffit  de  mener  une  tangente  ECF 
le  point  milieu  C  de  l'arc  donné  BCD,  pois 
Amener  les  bissectrices  des  angles  égaux  E, 
f  4a  triangle  isocèle  EAF. 

tcmArque.  On  procède  comme  ci  -  dessus 
949 1  |orpqa*on  veut  inscrire  un  cercle 
k  Lnaiigie  formé  par  les  tangentes  AL,  AU  et  par  Parc  HGL. 


rÉiililfann  Une  circonférence  de  centre  A  étant  donnée,  décrire, 
point  B  aussi  donné  pris  pour  centre,  une  autre  circonférence,  de 


I 
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manière  que  la  tangente  commune,  mesurée  entre  les  pointe  de  eoMlae) 

ait  une  longueur  donnée  I.  ' 

En  supposant  le  problème  résolu  et  CU  ^  i 
on  voit  que  la  parallèle  AE  égale  aussi  /. 

Donc,  sur  AB  comme  diamètre,  il  faut  dérrj 
une  circoufùrence;  puis,  du  point  A,  la  coupt 
arec  le  rayon  l;  mener  BË|  prendre  ED  =  AC. 


Lorsqa^OQ  porte  ED  8ur  le  prokkD^i 
meoi  de  BE,  la  tangente  est  extérieure;  loraqa^ 
prend  ED  sur  EB,  la  tangente  est  întèrieare. 

9Î5I.  Problème.  Même  énoncé,  mais  les  deu 
tangentee  doivent  se  couper  aotw  un  angle  den^ 
2m. 

Par  le  point  A,  on  mène  AË  coupant  AB  sous  un  angle  m,  et  n 
une  perpendiculaire  BE,  etc. 


Fig.  988. 


I^robléme.  Deux  points  A      B  étant  donm's .  décrire  ufie  cirir  > 

férence  avec  un  r('i/i>>>  ilointéf  (clic  qu-'  * 
tangentes  menées  dr  A  et  de  B  fo-.-.* 
entre  elles  tin  angle  (hniné  2m  t:t  'j-j^  i 
différence  des  tangentes  égaie  une  Ugne 

Soit  le  problème  résolu  ; 

AC— BD  =  I 

et  Tangle  AEB  =  2m 

Prenons        EF  =  £A 

on  aura  BF  =  I 

On  peut  construite  le  triant^Ie  UAl'.  cî 
on  connaît  AB^  la  longueur  BF  et  Tang; 
AFB. 

En  effet,  AFE=9()»  — m 
donc  BFA^180--(90«  — m)=90*+" 


Flg.  68«. 


Lctrian^'le  AlU'  étant  construit,  pm;.: 
geons  FB  jusqu'à  la  rencontre  V.  du  S'., 
ment  décrit  sur  AB  et  ra fiable  de  '2m;  puis,  entre  les  cotés  de  ï'ad^. 
AEB,  on  déterminera  un  pomt  0,  tel  que  OC  =  OD  ~  r. 


Probléma.  TitHS  pointe  A,  6,  < 
étant  donnés,  du  point  A,  comme  centn 
décrire  une  eirconférenee  teUe  que  k 
tangentee  menées  des  points  B  el  G  foem 
entre  elles  un  angle  donné. 

Sur  BC  il  faut  décrire  un  segrotn 
F.DC  capable  de  Fangle  donné:  joindr 
le  centre  A  au  point  liuiicu  de  Tare  BC.  Celte  ligne  AD  est  bis&eclric 
de  Tangle  D;  duuc  les  perpendiculaires  AF,  AG  sont  égales. 
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WM.  Problème.  Décrire  une  ar- 
tmférence  qui  soit  tangente  à  une 
droite  CD  et  qui  coupe  une  circon- 
férence donnée  en  un  point  A, 
scnis  un  angle  oc. 

Par  point  A  ,  menons  une  tan- 
gente AB  à  la  circonférence  don- 
née: faisons  Tangle  BAC  f^pal  à  x. 
La  droite  AC  doit  <^tre  langente  à 
la  circonférence  demandée;  donc  îe 
centre  0  se  trouve  sur  la  his^ecU'ice 
de  ran£:lo  C  et  sur  la  droite  AO 
perpendiculaire  à  la  tangeoie  AG. 


C 

Flf.  666. 


OittJ.  Problème.  Décrit*e  une  circonférence  qui  soit  tangente  à  une  rtr- 
tonférencc  E  qui  coupe  utw  circonférence  V  en  un  point  A  sous  un  angle 
ionné  at  (fig.  :i86). 

Comme  précédemment;  maîa,  sur  le  prolone^f'nipnt  du  rayon  OA,  on 
prend  une  lonf::ueur  AG  ét^ale  au  rayon  de  la  circonléreoce  E;  puis  on 
éiève  UDe  perpeDdiculaire  au  milieu  de  ëG. 

ÎK>0.  Problème.  Avcc  un  vai/on  donné  r,  décrire  une  circonférence  tan- 
gente à  une  circonférence  de  centre  A  et  coupant  orthoyonalement  une 
circonférence  de  centre  B. 

Soient  a  et  6  les  rayons  des  circonférences  données,  o  le  centre  de  la 

circooférence  deinandce. 
La  distance  AO  des  centres  des  circonférences  tangentes  égale  a:±:r, 
La  distance  BO  des  circonférences  orthogonales  est  Thypoténuse  d'un 

triangle  rectangle  ayant  6  et  r  pour  côtés  de  l'angle  droit. 

I 

EaiM«îo«  SSl. 

Problème.  Raccorder  deux  lignes  données,  droites  mt  eireulaires, 
par  un  arc  d'un  rayon  donné. 

Pour  cbaqoe  ligne  donnée,  on  trace  le  lieu  des  centres  des  circonfé- 
jRnces  qui  peuTent  être  décrites  avec  le  rayon  donné,  taogentiellement 
ligne  donnée.  Les  renconCres  de  ces  lieux  donnent  les  centres  des 
tfcs  à  décrire.  Les  points  de  raccordement  sont  déterminés  par  des  per- 
pendiculaires abaissées  des  centres  sor  les  droites  «  ou  des  normales  een^ 
sûmes  aux  deux  courbes  qui  se  raccordent  (la  normale  commune  passe 
9tt  les  deux  centres). 

Oo  peut  avoir  à  raccorder  deux  droites  entre  elles,  deux  ares  entre 
eux,  00  une  droite  et  un  arc. 

8i»B.  Eemarque.  Le  raccordement  des  lignes  est  d'une  grande  utilité 
<lan3  toutes  les  questions  pratiques  qui  se  rattachent  au  dessin  linéaire. 
A  ua  autre  point  de  vue,  le  raccord enient  des  lignes  est  aussi  très  im por- 
tant dans  les  opérationa  sur  le  terrain  pour  le  tracé  des  routes.  Ces  diverses 
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applications  exigent  des  développements  qui  ne  sauraient  iruuvcr  {>\m 
ici.  On  doit  donc  conBuller  et  la  M>  ihodc  de  dessin  et  ÏArpmtage, 
3«  édition,  1888.  Pour  ce  dernier  traité,  on  peut  voir  le  §  V^«^613et 
suivants). 

Exer€Î«e 


Fig.  587. 


dtt8.  PraUèaie.  Raccorder  deux  alignements  par  des  arcs  tangena 

entre  eux,  ayant  respectivement 
pour  rayon  deux  longueurs  don- 
nées a  e<  b,  les  angles  au  centre 
des  deux  arcs  devant  être  égaur 
entre  eux» 

Supposons  le  problème  résola 
et  rangle  ADH  =  BEH. 

A  cause  des  angles  égaux  t  le 
triangle  FOJ  est  isocèle;  dooe  b 
ligne  des  centres  est  parallèle  à 
la  bissectrice  de  Tangle  0  qoe 
forment  les  alignements  donnés 
OM,  ON;  d'ailleurs,  la  disUoc? 
du  centre  D  à  la  droite  OM  est 
connue»  etc.;  donc  on  est  conduit 
à  la  construction  sui?anie  : 
A  une  distance  a,  il  faut  mener  une  parallèle  à  MO  •  A  une  distance  6. 
mener  une  parallèle  à  ON;  déterminer  la  bissectrice  OCG,  prendre €(• 
égale  &  la  différence  ou  à  la  somme  des  rayons,  mener  GE  parallèle  à  Cn 
et  ED  parallèle  à  CG.  Pour  déterminer  les  points  de  contact,  on  abaisse  I 
les  perpendiculaires  DA,  EB. 

PffoUAne.  Raccorder  deux  alignements  par  deux  ares  tangente  entre 
eux. 

Avec  les  données  suivantes  : 

—  1°  0»»  connaît  les  points  de  contact,  le  rayon  a  et  l'angle  ADH; 

861.  —  2o      —        les  deux  points  de  contact  et  une  tangente  à  Ul 
courbe  de  raccordement  ^ 

862.  —  3^  On  cannait  le  point  de  raccordement  H  et  les  deux  roy^i». 

803.  —  V'  Les  deux  droites  à  raccorder  dotmciit  Ui-ii  à  dru.r  arcs  de  i 
t<cHi>  couti  an'cs,  et  les  arcs  doivent  être  scjmri  s  i  un  de  l'autre  par  un 
segment  recliligne  ayant  une  longueur  donnée  \, 


>.  Ce  dernier  problème  est  imposé  pour  le  tracé  des  chemlos 
de  fer;  mais  ces  diverses  questions,  i<»,  2<*,  3»,  4°,  se  traitent  surtout  par 
le  calcul.  A  ce  sujet  voir  notre  Arpentage  et  nivellement,  3«  édition , 
n<»  613  à  618. 
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Constraciion  des  Triangles  Isocèles  ou  rectangles, 

î>64.  Pour  construire  un  triangle  quelconque,  il  faut  connaître  trois 
.léments  du  triangle,  et  l'un  deux,  au  moins,  doit  être  linéaire. 

La  ligne  donnée  î>eut  ^Mre  un  rô!é,  une  médiane,  udc  hauteur,  etc.;  la 
îomme  ou  la  difTéi  ence  de  deux  de  ces  ligoes^  le  rayon  du  cercle  inscrit 
)u  celui  du  cercle  circonscril. 

Les  probiènies  relatifs  à  la  construction  des  triangles  sont  si  nombreux 
il  si  vari/*?,  qu'on  utilise  successivement  la  plupart  des  théorèmes  étudiés 
)i  i]f<  pr  blêmes  d  jâ  résolus.  Il  n'est  donc  pas  possible  d^indiquer  un 
Qode  générai  de  résolution. 


Prol»lèiiM.  Construire  un  triangle  équHatéral,  cannaiuani  : 

\*  La  hauteur; 

^  l£  rayon  du  cercle  ùuerit; 

3*  Le  rayon  du  cercle  dreonêerit. 

Problème.  Constrture  un  triangle  isocèle,  connaissant  : 

La  hase  BC  et  la  hauteur  AD; 
2p  La  base  BC  et  Vangle  adjacent  B  ou  Gi 
^  La  base  BC  et  l'angle  au  sommet  A. 

9^.  ProMème.  Coy^^^tvidrc  uti  h  (angle  isocèle,  coni^aissunt  : 
1°  La  base  et  le  rat/on  du  cercle  inscrit; 
^  La  base  et  le  rayon  dn  cercle  cireonacrit; 
3^  La  hauteur  et  Vun  des  angles  égaux. 

Bm«îee  9SS. 

M.  Problème.  Construire  un  triangle  isocèle,  connaissant  la  dr» 
'snférenee  circonscrite  et  la  position  du  point 
^^u,  soit  de  la  base,  soit  d'un  des  côtés 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  M  le 
Ilot  milieu  du  coté. 

ta  perpendiculaire  AB,  menée  au  rayon  MO, 

Sun  des  côtés;  puis  on  mène  le  diamètre 
h  et  une  perpendiculaire  ADC  sur  ce  dia- 
*tre,  etc. 

».  .  .  Fiij.  im. 

rioMflmn   Construtre  un  trtangîe  iso^ 

t,  eennaiiâant  le  cercle  circonscrit,  saehani  que  le  milieu  de  la  baee 

ifvute  sur  une  droite  donnée  X et  connaissant  un  sommet  A. 

M.  17 
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Sur  AU  pris  pour  diamètre  on  U^^crit  une  circonférence,  lieu  géoi^ 
trique  du  point  milieu  des  cordes  qui  passent  par  le  point  A,  puis  on  m«DC 
la  base  ADC  et  le  diamètre  DOB. 
Le  point  D'  fournit  une  seconde  solution. 

EseroBoe  SftS. 

070  Problème.  Construire  un  truuujle  recianyle,  eonnaissant  un  ^ti  i 
de  rangle  droU  et  la  ^mme  ou  la  différence  de  Vhypoténme  ci  de  Faulfe  , 
côté,  { 

1»  La  somme  =  1.  ,  ^     .  »  or^  i  %  r  —  z  I 

Supposons  le  problème  résolu,  AB  le  cOlô  doone  et  BC  +  A»  -  f. 

^  Pour  avoir  la  somme  (fig. 


T. 


/ 


k 

B 


A 


Fig.  089. 


On  aura  : 


Fi«.  500. 


on  peut  porter  BG  de  C  en  D.  Or 
le  triangle  rectangle  BAD  est  dé- 
terminé, car  AD  =  i;  donc  il  ^ufiil 
de  construire  ce  triangle  et  d  éle- 
ver une  perpendiculaire  EC  au 
milieu  de  BD;  Je  point  C  sera  dé- 
terminé. 
2«  Soit  à  la  dilftrence  (fig.  590). 
Un  raisonnement  analogue  coii- 
duit  à  prendre  AD  =  <i  et  à  élef«f 
une  perpendiculaire  EC  au  milieu 
de  BD. 


BC  — AG  =  AD  =  (i 


871.  Problème.  CouMrmre  un  trian<jle  rectangle,  connaiSÊOM^  Vhyp^ 
iénme  et  la  somme  ou  la  différence  des  côtés  de  Vangle  droit. 
Le  problème  revient  à  trouver  un  point  sur  une  demi-circonierenc^. 

de  manière  que  la  somme  ou  la  différence  lU 
distancei  aux  extrémités  du  diamètre  éyaU  i**»^ 
longueur  donnée  (n»  921  ),  | 
On  peut  aussi  employer  la  construction  suivante  j 
Supposons  le  problème  résolu  et  AB  +  AG='  ■ 
Pour  avoir  la  somme,  on  peut  porter  AC  de  1 
en  D.  Or  D  =  4l5o;  donc  il  faut  prendre  BD  =  i 
faire  un  angle  D  de  45*»,  et,  du  pomt  B  comi» 
centre,  avec  l'hypoténuse  donnée  couper  DE  eoi 

et  G'.  , 
Il  y  a  une  solution  analogue  pour  la  différence,  mais  on  fait  unangi 

de  080  —  4u)  ou  de 

Exercice  257.  —  I. 

072.  Problème.  (:o)*strmrc  un  triangle  rrcf angle,  connaissant: 
1°  Les  rayons  t  et  H  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  ; 
2*>  liun  des  angles  aigus  C.elle  rayon  r  du  cercle  inscrit. 

Soit  ABC  le  triangle  demandé. 
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!•  Si  l'on  csoimatt  les  rayons  r  et  R,  on  a  l'hjpolénuse  en  doublant  le 
h'TJ^  "^a  'îf*  "«o-Wfit:  d'Mtre  part,  on  aura  la  somme  des  cûtés 
de  l-anglo  droit  en  faisant  la  somme  des  deux  dian  6(res  2r  et  2R  fn»  74fi 

tracera  donc  une  droite  BD  égale  «  la  son.me  des  deux  diamètres- 
f  ÎS?*"^^  «ngledei».  (fig.  592,;  du  point  E,  avec  un  rayon  é^luù 
diainêlre  du  cercle  circonscrit,  on  coupera  la  droite  DC,  et  une  uerDendi- 
calaireëlerto  sur  le  milieu  de  CD  déterminera  1«  Iroisièu.e  sommet  A 


Fig. 


Fig.  598. 


2»  Si  Ion  connaît  Pan-le  aigu  C  et  le  rayon  du  cercle  inscrit  (fi^.  593),  on 
aecnt  ce  cercle  et  on  mène  dtux  tangenlrs  }itT[K'n(licuInires  AC  et  AB-  en 
UO  point  quelconque  de  AG  on  construit  rau-lr  D  égal  à  Tan-Io  donné- 
«  mène  OG  perpendiculaire  bur  DG,  et  par  le  point  i  la  parallèle  CIB,  ' 


m^  Pwokêème.  Construire  un  triangle  rectanyle,  connaissant  : 
t«  Un  côté  de  Vanffle  droit  et  le  rayon  du  cercle  inscrit; 

^  La  somme  des  côtés  de  Vangle  droit  et  le  rayon  du  cercle  imcrit. 

!•  Si  Ton  connaît  le  côlé  Ali  et  le  rayon  du  cercle  inscrit  (fig.  5U3),  on 
décrit  ee  cercle  et  on  mène  deux  taugentes  perpendiculaires  AC  et  \P 
on  donne  à  eette  dernière  la  longueur  AB,  et,  par  le  point  B,  on  mène 
•u  cercle  inscrit  la  tan-enle  BIC. 

^  Si  Ion  donne  la  somme  des  côtes  de  Pangle  droit  et  le  rayon  r  du 
cercle  inscrit,  ou  retranche  2r  de  In  sommo  Honn^o  (fig.  592)^  et  l'on  a 
iediamèlro  du  cercle  circonscrit,  qui  n^ost  autre  que  rhypoténufle  (n*?*!)- 
un  rentre  alors  dans  le  premier  cas  ci-des6us. 

Exerdm  267.  —  II. 

974.  ProUème.  Construire  un  triangle  rectangle,  connaissant  : 

1"  Un  côté  de  Vanyle  droit  et  la  lumieur  qui  tombe  sur  l' hypoténuse  ' 

20  Vun  de»  anyUs  aigus  et  la  somme  ou  la  différence  des  côtés  de 

i^rtgle  drvd; 

3*  La  nu'diane  et  la  hauleui*  qui  tombent  sur 

Soit  ABC  le  triangle  demandé. 

l*  Si  Ton  connaît  le  côté  AC  et  la  hauteur  AD, 
00  trace  une  droite  indéfinie  BC,  sur  laquelle  on 
*l*Te  la  perpendiculaire  DA  égale  à  la  hauteur 
*»née;  do  point  A,  avec  un  rayon  égal  au  cCdé  donné,  on  coupe  BC,  ce 
qui  donne  un  second  sonamet  G  ;  on  mène  enfin  Ali  perpendiculaire  à  AC. 
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2o  Si  Von  connatt  l'angle  aigu  B  et  la  somme  ou  la  difîéreoce  BD  det 
côtéade  l'angle  droit  (fig.  595),  on  construit  Tangle  B  et  Ton  porte  la  loin 
gueur  BD  ;  on  fait  en  D  un  angle  de  45<>,  et  Ton  mène  EA  perpendiculaire 
au  milieu  de  CD.  Le  triangle  isocèle  CAD  a  deux  angles  C  et  D  de  49*;; 
donc  le  troisième  angle  est  droit.  ABC  est  le  triaugle  demandé.  \ 


Fig.  595. 


Fig.  596. 


^  Si  ToD  connaît  la  médiane  AE  et  la  hauteur  AD  qui  tombent  mn 
l'hypoténuse  (fig.  590),  on  trace  une  droite  indéfinie  BC  et  une  perpeodi* 
culaire  AD  égale  à  la  hauteur  donnée;  du  point  A,  avec  un  rayon  ëgall; 
la  médiane  donnée,  on  coupe  BC  en  E;  ce  point  E  est  le  milieu  de  i'hyfx^- 
ténuse;  et,  comme  Thypolénuse  est  double  de  la  médiane  (n°  492), oft 
porte  La  tiu  iub  et  EC.  \ 

9715.  Problème.  Cons/ruirc  un  triangle  rectangle  ABC,  cou  m  tissant  la 
longueur  a  de  i  hypoténuse,  le  sommet  A  de  l'utKjîe  droite  rt  sachant  que 

les  sornmets  B,  C  doivent  se  trouver  respec- 
tivement sur  deuj:  droites  rectangulaires 
données. 

Soit  XOY  raogle  droit  donné,  A  ie  som- 
met connu. 

Le  quadrilatère  BAOC  est  inscriplibie, 
car  les  angles  BOC,  BAC  sont  droits;  de 
plus  BC  est  le  diamètre,  et  cette  droite doi(| 
égaler  a. 

Mais,  dans  le  triangle  rectangle,  la  mé- 
diane OD  est  la  moitié  de  rhypotéouseï 

(n«  492);  donc,  avec  -S^  pour  rayon,  des 

points  A  et  0  comme  contre  décrivons  des  arcs;  ils  se  coupent  en  IK  '  t. 
de  ce  poiut  comme  centre,  décrivons  une  circonférence  avec  le  mtoit 

rayon     '•>  ^^^^      eonnattre  les  points  B  et  C. 


Gonslraclion  des  Triangles  quelconques. 

i 

Exeroioe  UO.  —  I.         ^  ' 

970.  Problème.  CimstrtUre  un  triangle,  eannaisêant  le9  milieux 
troiê  côtés. 

Par  chaque  point  on  mène  une  parallèle  à  la  droite  qui  joint  les  deux, 
autres. 
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977.  Problème.  Construire  un  triangle,  connaisaafU  deux  côtés  i  et 
b,  et  la  predection  n  du  troisième  côté  sur  te 
second. 

Soit  ABC  le  triangle  demandé.  On  traee  CB 
égal  au  c6té  a;  on  porte  la  longueur  n  en  BD  ; 
on  élève  la  perpendiculaire  indéfinie  DA,  et 
Ton  détermine  le  troisième  sommet  A,  en 
coupant  la  ligne  DA  par  un  arc  décrit  du 
point     aTde  un  rayon  égal  au  côté  6. 


Fig.  5oe. 


Exerdoe  259.  — 


078.  Problème.  Conifiruive  un  tHawjle  f 
connaissant  les  centres  û,  £9  F,  des  cercles 
ex-inscfits. 

On  sait  que  les  centres  des  cercles  cx-ins- 
crils  sont  les  sommets  d*un  triangle  dont  les 
hauteurs  se  confondent  avec  les  bissectrices 
intérieures  du  premier  triangle  (n<^662).  On 
I  retrouTera  donc  le  triangle  primitif  en  traçant 
!  le  triangle  DEF  et  ses  trois  hauteurs.  Les 
>  pieds  A,  BfCf  de  ces  hauteurs  seront  les 
sommets  du  triangle  demandé. 


Fig.  599. 


u'Construire  un  triangle,  con- 
naissant tes  pieds  E,  F,  D,  des  trois  haur 
teitrs. 

Oa  sait  que  les  trois  hauteurs  d'un  trianj^le 
ABC  servent  de  bissectrices  au  triangle  DEF 
qui  a  pour  sommets  les  pieds  de  ces  mômes 
hauteurs  (  n°  662  K 

On  tracera  donc  le  triangle  IiEF,  puis  ses 
trois  bissectrices;  par  les  points  1),  E,  F,  on 
mènera  des  perpendiculaires  à  ces  bissectrices, 
ce  qui  donnera  le  Iriangle  ABC. 


Fig.  eoo. 


fiseroioe  261.  —  I. 

ft80.  Problème.  Construire  un  triangle,  connaissant  : 

Deux  côtés  AB  et  BC,  et  la  médiane  AD  qui  tombe  sur  Vun 

d'eux  ; 

2<»  Deux  côtés  AB  et  AC,  et  la  médiane  comprise  AD; 
9*  Un  côté  BC,  et  les  deux  médianes  B£  et  CF  qui  partent  de  ses 
titrimités. 

Sopposons  le  problème  résolu;  prolongeons  la  médiane  AD  de  sa 
propre  longueur  en  DA',  et  menons  BA'  et  GA',  puis,  dans  le  triangle 
IM^',  les  médianes  BP  et  CE^  La  figure  totale  ayant  pour  diagonales 
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les  «droites  HC  et  A  A'  qui  se  coupent  on  leurs  milieux,  est  un  parall^!'"^ 
gramme.  Comme  les  médianes  d'un  triangle  se  coupent  bux  '^"^ 

longueur,  on  a  DO  —  DU',  cl  la  figure  BÛCU 
est  aussi  un  parallélogramme. 

EnOn,  remarquons  que  si,  avec  les  dva- 
nces,  on  peut  reproduire  Tun  quelconque  des 
triangles  ou  des  parallélogrammes  de  1^ 
figure,  on  achèvera  facîlemeat  ie  iriaogle 
proposé. 

1«  Avec  les  côtés  AB  et  HC,  et  la  médiaoe 
AD,  on  peut  construire  le  triangle  ABD,  qui 
permettra  ensuite  de  trouver  le  sommet  C. 
2°  Avec  les  côlés  AB  et  AC,  et  la  médiane 
AD,  on  peut  construire  le  triangle  ABA'  (en  prenant  BA'  =  AC,  et 
AA'  =  2AD;  ;  dans  ce  triangle  ABA',  on  mènera  la  médiane  BD«  que  Toa 
prolongera  de  sa  propre  longueur,  et  on  aura  le  troisième  sommet  C. 

3»  Avec  le  cètè  BC,  et  les  médianes  BE  et  GF,  on  peut  constmiie  le 
triangle  BOC,  en  prenant  les  Va  ^  médianes  données;  on  prolonge 
ensuite  ces  médianes  de  manière  à  leor  donner  leor  Traie  longneor) 
et  Ton  trace  les  droites  BF  et  CE,  dont  la  reneontre  détermine  le 
sommet  A. 

Emegeitw  Ml.  —  UU 

981.  Problème.  Coiistrifirc  un  trianfflc,  connaissant  : 
lo  Deux  médianes  Al)  et  B£,  et  le  côté  BC,  sur  lequel  tombe  l'wa 
d'elles; 

20  Les  trais  médianei  (fig.  6(H  )* 

1^'  Avec  les  médianes  AD  et  RE,  et  le  coté  BC,  on  peut  construire  le 
triangle  BOD  ;  ensuite  on  donne  aux  droites  BDG  et  DOA  leur  vraie  les* 
gucur,  cL  on  a  les  sommets  C  et  A. 

2°  Avec  les  trois  mé  lianes,  on  peut  construire  le  triangle  BOO',  q'i»  a 
pour  côtés  les  -/^  des  médianes  données.  Dans  ce  triangle,  on  mènera  la 
médiane  BD,  que  Ton  prolongera  de  sa  propre  lontrnfur,  ce  qui  donn^ 
le  sommet  C  ;  eafin  on  donnera  à  DOA  la  vraie  longueur,  ce  qui  don- 
nera le  sommet  A. 

£xeroioe 

5>82.  Problème.  Construire  un  triangle,  connaissant  : 

1'^  Deux  côtés  AH  et  BC ,  et  la  hauteur  AD ,  qui  tombe  sur  Vwi  dPeux; 

2^  Dciuv  côU's  Ali  U  AC,  cl  la  hanteur  comprise  AD. 

Soit  ABC  le  triangle  à  reproduire. 
!«  Connaissant  les  côtés  AB  et  BC.  etla 
hauteur  AB ,  on  tracera  une  droite  BC  iD()<^ 
finie,  et,  en  un  point  quelconque  D,  on  él^ 
vers  la  hauteur  DA  ;  du  point  A .  arec  le 
eèlé  AB  pour  rtyon,  on  coopéra  BC  en  B,  ei 
Ton  donnera  à  BC  la  longimar  Toolae. 


FSg.  002. 


Connaissant  les  côlés  AB  et  AC,  et  la  hauteur  AD»  «ir  une  droiu: 
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indéûoie  BG,  on  élèvera  une  perpendiculaire  AD  égale  à  la  hauteur 
donnée;  du  point  A  comme  centre,  avec  des  rayons  égaux  aux  côtés 
donnés,  on  coupera  UC  en  B  et  en  G,  ce  qui  déterminera  complètement 
U  triangle. 


Si  la  hauteur  deyait  tomber  en  dehors  du  trUDgl6|  oeite 
coDdîtîoo  devrait  être  énoncée  pour  que  le  problème  fût  complètement 
déterminé. 

9ii3.  Problème.  Cmistrtiire  v>f  tria}}q1r ,  connaissant  : 

Un  côté  BC  et  ^  deux  haulaura  B£  et  CF,  qm  partent  de  ses 
extrémités  ; 

2^  Deu-r  hauteurs  AO  et  BE,  et  le  côté  BQ^sur  lequel  tombe  l'une 
d'elle^i  (ûg.  mi). 

10  Connaissant  le  côté  BC  et  les  hauteurs  BË  et  GF,  on  trace  d'abord 
le  côté  BG  ;  des  points  B  et  G ,  avec  des  rayons  égaux  aux  hauteurs 
dcuiées,  on  déerit  des  arcs  iodéfiais,  en  E  et  F»  et  Ton  mtoe  &  ces  arcs 
les  tangentes  BF  et  GE ,  dont  la  rencontre  en  A  détermine  le  troisième 
sommet  du  triangle. 

2o  Connaissant  les  hauteurs  AD  et  BE,  et  le  côlé  BC,  on  trace  ce  côté 
BC:  du  point  B  avec  un  rayon  égal  à  V'>E,  on  décrit  en  F',  un  arc  auquel 
on  mène  la  tangente  CE  ;  en  un  point  quelconque  de  la  direction  BC,  on 
élève  une  perpendiculaire  GII  égale  à  la  hauteur  qui  doit  tomber  .-ur  BG, 
et  Ton  mène  parallèlement  à  BC  la  droite  liA,  qui  liclermiue  le  troisième 
sommet  A  du  triangle. 

Exercice  263.  —  I. 

864.  Problème.  Construire  un  tria  tiffle,  c on  na  issant  la  base,  Vangle 

opponc  l't  la  hauteur  abaissée  du  sommet  de  cet  angle, 

(Voir  Méthodes,  n»  105.) 

Uo.i.  Problème.  Construire  un  fri<in(flet  connaissant  : 

1**  Un  anqle  B,  un  cùtr  HC  de  cet  angle,  et  la  hauteur  BE,  qui  part 

du  ifomn"  i      ce  m^mc  u,hjlc  ; 

2©  Un  fniyie  B,  et  les  deiu-  Iiauteur^  '7/ ('^^■(".s  AD  et  CF; 

3°  Un  aaqlc  li,  la  hauteur  BK,  qui  tombe  sur  le  côté  opposé,  et  AD, 
i  Une  d<  s  ^Ivti.i-  autres  hauteurs. 

Soit  ABC  le  triangle  demandé. 

1*  Si  Ton  conoatt  Tangle  6,  le  edté  BC  et  la  hauteur  BE,  on  peut 
tracer  BC,  et  construire  Tangle  B;  décrire, 
in  point  B,  avec  un  rayon  éigal  à  la  hauteur 
doonée,  on  are  en  E,  et  mener  la  tangente 
CE;  le  troisième  sommet  A  est  déterminé. 

^  Si  Ton  connaît  l'angle  B  et  les  deux 
hauteurs  opposées  AD  et  CF,  on  peut  con- 
'^Iruire  Tangle  B  ;  mener  à  volonté  G  H  per-     ~  p^g.  m, 

pendiculaîre  à  BC,  et  égal  à  Tune  des  hau- 
Uufè  données,  puis  HA  parallèle  à  BC,  ce  qui  détermine  un  second 
sommet  A.  Une  construction  analogue  donne  le  troibième  commet  C. 


I 
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3*>  Si  l'on  connaît  l'angle  B  et  les  hauteurs  BE  et  Al),  on  peut  coo- 
struire  l'angle  B;  mener  à  volonté  OH  perpendiculaire  à  liC,  el  égal  à  la 
Bcconde  des  hauteurs  données,  puis  HA  parallèle  à  BC ,  ce  qui  dcteriuiDe 
un  second  soniuiet  A  ;  décrire,  du  point  B ,  avec  un  rayon  égal  à  lautrc 
hauteur,  un  arc  en  E,  et  mener  la  tangente  indéfinie  A£,  qui  donne ie 
troisième  sommet  C. 


886.  Problème.  Construire  un  triangle,  connaissant  : 
lo  Un  côté  fiC,  un  angle  adjticent  B,  et  la  médiane  AD,  qui  tombe  m 

ce  côté  ; 

.  Un  côté  BC,  un  angle  adjacent  B,  et  la  médiane  CF,  qui  tombe 
mur  Poutre  côté  de  cet  angle. 

Soi!  ABC  le  triangle  à  repiodoire. 

Connaissant  le  côté  BC,  l'angle  B  et  la  médiane  AD,  on  trace  BC, 

et  Ton  construit  l'angle  B;  du  puiul  D, 
milieu  de  BC,  avec  un  rayon  égal  à  U 
médiane  donnée,  on  décrit  un  arc  qui 
détermine  le  lioibième  sommet  A. 

Si  Ton  a  DA<DB,  l'arc  décrit 
point  D  coupe  BA  en  deux  points,  et  il 
y  a  deux  solutions;  en  un  mot,  on  e^l 
dans  le  ca.^  incertain.  (G.,  n<*  183.» 

On  connaît  la  discussion  relative  a  la 
construction  de  ce  triangle.  (G.,  n°  186.) 

^0  CooDaissant  le  côté  BC,  Pangle  B  et  la  médiane  CF,  on  trace  BC, 
et  Ton  construit  Tangle  B;  du  point  C,  avec  un  rayon  égal  à  la  médiane 
donnée,  on  décrit  un  arc  qui  détermine  le  pied  F  de  cette  médiane;  eo 
portant  FB  en  FA  ,  on  obtient  le  troisième  sommet  A. 

Si  Ton  a  CF  <  CB,  Tare  décrit  du  point  C  coupe  BA  en  deux  points, 
et  il  y  a  deux  solutions.^ 


887»  VtMém»,'C(mêtruire  un  triangle,  connaisiant  le  périmètre  d 
les  angles. 

Considérons  un  triangle  quelconque  ABC;  prolongeona  BC,  portons 

BA  en  BD,  et  CA  en  CË,  et  menoos 

^  AD  et  AE. 

î.e  Iriangle  ABD  étant  isocèle,  l'aQ- 
gle  D  est  la  moitié  de  l'angle  B  ci- 
téricur  au  triangle  ABD.  De  même 
Tant'l.^  E  =  VîC. 

On  peut  donc  tracer-  une  «liiiite  DE 
égale  au  périmètre  donné,  et  construire  en  I>  et  E  des  angles  qui  »oitnl 
moitié  de  deux  des  angles  donnés;  cela  dôterniiue  le  sommet  A;  les 
perpendiculaires  FB  et  GC,  élevée»  sur  les  milieux  de  AD  et  AE, 
donnent  les  deux  autres  sommets  B  et  G. 


Fig.  605. 
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Problème.  Cotistrtiire  un    trianyle,  connaissant  un  côté,  un 

angle  adjacent,  et  la  somme  OU  la  différence 
de*  deux  autres  côtés. 

Soit  le  triangle  ABC,  dont  on  connaît  le 
côté  AB,  Tangle  A,  et  la  Bonime  oa  la  diffé- 
rence  AD  des  deux  autres  côtés. 

On  peut  construire  Tangle  A ,  et  porter  sur 
ses  cdtés  les  lougueurs  AB  et  AD.  La  partie 
CD  étant  égale  è  CE  »  le  triangle  BGO  est  iso- 
cèle; on  tracera  donc  BD,  et,  en  son  milieu, 
la  perpendiculaire  EC  fera  connaître  le  troi- 
iiènie  sommet  du  triangle. 


Fig.  eoe. 


d80.  Problème.  Construire  un  tHnnqle,  connaissant  un  côté  hÇ^^V angle 
opposé  A,  et  la  somme  ou  la  différence  des  deux  autres  côtés. 

Soit  ABC  le  triangle  demandé. 

(Fig.  607.)  Prolongeons  BA,  et  portons  AG  en  AD;  le  triangle  CAD 
est  isocèle  ;  la  somme  des  angles  égaux  C  et  D  égale  l'angle  A,  extérieur 
à  ce  triangle  ;  ainsi  l*angle  D  =  Vs^- 

On  peut  donc  construire  un  angle  D  égal  à  la  moitié  de  l'angle  donné, 
prendre  DE  égal  à  la  longueur  donnée  pour  la  somme  de  deux  côtés  ; 
décrire,  du  point  B,  avec  un  rayon  égal  au  côté  donné»  un  arc  qui  cou[ie 
DC,  ce  qui  donne  un  second  sommet  G  ;  enfinf  éleyer  au  milieu  de  CD  la 
perpendiculaire  EA ,  qui  détermine  le  troisième  sommet. 


Fig.  007. 


Fig.  606. 


2*  (Fig.  008.)  Portons  AG  en  AD;  le  triangle  CAD  est  isocèle;  la 
mine  des  angles  égaux  G  et  D  est  égale  à  Tangle  extérieur  e,  supplé- 
neot  de  A  ;  ainsi  Tangle  t  s=  e. 

On  peut  donc  construire  un  angle  ADG  égal  à  la  moitié  du  supplément 
^  Taiigle  donné,  et  prendre  le  prolongement  DE  égal  à  la  longueur 
dooQÔe  pour  la  différence  de  deux  côtés,  ce  qui  donne  un  premier  sommet 
B;  du  pDint  B,  avec  un  rayon  égal  au  côté  donné,  on  coupe  DC,  ce  qui 
doQoe  un  second  sommet  G;  enfin  on  mène  CD,  et,  en  son  milieu,  la 
perpendiculaire  EA,  qui  donne  le  troisième  sommet  A. 


irque.  Sur  HG,  on  peut  décrire  un  segment  capable  de  l'angle 
connu  A,  et  le  problème  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 
DMer  un  are  de  eereU  BAG  en  deux  parties,  telles  que  la  somme  ou 

17* 
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la  différence  des  cordes  des  deux  arcs  partiels  obtenus  ait  xuie  Umgw» 
donnée. 

Ce  problème,  résolu  directement  fn*^  92  H,  don  ne  une  aecoode  métito^k 
pour  conRlruire  un  triani^de  avee  les  duimées  ci<>desstts. 
(Voir  aussi  Méthodes,  115.) 

Construire  un  triangle ,  connaissant  la  base,  ?a 
différence  m  des  deux  angles  axljacents  et  U 
807nme  1  des  deux  autres  côtés. 

Soit  ABC  le  triangle  demandé.  AB  la  base  don- 
n.  e;  AG-[-CB  =  /.  A  et  B  ks  aagifift  adjacenU, 
telfi  que  A  —  B  =  m. 

Prolongeons  AC  d^uDô  quantité  CD  égale  à  BC« 
dans  ce  cas,  AD  /, 
L'aogle  extérieur  ACB  =  D  +  CED  =  2CBD  ; 


d^où 
Mais 

cBD=9o — 


G 


2B 


ABD  =  flO+^-^ 


o  u  90— 


i 

A 

B 

T 

A 

-B 

ABD  =  yO- 

AÏDsi  Vanglc  ABD  est  connu.  On  peut  le  cob- 
struira,  du  point  A  comme  centre,  avec  une  lon- 
gueur AD  égale  à  /,  couper  BD  en  D,  puisélefcr 
une  perpendiculaire  au  milieu  de  BD. 

Autre  construction.  On  coQiiaU  UB  premier  lÎCT 
de  D,  puisque  Ar)  =  l. 
Eu  menant  la  bissectrice  Cl ,  on  a  : 

y— XB=A  — B  <Q«466) 

donc  a;= ABD  est  comiu  el  fournit  un  émàlim 
lien  BD. 

Remarque.  On  dolt  avoir  Al)  ou  /]>AB.  i-^ 
point  D'  donne  un  second  triangle  ABC  égal  au  premier. 


!.  Cùnêtruire  un  triangle,  connaissant  In  base^  la^mim 
des  deux  angles  adjacents  et  la  différence  des  dcu.r  autres  côtés. 

Cette  question  revient  au  prublème  connu  :  Consty^ire  un  InaM^f^' 
CùtDiai.^^ant  la  buse,  l'amjlc  opposé  ei  la  différenuî  des  cùtés  ca»' 
prennent  cet  angle       9^),  ii»^}. 
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Exercioe  269. 

092.  Problème.  Construire  un  tnanglr^  cojuniismnt  lu  longueur  de  la 
hasCf  une  droite  sur  laquelle  doit  se  trouver  cette  base,  l'angle  opposé 
et  deux  points  par  lesquels  doivent  passer  les  deux  autres  côtés. 

(Voit  Méthodes,  iOS.) 

Czaroioe  269. 

{fiïS,  Problème.  Construire  un  triangle,  connaissant  le  périmètre,  un 
attyle  et  la  hauteur  abaissée  du  sommet  de  cet  angle, 

(Voir  Méthodes,  134.) 

Cxercioe  270. 

924.  Problème.  Couslruire  un  Iriautjla  AliC,  connaissant  la  basa  AU, 
la  différence  m  des  deux  angles  adja- 
cents j  cl  sachant  que  le  sommet  C  doit 
èc  trouver  sur  une  <hoiie  xy.  (Compa- 
G.sùii  *,  QtwstiuHs  proposéeti  de  Géomé- 
trie, p.  34,  lb8.) 

fiappêiODi  le  problème  résolu.  Soit  F 
le  point  tyinélrique  de  B,  et  Cn  =  CB. 

Lee  angles  A  +  B  et  GDB  +  CED  ont 
mèine  soppléfueni  G. 

CBK=A:^ 


Dooc 


AB£ 


Ffg.eii. 


m 


2  2 

On  peut  donc  meiicr  la  liroite  BDE  cl  connaître  Taogle  BEF. 

Or  le  quadrilatère  IlDCF  e=l  iiibciipUbk,  car  l'angle  EFC  égal  à  EBC 
est  le  suppléineïiL  de  KDG. 

l"onc  aussi  l*angle  ACF  est  le  supplément  de  l'ansfle  connu  BEF. 

A.nfi,  sur  AF,  il  faut  décrire  un  segment  capable  d^un  angle  qui  a 
yoMs  valeur    IbO*'  —  BEF,    et  Ton  obtiendra  ie  point  C. 


s«  Construire  un  triangU,  eonn 
nMsant  la  hauteur,  la  hisseetnœ  fm  fMtH 
du  même  sommet  et  le  rayon  du  cercle  ins- 
sfit» 

Supposons  le  problèiiic  résolu. 

On  connaît  CD,  CII  et  OE. 

On  construit  le  triangle  rectangle  DCH,  et  Ton 
détermine  le  point  0  tel  que  OE  égale  le  layon 
-.uaii.:  ;  puis,  par  le  sommet  C,  on  mène  les 
taogeoles  CA,  CB. 


•  y.  0>MrAii>-ON,  profoiMiiraii  collège  Stanislas,  autour  <}v  divorn  ouvrage»  relatifs  anx 
HUmtntg     çéométrie.  Hovs  prendrons  plmieon  énoncés  Oana  Im  QmuUane  propoêies  (te 
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EXERCICES  DE  GÉOMLTHiE 


8BB.  ProblèoM.  On  donne  la  hauteur,  la  biaseetrice  et  Vangk  on 
sommet  G. 

On  fait  Pangle  G  (fig.  612);  sur  la  bissectrice  de  Fangle,  on  prend  la 
longueur  donnée  GD,  et  du  point  G  avec  la  hauteur  on  coupe  en  H  la- 
demi-circonférence  décrite  sur  le  diamètre  GD* 

Banroice  971.  —  I. 

907.  ProMème,  On  donne  la  base,  l'angle  au  sommet  et  le  rayon  du 
cercle  inscrit» 

(Voir  Méthodes,  n»  m,  3».} 


988.  Probtene.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  médiane  AM, 

la  symédiane  AS  et  la  distance  M  S 
de  Uurs  pieds. 

En  supposant  le  problème  résolu 
et  se  rappelant  que  la  bissectrice  du 
triangle  est  en  même  temps  bissec- 
trice (le  l'angle  MAS  et  qu'elle  pa?;c 
par  le  point  milieu  J  de  Tare  CJB. 
on  arrive  à  la  construction  sui- 
vante : 

On  construit  le  triangle  AMS,  on 
mène  la  bissectrice  Al ,  que  l'on  pro- 
longe jusqu'à  la  médiatrice  nieriez 
par  M;  puis  sur  MJ  on  détermiûe 
le  point  0  équidistant  de  A  et  de  J; 
ce  point  0  est  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  demandé;  il  sufût  alors  de  prolonger  MS  ju&qu'au 
cercle  circonscrit,  en  B  et  G. 


Fig.  613. 


PfoUtae.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  médians,  le 
symédiane  et  la  hauteur  qui  partent  d'un  même  sommet. 

On  construit  les  triangles  rectangles  AHM»  AHS,  et  Ton  retombe  sar  la 
question  précédente. 

EmmIm  971.  —  m. 

lUOO.  Problème.  Couper  les  côtés  d*un  angle 
A,  de  tnaiiière  que  le  triangle  déterminé 
un  périmètre  donne  2p  et  réalise  une  autre  con- 
dition. 

On  sait  que  lorsqu'une  circonférence  est  Ud- 
gente  aux  cétës  d*un  angle  A,  toute  tangente, 
telle  que  BC,  donne  un  triangle  dont  le  pAri> 
mètre  constant  égale  2AD  (n»  738). 
Donc  il  faut  prendre  AD  =  A£ =1». 
Élever  les  perpendiculaires  DO,  £0,  décrire 
rtg.  eti  la  circonférence  et  mener  la  tangente  PBG. 
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(m)  On  donne  h  rayon  du  cercle  inscrit. 

Avec  le  I  ayon  donné,  on  décrit  une  seconde  circonférence  tangente  aux 
s  de  Fangle  A,  et  le  côte  BG  est  donné  par  la  tangente  intérieure 
ouiinune  aux  deux  circonférences. 

1001.  (b)  La  hauteur  abaissée  du  som^mt  A  doit  avoir  une  ionyueur 
iutinée  b.  (Voir  n**  134.) 

Du  centre  A,  a?ec  le  rayon  h,  ou  décrit  une  seconde  circonféreoce,  et 
:*(Mi  mène  la  tangente  intérieure  comibune  aux  deux  circonférences. 

tÛOS,  (e)  La  longueur  de  la  Inssectrice  de  Vangle  A  est  donnée. 

problème  se  ramène  au  n<*  998;  il  en  serait  de  même  si  Pon  donnait 
u  i.uutcur  abaise^re  du  sommet  B.  Le  problème  se  ramènerait  aun°  999, 
à  Ton  donnait  Tangle  B. 


S79. 


1003.  RroUène.  Inecrire  dans  une  circonférence  un  triangle  dont 
hux  côtés  soient  panillèles  à  deux 
koUes  données,  et  dont  le  troisième 
ioisi'  par  un  point  donné  A. 

Soient  A,  xy  et  yz  le  point  et  les 

if&ites  iJoiinés. 

Supposons  le  problème  résolu. 

Langle  I)  éîralc  y,  donc  le  segment 

sa  corde  sont  connus;  par  suite, 
[>ar  un  point  quelconque  Y  de  la  cir- 
tonfpfence,  menons  des  parallèles  aux 

iroites  données  et,  par  le  point  A.  une  s.'cante  telle  que  la  corde 
BG=la  corde  Z;  par  le  point  G,  menons  GD  parallèle  à  XY,  et  joi- 
gnons B  à  D. 

Langie  D  égalant  V,  le  côté  DB  se  trouve  parallèle  à  yz, 

HMj'i.  Problème.  On  donne  dcusn  points,  k  et  B,  et  une  circonférence, 
b'i' term  iner  sur  cette  cou  ri»  rot  point  «  ^ ,  tel  C 
•lH>yn  le  joitjnant  aux  points  don urs  A  et  B, 


k  haM:  UE  dn  triangle  inscrit  DCE  ail  une 
longueur  donnée  1. 

Soit  le  problème  résolu,  et  DE  =  L 
Puisque  la  loo|?ueur  de  DE  est  connue,  il 
o  e»t  de  même  de  Tangle  G,  car  il  égale  la 
noitié  de  l'arc  DE.  Pour  le  déterminer,  pre- 
nons une  corde  MN  égale  à  la  longueur  don- 
cée  I,  menons  la  tangente  MT  :  Tangle  M 
^  égal  à  eelui  du  sommet  C;  donc,  sur 
AB,  décrivons  an  segment  ACC'B  capable  de  Tangle  M. 


».  Il  peut  y  avoir  deux  solutions,  une  seule  ou  aucune. 
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Exercice  273. 


/ 
t 
I 


Fig.  ei7. 


100i>.  Problème.  Inscrire  dam  un  cercle  donné  un  trUtnglc  qui 
/es  rôles  parallèles  à  troin  droilcs  donnces. 

1"*  Soient  ab,  bc,  ca  les  IroU  droites  données.  Faisons  un  augle  iuicrX 

l)  égal  à  Tangle  a;  cet  aitjrî^ 
fait  connaître  la  longueur  FF 
du  côté  opposé  à  rançle  A. 

Décrivons  donc  hik  cir- 
conférence 0  tangente  à  KPr 
menons  une  tangente  B». 
rallèle  à  bc,  puis  une  paral- 
lèle AC  à  la  droite  ac  :  é 
joigoons  B  et  À.  Cette  dro 
sera  parallèle  à  6a,  car  Par 
gle  A=(T ,  il  a  en  effet 
mesure  V^FK  ou  V,CR,  Gs=c;  donc  B=.6/  or  CB  est  parallèle  à cii 
donc  BA  est  parallèle  à  ha, 

2^  On  peut  au3si  recourir  aux  figures  semblables,  circonscrire  une 
conférence  au  triangle  abe,  et  par  le  centre  0  mener  des  parallèles  I 

oh,  oe. 

3^  On  déLermine  la  longueur  d'un  côté,  comme  oo  Ta  fait  précédem- 
ment (nM003). 

1006.  ProblèM.  On  donne  deux  pointe  A  et  B>  ainsi  qu'une 

rence;  eur  eeUe  courbe,  déterminer  un  peint 
tel  qu'en  le  joignant  aux  pointe  A.  et  hy 
forme  un  triangle  (neerit  CDB,  dont  Vm 
angles  ait  une  grandeur  donnée. 

Soit  Pangle  D  égal  à  l'angle  donné. 
La  corde  CE  est  déterminée,  car  FaDgié 
égale  la  moitié  de  l'arc  CE. 

Formous  un  angle  inscrit  TMN  égal  à  Pangl* 
doiiuë;  décrivons  une  circonférence  laDgeotc  à 
la  corde  MN,  et,  par  le  point  B,  menons  una 
tangente  BEC  à  la  circonférence  auxiliaire i  ofl 
aura  D  =  M, 

6ooiie«.  \^  Par  ce  point  B,  on  peut  mener  deux  tangentes,  ce  m 
donne  deux  solutions;  si  Tangle  donné  M  doit  être  aa  point  £t  ' 
feut  mener  les  tangentes  par  le  point  A,  ce  qui  donne  deux  autres  iolii' 
tions. 

2**  Lorsque  C  est  Tau^'lc  donné,  on  procède  comme  on  l'a  déjà  indiqué 
(n^  1004),  cl  Ton  a  encore  deux  solutions;  donc,  en  tout,  on  a  sii  sols* 
tions. 

Exercioe  974« 

1007.  Problème.  Construire  un  triangle  LMN,  sachani  que  tes 
vont  passer  par  trois  points  fixes  A,  B,  G;  que  les  sommets  M,  N  ^< 


Fi«.  618. 
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iur  un  cerclé  fixe ,  passant  for  les  points  k  et^\  et  enfin  qm  l'angle  h 
a  une  valeur  donnée.  (Cftscoun  général  de  i^léf  classe  de  aeeonde.) 

Sotl  le  problème  résoltt»  et  LMN  le  trîasfle 

demandé. 

L'aogle  L  égale  la  dead-somme  des  arce  AB 
et  MN  ;  doDc  MN  peut  être  coonu  ;  pour  eela, 
CusoDs  l'aagle  Inscrit  TAD  égal  à  Teagle 
doDDé,  on  aura  Parc  BDsParc  BIN.  Donc» 

par  le  point  C ,  menons  une  tangente  CMN  à  la 
circonférence  concentrique  à  la  première  et 

tangente  à  la  corde  BD. 

•oûii».  On  peut  mener  deux  tangentes,  il  y  a  doac  deui  solutions. 

iOi}ii.  Problème.  Inficrirc ,  dnns  une  circonférence,  un  triangle  ABC 
'ÎL'nt  Van(}U  A  est  connu  ci  dont  les  deux  côtés  AC  et  BG  sont  tan- 
yentf^  à  deux  crjv/'s  ùunin's.  (ConcourB  gé- 
néral de  1875,  classe  de  Iroiâièiue.) 

Soient  0,  D,  £,  les  centres  des  eireenfl^ 
races  données. 

Puisque  Tangle  A  est  connu,  il  en  est  de 
même  de  Tare  BC  et  de  la  corde  ]V:  ;  pour 
cela,  on  peut  mener  une  tangente  MT,  faire 
ranime  TMN  égal  à  Tangle  domé. 

Du  centre  0,  décrire  une  circonférence  tan- 
Igeate  à  MN ,  et ,  puisque  le  côté  BC  doit  être 
;  laogsBt  à  la  circonférence  D,  il  lant  mener 
Qne  tang^te  oommnne  BC;  pats,  par  le  point  C,  mener  une  tongente 
à  la  cireaaièrsnoe  £. 

I 

'    Bcolic.  A  la  tangente  commune  BG  correspondent  deux  solutions.  Ft 
cûuiuic  on  peut  mener  généralement  quatre  tangentes  communes  à  deux 
I  circonférences ,  ou  peut  avoir  huit  solutions. 


FIg.  620. 


àOUÔ.  problème.  JJeux  circonférences  concentriques  étant  don)^ 
tmUridre  un  triangle  do)it  les  angles  sont  donms,  et  qui  ait 
ummei  eur  une  des  circonférences,  et  les  deux 
aulrtê  emyimets  sur  la  seconde  circonférence. 
iFaMoooR  *Y  Ceurs  complet  de  Mathématiques 
pure»,  t.  1.) 

ftypp^ffP  le  problème  résolu,  ABC  le  triangle  ^ 
(temandè. 

Prolongeons  BA.  L^angle  inscrit  B  étant  connu, 
il  60  est  de  même  de  la  corde  CD.  En  effet,  il 
loffit  de  faire  avee  «ne  tangente  quelconque  OT 


ces , 

un 


Fig.  621. 


•  FRA!cc»ET-n,  né  h  Parla  en  1773,  mort  .'n  isi9;  îiicmbre  de  rAoadc'-inlc  dce  ecienccB, 
Mietir  deplmieurs  ooTrag^a  mathéuiaiiques  lrô&  estimés  :  Cours  wmpiet  ûe  m« Lhématiqueê 
*«rt*,  UranoyrafhUf  TnkiU  dt  géodifie,  etc. 
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un  angle  TCD  ôgal  à  l'angle  donné  B,  puis,  sur  CD,  décrire  un  S€gm«il^ 
DAC  capable  de  l'angle  supplémenlaire  de  Tangle  A. 

BeonrqiM.  Oq  peut  se  dODDer  uo  point  quelconque  C  pour  somc 
d*un  des  angles  donnés,  et  Ton  trouye  deux  solutions  GAB,  CA'B'. 

D^aiUeurs,  chacun  des  trois  angles  peut  avoir  son  sommet  sur  la 
circonférence  intérieure;  on  a  donc  six  solutions,  lorsqu^un  seul  soouDêt 
est  sur  la  circonférence  AA'.  On  trouve  pareillement  six  Bolnlions, 
avec  la  condition  qu'un  seul  sommet  doit  être  sur  la  circonférence  eité-J 
rieure. 

Sraraioe  276. 

1010.  Problème.  Dam  uti  tnanyie  donné,  inscrire  un  inangie  égai 
à  un  trianyle  donné. 

A  l'aide  du  problème  contraire,  la  question  est  ramenée  à  la  sui- 
vante : 

Problème.  Par  trols  points  donticfi,  faire  p<(H<ier  trois  droites  qn^ 
déterminent  un  triangle  égal  à  un  triangle  donné. 

{Méthodes,  n«>  215.) 

1011.  Piroblèm.  A  un  triangle  donné  ABC,  eircùmcrire  te  triau'jk 
équiUUéral  maaeimum. 

Soit  GHI  le  plus  grand  Iriangl 


e  f 


ilalëral  que  Pou  puisse  circooâcrire 
au  Iriaugle  donné  ABC. 

Les  somuiels  G,  II,  I  appartiennent  aux 
arcs  décrits  sur  les  côtés  liC,  HA,  AB,ei 
capables  d'une  valeur  angulaire  dt:  o*>. 

La  droite  OU  pst  la  sécante  la  plus  graoïle 
que  l'on  puisr  '  nif  ricr  par  le  point  d'inter« 
se-tion  C  des  deux  cercles  1)  et  K;  donc 
cette  droite  GIÏ  c^t  parallèle  à  la  ligne  des 
cenlre^  MK  (n^  139,  R).  De  np'nie  Hl  est 
paraii.  1   -i  EF,  et  GI  est  parallèle  à  1>F. 

Donc,  pour  avoir  le  trianerle  GHI,  il  faut 
décrire  sur  les  côtés  AB,  BC  et  CA,  de? 
arcs  capables  d'angles  de  (îO^,  joindre  IfS 
de  ces  arcs,  et  mener,  par  les  sommets  du  triangle  donné,  des 
parallèles  aux  lignes  des  centres. 

1012.  Problème.  A  un  triangle  équilatéral ,  circonsciHrc  un  cartr 
ayant  pour  sommet  un  des  sommets  du  triangle, 

1013.  Pvobième.  A  un  carré,  inscrire  un  triangle  équitatéral  ayant 
pour  un  de  ees  wmmeti^  un  des  sommet»  du  carré. 


Fig.  im. 


cen 


Construcllon  des  Quadrilatères. 

1014.  Chaque  cas  de  construction  de  triangle  peut  en  donner  un  pour 
le  parallélogramme  ;  mais  comme  il  est  très  facile  de  passer  des  uns  aux 
autres,  nous  ne  dirons  presque  rien  du  parallélogramme. 
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Le  trapèze  ofTre  quelques  questions  intéraSBBDtes,  surtout  quand  on 
)ODalt  le  troisième  livre  de  Géométrie.  On  peut  en  dire  autani  du  qua- 
rilatère  inseripiibla  et  du  quadrilatère  quelconque. 


Exercice  277. 


IOIi>.  Problème.  Dafis  uH  Carré  (Unmv,  inscrire  un  autre  carré  ayant 
o'ir  lôté  uite  Ugtxe  donnée  1.  Entre  quelles  limites  peut  varier  cette 

1*^  Moyen.  Du  point  de  rencontre  des  diagonales 
a  carré  donné,  il  faut  décrire  une  circonférence 

ViC  ^  pour  rayon,  puib  meuer  des  tangentes  pa- 

^es  aux  côtés  du  premier  carré. 

2*  Moyen.  Menons  la  bissectrice  de  l'angle  droit 
lAE.  Du  point  B,  comme  centre,  arec  /  pour  rayon, 
Qiipons  la  bissectrice  en  F,  abaissons  la  perpendi- 
ilaire  FH,  menons  IIG  parallèle  à  BF.  l^uis,  bur 
IH,  élevons  des  perpendiculaires  GM,  HL. 

On  a  GHii^BF.  La  (igurc  GIILM  esl  un  carré,  car  AH  =  HF=^DG; 
)ODc  BH  =  C:G,  etc. 

Le  côté  BF  peut  varier  de  BA  à  BP,  perpendiculaire  abaissée  sur  la 
fiseetrice.  On  sait  que  BP  =  4=^  • 

9*  Moyen.  Du  côté  connu  1^  on  déduit  la  demi-diagonale»  et  avec  cette 
INjgueur  pour  rayon  on  décrit  une  circonférence,  ayant  pour  centre  le 
âiat  de  concours  des  diagonales  du  carré  donné. 

Rmiarque.  Le  2°  iiioyen  est  emprunté  à  W.  Collins,  Key  to  ewercim^a 
'*  Euclid*s  Eléments  of  Geometry,  p.  20. 

ExMiee  978. 

t016.  PtoobléoM.  Canetrmre  un  carré,  connaissant  la  somme  de  la 
^<male  et  du  côté  de  ce  carré. 

{Méthodes,  41.) 

1*H7.  pfablème.  Inscrire  un  carré  dans  (^espace  cotnpris  entre  deux 
^n^wi^érenees  égales  qui  se  coupent. 

Par  le  pmnt  milieu  de  la  partie  de  la  ligne  des  centres,  comprise  entre 
ares  égaux  des  deux  circonférences,  il  faut  mener  des  lignes  à  45^. 
^  obtient  ainsi  les  diagonales  du  carré. 

1018.  Ptablène.  Dans  un  carré,  inscrire  quatre  cercles  égaux  tan- 
^'^itt  entre  eux  et  à  deux  côtés  du  carré.  Exprimer  le  rayon  en  fonction 
^«été^du  carré. 
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Il  suffit  de  diviser  le  carré  donné  en  quatre  carrés  égaux,  eiioi 
un  cercle  dans  ebacun  de  ces  carrés.  Le  rayon  est  le  quart  de  a. 

1018.  Problème.  Construire  un  carré,  connaissant  la  somme  (m 
différence  de  la  diagonale  et  du  côté. 

Pour  la  somme,  voir  Méthodes,  41. 
Pour  la  différence,  soit  AB  la  longueur  dooaée, 
manière  que 

AB  =  AD  — CD 

lin  supposant  le  problème  résolu,  et  eu  élevsnl 
une  perpendiculaire  BU  à  AB,  on  recoouait  ou»  is 
trian£?lo  ABlî  est  rectangle  isocèle,  car  Vàuux  A 
▼aut  45°;  puis  le  quadrilatère  HBDC  e?t  form^ 
deux  triangles  égaux,  coiimie  étant  rectangles 
rhypotéause  DH  commune  et  le  côté  DB  =  DG. 

Donc  HG    BH  =  BA. 

Ainsi,  on  peut  [dire  un  angle  droit  CAK,  mener  la  bis^eclnce  AD 
porter  la  diiïérencc  de  A  en  IJi,  puis  de  B  en  II  et  de  H  en  C,  élever 
perpendiculaire  CD,  etc. 


Fig.  C25. 


102D.  PiroUème.  Circonscrire  un 
à  un  quadrilatère  donné. 

Soit  ABCD  le  quadrilatère  donné. 

Supposons  le  problème  résolu.  Le  so» 
met  E  est  sur  le  cercle  dont  AB  est  le  àyt 
rnôlre;  de  mC'ine  pour  F. 

La  diacronale  FK,  divisant  chaque  an 
droit  en  deux  parties  èçrales,  doit  pa^ 
par  le  point  N,  milieu  de  ANI^,  ot  par  M 
milieu  de  l)MC.  Il  suffit  donc  de  joindre 
deux  points  milieux. 


1021.  Remarques.  !"  Le  problème  cnmporte  quatre  fiolufir-ii^.  ?C!?ïl 
M,  M' les  points  milieux  des  demi-circonférences  décrites  sur  ie  diaméir 
AB  (fig.  626),  puis  N,  N'  les  points  milieux  relatifs  aux  demi-rerrles  CD 

En  joignant  un  des  points  milieux  M  ou  M'  à  N  ou  N',  on  obtient  n^ï 
droite  qui  rencontre  les  deux  autres  demi-cercles  aux  extrémités  drn 
diagonale;  on  obtient  ainsi  les  quatre  solutions  qui  correspoodeot itf 
diagonales  PQ,  P'Q',  RS  et  H'S'. 

^2"  Lorsque  les  diagonales  du  (judilrilatère  ABCD  sont  êrjales  et  otikA 
qonales,  on  peut  circonscrire  une  infinité  de  carres  ;  car  |>ar  \  et  C  d 
peut  mener  deux  parallèles  dans  une  direction  quelconque;  puis,  par 
el  D,  abaibser  des  perpendiculaires  sur  les  deux  pariillèles,  on  obtient  u 
carré. 

3^  Dans  le  cas  des  diagonales  égales  et  orthogonales,  las  quatre  csreli 


I 
I 
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^^Hs  tiur  lea  cûlée  AB,  fiC,  CD,  DA  passeBt  par  un  même  point 


K  . 


i  est  le  centre  permamnl  de  similitude  deâ  carrés  circonscrits 

^2476).  8   B  F 

4*  La  solution  ci  «après  est  d^une  ex- 
Sme  simplicité  : 

Soieot  A,  B»  C,  D  les  qaatre  points  donnés. 
D^on  de  ces  points  par  exemple, 
naissons  la  perpendiculaire  BP  sur  la 
agonale  AC;  prenons  BL  =  AG  et  me- 
His  DL,  on  a  la  direction  d^un  côté  du 
irré. 

Cette  solution  est  due  à  M.  Biandsdt* 
a,  de  Lucerne.  (Maihéns,  1881,  page  8.) 


Dan$  un  parallélogramme  donné,  inscrire  un 


vré. 

S  il  le    problème  résolu; 
odiculaire  à  EH  et 

\  =VAi. 

Le  carré  a  pour  centre  le 

5inl  de  concours  des  diago-     ^  ^  ^.   ^  ^ 

i(es  éu  parallélogramme.  ^ 
Aba^s«^ons   les  perpenéieu- 

lires  OL,  FM  sur  AB,  et  la  perpendiculaire  ON  sur  FM. 
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Les  triaoglea  rectangles  OLE,  ûNF  .sont  égaux,  comme  ayant  le 
angles  égaux  el  rhypotèûuee  égale.  Ën  effet,  OE  =  OF,  et  les  aogii 
LOë,  NOF  ont  les  cAtés  reapeelivemeot  perpendiculaires. 

Donc  ON=:OL  I 

De  là  00  déduit  la  construction  suivante. 

Du  centre  0  du  parallélogramme,  il  faut  abaisser  la  perpen<iicula:i 
OL  sur  AB  ;  prendre  LM  —  LO ,  el  la  perpendiculaire  MF  détermine  I 
sommet  F;  puis  on  porte  FM  de  L  en  E,  et  l'on  mené  FE,  etc. 

iCHfc3.  Remarque.  La  discussion  est  très  intéressante,  mais  fort  longue 
elle  emploie  d'ailleurs  la  Liigunométiie  ;  il  n'y  a  donc  pa^  lieu  de  I 
donner  ici  ;  mais  on  peut  la  lire  dans  les  Nouvelles  Annales  mathém^ 
tiques,  iSo\)j  page  Aoi. 


1024. 


Fig.  C20. 


Ainsi 


.  Construire  un  rectangle  lor$qu*on  contuiU  : 

1^  Le  périmètre  et  Vanyle  des  diayonaies. 

Connaître  Tangle  O,  c'est  connaître  l'angle  BAC  < 
cliacun  des  autres  angles.  On  a  donc  à  construire  lï 
triangle  rertanirle  BAC,  connaissant  les  angles  et  I 
somme  des  cotés  de  l'angle  droit  (974,  2»), 

2»  L'angle  des  diagùnaUs  et  la  différence  des 
adiaeenîs. 

Soit  AE  cette  différence;  on  peut  construire  le  triaoïa 
AED,  car  on  connaît  la  base  AE  et  les  denx  angl^ 
adjacents. 

rangle  DAE  =r  90»  - 


AËD  =  90o  +  45=ld5» 
9^  Le  périmètre  et  la  diagonale. 

Ou  a  à  construire  un  triangle  rectangle  ACD,  coauciiàûaDt  Thypol^ 
nuse  AD  et  la  somme  des  au  1res  cAlés  (n°  989). 

Un  peut  aussi  donner  la  diagonale  et  la  diilérence  des  cùtés  adja 
ceiils. 

1022S.  P^léne.  Construire  un  losange,  eonnaissanlt  le  côté  et  i 
somme  ou  la  différence  des  diagonales. 

En  prenant  la  demi -somme  ou  la  demi-différence,  on  est  encor 
ramené  à  cuiistruire  un  triangle  rectangle,  connaissant  l'bypotèouic  ( 
la  somme  ou  la  différence  des  autres  côtés. 


Exerdoe  988. 

1026.  PkoUème.  Par  un  point  de  Vhypoténuse  d'un  triangle  rte 
tangle,  mener  des  parallèles  aux  côtés  de  l'angle  droit,  de  manière  ^ 
|e  rectangle  obtenu  réalise  certaines  conditions  imposées^ 
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f«)  Le  périmètre  doit  égaler  mte  longueur  donnée  (  voir  n»»  99  •  et  874). 

(!>'  ÏM  (Ufférence  des  deux  côtés  adjacents  doit  éyaler  une  longueur 
ou  née  t  n^^'       b  et  08 'i)- 
(o)  Inscrire  un  carré       99  b,  Il  k 

(di  La  diagonale  du  rectangle  doit  être  aussi  petite  que  possible. 
Du  point  À,  il  faut  abaisser  une  perpendiculaire  sur  l'hypoténuse. 

Bxmioe  M4. 

1087.  Problène.  Dans  un  cercle,  inscrire  un  rectangle. 

{m)  Le  périmètre  doit  égaler  une  longtteur  donnée  (voir     100,  «)• 
(k)  La  différence  des  côtés  adjacents  doit  rgaler  d  (Toir  b). 

1088.  PffoUème.  Construire  un  parallélogramme,  connaissant  : 

i*  Vh  côté  et  les  deux  diagonales; 
2«  Deux  côtés  et  Pune  des  diagonales  ; 
;  ^  Deux  côtés  a4i(*cents  et  leur  angle  ; 
4<»  Les  diagonales  et  leur  angle. 

Soit  ABGD  le  parallélogramme  demandé. 

1'  On  |>eut  construire  le  triangle  BOC,  avec  le  côté  donné  et  les  demi- 
lii^onales:  et  prolongeant  BO  et  CO,  de 
tiaiiière  à  les  Uoubler,  on  a  les  somiiiels  A 
>l  D. 

2«  On  peut  construire  le  triangle  ABC, 
5l  le  parallélogramm'  s'achève  par  les 
iroiles  AD  ei  CD,  parallèles  aux  c6kès 
}pposé8,  Fig-  630. 

Si  Ton  connaît  AB  et  AD,  et  la  diagonale 
(iC.  00  remarque  que  donner  AD  c'est  donner  BC,  ou  le  cas  qui  vient 
d'être  résolu. 

3*  On  construit  le  triangle  ABC,  et  le  parallélogramme  s'achève  par 
ks  droites  AD  et  CD,  parallèles  aux  côtés  opposés. 

Eofio,  connaissant  les  diagonales  AG  et  BD,  et  leur  angle,  on  trace 
deui  droites  indéCnies,  se  coupant  sous  Tangle  donné,  on  porte  de  part 
ci  d'autre  du  point  d'intersection  les  deux  moitiés  de  Tune  des  diago- 
oa!es  anr  Tune  des  droites,  et  les  deux  moitiés  de  Fautre  diagonale  sur 
rautre  droite ,  et  on  a  les  quatre  sommels. 


IQS8.  Problème.  Con^ruire  un  trapèze  A6CD,  connaissant  les  quatre 

ï^upjjosons  le  problcme  résolu.  En  111c-        /  X. 
oaDl  par  le  sommet  C  une  parallèle  CE       /  \  "--^ 

au  cuté  Ah,  on  furine  un  triangle  BCE,      /  /^"Ow  "x 

'ioat  on  connaît  les  trois  côtés,  car  WK     i  i  

eu  la  dilTérence  des  deux  bases,  et  BC, 
les  deux  côI('-b  non  parallèles. 

bonc  il  faut  construire  un  triangle  BCi:  a^ant  pour  base  la  différence 


I 
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dM  iMMB  du  trapèie  et  les  loDgiMun  BG  el  AD  poar  Més  ;  puis,  pari 
point  G,  mener  une  {Miillèle  à  BB  et  prendre  GD  =  EA  =  la  peUleM 
du  trapèze. 

1030.  Problème.  On  donne  les  hasea  et  les  deux  diagonales. 

Il  fout  construire  un  triangle  AFC  ayant  pour  base  la  somme  des  ïoèt 
dn  trapèze,  et  pour  côtés  les  diagonales  données. 


H  B        C  1081.  PrMème,  Con9trmre  un  trapht^ 

^  oonfiatMonl  la  rayon  dt»  oarefe  imenf  i 

les  deux  côtés  non  parallèles,  I 

Après  avoir  décrit  le  cercle  O  el  mec^ 
^     ^  deux  tangentes  parallèles,  il  faut  menej 

G  A      ^  ij  i'  tangente  AB  égale  à  un  des  côt<is  OH 

Fig.  632.  par.illèles,  et  une  tangente  DC  égaie 

l'autre  cùlé. 

1032.  PtroUèiM.  On  comuât  le  rayon  du  cercle  inscrit,  une  base  et  m 
des  côtés  non  parallèles,  \ 

Après  avoir  mené  AR,  on  prend  HC  de  la  longueur  de  la  base  donnée 

on  mène  par  le  point  C  une  tangente  CD. 

1033.  Problème.  (Construire  un  trapèze,  cotwai^ 
sanl  les  bases  et  les  angles, 

"^P/i  On  porte  les  longueurs  données  pour  bases  ea 

^.-'^^  /  \      AB  et  AC:,  on  fait  les  angles  donnés  A  et  B,  et  l'oij 
/    \     mène  CF  parallèle  à  AD,  on  a  : 

Fig.638.  1::F  =  AG 

1034.  Problème.  On  cannait  les  angles,  une  base  AB  et  un  des  cCu^' 
non  parallèles  AE,  ou  utw  diagonale  AF. 

103K.  P^oUème.  On  connaît  la  base  AB,  Vangle  B,  la  diagonale  AF 
et  le  côté  AE. 

1036.  PkdblènM.  Construire  un  quadrilatère,  connaissant  les  milieia 

de  trois  côtés,  et  tme  droite  parallèle  et  égals  eu 
quatrième  côté. 

Considérons  le  quadrilatère  ABCD  ;  les  miiieai 
E,  F,  G,  II,  des  côtés  sont  les  sommets  d'un  pa- 
^    rallélogr.jiiini'î  (n*>  542). 

Donc,  on  peut  construire  ce  parallélogrannu 
et  trouver  ainiîi  le  milieu  H  du  quatrième  côté;  on 
mène  alors   la  droite  AIR)   parallèle  h  m;  on 
porte  la  moitié  de  la  longueur  m  en  HA  ^t  UlK 
qui  donne  deu.v  commets,  A  et  ï);  on  trace  AEB  et  hGG;  on  porte  i  A 
en  EB  et  GD  en  GG,  ce  qui  donne  deux  autres  sommets. 
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FIg. 


1()37.  Problème.  Construire  un  qxadrilalèref  co)inais^ant  les  'jwtre 
rôfes .  et   l'une  des  droites  EG  qui  Joignent  les  milieux  de!>  côtés 

Soit  ABCD  le  quadrilatère  demandé;  E,  F,  G»  U,  les  milieux  des 
côté?,  I  et  J  les  milieux  dos  diagonales  AC  f[  D 

et  BD.  Traçons  les  quadrilatères  EIGJ  et 

HIFJ- 

Deos  le  triangle  ABO,  la  droite  IJ  es! 
fsrallèle  à  AD,  cl  en  est  la  moitié;  dans 
le  triangle  ACD,  la  droite  IG  est  parallèle 
à  AD,  et  fn  est  la  moitié.  Pareillement, 
chacune  des  lignes  £1  et  JG  est  parallèle  à 
BC,  et  en  est  la  moitié.  Ainsi  ËIGJ  est 
on  parallélogramme,  dans  lequel  on  con- 
naît les  quatre  cOtés  et  la  diagonale  £G. 
Oo  peut  donc  construire  ce  parallélogramme,  et  tracer  sa  diagonale  IJ. 

Od  construit  de  même  le  parallélogramme  FIFIJ,  dans  lequel  chacun 
îles  cAtés  HI  et  JF  est  moitié  de  CD,  et  HJ,  IF  moitié  de  AB. 

Alors  on  peut  construire  le  quadrilatère  ABCD,  car  on  a  tes  milieux 
4es  cétés,  avec  les  directions  et  les  longueurs  de  ces  mêmes  côtés. 

Bcawrque.  On  peut  voir  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Vuibeht, 
!iB92,  page  93,  2887;  ou  Catalan,  Théorèmes  et  Problèmes  de  Géo^ 
métriê,  0»  édition,  P.  VIII,  page  14. 

f<Xfô.  Problème,  iktmlruire  un  quadnkitère  inscriptible  avec  les  don- 
i*tt»  suivantes  : 

i"  Les  diagowiles,  Vangle  qu'elles  forment  et  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit. 

Dans  le  quadrilatère  inserit,  les  angles  oppo- 
sés sont  supplémentaires.  Donner  ane  diago- 
•aie,  un  angle  oppoaé  &  cette  ligne,  revient  à 
donner  le  rayon  do  cercle  circonscrit  et  la  dia- 
^aale.  Ainsi  le  problème  précédent  revient  à 
coDstniire  un  quadrilatère,  connaissant  les  an- 
gles, les  diagonales  et  leur  angle. 

On  décrit  le  cercle  avec  le  rayon  donné,  on 
ftfMà  AC,  EF  égales  aux  diagonales.  Il  fiiut  dé- 
crtff  une  cireonférence  tangente  à  la  eorde  EF, 
et  mener  pour  seconde  diagonale  une  tangente  DB  formant,  avec  ÂG, 
Tangle  donné  m.  On  a  DB  =  £F,  comme  cordes  équidistantes  du 
caotre. 

1039.  'io  j  f.^  angles,  une  diagonale  AC  et  l'angle  m  qu'elle  forme  avec 
l'autre  diagonale. 

Sur  la  diaironaîc  cnnnue  AC,  il  faut  d^^crire  un  segment  capable  de 
ra:>j'e  opposé  D.  (in  obliciit  ainsi  ie  cercle  circonscrit. 

La  ?eron<Jc  diagonale  BD  dépend  de  TaDiilo  A;  donc,  en  un  point 
quelconque  G  du  cercle  circonscrit ,  faisons  Tangie  EGF  égal  à  Tangle 
dosDé  A,  puis  menons  une  tangente  DB,  formant  avec  AC  Tangle  m. 
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1040.  3^  La  diagonale  AC^  l'angle  oppoêé  D,  un  cùU  AB  et  Vangk 
des  dtagmaleg* 

Exereîoe  S87.  —  IL 

1041.  PkoUèoM.  Construire  un  quadrilatère  quelconque  ABCD  atet 

les  données  suivantes  : 

i«  Une  diagonale  AC,  un  eôté  AB  et  let 
a$tgles. 

Sur  la  diagonale  AC,  je  décris  un  segment 
capable  de  TaDgle  B  et  uo  segment  capable 
de  D. 

Du  point  A  comme  centre,  avec  la  longiieur 
"  AB,  je  coupo  1  arc  du  segment.  Je  joint  B  au 

F^-  «W.  point  G,  et  je  fais  i  angle  donné  BGD. 

1042.  Deux  angles  adjacents  B  G,  le  côté  AB  adjacent  à  Tim 
d'eux  et  les  diagonales. 

On  construit  d'abord  le  triangle  ABC,  dans  lequel  on  connaît  un 
angle  B  et  deux  côtés  AB,  AC.  Puis  on  fait  i  angle  donné  BCE,  et  Tod 
coupe  CE  par  un  arc  décrit  du  point  B  aTec  la  seconde  diagonale  I>D 
pour  rayon. 

£xerc»oe  288. 

1043.  Construire  un  quadrilatère ,  connaissant  les  deux  diagonaks, 

leur  angle  et  deux  angles  opposés  B  et  D, 

Sur  AC ,  on  décrit  les  Begnients  capables  é^^ 
angles  B  et  D.  Par  le  centre  U  d*un  de  ces  arcs, 
de  P.,  par  exemple,  on  mènè  une  droite  OF  ëgak  et 
parallèle  à  la  seconde  diagonale,  et  l'on  décrit  uut 
circonférence  «^cale  à  la  cir<  onféreji<  <■  0. 

Par  le  point  1),  on  mène  une  parallèle  à  FO,  qi^i 
donne  le  sommet  B;  on  est  ramené  à  une  quetUo^i 
connue  (n^  Ô64). 


f044.  Problème.  Construire  un  quadri ht tère,  connaissant  deux  angki 

non  opposés,  les  diagoncUes  et  ieitr 
angle. 

Sur  la  diagonale  BD,  on  déeril 
fiogmenl  capable  de  Tangle  donné  BAD- 
Par  le  centre  0,  il  faut  mener  une 
droite  OF  qui  coupe  BD,  en  HiisaM 
Tangle  donné  pour  les  di^goiud^» 
prendre  OP  égale  à  la  seconde  diago- 
nale AC,  décrire  du  centre  F  une  ei^ 
conférence  égale  à  la  première.  Toot« 


Fig.  639. 


droite  AC,  parallèle  à  la  ligne  des  centres ,  aura  la  longueur  demandée; 
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il  wtîài  de  la  mener  de  manière  qae  Tangle  ABC  ait  la  grandeur  donnée 
(n«9l9). 

10iï>.  Problème.  Construire  }in  quadrilatère  khCl) ,  connai>^mnt  les 
(Vn^gonaU  s j  leur  angle,  un  angle  A  du  quadrUatère  et  un  côté  DC  non 
adjacent  à  l'angle  connu. 

Gomme  au  problème  précédent  (1044);  mais  du  point  D  avec  le  côté 
doonè,  on  coupe  en  G  le  lieu  de  centre  F,  ei  Ton  détermine  ainsi  la  posi- 
UoD  de  la  seconde  diagonale. 

104U.  Problème.  Construire  un  qaatJrilatèrc  ABCD,  <  oiiin'.tssani  le$ 
diagonales,  leur  angle  et  les  angles  opposés  \  et  C  du  quadrilatère. 

Le  point  C  sera  déterminé  par  Tinterseclion  du  lieu  de  centre  F  ei  du 
segment  décrit  sur  BÛ  et  capable  de  Tangle  G. 

1047.  Problème.  Construire  un  quadrilatère  ABGD,  connai!>sant  les 
angles  et  les  diagonales. 

Supposons  le  problème  résolu  ;  sur  une  diagonale  BD,  décriTons  un 

segment  capable  de  Tangle  A.  Soient  E,   ^ 

F  les  points  où  les  cOlés  sont  coupés  par 
cette  circonférence;  menons  la  tangente 
M  AN. 

Les  angles  MAE,  NAF  sont  connus,  car 
ils  égalent  respectivement  ABE,  ADF,  donc 
la  corde  FE  est  connue.  De  là,  on  déduit  la 
construction  suivante  : 

A  Taidc  de  la  longueur  connue  BD  et  de 
Tangle  BAD,  on  décrit  une  circonférence. 
Ed  un  point  quelconque  A,  on  mène  une 
tangente,  on  fait  les  angles  connus  MAE, 
NAF.  Sur  la  corde  EF,  on  décrit  le  segment 
capable  de  Tangle  G.  Du  point  A  comme  centre,  avec  la  seconde  diago- 
nale pour  rayon,  on  coupe  en  C  Parc  décrit,  Ton  mené  CFD,  CEB,  puis 
AB,  AD,  ^DssBOTBS  *t  Questions  de  Géomëlrie,  3«  édit.,  p.  348.) 

10U>.  Problème.  Dvuv  cerctr^  i>AI>,  BCD  se  coupent  suivant  BD. 
Miner  um  sêrante  AG,  limitée  atix  deux  cereles  d'imr  longueur  donnée 
1.»'^  telle  q  fi  r H  joignant  ses  e  rtrémites  A  et  C  ù  un  des  points  ï)  U'in/er- 
^ction,  l'angle  AD('  ait  une  valeur  donnée. 

Même  problème  que  ci-dessiif^  On  connaît  les  deux  diagonales  AG,  BD 
kl  angles  A«  G,  D  du  quadrilatère  ABGD* 

Exenîoe  291, 

1Û49.  Piroblème.  Construire  un  pentagone,  connaissant  lea  milieux 

>  CÙtés.  {  LiONNBT  **.) 

^  *  M.  Desrovks,  profca-*c  r  m  lyc<k)  FontaoM,  auteur  des  onyngM  soivuiU  :  Q^iMUons 

^  mmUrlf,  Qfifftions  d'aigt'bif,  Qfirstirmn  dr  trigonométrie, 
*  LioijiET,  proleMenr  À  Louls-le-Grand  en  IM*. 

H.  18 
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Soit  ABCDË  le  pentagone  demandé,  et  F,  G,  F^,  K.  I-,  les  inilieui  de? 

côtés.  Une  diagonale  quelcuiiquo  Al^  partacr^ 
ce  polytrone  en  un  quadrilatère  ABCD  et  uo 
triangle  AUK. 

Avec  les  trois  milieux  F.  G,  H,  on  peut  cors- 
Iruire  un  parall^loLTnmme  FGHI,  qui  donne  1^ 
milieu  I  de  la  dia<ç'onale  AD;  et  avec  les  trois 
milieux  I ,  k ,  L ,  on  peut  construire  le  trianir!^ 
ADI],  qui  donne  trois  sommets.  Un  trouve  les 
deux  autres  sommets  eu  traçant  AFB  et  DUC,  et  en  portant  FA  en  Fl», 
et  UD  en  HC. 

BiMMfB.  Le  pentagone  peut  dtre  construit  eu  n^employant  que  k 
compas.  (N.  A.  1844,  p.  19;  êoluiUm  par  M.  A.  Pbouhst*.) 


F1«.  6M. 


Maxinia  et  minima. 


lOHO.  Périmètre  mimoiimi.  Les  trois  premiers  eierdces  qm  font  être 
résolus  se  rapportent  au  litre  l.  Tout  périmètre  miAimum,  étant  dére- 
loppé  entre  deux  points  fixes,  doit  donner  use  ligne  droite  ou  la  plut 
petite  ligne  brisée  que  les  données  du  problème  puissent  comporter. 

Angle  maximum.  Lc  maxituum  de  Tancle  dont  les  côtés  doivent  passer 
par  deux  points  fixes,  est  celui  qui  csl  inscrit  dans  le  f-e.Lrnient  qui  a  k 
plus  petit  rayon  possible,  eu  éijnrd  aux  données.  Le  minimum  de  Tande 
correspond  au  segment  qui  a  le  plus  grand  rayon.  L'anp'le  tend  vers  zéro, 
c'est-à-dire  que  ses  côtés  tendent  à  être  parallèles  lorsque  le  rayon  tend 
vers  riniini.  I 

Bléthodet.  Pour  résoudre  les  exercices  proposés,  on  a  recoais  aoi| 
diterses  méthodes  déjà  indiquées  (n^  325,  chap.  vit). 

Ainsi,  suivant  le  cas,  on  emploie  les  lieux  géométriques,  une  e»nsUaUf  i 
proviioire  M  tes  principes  déjà  exposés,  etc.  J 


On  àùume  un  point  P  sur  le  périmètre  ifitfi 
drikUère  ABCD  ;  quel  est  le  diemùt 
nimum  qui,  partant  du  point  denné^ 
aboutit  à  ce  même  point  après 
rencontré  les  trois  autres  côtés? 

11  faut  déterminer  le  point  F  ?ymt^ 
trique  de  V  par  rapport  à  AD.  Vo'^^l 
cela,  on  abaisse  une  perpfndiculairel 
PE ,  qu'on  prolonge  d'une  quantité  h 
égale  à  PE. 

De  môme,  on  détermine  le  point 
symétrique  de  P  par  rapport  à  H'^l 
puis  le  symétrique  H  du  poiol  G 


*  M.  A.  Fmomnrt,  proi 
élTert  oavngw  d«  Stosm. 


ar 


poJyUdmlqiM,  auqntl  m  doit  lâ 
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En  effirt,  pour  un  «rtre  point  quelconque  I ,  on  a 

PF  +  IM>PL  +  LM  (0.,n.i76.) 

être  pris  à  l  i^térieur  du  3121*0^"^^'  ^"""^  ^"^^ 

Exercice  293.  —  I. 

DE?t;ïssi£Lr:/'^"^'^  """""  '-«^^ 

Le  périmètre  dépend  de  la  position  des  points  D  E  F 

Eo  admettant  que  ie  sommet  D  soit 
GODOu,  on  aura  le  chemin  minimum 
DEFD  (G.,  no  76)  en  cherchant  le 
•jniiétrique  G  de  D  par  rapport  à 
AB;  le  symétrique  H  de  D  par  rap- 
port à  AC  et  en  menant  GH,  car 
DE  +  El-  +  FD  égale  la  droite  GH. 

Pour  résoudre  le  problème,  il  suffit 
donc  de   trouver  Ja  droite  minijjia 
GH;  en  menant  GtJO  et  HCO,  on  re- 
connaît q!ie  ce?  lignes  sont  fixes  de  t>*3. 
position,  car  rangle    ABG=:ABI>,    Tanele   ACH  — AP»    nt  •« 
BG=:BD,  Cil^CD:  donc  la  somme  OG  +  OH  dTs  côli«  î^^^^^^^ 
prennent  Pan,le  0  est  constante,  elle  égale  or+M^ïo -^d^^^ 
lase  GH  sera  mmima  loreque  le  triangle  GOH  sera  isocilt 
Ainsi  il  faut  prendre  OG==OH  ===  i^5±^ÇJ-C0 

a  lllS^  '^l":  D  do  p^t  G.  H  le  triangle  DEF 


lî.lîr*'^*  M  triangle  DEF  est  le  triam^/r  nrthiuue  de  ABP-  on  Tnh 

DP  !!«rïïr  bissectrices  intérieures  de  D£R  les  côtés  DF 

i>E  sont  également  inchoés  sur  BC,  etc.  ' 

Wote.  Celle  bollp  ^îolulion  est  de  M   CviAr  ^    /TW/m.^,^.  i,^ 
»^^n^.7o,.  ./u/.e,  problème  XII,  page  H)  ^^^"^^"^     probihmB  de 

(/Iml^'ii^îil^  professeur  à  la  Realschule  de  Triesta 

\*9umM  de  Mathématiques  élémentaires,  iST7,  page  170)  «"este 

1-s  rsmarque  que  le  triangle  obtenu ,  en  joii^nant  deux  \         i«a   •  .  ^ 
hiuteiirs  Ml  lit  inîj— -lL-  j      .  •   .  J^'b""'"  «eux  a  aeux  les  pieik  des 

PMwai»  C«»«L«i  (mMtm)  MC  rartont  eonra  par  k  théorème  qui  porte  aoa 
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nom  el  par  ses  éludes  sur  les  Fropnctês  du  triawjh'  n^niUgne  et  sur  la  Lm^ 

^^'iTtii^orèn^p  de  Fagnano  est  relatif  aux  aWM  d*eUipse.  ( IVuL  Smhit, 
MétUodea  en  yt'otnctrie,  page  139.)  .  ,      «  i?. 

Le  théorème  du  triangle  à  périmètre  mimma  eet  dû  à  Jean-François  FiWANa, 

fils  du  précédent. 

Exercice  293.  —  M. 

1053.  Ptoblème.  Un  segment  rectiligne  MN  glisse  sur  une  drwUXi 

donm'c  de  posilion  ;  deux  poini$  A  «  n 
i^utéi  situes  d  itn  mf*mc  côté  de  la  dfwe; 
placer  MN  de  manière  que  la  ligne 
Bée  AM  +  MN  +  NB  soit  minima. 

En  supposant  le  problème  résolu  et 
en  s6  reportant  à  une  question  connue 
(n»  437),  on  reconnaît  qu'il  suffit  de  dé- 
placer le  point  A  parallèlement  à  X^, 
d'une  quantité  AC  égale  au  segment 
donné  l,  puis  de  joindre  le  poiot  C  au 
point  r>  symétrique  de  B. 
Tout  autre  ehemin  AEFB  ou  ACFD  est  plus  long  que  ACNB;  donc... 

40d4.  Problème.  Placer  MN  de  manirrc  que  AM  =  BN  (fig.  64ï). 
Il  faut  éleTer  une  perpendiculaire  au  milieu  de  CD  jusqu'à  la  rencontre 
deXY. 

AM  m 

Problème.   Placer  MN   de   mamere  que  a 
AM*±BN«=5k*. 

Par  rapport  aux  points  C  el  D  (ftg-  644),  on  décrit  le  lieu  des  points 

dont  le  rapport  des  distances  égale         (G.,  no  307.)  Les  points  où  ce 

lieu  coupe  XY  répondent  à  la  question. 

Pour  AM*±BN«=*S  on  décrit  le  lieu  des  points  dont  la  somiue  des 
carrés  ou  bien  celui  dont  la  différence  dee  carréi  égale  k\ 

Exeroioe  284. 

lOije.  PtoUème.  De  tous  les  triangles  qui  ont  même  base  et  même 

hauteur,  quel  est  celui  dont  Vangle  aie  wm- 
mei  est  maximum  f 

C'est  le  triangle  isocèle  AMC. 
Soient  AP>C  k  ADC  ayant  leur  BOmmel«tf 
une  p  irailèle  BD  «i  la  base. 

Pour  lujt  point  1»  non  situé  sur  la  perpen- 
diculaire KB  élevée  au  milieu  de  la  bas^ 
du  se^niient  capable  do  Tangle  D  coupera  rP 
en  un  point  E  tel  que  1    >•  DH. 
Or  Pangle  B  est  plus  ^-rand  que  E; 
effet,  B  =  G;  or  G^E  +  GCE;  donc  B  est  maximum. 

10IB7.  Problème.  De  tous  les  triangles  qui  ont  même  base  et  dont  k 
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point  il'inlt't!>ei:tu))i  (hs  hauteurs  se  Irouvv  sur  une  droite  donnée 
parallèle  à  la  bufc,  quel  est  celui  dont  l'anyle  au  sommet  est  mini- 
mum f 

Les  hauteurs  abaissées  des  sommets  A  et  C  se  coupent  sous  un  angle 
égal  au  supplément  de  Tangle  B  ;  donc  Tangle  au  sommet  est  minimum 
quand  Tangle  des  hauteurs  est  maximum  ;  on  obtient  doue  aussi  un  tri- 
angle isocèle. 

EMfdoQ  2M.  I. 

1068.  Problème.  On  donne  une  droite  AO;  un  angle  constant  pivote 
mtiour  de  son  sotnmet  place  à  un  point  fixe  P  et  intercepte  un  segment 
MN  sur  la  droite  ;  pour  quelle  position  de  Vangle  le  segment  intercepté 
esi-U  minimum  ? 

Cet  exercice  est  Tinvorsc  du  précédent       lÛo6).  Les  considérations 
qui  suivent  permettent,  dans  un  grand 
nombre  de  cas,  de  déduire  un  pro- 
blème de  minimum  d'un  problème  de 
maximum,  et  réciproquement. 

Soit  APB  Taogle  donné;   mais,     ^  ^   

placé  dans  une  position  quelconque,  a  £DV  B  '  MON 
it  intercepte  un  ceginent  AB;  mais, 
d'après  le  problème  précédent,  pour 
un  segment  AB,  Tangle  ACB,  qui  a  son  sommet  sur  la  perpendiculaire 
DC  élevée  au  milieu  de  AB,  est  plus  grand  que  Tangle  APB  ;  donc  ce 
dernier  ne  donne  pas  le  segment  minimum,  et,  puisque  pour  un  segment 
de  longueur  donnée  le  maximum  de  Tangle  a  lieu  quand  la  perpendicu- 
isire  CD  est  hissecliice,  formons  Tangle  ECF  ou  MPN  égal  à  APB^  mais 
de  manière  que  la  perpendiculaire  soit  hissectrice. 

Ainsi  le  segment  MN  est  minimum  quand  le  point  P  se  projette  au 
milieu  de  MN. 

1088.  Renuirque.  La  plupart  des  problèmes  donnent  lieu  à  une  ques- 
tion inverse.  Ainsi,  pour  une  base  et  une  hauteur  données,  Tangle  au 
commet  est  maximum  quand  le  triangle  est  isocèle;  donc,  pour  une 
hauteur  et  un  angle  au  sommet  donné?,  la  longueur  de  la  base  est  mi« 
nima  quand  le  triangle  est  isocèle;  mais  pour  une  base  et  un  angle  au 
sonuuet  donnés  »  le  maximum  de  la  hauteur  a  lieu  quand  le  triangle  est 
isocèle. 


1000.  PtooblèM»  Parmi  les  trianyles  qui  ont  pour  base  une  longueur 
donnée  et  qui  sont  eireonserits  au  même  cercle,  quel  est  celui  dont 
^engle  au  sommet  est  maaimum  9 

Considérons  le  Iriangle  isocèle  ABU  et  le  triangle  quelconque  DLF, 
tels  que  AC.  DE. 

bissectrices  des  angles  à  la  base  se  rencontrent  au  centre  du  cercle 
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D^ailleim»  on  Mit  (tt<^  466)  quo 


raogleAOB  =  90-{-*|^; 


r 

/  V' 

G     K  B 


Donc ,  au  plus  graod  angle  an  œfttn 

pood  ]e  plus  grand  angle  au  sommet;  par 
suite,  il  suffit  de  comparer  les  angles  AOB 
et  DDE. 

Or,  pour  le  triangle  isocèle  AOB,  00  est  U 
flèche  du  segment  capable  de  Tangle  AOB, 
tandis  qoa  pour  Ifr  segment  capable  de  Tangle 
^  '  L       "7^        DOfi,  OG  m'est  plus  que  rordonsèe  d'un  point 
,  quelconque  de  cet  arc;  donc  le  segment  fiuA 

est  <  que  le  segment  EOD;  donc  raogle  DÛË 
est  <AOB;  d'où  F<C. 
Ainsi  Vattgle  au  sommet  est  maximum  lorsque  le  Ufiangle  est  isocèle. 

Exercice  296. 

i(Wt\.  Problème  Uîi  mâl  verttcul  AH,  (runa  longueur  tionné^  a,  eii 
placé  au  ^ommtt  d  une  tour  BC,  de  hauhuw  b,  et  qui  repose  sur  un 

  pUiH  horkmital  ;  à  quelle  distaHce 

de  la  tour  faut-il  se  placer  pour 
voir  le  mât  nous  Uft  angle  maxt* 
mum? 

Soit  le  problème  résolu  ;  le  ser- 
ment de  Tangle  capable  de  Teogle 
maximum  doit  être  tangent  aa  plan 
horizontal  mené  par  rœtl  du  specta- 
teur, car  tout  segment  qui  passe  per 
AB  et  coupe  CD  a  un  rayon  plus 
grand  que  CD  ;  par  suite,  Fangle  F 
est  <  D. 


Le  problème  est  donc  ramené  à  faire  passer  une  circonférence  par  lies 
points  A  et  B,  de  manière  qu'elle  soit  tangente  à  rborisontale  CD. 

Le  rayon  OD  =  6  4--2-;  donc  du  point  ii  comme  centre  avec  b  +  ^ 

pour  rayon,  il  faut  couper  en  0  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de 
AB  ;  le  point  de  contact  D  donne  le  sommet  demandé. 

1062.  Renuirquef.  \o  De  la  hautcur  totale  de  la  tour,  il  faut  reirao- 
cheff  la  hauteur  DO'  da  robserirateur. 

2»  L*angle  maximum  ADB=tie  demi-aaglft  au  cenère  AOft,  sa 
D=^BOF.  En  supposant  connus  le  troisième  livie  el  kt 


on  a 


donc 


DC2=(a  +  d)è,  BE«=-j- 


BE« 


OE^    OIT  tang»BOE  =  ^^^_^^j^ 
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BE 

Le  bIdus  est  eDCore  plue  focile  à  calculer,  car  il  égale  -jj^ . 


Mais  ^£=-1;  00  = 


donc  sin  D  = 


BE  a 


OU"  —  0  +  2* 


1003.  Problème.  On  donne  dau'  ih'oites  et  une  circonférence  ;  par 
chaque  point  de  la  cirronfcrrncc  on  mrne  des  parallèles  mix  droites 
données;  étudier  la  variai  ton  île  la  somme  deti  côtéa  adJacenU  des 
yartdlélogrammcs  ainsi  formés, 

{mrMéthodeit,n^  340.) 


I0B4.  PlraMéoM.  De  tous  let  triangles  qui  mt  même  hase  et  même 
angle  au  sommet,  quel  est  4selui  dont  le  périmètre  est  maximum  f 

l"î  Dcntonstration.  C'qsI  le  triangle  isocèle  ABC  (fig.  6¥M. 

En  ellet,  en  prolongeant  A( :  d'une  quantité  CE  égale  à  '  P,  puis  AH 
d  une  quantité  hF  «  gale  à  T)H,  Tangle  1'-  —  '  's*^-,  F  =  '  ^^"^  points 
E,  F  appartiennent  au  segment  capable  d'un  ançrle  égal  à  la  moitié  de 
l'angle  donné.  Or  ce  segment  a  le  point  C  pour  centre,  car  CE=:CR  ; 
donc  le  diamètre  ACE ,  qui  correspond  au  triangle  isocèle,  doBue  le 
iQâiiiiium,  car  il  est  plus  grand  qoe  la  corde  AP. 

Ainsi  AC  +  CB>AD-f  DB  Ç.  Q.  F.  D. 


fig;  M.  ng»  S6O. 

106^.  2^  Démonstration  (fig.  650).  Du  centre,  abaissons  les  perpendi> 
culaires  OG,  OH  sur  les  cordes  AD,  DB;  le  maximum  de  la  somnm  de 
(es  dernières  lignes  est  le  même  que  celui  de  leurs  moitiés  DI,  DJ;  or 
339  )  le  maximum  de  DI  -f-  &  Hca  lorsque  le  point  D  est  au  milieu 
de  Tare  ;  donc  il  faut  que  les  deux  cordes  AC,  CB  soient  égales. 

En  effet,  dans  ce  cas»  Tangle  EOF  égale  GOII,  car  chacun  d'eux  est 
la  moitié  de  AOB;  or,  dans  les  secteurs  égaux  EOF,  GOU,  la  somme 
*>M-fCN,  donnée  par  le  poiot  C  milieu  de  Tare,  est  plus  grsnde  que 
L>I  +  Di.  Ainsi,  pour  un  segment  donné  ADCB,  les  cordes  doivent  être 
égales. 

lOW.  3*  hrfftunstvation.  La  méthode  par  duplication  conduit  aussi 
iort  i^iinpiemeiit  au  résultat  /fis?.  651V 
ta  bissectrice  de  Tangle  D  passe  au  poiut  U  milieu  de  l'arc  AGE  ;  la 
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lûBseetrice  de  Taogle  extérieur  passe  par  suile  par  le  point  G,  eilréoité 

du  diamètre  GOG. 

En  déterminant  le  symétrique  F  du  poinl  B 
par  rapport  à  GD,  le  cOté  DB  viendra  daos  le 
proie ngt  tnent  de  AD,  car  les  angles  a,  h,  c  mi 

égaux. 

En  outre,  l;F=::=CB 
Or  on  a        AF<AG  +  GF 
ou  AD+DB<AG-hCB  C.Q.F  D. 

Remarque.  Lorsque  le  sommet  D  se  rapproche  du  point  C,  le  p»'t:- 
mètre  AD4-t)B  augmente,  car  l'angle  ACF  a  deux  côtés  de  lonuuêur 
invariable,  tandis  que  Tangle  compris  augmente,  lorsque  le  poiot  D  se 
rapproche  de  G. 

En  effet ,  angle  AGF  =  AGE  +  2  fois  BGD 


Fig.  652. 


1067.  Problème.  Dans  un  cercle,  inscrire  le  triangle  de  périmèln 

maximum. 

Soit  ABG  un  triangle  quelconque  ;  regardons  mo- 
mentanément une  des  Tariables  comme  constante, 
soit  donc  une  base  connue  AG  ;  il  faut  trourer  le 
triangle  à  périmètre  maximum  inscrit  dans  le 
ment  ABG  ;  or  on  sait  que  le  triangle  isocèle  MX' 
répond  à  la  question  ;  donc ,  quand  il  y  a  deux  c&ià 
variables  AB,  GB,  ces  côtés  doivent  être  égaux  enin 
eux.  Un  raisonnement  analogue  prouve  que  les  côtés 
AG,  AD  doivent  être  égaux  entre  eux  lorsque  GD  est  constant;  donc 
le  triangle  à  périmètre  maximum  est  équilatéral. 

106B.  Théorème.  Pour  Un  non^re  donné  de  côtés,  le  polygone  tv^ti- 
lier  a  le  périmètre  maximum. 

G'est  une  conséquence  immédiate  de  la  démonstration  précédente. 

lOGO.  Théorème.  De  deux  pohfgoncs  régiiiiers  ifiscriis  (hni<  Ir  >y 
cercle ,  le  polygone  qui  a  le  plus  grand  nombre  de  côtés  a  le  périmài'^ 
maximum. 

En  effet,  considérons  par  exemple  le  triangle  équilatéral  ADG  eti»> 
quadrilatère  AGDE  ;  on  a  AE  +  ED  >  AD  ;  donc  le  périmètre  du  qua- 
drilatère est  plus  grand  que  celui  du  triangle  ;  mais  le  carré  inscrit  difi> 
le  cercle  donné  a  le  périmètre  plus  grand  que  celui  du  quadrilatère  con- 
sidéré ;  donc  le  périmètre  du  carré  est  plus  grand  que  celui  du  triangle 
équilatéral,  etc. 

Czaroiee  SM.  ^  I. 

1070.  Problème.  En  prenant  pour  base  le  diamètre,  inscrire  dans 
demi'cercle  le  quadrilatère  de  périmètre  maximum. 

Un  raisonnement  analogue  à  celui  de  l'exercice  précédent  prouve  qu« 
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les  trois  côfés  variables  doiveot  être  égaux  entre  eux  ;  le  quadrilatère 
est  donc  le  demi-hexagone  régulier  inscrit. 

Dans  les  Méthodes  Jn^  357),  on  a  appliqué  directement  à  Tétude  du 
quadrilatère  la  deuxième  démon&traUon  donnée  pour  prouver  que  de 
deux  triangles  qui  ont  même  base  et  même  angle  au  somme!»  le  triangle 
isocèle  a  le  périmètre  maximum  (n<»  1065). 

1071.  Problème.  Dans  un  demi-cercîe ,  insct^ire  un  quadriUitire  dont 
U  périmèire  ait  une  longueur  donnée  ;  le  côté  opposé  au  diamètre  doit 
amr  une  longueur  donnée  1.  Quel  esê  le  quadrilatère  de  périmètre 
maximum  f 

Soit  d  la  diiférence  obtenue  en  retranchant 
2r-f  i  du  périmètre  donné. 

Ed  prenant  DE  égale  à  la  corde  donnée  l, 
on  Toit  que  le  problème  est  ramené  à  diviser 
Tare  AE,  de  manière  que  la  somme  des  cordes 
AB-{-BE  ait  une  longueur  connue  d;  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  à  construire  un  triangle» 
conoalssant  la  base,  Tangle  opposé  et  la  somme 
des  deux  autres  côtés  (n«»  021  et  9b0). 

Pour  cela,  du  point  F  milieu  de  Tare  AFE,  il  faut  décrire  Parc  AGE  ; 
puis,  da  centre  E  avec  d  pour  rayon,  couper  Tare  décrit,  enfin  mener 
CE. 

Ona  AB  +  BE==d 

donc,  en  prenaut  DC  =  BE 

on  aura  BG=DE  =  < 

tt  le  quadrilatère  ABCD  répond  à  la  question. 

■axlmom.  Le  maxiiniim  est  donné  par  des  cordes  égales  AF,  FË.  Dans 
ce  cas,  la  corde  donnée  i  doit  élre  parallèle  au  diamètre. 


Fig.  «53. 


.  —  II. 


1072.  Problème.  Pai'  i(ti  point  doniié  dans  l'intérieur  d'un  angle ^ 
mener  une  droite  f/ui  forme  avec  les  côtés  de 
l'angle  un  triangle  dont  le  périmètre  soit  mini" 
mum. 

Soit  P  le  point  donné  dans  Tangle  A.  Le  théo- 
rème du  triangle  à  périmètre  constant  (n«  739) 
conduit  à  la  coostruetion  suivante  :  11  faut  décrire 
Qoe  circonférence  0  passant  par  le  point  P  et  tan- 
gente aux  côtés  de  rangle«  et  mener  la  tangente 
BPC  (no  048). 

il  suffit  de  prouver  que  le  périmètre  du  triangle 
ABC  est  moindre  que  celui  de  AEF,  dont  la  base 
«st  menée  par  le  point  donné  ;  or«  BPC  étant  une 
Uogente,  EPF  est  une  sécante»  mais  on  peut  me- 
ner une  tangente  GH  parallèle  i  £F.  Or  le  péri- 
Uiètre  de  AEF  est  plus  grand  que  celui  de  AGH,  et  par  suite  de  ABC  ; 

18* 
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 Il  y  a  deux  circoûférences  tangentes  :  on  prend  la  circoiu^- 

rencc  teilTqu'en  menant  la  Béeaiile  APQ,  le  point  soit  plaa  ra^clw 
du  aonimet  A      m  l'tsi    Mceod  point  d'iatcFaectia». 

1073.  Problème.  Par  mu  point  donné  dans  Vintérieur  d'un  «mg^fe, 
mener  uio  droite  qui  forme,  avec  le»  câtéê  de  l'angle ,  un  fnanglie  Ért 
que  I"  s(n,ntu'  des  côtés  de  l'angle  A,  diminuée  de  la  base  du  trian^, 
soit  un  mi.iLiniutH, 

].n  rircanférence  tangente  doit  être  telle  que  P  sait  plus  ôiûigDé  dtt 
BoniBiet  A  que  ne  i'est  le  second  point  d'mterafictioo. 

1074.  ProWéme.  Pour  un  arc  donne  ABt;,  quelle  est  la  tangenie  à 

cet  arc  dont  la  longuetir  e$i 
mini  ma  7  la  ligne  meuée  e$t 
l imitée  par  les  rayons  ex- 
trêmes OA,  OC. 

Le  point  df  contact  B  doit 
être  au  luiiieu  de  Tare;  en 
effet,  la  tangente  EF  est 
plus  grande  que  sa  parallèle 
GRH  ;  mai?  celle  ligne,  me- 
née par  le  point  niilieu  B  'le 
la  base  d'un  li  iimgle  i^ocèl^  . 
est  plus  grande  que  celk 
Fig.  base  MN  ;  donc,  à  forùori. 

Cette  quealtoo  ne  diflEàre  pas  d'une  question  déjà  ^ni^ 


.  —  I. 


(no  1058). 


I 


1078.  Pfoblème.  Un  arc  ABC  est  divisé  en  deux  parties  quelconques 
AB,  BC  ;  on  mène  des  tangentes  par  les  points  extrêmes  A  et  C,  et  nu 
limite  ft  s  lignes  par  le  rayon  OB  prolonge  ;  pour  quelle  posUim  du 
point  B  la  somme  des  tangentes  est -elle  minimaf 


Soîeot  les 
de  A  que  de  C  ;  par 


tangentes  AD  et  CE  (fig.  666),  et  suppoeom  B  pl 
C  ;  par  suite,  Tangle  AOB  est  <  BOC  ;  donc  Pangle 


us  pli* 
EDFott 


Digitized  by  Google 


uvBB  n  419 

AhO.  complémeDt  ée  AOB,  est  plus  grand  que  Tangle  complément 
ik  BOil  ;  donc  DF,  opposé  à  Taugle  £,  est  moindre  que  FË  ;  donc 

AF  +  CF<AD  +  CE 

Ainsi  le  minimum  AF -f- FC  a  lieu  lorsque  les  tangentes  ont  égales  ; 
donc  le  point  G  doit  diviser  Tare  donné  en  deux  parties  égaies. 

Autre  démomtration.  Menons  la  tangente  au  point  B  (fig.  657). 
On  a:  BG:=:AD;   BH  =  CË 

donc  la  question  revient  à  la  précédente  (n^^  1074). 

Hemaj-que.  Des  dtiiix  questious  ci- deàSUà  ( n*^^  1074  et  1075)  découlent 
les  conbéquences  suivantes  : 

1076.  Théorème.  1^  Pûur  . qu'une  ligne  brtêée  d'un  mmbre  dofmé  de 
côtt'9,  circonscrite  à  un  are  et  Umitëe  par  les  rayons  qui  terminent  cet 
are^  ait  une  longueur  minima,  il  faut  que  chaque  côté  soit  divisé  en 
êeux  parties  égales  par  le  point  de  eontactf  et  que  ces  lignes  soient 
éfjales  entre  elles. 

^  Pour  un  nombre  de  côtt's  et  un  cercle  donnés,  le  polyyotie  régulier 
cireonserit  a  te  périmètre  minimum, 

BxeroMe  301.  —  II. 

1077.  ProMèoM.  Par  un  point  pris  sur  une  circonférence,  mener  une 
^orde  telle  que  sa  projection  sur  une  droite  donnée  dê  position  ait  une 
^mgueur  minima;  étudier  les  variations  de 
la  projection  des  diverses  cordes  que  l'on 
peut  mener  par  le  point  donné  A. 

i«  Qaand  la  corde  aal  aalle,  la  projection 
ml  Mlle.  c 
Ba  aint  vers  la  droil»«  AD  danao  ad,  al 

la  projaetk»  croit  jasqu'aa  poui  h  donné 
par  la  corde  AB  menèa  i  reilréatté  du  di»- 
mélre  parallèle  à  la  droite  donnée  ab  ;  donc 
oh  est  UD  mailmum ,  car  à  partir  du  point  B  _ 
les  cordes  telles  qne  AD'  donnât  une  pro- 
jection plas  petite.  La  projection  décroît  1 1^.  ose. 
eooslamment;  pour  la  perpendiculaire  AF, 

die  s^aoDule  de  nouToau»  puis  devient  ae,  atteint  on  nouveau  maximum 
oe^  en  valeur  absolue,  décroît  de  nouveau  et  s^annule  en  a. 

BMwqoe.  En  tenant  compte  de  la  dircetioa  des  projectiosa  et  du 
si0M  coBveulloiiBel  qu^ott  leur  attribua  (vP  412),  on  doîl  dire  que  œ  a 
ma  valeur  négative,  et  que  oc  est  un  minimum. 

PkvUème.  Par  un  point  donné  A  pris  dans  un  cercle ,  mener 
twe  corde  telle  que  la  différence  des  projections  des  segments  de  cette 
corde  sar  une  droite  xy  ait  une  longueur  «Murâno. 
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Pour 


■iti 


vil 
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une  corde  quclcODque  ABC,  la  dilîérence  des  projections  égaie 

ac  —  afe,  et  î-i  l'on  prend  (]D  =  AH,  la  dif- 
férence ^at/.  Or  1(3  point  1)  se  trouve  ^ui 
une  circonférence  concentrique  à  la  pre- 
mière; la  différence  ad  est  la  projecUa- 
de  la  corde  AD  (ie  la  circonférence  AO; 
donc  le  maximum  ae  est  donné  par  U 
corde  AE  (n<>  1077;  : 

ag  —  ah  =  ae 

AF  donne  un  second  maximum,  en  râ- 
leur absolue;  ou  bien  le  minimum ,  si  i*0D 
regarde  ah,  ah  comme  des  grandeurs  négs- 
tives  (no  412). 


Fig.  eoe. 


Exeroioe  902. 


1079.  Problème.  Trouver  un  point  dont  La  somma  des  dUlaHces  aiu 
trois  sommets  d'un  triangle  soit  minima. 

Soit  0  le  point  cherché,  tel  que  AO  +  BO  +  00  soii  un  minimum. 
Si  AO  est  invariable,  et  par  suite  si  le  point  0  doit  appartenir  à  une 

circonférence  de  rajron  donné,  le  minimom 
de  BO  +  OC  a  lieu  lorsque  BO  et  00  soot 
également  inclinés  sur  le  rayon  AO;  car, 
pour  la  tangente  DOE ,  on  sait  que  dans  ea  i 
cas  BO  +  GO  est  un  minimum  (0.,  176  : 1 
or,  pour  un  autre  point  F  de  la  circoofé* 
rence,  on  aurait  à  plus  forte  raison  uœ 
somme 

BK  -f  FC  >  BG  +  GC  >  BO  +  OC 

Par  un  rai&onncnient  analogue,  en  regar- 
dant BO  comme  fixe,  on  trouve  que  BO  doit  être  également  incliné  sur 
AO  et  CO;  donc  le  minimum  a  lieu  lorsque  les  trois  angles  AOB,  B<^'^ 
COxV  sont  égaux;  par  suite,  sur  deux  côtés  du  triangle  donné,  il  laut 
décrire  des  segments  capables  d*un  angle  de  i2û^  *. 


Flg.  660. 


Exerotm  303. 

1080.  Problème.  iJc  tous  les  triangle»  qui  ont  une  base  de  lonuutr^f 
donnée  et  qui  sont  cti-conscrUs  uu  nu  me  cercle,  quel  est  celu*  danl  i*: 
périmètre  est  minimum  f 

Le  triangle  isocèle  AJiC  aie  périmètre  minimum,  car  Tangle  C  est  >  l^ 

(no  10G0). 

Or  les  triangles  rectangles  OMC,  ONF  ont  un  côté  égal;  donc  à 
ranglô  M<  U<MGO  correspond  une  oblique  OF  plus  longue  que  OC  el 


*  Cette  solution  se  trouve  dans  le  3^amul  (f«p  MUtfbtaCi  à  PWeok  timlvtllf  » 
ptr  M.  o«  OoMBUoowB,  i»rolNMar  à  cette  éoole. 


II. 
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dont  la  dislance  NI  au  pied  de  la  perpendiculaire  est  plut»  grande 
que  MC. 


Ainsi 

mais 


MC  +  CL<FN  +  FP 

DN  +  EP  =  Dt: 


AM  4- BL  AB  =  DF  ;  donc  les  varialions  de  périmètre  ntî  dé- 
p€Ddeiii  que  de  MC  et  de  NF;  doDc  le  Iriangle  isocèle  a  le  périmètre 
miDimum. 


1061.  Hmarquei.  Le  triangle  équilatéral  circonscrit  est  le  triangle 
qnî  a  le  périmètre  minimum;  car,  pour  ÂB  et  AC,  on  prouverait  ^aa  le 
minimum  a  lieu  lorsque  ces  eAlès  sont  égaux  entre  eux. 

2o  Généralement  Tétude  du  périmètre  maximum  ou  minimum  est  plus 
difficile  que  celle  des  surfaces.  Aussi  on  se  borne  à  d«Vlnire  le  périmètre 
maximum  ou  miniimn,  circonscrit  à  un  cercle,  de  Tétude  de  la  surlàce 

in^  16'J4  ,  l !r ynarque), 

Néanmoiub  il  est  avantageux  df"  traiter  directement  les  périmètres 
saus  recourir  à  des  notions  qui  ne  sont  présentéeâ  qu'au  livre  IV. 


Uuestiuiib  diverses. 


Bjcrniott  904. 

1082.  Théorème.  Soient  A  et  B  les  extrémités  d'un  diamètre,  C  un 

outre  poiut  quelconq}if'  de  la  demi' 
Circonférence  décrite  sur  AB ,  on 
prend  des  arc^  f'gaux  RD,  UK, 
Von  mène  Al>  et  qui  se  coupent 
en  F.  ef  !('g  droites  AE  et  CD  qui 
âf  coupent  en  C  :  démontrer  que 
'  le$  droites  FG,  AE  sont  perjyendi' 
culaires.  {Mathésis,  1892,  page  31.) 

Les  angles  inscrits  A  et  G  sont 
:  êgaor,  donc  le  quadrilatère  AGGF 
I   est  inacriptible;  mais  Tangle  AGE  est  droit,  il  en  est  donc  de  même  de 
>  l*aaglaAGF. 

I 
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Exercice  305. 


lOBii.  Problème,  l*^'  Dcltt'inim  i'  les  }i<>iiits  t  quidistants  tic  li'ùis  droite? 
qui  se  coupent  deux  à  deux;  2°  dciLiniiner  Im  deoitefi  êquidistantes  de 
trois  poiiils  <lo)inc.s.  Kiadœr  la  dualih-  de  ces  deu.e  qae>>twtutf  indiquer 
les  solulious  qui  se  correspondent  deu.e  à  deux. 

Soient  A,  B,  G  les  points  de  concours  des  droites  concourantes  don- 
nées de  la  première  question,  et  lei  points  donnés  de  la  seconde;  soteai 
a,  b,c,  les  côtés  opposés  aux  sommets  A,  B,  C. 


Vif.  m. 


io  Lee  bissectrices  intérieures  et  extérieures  donnent  quatre  points  qui 
réfkondeDt  à  La  première  question  :  le  centre  l  du  cercle  inscrit  «I  tes 
centres  tels  que  J  des  trois  cercles  ex- inscrits. 

2»  Les  trois  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  points  milieux  de  «• 
h,c,  répondent  à  la  seconde  question. 

Dualité.  Kii  U'iiéint  (oriipte  des  si|;'nes,  le  point  équidistant  J  corres- 
pond à  îa  droite  équidistante  MN  ,  car  la  distance  JP,  JO  nyant  mémf 
direcliun  que  la  distance  du  point  1  aux  même.^  droites  seul  corisidérét? 
coiiiiiie  punitives,  tandis  que  JR,  de  direction  o|q>o?ée  à  IF,  est  négative. 
De  niôine  pour  \IN,  les  distances  de  celte  di  oile  [-oint?  I*  et  f^urfnt 
être  rei^ardées  comme  ['O^ilives,  et  c^'lle  A  ronime  négativ*^  :  ■A\n<\ 
ivoi^  (  ôtés  du  triangle  médian  LMiS  correspondent  aux  centres  des  trots 
C'Tcles  ex  -  inscrits. 

Au  point  I,  dont  les  trois  distances  sont  positives,  correspond  la  Wgne 
de  Pinlini  ;  car  aucune  droite  à  distancr  finie  ne  saurait  être  à  distanc»' 
égale,  comme  j^'randeiu  et  rnéme  signe,  de  trois  points  A,  B,  C  qui  oc 
sont  pas  eux -mêmes  en  ligne  droite. 

Exeroio»  3#C 

1084.  Théorème.  Un  tnanyh  isQcéle  è/iebik  reste  sembiMê^  à  à»- 
meme,  un  des  côtés  égaux  passe  par  un  point  fixCf  tandis  quê  k$  aêri- 


m 
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miié»  de  la  baâe  giistent  sur  um€  cirtonférenge  donnée ,  promfer  que  le 
mmd  de^  eâté$  égomx  pa9$e  am$i  par  ma  p^mt  fka*.  (J.  M.  EL,  Iâ9i, 
pige  151  «  LjhOVtaKâv.) 

Sott  ABC  dans  nne  position  quel- 
conque, M  le  point  Qze,  0  le 
centre  éa  cercle  dooné,  AOO  la 
hauteur  du  triangle  isteèle. 

Uanfi^le  a  est  le  complément  de 
Tangle  invariable  donc  le  lieu 
du  sommet  A  est  le  segment  décrit 
gur  MO,  capable  de  Fannie  connu  a. 

Mais  a'  =  at  donc  Tare  ON  =  OM 
t'I  le  }>oinl  N  se  trouve  déterminé 
lu  lépeiidamment  de  toute  position 
particulière  du  triangle;  ainsi  le 
c6lé  AC  passe  par  un  point  fixe  N. 

C.  Q.  F.  D. 


Fig.  eev 


108^.  Remarque».  1'  L'eoTeloppe  de  la  base  mobile  BC  est  une  ellipse 
jQfaat  M  et  N  pour  foyers;  cetta  eUipae  est  bi- tangente  au  cercle  donné 
♦a*  2177). 

2*  Le  lieu  des  projectioii»  P  et  Q  des  points  fixes,  sur  li  base  mobile, 
•Bt  on  cercle  ayant  son  centra  au  poial  milieu  L  de  MN  (n<*  1355) ,  car  le 
triangle  MBP  reste  seaiblaMe  à  Ini-roéme,  pendant  que  B  décrit  une 
drconMivBee. 

Woie.  Le  Ihéorènie  précédent  est  réuoncé  simplifié  du  ITC"  ixirism^*  'VEtr- 
iu>''-:  porisme  signalé  j^ar  M.  Tabft,  comme  pouvant  coiuiiiiro  à  plus^ieurs  des 
propriétés  des  points  et  du  cercle  de  Brocard.  U.  M.  E.,  181W),  pa^es  35  et  83.) 

Esenic*  SO?. 

MM.  liMi.  Par  un  point  D  eommm  à  deux  Hrconférences,  oti  mène 
une  corde  commune  ADB,  aux  extrémitéê  de  laquelle  ofi  fait  de»  angie$ 
donnés  A  el  B  :  guel  est  le  Heu 
géométrique  du  sommet  C  du 
triangle  minei  formé  f 

L'aogie  inscrit  A,  étant  cons- 
tiDt,  intercepte  un  arc  in^a- 
nable  DSE,  donc  le  côté  AG 
passe  constamment  par  un 
point  fixe  E  ;  de  même  BC 
passe  par  un  point  fixe  F. 

L  angle  G  est  constant,  donc 
\r  sommet  (\  se  meut  sur  Tare 
<iu  segment  ECF,  Cùpdiiie  de 

1067.  giuffti       Le  cercle 
passe  par  le  point  S  oè  sa 


1 

-/("■ 

1         1  / 

Fig.  SK. 


<^o«peatles  cercles  donnés  M  et  N,  car  Tangle  ESFs^ic^DSE  —  DSF; 
il  eit  donc  la  suppldiaeiit  da  C. 


I 
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2*'  I.ors(iu'on  fait  tourner  la  corde  commune  ADB-  autour  du  poinlDj 
le  triangle  maximum  correspond  au  cas  où  AB  est  parallèle  à  laligoe; 
des  centre?,  car  AH=i'2.N!N.  Le  minimum  correspond  au  cas  où  la  corde 
D3  est  perpcddiculaire  à  la  ligne  des  cefitres,  alora  le  triaxigle  circoi^ 
8ct  it  se  réduit  au  point  S. 

3^  Le  diamètre  SO  est  donné  par  la  position  C  qui  corrapoodH 
triangle  maximum  et  par  le  point  S  qui  correspond  aa  minimum. 


i 

I0H8.  Théorème.  Si  les  diagonales  d'un  hexagone  sont  é(jalei>  et  <jvf 
les  côtés  soient  parallèles  deux  à  dcux^  Vhcragone  est  inscriptibU  èj 

une  circonférence.  (Catalan,  JtfolAt^i 
1890,  page  94.)  I 

Soient  a,  p,  y,  les  points  d*inlers«- 
tion  des  trois  diagonales  égales,  coiH 
sidérées  deux  à  deux.  ^ 
La  figure  A  DDE  est  un  trapèze  i^ 
cèle,  car  AB  et  DE  sont  des  lignes  pa- 
rallèles, et  les  diagonales  AD  et  BE 
sont  des  lignes  égales;  d^où  il  résuIU 
que  la  bissectrice  de  Tangle  A^B  e^i 
perpendiculaire  à  AB,  DE  et  passe  en 
leur  milieu.  En  désignant  par  0  le 
point  de  concours  des  bissectrices  in- 
térieures du  triangle  oc^y»  ce  point  est 
à  rinterseclion  des  perpendiculaires  élevées  aux  milieux  des  six 
de  rbexagone,  et  par  suite  il  est  à  égale  distance  des  six  sommets. 

1089.  aeoHiffqnM.  Ce  théorème  est  la  réciproque  d*ua  tbéoriOMi 
connu.  (Catalan,  Théorèmes  et  ProMmes,  6«  édition,  p.  133,  Ib.  LXV.tl 

2°  Le  ci  iilre  du  cercle  circouBcrit  à  Thexagone  est  aussi  le  centre 
cercle  inscrit  au  Lriauglo  sf^y  ^onué  par  les  diagonales. 


Fig.  ees. 


1080. 


Exercice 

Si  un  qwjtdnlatère 
C 


Juitrnons  le  point  milieu  N  aux  points  E,  F. 


a  deux  côtés  oppa$é$  éguux  * 
1<>  ces  câtéê  tottl  éçalewed 
inclinés  $ur  la  médiane  dm 
deux  isutres  côtés;  29  la  pro- 
jection sur  la  médiaM  eà 
égale  à  cette  médiane,  (Cata- 
lan, Étude  $ur  le  parallélo- 
gramme de  Waîtf  voir  W 
f^Ms,  1886,  page  154  M 

Formons  des  parallélograiS' 
mes  ABME,  DGMF. 

On  a    ME  =  MF 


*  L«  que»Uou  «e  urouvalt  déjà  <i«iii  Théorèmu  «f  Pi-oNéwct»  «•  éùAlL,  187».  Tb.  it^ 
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Les  segmenta  NE',  NF,  sonteo  ligne  droite,  car  les  IriaDglea  NAE, 
IDF  onl  un  angle  égal  A  =  D,  compris  entre  deux  côtés  égaux  ;  donc  les 
iDgles  en  N  sont  égaux ,  donc  NE    NF  et  cea  deux  segments  sont  dans 

.  prolongement  Tun  de  Fautre. 

Daos  le  triangle  isocèle  EMF,  la  droite  MN  qui  joint  le  sommet  au 
Bîlieu  de  la  base  est  bissectrice  de  fangie  M  ;  donc  AB,  CD  sont  égale* 
oent  inclinés  sur  la  médiane  MN. 

•2^  La  projection  de  HA  ou  de  ME  sur  la  médiane  eàt  cette  médiane 
iN^  de  même  pour  la  projection  de  CD,  donc... 

Eacfdoe  310. 

Hm.  Lieu.  Sur  les  côtés  AB,  AC  d'un 
inangle  ABC,  on  prend  les  distances  BD, 
SE  ^olea  entre  elles,  lieu  géométrique  du 
mU  milieu  M  de  DE.  (Catalan,  Mathésis, 
[885,  page  222.) 

La  médiane  M\  du  quadrilatère  DBCE 
ist  parallèle  à  la  bissectrice  de  Taiigle  formé 
»r  les  côtés  BD,  CE  (n^  KJOO);  donc  le 
ieu  du  point  M  est  la  parallèle  menée  par 
e  milieu  N  de  BC  à  la  bissectrice  de 
'aflgie  A. 

I  teolie.  La  droite  MN  passe  par  le  point 
f  milieu  de  la  distance  AH,  qn*on  obtient  d 
ID  prenant  BH  égal  au  petit  côtd  AG.  ^ 

Exeroioe  311.  »  I. 

IQIMt  ThéofléoM.  1«  Dans  tout  triangle,  la  distance  de  Verthoeentre  à 
ni  eAté  donné  égale  le  prolongement,  jusqu*au  cercle  circonscrit ,  de  la 
miiieur  abaissée  sur  ce  même  côté  ; 

\  ^  La  distance  d*un  sommet  à  l'orthocentre  e$t  le  double  de  la  dis- 
kMoedii  centre  du  cercle  circonscrit,  au  côté  r>i>posé, 

II  faut  prouver  que  PH=r  PL  ifig.  6f>9). 
On  peut  Toir  {Mt^thodes ,  n°  292,      d'ailleurs  a  =  S  comme  ayant  les 
'Mès  respeetiveiTjenl  perpendiculaires;  puis  a  et  y  ont  même  mesure, 
f  c  S  =  y  et  PH  =  PL. 

On  peut  voir  ci-après  (n"  1120)  ou  mieux  (n»  !28),  car  le  centre  K 
^^tdu  milieu  de  OH  et  le  point  D  milieu  de  AH  appartient  au  cercle 
iKukr,  donc    OE  =  DU  =  AD. 

Cxerctœ  311.  —  II. 

Théorème,  Les  cercles  circonscrits  à  un  triangle  donne  ,  et 
«ux  triutifjh's  ((ui  ont  pour  sommets  l'orthocentrc  et  deux  des  sommets 
m  triangle  donne t  égaux  cntrr  en.r,  (Carnot.) 

Le  trUidigie  ayant  pour  sommets  les  centres  des  livis  cercles  symé" 


Fig.  m. 
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triqme$  H-âessîis  est  égal  mu  triangU  d&nné,  et  il  admet  méwm  CÊrdt  i 
mûfpomta, 

3®  Le  triangle  anticomplémentaire  du  triangle  donné  (triangle  oMe 
en  menant  par  chaque  sommet  d'un  triangle  une  parallèle  au  d 
opposé) ,  admet  Vorthocentre  du  premier  pour  centre  de  son  cercle  c 
conscrit;  ce  cercle  est  tangent  aux  trois  cercles  symétriques. 

io  On  peut  voir  (Me'thodes,  n°  292,  e);  d'ailleurs  il  sufût  de  se  rappe 
que  les  triangles  égaux  CHB,  GLB  (Ûg  nn9  admettent  des  cercles  e 
conscrits  égaux.  Le  cercle  circonscrit  à  CUV,  est  symétrique,  parnpp 
à  GB,  du  cercle  circonscrit  à  GLB,  c^esl-à-dire  à  GBA. 


2"  Le  point  A',  IV,  C'  symétriques  du  centre  0,  par  rapport  aux  côt 
sont  los  centres  rci^peclifs  des  trois  cercles  symétriques  tels  que  CHA  ; 
EF  est  parallèle  à  A'B'  et  eu  égale  la  moitié,  donc  A'B'  égale  et  pai 
lèle  à  AH,  donc... 

I.f  centre  K  du  cercle  des  Aeuf  poiots  est  le  ceoire  d'hométie  des  t 
angles  éiraux  ABC.  A'HT/. 

Les  triangles  égaux  ont  môme  cercle  des  oeof  poioU. 

3<*  Des  remarques  précédentes,  on  peut  conclure  que  H  est  )e  cett 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'G'  et  en  déduire  3«;  d^aiUeurs^ 
sait  que  les  hauteurs  d*un  triangle  donné  ABG  sont  les  médiatrices 
triangle  supplémentaire  A"B"G'',  qu*on  obtient  en  menant  par  les  so 
mets  A,  B,  G  des  parallèlev  a«i  côtés  opposés  (d«  445),  ainsi  H  wi 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A"B^G",  de  même  quHI  Test 
A'B'G'  ;  les  cercles  ayant  pour  centres  respectÎAi  H  el  B*  sont  tancd 
en  B^'. 


I 
I 
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EsOTttM  312.  —  I. 

WM.  Théorème.  1*  D'an  ptmit  11  *»}  abaisse  r/rs  pet*pendimla\rcs  sur 
célés  (fun  triangle  ;  nn  mène,  par  rapport  à  chaque  côté,  les  droites 
i^iriqucs  dci>  perpt  ndiculaires ,  on  obtient  ainsi  neuf  droites  qui  se 
U'-fil  trois  à  trois  ru  quatre  poinis  {le  jiuint  11  «/  compris) , 
9  lorsque  le  point  H  est  l'orlkocetUre,  it^  trois  autres  points  obtenus 
t  mr  le  cercle  ctrcoitacrit. 

'  soient  FÎP,, ,  IlPè,  IlPr  les  perpendiculnircs  ahais?ncs  sur  les  côtés 
b,  ^  et  lia,  il*,  lu  1m  poioU-  ft^ioétoiques  dd  R  par  rapport  à  ces 
Des  Côtés. 

is  symélriques  de  HPa  et  de  HPc  par  rapport  au  côte  a  passent  par 
-oint  symétrique  Ha,  ainsi  les  deux  droites  symétriques  et  la  droite 
•  pasëeot  par  le  même  point;  de  môme  pour  les  autres  côtés. 

'  Le  symétrique  de  Vorthocentre ,  par  rapport  à  chique  côté  étt  tri- 
fe,  est  aar  le  eeotre  circoDscrit  (n®  666),.  donc... 

Eseraoe  SIS.  —  II* 

Théorecue.  À^ur  les  êniîieux  des  côtési  d'un  triatigle  doan^',  on 
V:  f'-'f  •iifmr-ti  iqncs  (les  (  ôtcs  dtt  trianfflef  par  rapport  à  une  direction. 
a*^' ,  /<•>  (roisi  Jroites  /  //s,  ,,tenèes  eoncourf*nt  en  ttn  i<oint  du  cercle 
neuf  poinf-^  rh(  triunyle  donne.  (J.  M.  E.,  ItttJU,  page  118.  < 
bientLMX  le  triangle  donné,  ABC  le  triangle  médian;  CD  la  dîrec* 
IdoDQée,  faisant  des  aogles  a  et  ^  avec  iea  côtés  MN,  LN*. 


Fig.  67a 

IttODs  les  syniôtriqMes  AP,  BP  :  il  suffit  de  démontrer  que  le  point  P 
)o[ïtQi  au  cercle  ABC  ,  et  pour  cela  prouvons  que  l'angle  APB  est  le 
Mémeotde  ACB  ou  N 

Ansrle  HAP  —  M  — 2a 


APH==*80-(M— î«  +  L  +  2p-18a) 

 180  =  —  ^  ^t  f(ô  — «)=2N,  done... 

'  APB=180  — N  a.Q.F,D. 
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Bemarquet.  i<»  La  question  ci -dessus  rcnent  au  théorème  suivs 
Par  chaque  sommet  d'un  triangle  ABC,  on  mène  une  droite  qui 
symétrique  du  côté  opposé,  par  rapport  à  une  même  direction  dont 
.  les  trois  droites  ainsi  menées  se  rencontrent  eti  un  même  pom(  du  et 
circonscrit  au  triangle  ABC. 

2*  Si  Von  prend  successivement  les  symétriques  par  rapport  à  à 

directions  à  i^*^  l'une  de  Vautre,  on  obtient  deux  points  diamêtrakt 
opposf's  sur  le  cercle  circo)iscrit  ^  car  AP  et  AP'  sont  à  angle  droit. 

3°  Théorème  réciproque.  Les  droites  qui  joignent  cJiaqur  scmntr-ti 
tri(UH/lc  à  un  nir))H'  }tohit  du  cercle  circonscrit j  sont  res]i>tciif^n 
symétriques  des  côtés  opposés  par  rapport  à  une  même  direct iott, 

Exercm  SIS.  —  m. 

1086.  Lî«o.  On  donne,  en  grandeur,  deux  côtés  opposés  d'un  quA 
latère  inscrit  dans  un  cercle  donné;  ces  deux  côtés  sont  moiik 
glissent  sur  la  circonférence  : 

1®  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  circonscrits  aiw  triûi»\ 
formés  par  chacun  des  côtés  domiés  et  le  point  de  concours  des  dk 
nales  f 

2°  Prouver  que  le  rayon  du  lieu  relatif  à  une  des  cordes  égal 
rayon  du  cercle  circonscrit  relatif  à  Vautre  corde. 

Môme  queslion,  en  considérant  le  point  de  coiuours  de»  à 
autres  côtés. 

l"^  iSoient  AB,  CD  dans  une  position  quelconque  «  I  le  point  d'iaUn 

tion  des  diagonales. 

L'angle  a  est  constant,  car 
pour  valeur  !a  demi -.-omnF  1 
arcs  sous- tendus  par  Ali,  h 
donc  chaque  cerc!»^  ♦Mrcon?rn 
un  rayon  de  longueur  invcin  ! 
quelle  que  soit  la   pos>ilioo  | 
cordes  AP.  et  CD.  car  AIT.  | 
K     exemple,  ej^l  le  segment  capa 
de  l'angle  a,  de  même  pour  T 
•      soient  M  et  N  les  centres  du  ^ 
ment,  le  lieu  de  M  est  le  cet 
décrit  du  centre  (>,  avec  OM  ^ 
rayon  ;  de  même  pour  N.  | 
•2  '  Si  l'on  prend  BE  =  CD,  H 
gle  ABE  est  le  supplément  df! 
Fig.  671.  donc  pour  obtenir  les  centres 

P  du  segment,  il  suffit  d'ôk 
des  droites  BM,  BP  respectivement  perpendiculaires  aux  cordes, 
obtient  les  centres  M  et  P;  or  la  figure  MOPB  est  un  paralléloirraiDn 
donc  le  lieu  des  centres  M  a  pour  rayon  la  valeur  môme  BP  du  t9) 
du  cercle  circon.scrit  à  C1I>,  et  le  lieu  du  point  \  a  pour  rayon 
MB,  rayon  du  cercie  circonscrit  au  triangle  AlB. 

30  Pour  le  point  de  concours  J  des  côtés  AG,  BD,  Tangte  est  ts 

! 
I 
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s\aQi  9  il  a  pour  mesure  la  demi -différence  des  arcs  AT^  CJ);  le  lieu 
chaque  centre  est  uoe  circonférence  de  centre  0  ;  le  rayon  du  lieu 
ftiif  à  A  JB  égale  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  GJD,  et  réciproque- 
Dt.  (I>^après  J.  M.  E.,  1891,  page  237.) 

Emdw  919.  —  IV. 

I09T.  X^oinU  de  Brocard.  Sfo'  1rs  côtés  a,  b,  C  (Vfm  triatuflc  AF.C,  un 
rrit  vers  Vinterieur  du  triangle  des  segments  rr^pcctivrmcnt  capables 
r  suppléments  des  angles  R,  C,  A  ;  les  trois  segments  concoureyit  en  un 
me  point  M,  et  les  angles  MAC,  MCB,  MBA  sont  égaux  entre  eux. 
Voir  906).  Deux  points  répondent  à  la  question;  on  les  nomme 
ints  de  Srocard,  et  on  les  désigne  assez  souvent  par  o)  et  o)'. 
Les  segments  capables  de  «  —  B,  «  —  C,  «  —  A  décrits  sur  a,b,  c 
it  taDgeots  &  Tan  des  côtés  adjacents;  on  les  nomme  circùnférences 
joinies  ou  cercles  adjoinis. 

Ewdoe  919.  — 

|0B6.  Théorème.  Les  circonférences  symétriques ^  par  rapport  auj' 
jés  considérés,  des  trois  circonférences  adjointes  qui  donnetit  le  point 
Brocard  <«> ,  concourent  en  un  même  point  J  ;  il  en  est  de  même  des 
métriques  des  trois  autres  circonférences  adjointes. 
Soient  i  —  3  —  ^  centres  respectifs  des  cercles  adjoints  qui 
«rineot  le  poÎDi  o»;  pour  avoir  les  centres  des  circonférences  symé- 


Fig.  672. 


-lues,  on  prend  V  symétrique  de  1  par  rapport  au  côté  BG;  de  même 
^      le' symétrique  de    p  -r  rapport  à  CA,  et  rv  l  est  e  o  P/?  ^PP?^^^^^^^ 

Soit  J  l  point  f  :i^^^arj  ^  raS  Bi>S 

iBtàt  de  prouver  q*i®  *^  cercle  decnl  ue  o  paose  par  j.  ui  i«v 
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égal  à  BttiC,  est  la  doubla  de  la  mesure  d'un  angle  inscrit  é^tSfêi^i 
Pangle  BJC  =  B;  de  même  AJ€=G,  et  Taogla  AGB  aurait  pour 
demi-arc  AFB,  donc  Tare  AGB  est  le  double  de  la  mesure  de  (180*-* 
c'est-à-dire  de  (A  -f  B),  donc  Parc  AFB  pasae  par  le  point  J. 

De  même  les  cercles  symétriques  des  cercles  adjoinls  qui  se  coof 
en  fio'  donnent  un  second  point  J'. 

Remarque.  Les  points  J  et  J'  sont  les  centres  perniancnt.<  (le  nha 
iude  de  deux  triangles  circonscrits  et  semblables  au  triangle  dui 
(voir  ci- après,  n^*  2487).  *  I 

1099.  Mote.  L'emploi  des  cercles  symétriques  dos  cercles  qui  passent  par 
extrémités  de  chacun  des  côtés  du  triangle  de  référence,  a  conduit  À  un  ncuH 
mot^ie  de  Iranàforfuation ,  car  à  trois  cercles  passant  par  un  iiième  poiut  <*;  ( 
les  extrémités  de  chacun  des  côtés  d'un  triangle,  correspondent  trois  ceri 
symétriques  qui  passent  aussi  par  un  même  point.  Las  dovx  points  comip 
danis  om  été  nommés  pointe  jumeaux, 
La  U^nsformation  par  cercles  symétriques  a  été  étudiée  par  M.  ScBOcnz* 
Comme  cas  particulier  remarquable,  on  peut  citer  le  cercle  circonscrit, 
prenant  ««on  symétrique  par  rapport  à  chaque  côté,  on  obtient  trois  cir-itl 
ronces  égales  au  cercle  circonscriti  et  qui  passent  par  Vorthocentre  H  (o*  t<4 

Emmîm  3ia.  —  VI. 

ilUO  (•;.  Cercles  de  Neuberg.  Sur  chaque  côté  d'un  triangle  âe)'^ 

renée  y  et  dn  même  côtéie\ 
triangle,  on  constnai  à 
triangles  ëquiangles  à  ] 
autre  trianale  donné  \m 
chaque  groupe  :>e  eomf4 
de  si.r  triangles f  '  J 
sommets  opposf  s  ('<  Ui  hà 
commurir  liC  ti}ff»irtienn^ 
à  une  même  cinonfercncf.*^ 

Au  triangle  donné  AH 
correspond  directement  \ 
triangle  symétrique  A'Cfi 
puis,  si  Ton  fait  Tangie  BQ 
égal  à  Tangle  A,  lestriaDglj 
BGE,  BCD  et  leurs  sv/ul 
triques  seront  semblables  a 
triangle  donné  :  il  faut  proo 
ver  que  les  ?ix  sommets  .V 
A',  ly,  E,  E'  sont  sur  un 
même  circonférence.  Le  tri 
pèze  symétrique  AE  F'A'  -  ^ 
ioscriptible,  il  suffît  de  proQ 
ver  qu'il  en  est  de  m^nii 
du^quadrilatère  AEDA  ;  ^ 
Tangle  AA'C,  supplémentaire  de  Tangle  obtus  B  est  par  suite  sopplémei 
taire  de  Tangle  obtus  D,  donc... 


Fig.  673. 


*  M.  H.  SciiouT):,  pa^-ant  géoni(an>  hoUandâls,  à  Qroslivoe. 

**  JTaiMia,  16SS,  p.  M,  qiMrtion  126.  J.  tfmno  ;  voir  vomi  p.  S4, 1*7,     «t  ' 
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1100  'b)  iTote  1*  Les  six  triangles  équiangles  ont  même  angle  ti>  de  Brocard, 
les  nomme  triangles  éqmbrocat'ilipns.  Le  cercle  AED  est  Ir  rerrîf*  Nf*u~ 
•7,  relalif  au  côté  BC  du  friatiffle  ffe  y'f'fprencf  :  on  mirait  de  mémo  des 
des  relatifs  atîx  deux  autres  côlés  du  premier  Irinnpl-'  donné. 
Les  cercles  ci-dessus  ont  été  nommés  Crrvlcs  df  ycubcnj^  du  nom  du  savant 
ifeMeur  de  Tuuiversilé  de  Liège,  qui  le  premier  a  étudié  ces  cercles  et  en  a 
I  coooailre  tes  princtpaleB  propriéUi. 

Le  Ibéorème  a  été  proposé  en  1682,  dans  Mathéns,  p.  98,  û«»  126  et  127,  et 

Tootré  p.  157  et  186. 

Lt  Journal  dr  Mathématiques  élémentaires ,  dan-  divers  articles  de  M.  Vi  vrik, 
ail  connaître  les  principalee  propriétés  des  Cercles     iVéu6^r<ir  (J.  M.  E.,  1867, 

121,  l'iS  et  ÎW) 

i**  CercU'-i  ihi  (nanfjle.  Pour  tout  triangle  donn»',  i-n  con-iij<  re  actuellement 
assez  grand  Dombre  de  cercles  intéressants;  voici  les  principaux  : 

C>'relr  rirconsrrit- 

Ct't  i  if  i/iscrit  et  cerch's  r  t  i n<irrfls. 

Ccj-cUj  *ie4t  neuf  points,  ou  tot//*  d'Etihr  (n**  27). 

Cercles  d'Apollonius  f  ou  *  ercles  ayaul  pour  diamètre  le  segment  détermmé 
ir  ehaqae  côté  par  les  deux  bissectriees  issues  du  sommet  opposé. 
CereleM  adjoints  oa  circonférence»  adjointes,  pour  déterminer  les  points  de 
rocard  (n<*  1007). 

Ortie»  de  Lentoine  (     237r>  et  suivants). 

(:crdp%  dp  Titcker  {n°2:\S3]. 
Cetxle  d,'  Taiflor  (      23U1  ). 

Cricte  dr  lh  »,rn}-ft  (n'»  2'j2S). 
LVrd^^  de  N*  i'^'*''''t  (11"  11(»0). 

Crixle  de  Loti'j'  hatnps  [i.  M.  S.,  1889,  p.  19,  n"  84). 
Cercles  de  M'Cuy  (J.  M.  S.,  p.  56,  n®  91). 
Cerdee  de  Schoute  (J.  U.  S.,  p.  57,  n»  93). 

Veir  rétiide  si  iotéresaaDte  de  M.  Vigarib,  sur  les  pointe,  les  droites,  les 
(rcles  el  autres  courbes  remarquables  d'un  triangle,  dans  le  Journal  de 
kuhématiquee  epéciales,  années  1888  et  1889. 
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THÉORÈMES 


Liyiies  proportionnelles. 


Fig.  674. 


.  —  I. 


1101.  Théotème.  Toute  paraUèie  à  la  bote  d'iM 
triangle  a  son  milieu  sur  la  médiane  qui  part  H 
côté  opposé. 

Kn  effet,  les  trois  droites  A13,  AD,  AG,  formefl( 
un  lai>ccau  qui  divise  d.ins  un  même  rapport  les  pa- 
rallèles BG  et  I:F;  et  puisque  la  droite  BG  est  divi 
sée  en  deux  parties  égales,  il  en  est  de  m^^rne  de  EF, 

a,  Q.  F.  h. 


Exerciee  313.  —  II. 

1102.  Théorème.  Toute  dtttipara / /rh'  à  li} 
hase  cVk»}  frianylc  a  son  >>nficu  sur  lu 
nwdiatw  qui  part  du  sommet  opposé. 

La  sy médiane  AS  est  la  droite  symélrîqua 
de  la  médiane  par  rapport  à  la  bis&ectrioa 
de  Tangle  A  (n*»  \\%).  Pour  Poblenir,  oa 
prend  AB'=:  AB.  AG'  =  AC,  et  Ton  mène  la 
médiane  AM'  de  AB'C;  or  B'C  est  anti-^ 
parallèle  à  BC,  donc  le  milieu  F  de  Urata 
droite  antiparallèle  EG  ae  trouve  sur  la 
symédiaoe  AS. 

314. 


1103.  Théorèmes.  1°  La  droite  itidrfnne  EF,  incticc  par  les  miU'*ux 
des  bases  d  un  trapèze  AG,  paf>i>e  au  point  de  concoure  des  côtés  nm 
parallèles. 

2«  La  droite  qui  joint  les  points  milieux  des  bases  d'un  trapètt  pat$e 
aussi  par  le  point  de  concours  des  diagonales,  , 
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Exercice  315.  —  I« 


^■§04.  Théorème.  Le  point  (îc  concours  des  di<igonale9  d'un  tmqiètê 
divi^^  res  Ivjncs  en  parties  propor^ 
tioti  71  cl  les  a  ux  bases, 

Les   triangles  COB,  AÛD  sODt 
équîaii£^ies;  donc 

BO  CD  BC  _  6 
OD  ^  UA      AD  a 

C,  Q.  F.  D. 

On  peut  écrire 

CO  _ 

UA  "~  a  +  b 


C<»rallaire>  La  parallèle  I  OE  doone  aussi 
AE 


AU 


Ba  —  a  +  b  ' 


BE==AB. 


a+b 


de  môme 


AE  =  AB. 


a 


a  +  b 


4iOI>.  Théorème.  Le  point  de  concours  des  côtés  non  parallèles  d*\ 
ircipète  divise  ces  lignes  en  segments  Boustraciifs  proportionnels  au9 


On  a 

On  a  aussi 
de  même 


JLB  _  h 
LA  "~  a 

LA  -  LP. 
LB 


=  —  OQ 


LB  =  AB. 


Î,A    a^ 

LB  ""T 

~  b 

b 


On  a  aassî 


a  —  b 
LA  =  AB.-^^ 

ne 


BA 


a  —  b 

b^ 
a 


1 106.  ThéorèBM.  Dans  un  triangle  quelconque  ABC,  on  /orme  des  tra- 
pèzes par  des  parallèles  DE,  FG...  à  la  base.  Démontrer  que  les  dUtgo-- 
naies  île  ces  trapèzes  se  rencontrent  sur  la  médiane  du  triangle. 


Exercice  315.  —  II. 


1  I07.  Théorème.  Par  un  point  A,  on 
mène  (ff'S  sf'cantes  qui  coupent  deux 
pu raflr/es  données,  les  points  de  con- 
cours (les  diafjonalcs  des  divers  tra- 
pèzes  ainsi  foi^nés  se  trouvent  sur  une 
même  droite. 

Par  le  point  0«  meaons  MN  parallèle 
à  CE. 


A 

B 

/ p  v\ 

E  0 
Fic>677. 


H 


19 
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On  a         ^  =        (G.,  n^m ,  et  Ex*  de  G.,    1104 ,  Corollam,, 

IMt  4^=:<£^;  dûiio  UjMu:aUèle  menée  par  le  ]K)intPf»aBaei^ 

N  et  se  trouve  dans  le  prolongement  de  MN,  donc  tous  les  poiuU  àtm- 
cours  0,  ï^,  Q  appartiennent  à  une  même  droite. 

1106.  Théofltea  wéciproqa».  On  donne  trais  jmraiUîes  BF, 
Par  chaque  point  de  MQ,  on  mène  deux  droiieB  telU»  que  fiOfi,  DO*' 
Prouver  que  lee  témmtee  CB,  ED,  GF,  etc.,  paseent  par  U  mêmffÀni. 

£zeroîoe 

1 100.  Théorème.  Ban»  tout  trapèze ,  la  parallèle  menée  aux  lamf» 
le  point  de  coticours  des  diagonales  est  divisée  en  dmtx  parHeségeXeip&f 

ce  2>oinl  de  concours. 

En  effet,  -mr-'nr  ou  -r-=7rx7,  "'"^ 
d'où 


De  même  CB  =  Dli  '   "6^=  ¥+6 

d'où  F0  =  -'^ 

Aiiisi  FO=^EO  C.fJ.F.D. 

Autres  démemtratùms, 

10  On  a  OF^DO      AO  OE 

Donc  .  OF  — OE 

2»  Le  faisceam  L(DOBK)  est  harmonique. 

Donc  FOE^paralléle  à  LK  est  partagée  an  deux  parties  égalas. 

Soolie.  En  désignant  par  /  la  longueur  de  F£,  on  a  la  relation 

2^  1  «  +  i^_JLi    ^  -^JLu- ' 

(  ~  EO        ab    —  a6  a 

1110.  ThéoBèM.  La  pamllèle  menée  aux  bases  par  le  itoini 
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cours  des  côtés  non  parallèles  et  limitée  aux  diagonales  proUmgées,  est 
'  '  en  deux  parties  égaies  par  U  psmt  L, 


LHr= 


ab 


a  — 

fia  dMgnuii  KK  ^  r,     a  : 

2  _  i  1 

Ko  combioant  lee  résuliaU  ci-dessus»  on  obtient  : 

1,1      1      ,1      1   ■  i 


Enreîoe  317. 


Illl.  Théorème.  On  mène  des  parallèles  AB,  CD  à  une  des  diagonales 


d*un  quadrilatère*  Prouver  que  les 
droites  AC,  BD  se  soupent  sur  Vautre 
diagonale* 

Ona 

AL      EO  CM 

"Bl  =T(T=W 

Donc  les  sécantes  AG,  LM,  BD  se 
coupent  au  même  point.  (G.,  n*  232.) 


1112.  ThéoffèBia  «éniproque.  On  j^wmm,  -  ^ 

m  point  N  ^m»e  dùxgonale  GH ,  aux 
SKtrimités  A  et  h  ttune  parallèle  à  la  seconde  diagonale.  Prouver  que 
Cb  est  parallèle  à  MF . 


318. 


1113.  Théprème.  lÀnrsque  deux  triangles  ont  deux  angles  re$pecthe* 
ment  égaux  et  deux  angles  stipplémentaires,  2ès  cûtés  opposés  aux  smgles 
^aux  sont  proportionnels  aux  côtés  opposés  aux  angles  supplémentaires, 

{iiéihodes,  n»  150.) 


313.  —  I. 


1 144.  IkéaiéM.  Par  un  point  quelconque  de  la  base  BG  d'un  triangle 
ABC ,  on  mène  une  parallèle  PMN  à  la  médiane  qui  aboutit  au  milieu 
de  BC;  eelte parallèle  coupe  tes  côtés  BA,  CA  aux  points  M  sf  N.  Prouver 
que  la  sommie  PM+  PN  ost  emstante. 

{Méthodes,  n«n6.) 

Remarque.  Lorsqun  le  {loint  est  pris  sur  lo  prolongement  de  la  base, 
une  de&  UisLanceti  doit  èli  e  regardée  comme  nûgaUve. 

IHS.  Tkéorème.  Par  lin  poitil  pris  dans  l'intt'riAiur  d'un  ifiant/U:  cqtti^ 
latéral  y  on  mène  dfs  droites  qui  renconlrvnl  chaque  côié  soua  nv  niùme 
angle  donné.  Prouver  que  la  somme  de  ces  trois  droites  est  conslanle, 

{Méthodes,      289  a.) 
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EXBRaCES  DE  GBOMBTBIE 


Bw«î«e  319.  — 


1116. 


Fig.  680, 


.  1»  Trois  droites  indéfinies  OA,  OB,  OG,  passent  par 

un  même  point;  si  un  point  M  se 
meut  sur  Vune  d'elles  f  les  distanm 
de  ee  point  aux  deux  autres  droites 
sont  dans  un  rapport  constant. 

Soient  M  et  N  deux  positions  quel- 
conques du  point  mobile.  Il  suffit  de 

prouver  que 

MD  NF 
ME  -"l^U 


Les  triangles  semblables  OMD  et  ONF  donnent  la  proportion 

MD  OM 

ME  OM 

Les  triangles  semblables  OME  et  ONG  donnent  = 

MD  ME 

d^ouy  à  cause  du  rapport  cor 


mn 


MD 

NF 


ou 


w 

NF 


ME  — "RB" 

2^  RéoîproqiM*  Si  un  triangle  DME  se  meut  en  restant  semblable  à  lui- 
même ,  die  manière  que  deux  sommets  M,  E  glissent  sur  deux  droUt^ 
données,  et  que  dans  toutes  les  positions  les  côtés  homologues  teU  que 
NG,  ME  soient  parallèles,  le  troisième  sommet  D  décrit  une  droite 
concourt  en  un  même  point  G  que  les  deux  premières. 


A 


Exercice  319.  —  III. 

1 1 17  (a).  Théorème.  On  coupe  les  côtés  d'un  angle  A  par  des  paraUèltS 
BC,  B'C;  par  B  et  B'  on  mène  des  parallèles  dans  une  di faction  quel- 
conque par  0  et  C  des  parallèles  Ç«i 
coupent  les  précédentes  en  M  et  U\ 
prouver  que  la  droite  MM'  passe  paris 
sommet  de  Va^ajlc  A. 

Soil  P/C/  paralli'le  à  BC.  Menons  AM 
el  |)ar  LV  une  parallèle  B'M'  à  BM, 
prouvons  que  C'xM'  est  parallèle  à  CM. 

^  ^     AB       BC  BM 

donc  les  triangles  CBM ,  C'B'M'  wnl 
semblables  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proporlîOB- 
nels,  il  en  résulte  que  CM'  est  parallèle  à  CM;  donc,  si  Ton  mèoe  dira* 
tement  les  (lr(  iies  B'M',  CM'  respectivement  parallèles  aux  premîôWSi 
la  droite  M'M  passera  par  le  sommet  A. 


1 

\m 

\]VI' 

F 

g.  081. 

1117  (b). 


.  !•  On  utilise  ce  théorème  afin  de  mener  par  os 
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point  donné  M  une  droite  qui  concoure  avec  deux  droites  BB',  CC  dont 
00  ne  peut  avoir  le  point  de  concoure  A. 

2  La  considération  d'un  solide  auxiliaire  (n°'  169  et  suivants)  d'un 
trié  Ire  coupé  par  deux  plans  parallèles  BGM,  B'G'M'  reûd  compte  facile- 
ment de  la  question  ci-dessus. 


Exercice  319.  —  IV. 

1118  (a).  Théorème.  1°  Les  (Uslanccs  aux  côtés  de  Vangle  de  deux  points 
pris  respectivement  mr  deux  droites  isoyonales  sont  inversement  pro- 
portionnelles. 

2*  Les  pieds  (les  qitatre  perpendiculaires  (ihai.st>Lcs  des  deux  points 
aur  les  côtés  de  l'anyle  appartiennent  à  une  même  circonférence, 

^  La  droite  qui  joint  les  deux  pro- 
jections d'un  des  points  donnés  est 
perpendiculaire  à  Visogonaïe  qui  passe 
par  l'autre  point. 

On  nomme  droites  isogonales,  par 
rapport  aux  côtés  d*un  angle  DAE»  des 
droites  AM,  AN  menées  par  le  sommet 
et  également  iuclin^s  sur  la  bissectrice 
de  cet  angle. 

Par  duplication  ou  retournement 
(no  145),  on  a  évideinnient  : 

M'D'__jyi^  MD__i\H 
M^'^  -  JSG  ME  —  i\G 

90  AD  AE 

AH  —  AG  Air--  AG 

Les  droites  DL],  GII  sont  anti paral- 
lèles; par  suite ,  le  quadrilaLcre  DEilG 
est  inscriplible.  Le  centre  est  le  point 
milieu  de  MN. 

3»  Le  quadrilatère  AGNH  étant  in- 
scriplible, rangleNGH  =  NAH=GAM; 
or  AG  est  porpendiculaire  sur  GN, 
donr  AM  est  aussi  perpendiculaire  sur  GH.  De  même  DE  est  perpendi- 
culaire sur  AN. 


Fig.  082. 


tllâ^b).  TbéoréoM  témpto^pÊ».  Lorsqu'on  a 

st  N  appartiennent  à  des  droites  isoyonales. 


ME 


=       ,  les  points  M 


Exercice  320. 


Théorème.  Dam  un  trianrjle,  le  point  de  iO)irours  dc6  perpaidi- 
odavres  élevées  au  milieu  des  côu's  du  triangle ^  le  point  de  concours  des 
^nédianes  et  celui  des  hauteurs  sont  tu  Ujuc  droite. 

di>taiicr  dc^  deux  derniers  points  est  double  de  celle  des  deux  pre- 
miers. (EuLfch,  en  l/tw.) 
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EXBRCIGBS  OB  déOMÉTRlB 


Soient  H  le  point  de  eoncoors  des  faftntettn,  M  le  point  deeenc 

des  médianes. 

Prolongeons  HM  d'une  qunotild  MO  égals  à  la 
nuMtid  de  HM,  et  joignons  In  point  O  nnx  poisli 
milieux  F  et  G.  Il  spt&t  de  prouver  que  OF,  OG 
sonl  perpendiculaires  à  BG  et  à  AG. 

Le§  médianes  so  coupent  aux  deux  tiers  de  leur 
longueur.  (G  ,  n»  230.) 
AhssI  MB  r=2MG^  mais  ME  égale  anssi  9M0. 
Donc  les  Iriangte  BMU,. GMO  nant  seaMaUH 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  eatm  «Mi 
proportionoela. 
Donc  GO  est  parallèle  4  BB, 
Fig.  6is.  Ainsi  GO  est  perpendiculaire  à  AG.   C.  Q.  F.  D. 

De  même  FO  est  perpendiculaire  à  BG  ;  donc  le 
point  0  est  le  point  de  concours  des  perpendiculaires  élevées  au  mifieu 
des  côtés;  or  les  trois  points  H,  M,  0  sont  en  ligne  droite,  et 
MH  =  2M0;  donc... 

112U.  Remarques.  1°  La  [>r^mièro  parlio  du  théorème  p*'iit  s'énoncer 
comme  il  suit;  JJans  un  trian<jLcyle  centre  du  cercle  circonscrU,  le  centre 
de  gravité  et  V orthocentre  sont  en  ligne  droite. 

2°  Le  centre  du  cercle  des  neuf  points  forme  avec  0,  M,  II  une  divi- 
sion harmonique  (voir  ci-après,  126^^  1^).  La  remarque  est  de  Salmon 
{Géométrie  analytique,  p.  109). 

3*^  La  disiapice  d'un  sommet  à  Vorthocentre  est  double  de  la  distanct 
du  côté  opposé  au  centre  du  cercle  eircanserU* 

En  effet  BH  =  SG0  car  BM  =  2GM 

Note.  Le  lli'   rème  .  --t  dû  a  Lui. eh  en  MOj {M t'i noires  de  Saint'Pctersbourtj] 
La  droite  qui  joiot  l'orlfaoceotre  au  centre  du  cercle  circonscrit  esl  dodoiM 
droite  WEuler,  (Voir  Baltzer,  Planimêirie,  §  i^,     8.)  Celte  droite  psflM  par 
le  poiDl  de  concours  dea  médianeB  et  contient  aussi  le  centre  du  cerds  éa 

neufs  points  (d*»  719). 

On  lira  avec  fruit  un  remarquable  article  de  Tehouem  sur  les  n  lations  lioéairt^à 
qui  existent  entre  certains  points  dn  trinngle.  'Nnuvf^Hes  Annales,  18'i2.  p  T!^  ' 

Le  Journal      Malht'maliquejs  éh'nwntmrrs  sprtialr^   nnîi«'<'<  1871^  et  1^"^''' 
a  reproduif  une  ■•tude  très  compIMe  du  triangle  par  Jawks  iiouiii^  meisUe  ii« 
la  tociiitc  roy^ile  de  Londres.  La  traductiou  est  de  M.  Mouël,  ua  des  ivdacleurs 
du  Journal,  et  dont  le  nom  ^  Lruuve  fréquemment  dan&  loâ  Nouvelle»  AnnalM 
de  il.  Gérono, 


1121.  Théorème.  Dans  tout  triangle,  le  centre  du  cercle  imcrit,  it 
point  de  concoure  des  médianes,  et  le  centre  du  cercle  inscrii  au  triatujlr 
formé  en  joignant  deu.r  ù  deux  les  milieux  des  côtés  du  triangle  donnf, 
!*ont  trois  jtvints  en  ligna  droite,  et  la  distance  dcs  deux  premiert 
double  de  celle  des  deux  derniers.  (Honsei 

Soit  M  le  centre  du  cercla  inseriA  aa  triangle  ABC,  N  osW  dnstfsU 

inscrit  au  triangle  DEF. 

"  Voir  Jntrvdu^içn  à  kt  gùoiiutnc  supérieure ,  par  Uouib*,  lit. 
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Les  bissectrices  AM ,  EN  des  angles  opposés  A,  E  d*un parallélogramme 
sont  parallèles  enlrc  elles;  il  en  est  de  môme 
de  BM  H  FN.  Les  triangles  AMR,  KNE  sont 
«eniblables  comme  éqiiiangles,  car  Pangie  BAM 
est  la  moitié  de  A  comme  Tan^le  NKF  est  la 
moitié  de  E  ;  de  mdtne  TaDgle  NFE  =  MBA» 


Mais 


EF=4P-:   donc  EN= 


"2"  '  """"      -  2" 

Suit  G  le  point  où  la  médiane  AE  coupe  MN. 
Les  triangles   seaiblables   ÂMG  et  ËNG 
donnent 

KG  _  \G  _  EN 

A(i  —  MG  —  W""  2 

Donc  i)  est  le  point  de  concours  des  mé- 
diaAefi  ai  MG    2ûN.  C.  Q.  F,  D, 


1122.  Théorème.  Bai(^  toift  Iriamjb' ,  le  centra  du  cercle  inscrit.  Je 
■fr][,r  (II'  gravité  lie  lu  surfacr  rt  Je  cettirr  de  ffravité  du  périiiièt iw,  so)U 
'  •■ois  points  en  ligne  droite  ;  la  distance  des  deux  premiers  }}Oinls  est 
dûutfk  de  la  distance  des  deux  derniers, 

G*est  un  nou?6l  ôDOncé  du  théorème  précédent  (n^  1121),  car  le  point 
de  concours  dea  médianes  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  {Mieaniqm, 
n«  1^.  Lft  point  de  concours  des  bissectrices  du  triangle  formé  en  joir 
psni  deux  à  deus  les  points  milieux  des  côtés  d*un  triangle  est  le  centre 
de  gravité  du  périmètre  de  ce  dernier  triangle,  {Mécanique,  n<>  72.) 

1123.  Théorème.  La  distance  de  Vùrihoeentre  au  centre  du  cercle 
interit  est  double  de  la  distance  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  centre 
de  gravité  du  périmètre  du  triangle  donné. 

En  eûét  ^ûg.  m)  GH  =  2G0  (no  lilOi,  et  GM^2GN  (n'  1121); 

doDc  HM=20N 


Exercice  322. 


1124.  Théorème.  5'  les  qmttre  côtés  diunparaiiéiagriunnuL  pasaeni  par 
'jmtre  points  fijL'es  en  ligne  droite, 
diagonales  passent  par  deux 
pùints  fixes  de  cette  même  droite. 

{Nouvelle  correspondainc  nta- 
'Itématique    de    Catalan  >  1877, 

h  m.) 

ME  MA 


1^  ^  Me    ma  wn 

R^K      Mit  Mrf" 


iJon,  ,  pour  obtenir  le  point  M,  il 
'ufGt  de  diviser  G£  eu  parties  proportioanelles  à  GH  et  ËF.  Ainsi  le 
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JElxerGÎoe  323. 


Fig.  686. 


liiia.  Théorème.  Un  ifiangU  ABC  reste  9emblabU  à  lui-même,  un 

tommet  A  est  fixe,  tandis  que  le  Bommd  B 
glisse  sur  une  droite  donnée.  Prouver  ipu 
le  troisième  sommet  C  décrit  une  autre 

droite. 

Dt'monstratio)K  Ccin?s\  lérons  le  triangle 
dans  la  position  spéciale  on  1^  rôlé  AB  s»' 
trouve  pcr()eniliculaire  à  P.j/  V<\v  le  poict 
r.  il  faut  mener  ?x  perpendiculaire  à  AG. 
et  l'oM  a  le  lieu  deiiiaii«ié. 

Ln  edel,  si  nous  menons  une  li;: ne  quel- 
conque AB',  et  foniDns  l'angle  B'AC  êgaU 
Tanjçle  BAC,  le  nouveau  triangle  sera  sem- 
blable à  ABC,  car  les  triangles  reclangles  ABB'  et  ACC,  ayant  uii  angle 
aigu  égal,  l'angle  BAB'  =  CAG'  soût  équiangles;  doue  on  a  les  rapporU 
égaux 

AB  _  AB' 
AC  Aif 

Donc  les  triangles  ABC,  AB'C  sont  semblables»  comme  ayant  un  aDgle 
égal  compris  entre  des  côlés  homolngnpg  proportionnels;  par  suite,  si  Ton 
eonslrult  directcmeot  un  triangle  AB'C  ayant  B'  sur  ty,  et  si  ce  triangle 

est  semblable  à  ABC,  le  sommer  C  sen 
sur  zx,  C.  Q.  F,  D. 

2-  Démonstration.  Le  mode  «UÎTant 
peut  être  employé  utilement  pour  lootc 
ligure  qui  reste  semblable  à  elle-même, 
et  dont  un  sommet  reste  fixe,  tandis 
qu'un  autre  sommet  décrit  une  ligfie 
donnée. 

U  rapport  -^^^    ou  -^^r  eslcons- 

taiil;  sur  le  proioni^ement  de  AB,  pre- 
nons i;i  ;,  =  BC;  le  lieu  du  point  Ci  «l 
une  droite  iii^x  parallèlo  à  j'U  in"  03).  Lorsqu'on  amène  C<  en  C,  Ci 
en  C\  en  formant  un  angle  CHC,  =zz  (  ;'B'C,',  la  droite  k,;,  vient  en  w, 
et  c'est  par  conséquent  le  lieu  du  lrui:jièmd  sommet  du  triangle. 


Fig.  687. 


£xeroiGe  324* 

1120.  Tht'orèmo.  LorSijiiC  la  doni- cirrnnfcrt  nCC  ffccrifr  anr  le  CÙU 
oblique  d'na  trapèze  rci  Uui'jle ,  pns  pvui  iiia)/n  lrc ,  toajn  ir  côlc  opp(fs\ 
chaque  point  (/'î/'^ts^m  ^o//  <Jlf^sr  œ  çôlé  en  deux  segments  dont  le  piv- 
Unit  égale  le  pvodaU  des  bases  du  trapèze. 

(Méthodes,  24.) 

1127.  Theorrme.  Dcux  j'frp' mlieulaircs  AB.  CI»  mnires  à  une  dmK 
BC,  sont  dirigées  en  sens  contraire  Vune  de  l'autre j  la  circonférence 
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décrite  snv  \\)^  comme  di€imètre,  coupe  le  prolongement  de  BC  en  detix 
"  ^  M ,  \  tels  que  chacun  (Veux  détermine  deux  segments  somtraetifs 
bM,  MG,  dont  le  produit  égale  le  produit  des  perpendiculaires, 

(Voir  Méthodes,  n«  24.  R.  4o.) 

1128.  Théowéme.  La  distance  d'un  point  quelconque  d'uite  demi-eircon^ 
férenee  au  point  de  contact  d'une  tangente  fixe,  est  moyenne  propor^ 
thunelie  entre  le  diafnètre  du  cercle  et  la  distance  du  point  considéré 
à  la  tangente  fixe. 

Il  faut  prouver  qu'on  a        a«  =  2re 

Menons  le  <liaiiictre  MOG;  joi^'iions  le  point  A  au  point  G. 
Lc^  lriani5'les  rectangles  ALM,  GAM  sont  seiublables,  car  l'angle  G 
cgale  l'angle  MAE. 


Donc 


F1«.  08S.  ng.  089.  ^ 


Autre  démonstration.  Abaissons  la  })erpen(iiculaire  MU  sur  le  diamètre 
AB.  Ona  o*=:Aa.AB 

al 

loMM^iiM.  1»  On  en  déduit  e:=-^;  c'est  d'ailleurs  évident  d'après 

la  Og.  6S9. 

>  Le  théorème  précédent  peut  être  déduit,  comme  cas  particulier,  du 
Ui^rème  connu  : 

'    le  produit  de  deux  côtés  d^un  triangle  égale  la  hauteur  relative 
9u  troisième  côté,  mulHpUée  par  le  diamètre  du  cercle  dreonecrit, 
I  fG.,B*270.) 

En  effet ,  lorsque  les  deux  extrémités  de  la  base  se  réduisent  à  un  point, 
'  c«tte  base  est  tangente  à  la  circonférence.  Les  deux  côtés  sont  égaux  entre 
i  ^  et  tout  donnés  par  la  corde  qui  joint  le  point  considéré  au  point  de 
•  contact;  la  hauteur  est  la  perpendiculaire  abaissée  du  même  point  sur  la 
iangeDlc;  donc... 

Icawque.  Ce  théorème  n'est  qu^un  cas  particulier  du  théorème  de 
i^appHH,  relatif  au  quadrilatère  inscrit  (n°  121 'i);  mais  il  convient  de  le 
prëseoter  directement,  car  11  conduit  non  seulement  à  une  démonstration 
&oaTeiledu  théorème  du  quadrilatère,  mais  encore  à  diverses  extensions 
mnarquablea  (o<»  1176, 1170, 1179, 1222,  1214). 

49* 
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1129.  néorème.  La  distance  d'un  pairU  quelconque  à*mme  eirccnfè- 
rence  à  une  corde  donnée,  est  moyenne  proportionneîle  entre  les  dis- 
UmtBM  àMi  mtm  pomi  otiar  tatifMilè»  meném  par  it«  éjUwénmté»  ët  la 

(Vorr  Méthodes,  25.) 

Autre    démoniilratton.    Soient    MA  =  a, 
MB  =  6,  MD  =  f/,  ME  =  e,  MF=/l 

ah 


On  ^ail  que 


1/  =  - 


(no  1128] 


6  = 


a- 


donc 


De  même 


C.  Q,  F,  D. 


Similitude. 

1130.  DèfiniiioM.  On  sait  que  deux  polygones  mmi  semblables»  lors- 
qu'ils ont  les  angles  respeclÎTeiiient  égaux  et  les  côtés  homologues  {Nro* 
portionnels  (G.,  n«  220).  Ces  polygones  sont  composés  de  triangles  senn 
blables  et  semblablement  placés. 

Deux  figures  currilignes  sont  semblables,  lorsqu'elles  peafenl  être 
considérées  comme  étant  les  limites  de  polygones  semblables. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas ,  il  n*est  pas  nécessaire  de  recourir  à  la 
décomposition  en  triangles  pour  reconnaître  la  sîmilitade  de  deux  figures. 
11  sufGt  d*utiliser  les  considérations  suivantes  et  les  conséquences  qui  en 
découlent       H31  et  «13»). 

On  nomme  figures  homoihétiques  les  figures  sesablaMos  el  8enèM>le- 
ment  placées 

1131.  Moye  priooipal.  I**  Après  tn^oir  tlelerminc  les  conditions  nfcC- 
sfilrr*t  rt  suffisantes  pour  <i"c  ilrtf.i:  fljures  soient  t'rjales^  on  consenc 
itynliir.  des  ongles  et  on  remplace  l'égalité  des  lignes  conxsponàattU^ 
par  des  rapports  égaux. 

Exemple.  Deux  parallélogrammes  sont  égaux,  lorsquMis  ont  unaagto 


*  L'ciii'lr  f!fï  ftL'nn^ï  ««TnMj.lj'oi  est  due  h  Tm ati':^.  T^n  rt)p>M'r;if înn  fV^  f^nf^,  no^ 
WiUiemunt  **iàiibUi»ieB,  mab  s^mhlalilnncnt  placée!*,  a  fi<i  faiU'  par  i^itiK^Ki.ur  eu  l^Si  {Trv»^ 
<Utt  p>o}h  ii(tli>  projectiveê  dru  /Iguresy  toum  1,  dmp.  iii>.  Kaiin,  faft  déncNninAtiaii  ùaM"^* 
homothétttiws  a  été  donn^  par  Chablbb  en  18S7  {Annàteê  <l«  Gergonne,  u  XVin,p>^^' 
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éfsdiï^ompm  «otre  deux  cùtés  ^ux;  doue  dm»  paraUMogmm met  mnI 
semblableB,  loirsqu'iU  ont  un  angle  égal  ommfriB  mUr<9  âmm  ûéêéê  koma^ 
iêgtu^pitùpartiamulê, 

79  Les  données  qui  permettent  de  construire  une  figure  et  dé  n*en  eûf^ 
bruire  qu^une  êeulê^  eonduieent  à  un  cas  d'égctUté,  et  par  suUê  àtmeas 
de  similitude, 

Exempte.  Avec  line  hii^(i  donnée,  la  hauteur  coi respondante  et  Tanele 
opposé,  on  ne  peut  co^^l^ui^e  qu  nn  h  tîI  triangle;  donc,  rlp^cr  frtmnjles 
so'ti  r'ffff*.,r\  lorsqu'ils  ont  uu  (tn<jic  é^ai,  la  base  opposée  et  la  hauteur 
cvrts^ondanle  re^fmtimment  égaies. 

Par  nite  : 

Deux  triangles  sont  sembiables,  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  et  que,la 
base  et  la  hauteur  sont  respectivement  proportionnelles, 

1138.  Eaïajf  8«  Lorsque  les  données  fournissent  plusieurs  figurée d/if^ 
fèrmtes  de  forme  et  de  grandeur^  on  ne  peut  plus  affirmer  directement 
Inégalité  de  deux  figures  qui  auraient  les  mêmes  données p  ni  la  similv» 
tuds  des  figures  que  l'on  déduirait  des  premières, 

AÎDsi ,  lorsqu'on  inscrit  dans  un  cercle  donné  de  rayon  r  un  triangle 
isocèle,  connaissant  la  somnae  l  de  la  base  et  de  la  hauteur,  on  obtient 
deux  triangles  différents  (n^  211).  On  ne  ne  peut  donc  pas  dire  que  deux 
triangles  isocèles  sont  égaux,  lorsqu'ils  sont  inscrits  dans  des  cercles 
égaux  et  que  la  somme  de  la  base  et  de  la  hauteur  de  Tun  d'eux  égale  la 
somme  des  éléments  correspondants  de  Tautre.  On  doit  faire  une  remarqua 
analogue  pour  la  similitude. 

Pour  énoncer  une  proposition  vraie,  on  doit  dire,  par  exemple  : 

D'iHH  deuj'  t  f'rclfs  de  t*ayons  v  et  r*.  on  insrrti  des  friatUflc!^  isocèles 
ivj'tnt  rf*sprt  I i ri  )tfr}tf  1  et  V  pour  sommes  de  lu  hn^e  et  de  fa  haufrtn'. 
^hi  obtient  aitt^ti  dtttts  le  cercle  r  deux  trianrjfr!^  T  et  V,  doits  le  cercle  r' 
0/1  obtie}it  deux  trianfjfes  T'  et  V;  or  les  trioni/lrs  T  et  T'  sont  setriblables 
en/re  eux,  et  il  en  est  de  même  de  V  et  V,  lorsqu'on  a  la  relation 

r  I 

1133.  GoBs^queBoet.  1**  Tontes  les  ftffures  d'esprre  donnée  sont  âem- 
hlables,  lorsque  la  figure  ne  dépend  (pm  d'une  seule  longueur, 

Tiïiiwyln  Las  carrés  sont  des  figurea  aemUables.  Il  en  est  de  même 
des  Uianglea  équilalérauz,  dta  polygones  régoliera  d^un  même  nombre 
de  côtés,  daa  elrconférencea,  des  paraboles»  des  spirales  d^Arcbiroôde, 
éw  CjTcloTdes. 

Les  fu/ures  <iespèce  donnée  qui  dépendent  de  deux  lonift/eurs  sont 
iemhlablfs ^  lorsque  les  deux  longueurs  de  la  première  sont  direclentent 
l/'oporlLonncUrs  au.r  longueurs  correspondantes  de  la  seconde. 

Exemple.  Les  n'^t'inglcs  sont  semblables,  lorsque  les  bases  sontpro* 
porlionnelles  aux  hauteurs. 

l>eux  ellipses  sont  semblables,  lorsque  les  axes  de  l'une  sont  propor- 
^'^Muiellea  aax  axes  de  rauLre« 

3*  Les  figures  d*eepàce  donnée  quidépendenA  dm  astgleset  de  certaines 
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longueurs  s&nt  semblables,  lorsque  les  angles  sont  égaux  et  que  les  héU$ 
homologues  sont  proportionnels, 

Oq  peut  d*ailleur8,  aa  \mni  de  vue  des  ligoes»  retomber  sur  uo  des 
deux  cas  précédents. 

Exemple.  Deux  secteurs  circulaires  sont  semblables,  lorsqu'ils  oui 
môme  angle  au  ce n Ire. 

Deux  jiaralléloLTainriies  sont  semblables,  lorsqu'ils  ont  un  angle  égàl 
compris  entre  eûtes  homologues  propoi  tionnels. 

4**  La  même  question  pevt  parfaire  être  t'nn)irrr  <le  (leii.i:  manières  Ui/" 
f  reutes,  suivant  que  l'on  co)mdcye  les  anyles  ou  les  lit/nes. 

JBvanplei.  Deux  losanges  sont  semblables,  lorsqu'ils  ont  un  aogle  éf:aU 
ou  bien f  deux  losanges  sont  semblables,  lorsque  les  diagonales  de  Tun 
d*eux  sont  proportionnelles  à  celles  de  Tautre. 

Deux  triangles  isoeèles  sont  semblables,  lorsqu'ils  ont  même  aogle  a;i 
sommet*  ou  bien,  lorsque  les  bàses  sont  proportionnelles  aux  autres  càiés, 

1134.  Énoncés  à  proposer.  La  considéraliûn  <les  cas  d'cgaliié  de  ihu\ 
figures,  ou  celui  des  données  nére-^aircs  pour  construire  une  fi.;. lire, 
permet  de  proposer  un  L,Tand  nonjbrc?  de  questions.  Aux  e.xemples  don- 
nés, bornons-nous  à  ajouter  quelques  cas  relatifs  aux  trapèzes. 

Deux  trapèzes  soiil  semblables  : 

i°  Lorsqu'ils  ont  les  angles  égaux  et  les  bases  respectivement  i>ropor- 
tionnelles; 

2^'  Lorsqu'ils  ont  le*:;  angles  égaux  et  que  les  bases  moyennes  soot  pro- 
portionnelles aux  ha u leurs; 

3'^  Lorsqu'ils  ont  les  quaire  entes  homolopruos  proportionnels; 

4°  Lorsqu'ils  ont  les  bases  et  les  diagonales  proporlionncllos; 

5<»  Lorsqu'ils  oiit  les  angles  épraux  et  les  diagonales  pîoj)orlionnenes. 

Mais  on  obtient  dans  ce  dernier  cas  deux  {j;roiipes  différents  de  trapèzes 
semblables,  car,  avec  des  angles  et  des  diagonales  données,  on  obtient 
deux  trapèzes  différents  (n<>  1132). 

Esemoe  326.  —  I* 

A 

i  13^ (a).  Théorème. droites  égalcmeïU  incli- 
nées suv  la  bissectrice  d^un  angle  déterminent 
des  triangles  semblables. 

Les  lignes  sont  parallèles.  Le  théorème  est 
eonnu.  (G.,  n»212.) 

Los  liâmes  sont  antiparallèles;  si  les  angles 
AOD,  AGH  sont  égaux,  les  Iriangles  AOD,  A^tB 
ont  deux  angles  éL^nux  ;  donc   B— t»,  et  1«? 
triangles  ABC,  ADK  sont  ôquiangles;  donc  ils 
sont  semblables.  C.Q.F.D, 
On  peut  aussi  mener  PTilI  parallèle  à  T>E. 
Les  triangles  ABC,  AFH  sont  égaux;  donc  ABC,  Aû£  soot  sem- 
blubles. 

Remarque.  Par  rapport  aux  eôtés  de  Taogle  A,  les  antîparallèlea  BC« 
DE  sont  des  droites  isoeltnes  (voir  ci-après,  d«  2447). 


Fig.  eîM. 
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JLxeroioe  326.  ~  II. 


113^^  (bK  Théorème.  Dans  un  triauylc,  toute  parallèle  à  la  médiane 
inUjrccph^  sxr   1rs  l'ô^'s  correspondants 
uVas  segments  proportionnels  à  ces  côtés. 

11  faut  prouver  qu'on  a 

AD  _  AB 

AC 

M»^nons  AN,  EH  parallèles  à  la  base;  N  est 
le  point  milieu  de  DE,  car  AN  =  GE  =  nG. 
Ainsi  ON  e>t  parallèle  à  DM,  donc  DN=AG, 
et  pai"  suite  DA  ==-  AU. 

Or  ia  par,'!  Il  fie  lill  divise  les  côtés  en 
parties  proportioaoeUes,  donc 

AH  ou  AD  AB 
Afc;      —  AC 


Exerdoe  S27.  —  I. 

1196.  Tbéofféaie.  Les  droileB  qui  Joignent  deux  à  deux  les  pieds  des 
hauteurs  d'un  triangle  déterminent 
trm»  triangles  semblables  au  triangle 
primitifs 

La  demi-circoiilérence  décrite  sur  le 
Hamèlre  B(  '  passe  par  les  pieds  E,  F 
hauteurs;  donc  l  E  est  antiparal- 
.1»  à  BC,  et  les  triangles  ABC,  AEF 
sont  (  piiaogles. 

De  nièaxe  pour  DBF  et  pour  DCE. 

IwiMimin  On  sait  que  le  triangle 
DEF,  obtenu  en  joignant  deux  à  deux 
les  pieds  des  hauteurs,  est  qoidîh'^  tri- 
nnglê  arthiquê  (  d<»  m    et  664  6). 

Eacmiee  327.  —  II. 

1137.  néocène.  Les  hauteurs  sont  les  bissectrices  du  triangle 
oHhique. 

L^s  quadrilatères  tels  (]uc  CDHE  sont  inscriptibies ,  parce  que  les  angles 
opposés  D,  Ë  sont  droits,  donc 

angle  ADE = m;  ADF  =  n 

Mais  m=^H,  donc        angle  ADE  =  ADF. 

1138.  Théorème.  Si  dans  un  triangle  ABC,  deux  droites  BM,  CN  se 
cmpenl  sur  la  hauteur  AD,  cette  hauteur  eut  bissectrice  de  Vintgh-  MDN. 

Abaissons  les  perpendiculaires  MEF,  iSGil. 
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Les  triangles  OME,  OGN  soot  ëqaiaogles,  car  G  =  M  comme  al 
intenieBt  elles  angles  en  0  sont  ëgaax. 

ME      OE  DF 
"Ncr=  ON -  DÎT 

(DF,  DH  sont  les  hauteurs  des  iriangles  sessUablaft.) 
^  ME      AO  NG 

^  .  ME  MF 

On  peut  ecnre  = 

En  comparant  (1)  et  (2),  on  trouye 

DF  MF 
DH  —  W 

Ainsi  les  triangles  reclangles  DFM,  DHN  sont  semblables  comiae 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  homologues  proportionnels. 
Donc  Tangle  MDF^NDH,  et  la  hauteur  AD  est  bissecUioe  de  Tangie 
MON. 


Fig.  69S. 

Autre  démonstratUm,Le&  points  P  et  Q  difiseiàt  harmMiiqueineiii  MN\ 
et  l'angle  PDQ  est  droit  Donc  DP  est  bissectrice  de  Tangk  MûH. 

Remarque.  Le  théorèiue  précédent  (n^  1137}  n'est  qu'un  caa  particulier 

.  de  celui-ci. 

La  première  démonstration  que  nous  v.  nons  de  donner  1138)  est 
analogue  à  celles  que  Ton  trouve  dans  les  ouvrages  suivants  :  A^phea- 
lions  de  nUuichefy  par  E.-E.  Neel,  1879.  p.  Il,  6,  2«  moyen;  on  peut 
Toir  aussi  le  Journal  de  matiiematiques  de  Vuibert. 

xcce     C  28.  —  I. 


W'M).  Thforème.  Am-lr--  nit'(iii(t(<<^  <(' fUi  I  n/nufir,  firisrs  jjuh  t' côUHf  Ou 

con,sh  nèi  i(n  ,nni,',-(tti  i l'iaiujle ,  Démonlr»' r  ' (Ut  /»  >  méthane»  de  ce  mcond 
triangle  sont  frs      de!>  côtés  coiTespotidants  du  premier» 

Soit  ABC  le  triangle  donné;  les  médianes  se  coupent  en  0  aux  Va  <i« 
leur  longueur. 

En  prenant  DM  =  DO ,  on  forme  un  parallélogramme  BOGM  »  ^  le 
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riangle  OCM  est  formé  par  les  Vi  des  médianes,  car  0M  =  V|AD, 
iC  =  ViFC  et  GM  =  V3BE. 

DoDc,  si  par  le  point  B  nous  menons  BCi 
•rallèle  à  AG,  dous  avons  (  ;r:  =  B£  et  FG 
arallèle  à  OM,  car  CO  et  CM  ?onl  respec- 
ÎTemeal  les  -  <  de  CF  et  de  CG  (0.,  no  230); 
onc  aussi  OiM  =  V3ro,d'où  FG  =  AD.  Ainsi 
:FG  est  le  triangle  conslruit  avec  les  m<^- 
lianes  du  triangle  primilif. 

Or  DH ,  moitié  de  DC,  égale  la  moitié  de 
)B.  £a  d'auir^A  termes  Cil,  médiana  du 
leeood  iriaogle,  est  les  7^  du  côté  CB. 

II  en  serait  donc  de  même  des  autres  mé- 
baoes. 

Remarque.  Les  points  G,       E  sont  en 
igne  droite,  et  GL  est  parallèle  à  AB. 

.  —  II. 


Fig.  im. 


1140.  ThéMéoM.  On  dontte  le  triangle  \.  Avec  les  médianes  de  1,  prises 
four  côtés,  on  forme  un  triangle  2;  avec  les  médianes  du  triangle  2, on 
fûrme  un  triangle  3,  etc.  Les  triangles  de  rang  impair  1,  3,  5...  Mite  sem- 
UaUèi  entre  eux.  Les  triatigles  de  rang  pair  2,  4, 6...  sont  sembhd)tes 
mire  eux.  Dans  ckaqtie  groupe ^  les  côtes  d'un  tnangle  sont  les  Va  des 
tfités  du  triangle  qui  le  précède,  (N.  A.,  1863,  p.  d3.) 


1141.  Théorème.  T>>rfs  h-s  rt-rUi mfd's  civconscnts  à  uti  quadrUatèt*ii 
*!'>t<t  les  diagonales  se  cou/h-hI  à  angle 
drifii  sont  semblabUs  entre  eujr. 

Deux  rectangles  sont  semblables, 
lorsque  les  côtés  adjacents  de  Tua  d'eux 
sont  dans  le  même  rapport  que  les  côtés 
idjacents  du  second  (n*  1133,  2o). 

Soit  EFGH  un  rectangle  circonscrit 

Par  les  pointa  A  et  D,  menons  des 
pandlèles  aux  côlés.  Les  triangles  rec- 
tangles AJG«  DBI  sont  semblables,  car 
les  cêtés  sont  respectivement  perpen- 
diculaires: donc 

AJ  AC 


l  ig.  007. 


-gj-s  -gg-  rapport  constant. 


C.  Q.  F.  D. 


1142.  Théorème.  J^^'  Heu  du  jnànl  dr  rnncours  drs  diiufonalcs  îles  rec- 
i'^tiglfs  circonscri fs  est  fa  cn-i  oitfrn  ncr  idu  rifr  <nr  fa  droite  MP^ ,  qui 
j(nnt  les  milieitjc  des  diagonales  dit  (juadrilatùre  donné. 

Bn  effet,  le  point  de  concours  des  diagonales  est  le  même  que  le  point 
de  concours  des  droites  qui  joignent  les  points  milieux  des  cêlés  opposés 
«tu  caclaagla^  or  ces  droites  sont  à  angle  droit  et  passant  par  M  et  N; 
donc  le  lieu  dee  points  L  est  la  circonférence  MON. 


I 
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1143  (a).  Théorème.  On  joint  un  point  donné  0  à  tous  les  sommets  \, 
B ,  C ,  D...  d*une  figure  donnée; sur  chaque  droite  ainsi  menée  on  déter 
mine  un  point  A',  B'...  tel  qv^on  ait 

OA       OB       OC  m 

Prouver  que  les  pohj'jones  ABCD,  A'B'C'D'  sont  semblables  et  sembla] 
blement  placés;  c'est- à- dire  prouver  que  ces  polygones  sont  homothé 
tiques  (D<»  1 130  et  1146). 


Fig.  m. 


Les  Iriaogles  tels  que  AOB,  A'OB'  sont  semblables,  comm^  ayant  un 
angle  égal  compris  entre  côtés  homologues  proportionnelB. 

T\^^n  AB        AO  m 

Donc 

et  Pangle  OAB  =  OA'B' 

De  même  -r^—  — 

A'D  n 

et  l'angle  OAD  =  OA'D' 

donc  l'angle  BÂD  =  B'A'D' 

et  les  triangles  BAD,  B'A'D'  sont  semblables,  comme  ayant  un  angle  éga! 
compris  entre  côtés  homologues  proporlioDoels  ;  donc  les  polygones  ABCD, 
A'B'G'D'  sont  semblables,  comme  élant  composés  d*un  même  nombre  de 
triangles  semblables  et  semblablement  placés. 

1143  1».  Théorème  réciproque.  Les  droites  menées  par  les  points 
homologues  de  deux  figures  homothétiques  concourent  au  même  poisU. 
(G.,  no  811.^ 


1144.  Défiaitloni.  Le  point  0  est  le  centre  de  similitude  ou  d*faomotiié- 
lie.  Oa  nomme  axe  de  similitude  toute  droite  OA'A  qui  passe  par  le  centre 
de  similitude"*. 

L*homolb6tie  est  directe  ou  positive,  quand  les  polygones  ABCD,  A'B'C'D' 
sont  d^un  même  côté  du  centre  0  d*homothétie. 


*  L»  dénomlaation  coiUni  de  wlnUlltude  et  U  oontldératloii  de  cet  eeatm  «it  dM  * 
BuLEH  (Aae$  dfi  SeUni- Pétenibmrff,  pega  lu.  —  Oit.  Bàltxsa,  DU  JBUnutUê  dtr  JfelAf- 
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Les  rayons  vecteurs  correspondants  OA,  OA' étant  dans  la  même  direc* 

OD  ont  le  même  sigoe;  le  rapport est  positif. 

UA 

L^homoihéUe  est  inverse  ou  négatwe  quand  les  polygones  ABGD, 
^B"0^"  80Di  de  part  et  d'autre  du  centre  0. 
Les  rayons  vecteurs  correspondants  OA,  OA''  sont  dans  le  prolonge- 
ment Tuo  de  rautre,  et,  par  rapport  à  Torigine  0,  ils  sont  de  signe  con* 

OA 

«ire;  le  rapport  ^  »  est  négatif. 


11411.  ThéoféoM.  Toute  âroUe  menée  par  le  centre  à^komathéHe  de 
eux  polygones  coupe  lee  côtés  de  ces  polygones  ou  leur  prolongement 
n des  points  homologues,  et  détermine  des  segments  proportionnels. 

Réciproquement.  Toule  droite  qui  joint  deux  points  homologues  est  un 
we  de  timiUtude,  et  passe  par  le  centre  de  similUttde 

1146.  FigiBCM  MinbUblct.  Oeux  Ogures  sont  directement  semblables 
^r8qu*on  peut  les  amener  à  être  homotbétîques  par  le  simple  déplace* 
:ient  de  i  une  d'elles  sur  le  plan  même  qui  les  contient.  Exemple  :  ABC, 
\bc  Qg.  699).  Les  figures  directement  semblables  correspondent  au  cas 
le  deux  figures  égales  ABC,  A'B'C  que  Ton  pourrait  superposer  par  le 
lèplacemeni  de  Tune  d'elles  dans  son  propre  plan. 


B  C 


Fig. 


Vig.  700. 


Deux  figures  sont  fiymétriquemcnt  semblables  1orsqtt*on  ne  peut  les 
amener  à  être  homollieliques,  qu'après  le  retournement  de  Tune  d'entre 
elles.  Exemple  (tig.  "^^^^O  :  ABC  et  abc;  elles  correspondent  aux  figures 
éealea  symétriques  ABC,  aBC  ou  ABC  et  a'BC;  il  faut  un  retournement 
4m  l'espace  pour  pouvoir  les  amener  à  coïncider. 


•  h»M  VAppenOUe  an»  ÈUmMni»  d€  géométrie,  1«  J  7  m  à  b24>  oit.  conaacrc  à 
réanoikélte. 
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Exeroice  331.  —  I. 


1147  (a).  Théorème.  l)mLv.  ptihjijinieA  semblMes,  ABCl),  A'\^'C  b\pl<id 
(Vtme  manière  (iucU'0)i<iiir  sur  un  plan,  ont  un  cenlrr  ch'  similitude. 

U  faut  prouver  qu'on  peut  trouver  un  point  0  tel  que 

AO  _  m  _  œ 

et  que  Pangle  AOA'  =  BOB'  =  COC  =  DOD',  etc. 


Fig.  701. 

Prolongeons  deux  cotés  homologues  Al*.,  A'IJ';  faisons  passer  une  cif 
conférence  par  A\IA'  cl  uue  autre  p;ir  liXllV. 

Ces  deux  circonférences  se  coupciiL  en  un  point  O  qui  est  le  poiri 
demandé,  l.w  ellet,  à  cause  des  quadrilatères  inscrits  AOA'M,  DÛB'M 
les  angle-  AOA',  BOB'  sont  égaux,  comme  ayanl  le  même  supplément  M 
donc  Tantrle  AOB  A'OB'. 

D'ailleurs  l'angle  OAB  égale  OA'B',  car  ils  ont  le  même  supplément  OA  Mj 

Ainsi  les  triangles  OAB  et  OA'B'  sont  semblables,  car  ils  sontéqui- 
angles;  d'où 

OA  _  OB 
OA'  ~  UB' 

OA 

OÀ^  I 
et  1  angle  r5AD  =  B'A'D',  car  les  triangles  BAD,  B'A'D'  sont  semblables 
par  construction.  1 
Ainsi  les  triangles  AOI>,  A'OD'  sont  semblables,  coninie  ayant  un  êtm 
égal  A  =:  A'  compris  entre  cotés  homologues  proportionnels,  d*où  j 

CD      OA      m  I 


-j^^  =  ^  ,  rapport  de  similitude. 


Mais  on  a  aussi 


rangle  AOD^A'OD'  et 


0D^"~  UÂ' 


n 


Il  en  serait  de  même  pour  deux  autres  sommets  homologues  quel- 
conques, donc  0  peut  être  considéré  comme  le  centre  de  similitude 
polygones  donnés. 

A'B'         ^      *®  rapport  de  similitude. 
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iM  rampons  ^voleurs  homologues  tots  que  OA ,  OA',  OB ,  OB'  Ibat  Mire 
t  un  aaglc  eenatenl  AOA'  soppitaiieDtairo  de  Tsiglo  M  temé  ptr  deux 
aie  heiiMiiefves  quel  conques. 

1 1  17   h).  Remarques.  !"  En  fiii«arit  totiiiier  A  de  mani-  r«  à  Tame- 

I  I  II  abcdf  ou  oblienl  i  honio4hétio  directe,  et  en  Tamenafit  -  ii  a'b'cfd', 
oblient  rhomothélu?  iiiv*-r.sp.  ^\  oir      1125,  2'*  Bémonstruiwii,) 

En  prolong^eant  deux  autres  côtés  homologues,  par  exemple  H(j  et 
7  se  coupant  ou  un  potoi  M,  les  cercles  BNB',  CNC,  passeraient  par 
point  G  déjà  obteou. 

%^  Le  centre  de  simUitiuie  de  deux  polygones  semblables  est  aussi 
mmépoimL  doublé  des  deux  figures  semblables,  pures  fus  ce  point  est 
rrnô  par  la  coïncideuce  de  deux  points  homologues. 
4*  Les  diatances  du  point  double  à  deux  cAtés  homologues  quelconques 
ut  dans  le  même  rspport  que  ces  côtés.  (Voir  ci-aprôs  n^  2600  et  sulv.) 
^  Lorsque  les  Ogures  données  sont  inyersement  semblables,  elles 
hnettent  un  axe  de  symétrfe  et  on  ne  peut  les  rendre  homotbéttques 
feu  faisant  tourner  l'une  d'elles  «  dans  V espace ,  autour  de  cet  axe  de 
métrie.  Le  point  double,  ou  centre  de  simititude,  se  trouve  sur  la 
vtte  double  qui  est  Taxe  de  symétrie  (voir  n^  2500  et  suivants). 

EmemAùt  881.  —  H. 

1148.  Théorème.  jviut  nu  point  0  à  tous  h'S  sommets  fVun  pohj- 
>7U:  ABCD;  on  fotme  des  angles  cumtants  AOA',  BOB',  eL  i  on  prend 

^  —  y  '  y,  —      ♦  rapport  donné;  on  obtient  ainsi  un  polygone  A'B'CD' 

"liihlablc  au  premier. 

Ce  Ibéorèoie  se  déduit  du  précédent  (n°  1147).  Pour  le  démontrer,  on 
eut  considérer  en  premier  lieu  que  les  points  a,  b,  Cy  d  sont  situés  sur 
5  prolongement  de  AO,  DO,...  puisque  la  Ogure  abcd  est  amenée  à  la 
psition  À'b'C'D'  par  une  rotation  autour  du  point  0  (n»  1125,  D). 

iUmio«  33a. 

tHS.  Théorème.  Lss  trois  centres  de  similitude  de  trois  polygones 
^smotfu' tiques,  pris  deux  à  deux,  sont  en  ligne  droite» 

M_  ;  JL 


Fig..  702. 

Soient  M  le  centre  de  similitude  des  polygones  A  et  L>^  \  celui  de  A  et 
^  Il  fdut  prouver  que  la  droite  MN  paâac  pax  le  painl  0,  centre  de 
Wude  de  B  et  C. 
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La  ligne  MN,  i)assanl  par  M,  est  un  axe      similitude  pour  A  et 
(n°  1145);  passant  par  N,  elle  est  i?n  axe  (Je  siiiiiiitade  pour  A  et 
donc  MN  e&t  un  axe  de  similitude  pour  B  et  C,  et  doit  passer  par  k 
centre  0. 

AeoMrqae.  La  proposition  peut  aussi  se  démontrer  à  Paide  des  Irai 
versales.  (G.,  n<>82i.) 

Les  trois  centres  de  similitade  sont  externes ,  on  bien  deux  sont  exim 
et  Taulre  interne. 


Relations  numériques  dans  le  Triangle. 


IIM).  On  peut  trouver  un  grand  nombre  de  relations  numériques  eaC 
les  côtés  d^un  triangle  et  les  lignes  principales  telles  que  les  hauteur 
les  bissectrices ,  les  médianes  et  les  segments  déterminés  sur  ces  lign 
par  les  divers  points  de  concours  auxquels  elles  peuvent  donner  lieu. 

On  emploie  les  triangles  semblables ,  et  on  utilise  aussi  les  relatioi 
déjà  obtenues.  (G.,  n<**245  et  suivants.)  On  a  recours  très  fréquemma 
au  Théorème  de  Pytîiagore  *.  ^G  .,  n"  247-249.) 


erctf^e  333. 


11.11.  Théorème.  Deux  hauteurs  quelconques  d\in  trianyLe  sont  invê^ 
scmenl  proporlionHcUi  s  oauj  huses  correspondantes. 

Si  Ton  a[)|>e1!e  «  cl  6  deux  rôîès  quelconques,  i 
et  h'  les  hauteurs  corresffondant^'^  ,  los  triangl^ 
rectani,de-  qui  ont  rcspeclivcniont  pour  cô'és  ■ 
et  l>,  a'  sont  semblables,  car  ils  ont  un  angle  aïg 

m*  h 

commun;  donc        -jr=—  C,  Q.  F.  X/.i 

Après  Pétiide  du  livre  IV,  on  peut  donner  c  '1 
seconde  démonstration  :  le  double  de  Taire  d 
triangle  est  donné  par  oa'  ou  66'; 


donc 


cia'  =  66V  d^où  4-= 


b 
a 


Exeroioe  384. 


1 1^2.  Théorème.  Dcirr  côtes  quelconques  à  et  b  d'un  tfiangie  90ni  etiM 
eux  comme  leurs  projection»  Cun  9ur  l'autre. 


*  Pytbaoork,  0^  tk  Samos  en  av.  J.-C,  mort  en  470.  fHt  dbclple  do  TiLALkia.  h  «éjour;^ 
pondant  vingt  ans  en  Eg/pte,  pais  tl  fonda  VEeoie  italique.  Il  a'oîcvpa  twaacovp  ét  fej 
théorie  de»  nonibie«.  En  gdométrift.  On  lui  dott  lo  théorème  da  carré  d»  rtajpoièBiM  d'aï 

ti'langlc  rectnnglo. 

Le  moi  hyiiUùnmc  veut  dlru  som-Uiuiantc^  c'c^t-À-dirâ  ligot;  qui  ioii5-tcod  l'acgle  di'M 
dn  triangle  reetangle.  . 

Les  ({rcce  nommaient  eaihèut  les  cdtée  de  Tangle  droit;  lea  Itnlteoa  ont  comerté  cecii 
dénomination.  ■ 
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oient  a'  la  projection  du  côté  a  but  b,  et  b'  la  projection  de  b  enr  a. 
I  Iriangtes  rectangles  CDA  et  CEB  sont 
iblables,  car  ils  ont  an  angle  aigu  commun 
C«  On  a  donc  la  proportion 


a  a 


C,  0.  F.  D. 


Fig.  704. 


1^.  Théorènie.  Le  produit  AC  .  AË  d*un 
p  par  le  segmetit  déterminé  par  la  hauteur 
ùMée  du  sommet  B«  égale  le  produit  ÂD.AP 
la  hauteur  AD  par  le  segment  déterminé 
f  la  hauteur  abaissée  du  sommet  B. 

Lfl  quadrilatère  CDFE  est  inscriptible; 
peut  appliquer  le  théorème  connu.  (G.,  2SS9.) 
Voir  aussi  Méthodes,  n«  992,  f,) 

Hi>4.  Théorèmes.  1^  Lrs  trois  pronuits  obtenus  en  multipliant  Vun  par 
i(tre  ks  deux  segments  d  une  même  hauteur  sont  égaux. 
Méthodes,  h"  2U2,  g,) 
I' AG*=BC.  UC  +  BE.BF 

\VSk  TIléorème.  D'un  point  donné,  on  abaisse  des  perpendiculaires 
^  les  côtés  d*un  angle,  on 
plonge  ces  perpendiculaires 
manière  à  rencontrer  les 
Ikt  côtés  de  cet  angle*  Dé- 
mtrtr  que  les  côtés  de  Van" 
^  sont  divisés  en  parties 
ttrsement  proijortiownelles 
\^H*d  en  est  de  même  des 
fx  perpendiculaires. 

Soil  M  le  point  donné. 
Le  qualrilatcic  BGDE  est 
pcriplible,  donc 
i    AR.AE  =  AC.AD 
MB.MD=MC.ME 
CoroUaite.  On  a  aus^i  : 

DA.ÛC  =  DM.DB 


t\g,  705. 


et  EA.EB  =  EM.EC 


ISxeroM  33S.  —  I. 

HîMI  (ft).  Théorem.  Lorsqu'on  élève  une  perpendiculaire  sur  Vhgpo 
"use  d'iifi  triangle  rectangle  ^  le  produit 
N  -PN  des  distances  de  son  pied  P  aux 
9*ntM  M  el  N  oii  elle  coupe  les  côtés  de  Vangle 
égale  le  produit  des  segments  déterminés 
^  cette  hypoténuse  par  le  point  P. 

En  effet,  les  Irian^lcs  rectangles  PMB  el  PCN 
înlseoiblable?,  car  les  angles  M  et  G  sont  égaux; 
L  PM_I>C 
r  PB  PN 

H  PM.Pi\  =  PB.PG 


r  on  B 
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Soolîe.  Si  on  prend  PM  .  PN  —  PF3  .  PC  et  qu'on  m*-ne  les  drd 
BM,  GN,  le  lieu  des  pointa  d'intersecUon  A  «*t  la  circonl^^eacc  déci 
sur  BC  comme  diamètre. 

ill>C  (bj.  Théorème.  On  a  les  relations  : 

MA.MB  =  MN.MP   et  NA.NC  =  NP.  NM 

Eq  effet,  le  quadrilatère  ABPN  eat  iDScripUble;  il  en  est  de  même 
quadrilatère  non  convexe  AGPM. 


.  Lorsque,  par  le  sommet  B  d'un  trions/le  ABC, 
mène  BD  quieoujteAC  ou  son  preUmifer» 
de  manière  qu*on  ait  Vanyle  CBD  = 
U  côté  BD  eif  moyen  proportionnel  en 
CA^GD. 

Les  triangles  ABD,  EGO  sont  éq»ac|^ 
AB  BD 


donc 


BD 


CD  ' 


BD*s:^AD.GD 

C.  Q.  F.  fi 


Ezeitâoe 


tlIfiS.  Tliéorta0.  Lorsque  la  différence  des  angles  à  la  base  d'un  triom 
égaie  un  droit,  la  hauteur  de  ce  triangle  est  moyenne  proporImM 
entre  les  distancée  de  son  pied  aux  extrémités  de  la  base. 

Admettons  que  Tangle  AOB  — A  —  !  droit  el  que  BC  soit  la  bâa* 
du  triançrle  ABU  ilig.  707).  L'angle  ABC  =  BOC,  car  iis  oui  jiourw] 
plément  le  tuème  angle  A. 

En  effet ,         BOC  =  2<i  —  BOA  =  2d  —  (Id  +  A) 

d'où  BOC  =:  irf  —  A 

Les  triangles  rectangles  AGB,  CBO  sont  semblables,  et  Ton  a 


AC 
BU 


BC 
GU  ' 


d'où  BG^=CA.CO 


c,  0.  F.  ^ 
Autre  démonstration.  Prenons HD 

On  a  angle  H  AH  z=C 

à'oix  DAC  90<' 

^nc  AH'^srilD.liassrHB. 


111(9.  Théorème.  Dam  tout  triangle,  les  parallèles  z  et  y,  w^"^* 
deux  côtés  AB,  AG  par  un  jwmf  qticlconque  du  troisième,  donmm  i^J 
somme  constante  lorsqiCon  multiplie  ces  perpendiculaires  i  et  y 
coefficients  n  et  m  dont  le  rapport  est  inverse  du  rapport  de  aB  A 

Aitui,  pour  ^^^^   ux  + my^ constante. 


Digitized  by  Google 


UVRB  m  455 

160.  Théorème.  Par  ufi  point  quelconque  D  de  la  base  d'un  triangle  ^ 
uiène  des  parallèles  aux  autres  côté^ ;  la  somme  des  rapports  obtenus 
nuisant  chaque  droite  ainsi  menée,  pat  le  côté  qui  lui  est  parallèle, 
une  quanêité  emmlante. 


oient  u  et  r  resp^ctivemeot  parallèles  aux  côléâ  AC,  BC;  on  a 

T— BA  »    a  — "BA" 


w  ,  V  Bl) 
T'^T= — 


BA 


M  relation  précédente  est  Téquation  de  la  droite  AB  par  rapport  aux 
»  eoordonnte  CA,  CB. 


IW  (•).  SooKe.  Par  un  p^int  quelctmque  de  la  base  d'un  triangle,  ou 
isse  des  perpendiculaires  sur  les  autres  eàtés,  la  somme  des  rapports 
muB  en  divisant  chaque  perpendiculaire ,  par  le  côté  qui  ne  lui  est  pas 
iHff  est  une  quantité  constante. 


'a 


•f"  +    =  constante. 


(2) 

^  les  perpendicuiairea  j;  et  y  eont  directement  proportioaneUes  aux 
ites  «  et  V. 

la  oonatanle  dépend  de  Tangle  C.  II  est  facile  de  la  calculer,  car 


M  = 


ic  la  relation 


ieat 


8in  C~  ' 


81D  C 


f  =  i  =  BinC 


(3) 


aa;  +  ^=a6  sinC  =  2S 

représentant  par  S  le  double  de  Paire  du  triangle  donné. 

)n  arrive  d'ailleurs  direclemenl  et  rapidement  à  la  relation  i'A)  on  pro- 
ant  coHiw*'  il  suit  :  ax  ti,  by  représentent  le  double  de  Taire  des 
loglea  CDii,  CDA,  donc 

aas+bifssiS 
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Exercioe  337.  —  U. 


1101.  Théorème.  Dafis  un  triangle  isocèle  AHC  ayant  BC  pour  haa 
on  abaisse  La  perpendiculaire  CD  sur  jo?  des  côtés  égaux;  prouverai 
la  iiomme  des  carrés  des  trois  côtés  du  triangle  égale  BD^     2DA*  -{- 

iOtiestions  proposées  sur  les  Eléments  de  géométru 
par  P.- F.  Compagnon,  n<»  255.) 

*  GB'-  =  CD*  +  BD» 
AC*=CD«  +  AD* 
AB«  ou  AC*=CD*+A.D« 


C.  <?.  F.  D. 


FSg.  710. 


1168.  Théorème.  V*  La  différence  des  carrés  de  deux  côtés  quekon^ 
d'un  triangle  égale  la  différence  des  carrés  de  leurs  projections  sur 
troisième  côté. 

2o  La  somme  de  deux  côtés  quelconques  d'un  triangle,  multipliée  p 
leur  différence,  égale  la  somme  de  leurs  projections  sur  le  troisième  odi 
muUipliée  par  la  différence  de  ces  mêmes  projections. 

SuiciïL  a  vl  b  les  eûtes  considérés  el  V  leurs  projections  Pcspedh 
sur  le  troisième  côlô»  on  a 

a^-b*^  a"  -  6" 


(a  +  6)  (a  -  6)  =  (a'  +  b')  (a'  -  6') 


10 


.  —  I. 

1163.  Théorème.  La  différence  des  carrés  de  deux  côtés  quekenqt 
d'un  triangle  égale  deux  fois  le  troisième  côté,  multiplié  par  la  prfji 

tion,  sur  ce  même  côté,  de  la  médis 
comprise  entre  les  deux  premiers. 

En  eflet,  dan»  le  triangle  CDB,  on 
=  t/^  4-  m«  +  2mn 
dans  le  triangle  CDA, 

6«=rd*  +  m«  — 2mn 
d*o(i  en  soustrayant 

o* —  ^  =  4mn  =  2en 

C.  0  F 

i.  On  peut  écrire  n=^-^ — ;  donc»  pour  une  difféits 

constante,  =  ^^;  le  segment  n  est  constant;  ainsi  le  lieu  à 

points  G  est  une  perpendiculaire  HC  telle  que  n  . 

Ce  résuUat  est  bien  connu  (n»»  71  et  1163);  mais  il  est  uUic  de  rnootr 
qu*on  peut  y  parvenir  par  dilTéreotes  voies. 


 ?hC — — »- 


^  û"'*  > 

FIf.  714. 
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Ezmice  33d.  —  II. 

1104.  Théorème.  Deux  triangles  pnivent  aroirf  sans  êt)*e  égaux,  hs 
ii-ùis  angles  égaux  et  deux  côtés  eyaux  chacun  à  chacun,  (GÉLiNi 
N.C.  M.,  1876,  p.  338*.) 

Dans  co  cas.  Us  côtés  x,  y,  %  du  premier  et  les  côtés  homologues 
^,  t,  Il  dtt  second  sont  en  progression  par  qao tient;  on  a 

X  y  z 

La  raison  de  la  progression  <iuit  ôlre  comprise  entre 

2  2 

mais  à  l'exception  de  TuDité. 

On  peut  prendre  pour  côtés  homologues 

8        12  i8 
12        18  27 

Exmîoe  340. 

IIGiî.  Théorème.  Lvtsqia'  dcf/x  triangles  rrctruiffh's  sont  setnblables ^ 
le  produit  (/rs  fiypot*'nuses  est  égal  à  la  somme  des  produits  des  côtés 
homologues.  (busTOR  A.  1869,  p  433.) 

Soient  a,h,  c  les  côtés  d'un  triangle;  a\  h\  c'  ceux  du  second.  Si  m 
est  le  rapport  de  similitude  des  côtés  des  deux  triaugles,  on  aura 

a'  =  am;  6'  =  ôm;  t^^em 
.  Or  la  relation  à  démontrer,  c'est-à-dire 

aa'  =  66'  +  ce'  (1) 
peut  se  représenter  par    aam  ■=  Ibyn ccm 

s=  6*    c'  égalité  connue  ; 
donc  la  relation  (1)  est  démontrée. 

1166.  Théorème.  Si,  du  mUieti  d'un  côté  de  l'angk  droit  d'un  triangle 
rectangle  t  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur 
!>  hypoténuse ,  la  différence  des  carrés  des  seg- 
mmts  formée  sur  Vhypoténuse  égale  le  carré  de 
\ïautre  côté  de  l'angle  droit. 

Soit  ÂD=sDB  et  EC=in,  BE=:n 

7w2  =  DC*  — DE* 

FIg.  719. 

n*  =  BD*--DE« 
I  roù  m*  —  n*    DC«  —  BD«  =  DC«  —  AD«  =  ô* 


•  M.  Vnhhé  GÉLîx.  l'fofeeieur  au  collège  Saint  •  Quirin ,  à  Huy  ;  aatetnr  d'un  TraiU 
tarUhmetifiue  très  e«tiui<l'. 

**  X.  D08T0S,  profaaMur  à  l^infvenité  ettbotiqiie  de  Parti»  antenr  de  nombrear  artletea 
pnMIte  par  les  Noutfîhs  Annah$  mathimaiiqvtM ,  les  Archin.'*  mathématitrucs  H  de 
^ipalQtie,  «te.  On  loi  doit  atml  rouvrage  anlTaiit  :  JiUmenU  (f«  la  théorie  des  déterminant*, 

M.  20 
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1167.  Théorème.  Pour  avoir  la  rtio^jcnne  j^*  o^iortionnelle  efitre  dev<i 

itqm'n  données  a  ei  Ji^ut^'oceâi^ 
connut'  il  sfnt  :  ^ 
Sffr  low  droite  f  on  pfvnd  une  longvc^ir 
\\\  r.(jalc  à  b,  la  plus  petite  des  liqtm 


]Mi»  points  ( et  I)  comme  centre  ar^f  a 
pour  rayon,  mi  décrit  des  arc^  qui 
5      coupent  au  point  0.  Iji  Ui/ne  OA=Ul' 
est  la  moyenne  propovtionmlle  denuut- 
^  dée.  (N.  A.,  1857,  p.  125.) 

Abaissons  la  perpendiculaire  OM. 

A02  =  AM*+01il« 

0M«=  0D«  —  DM*  =  a»  -  (a  -  y)* 


OM  =  tt«  —  a« +a6  — ^  =    —  T" 
donc       AM*  +  OM«  ou  A0«=:a5 


C,  0.  F.  D. 


1167  U).  Vot«*  Cette  construction  reproduite  dan*^  le  Jmtmal  de  mithe»i-\' 
fiqurs  p1nnnnr(rit'r9  rt  -^pr'  '>nlps,  I^^Ti,  p;i£re  75,  a  été  publiée  par  Walli- 
en  elle  '  Si  due  à  i  homas  Srnor»!-.  ^  Voir  J,  M.  E.  et  S.,  188.''.,  i'3ge  IH^'-; 

Une  construction  qu'on  peut  rnltachor  à  la  précédente  et  qui  a  doDué  lieu  i 
diverges  notes  se  trouve  dans  Malhéstv,  1892,  page  192,  n"  U  ;  puis  pages  23ft 
el  27j;  1S93,  page  32,  reilTOi. 

Uavantage  que  préieote  la  conetraclion  ci-dessus  (n»  1167)  est  d*exig(r 
moins  d*op2rations  graphiques  que  la  construction  classique  (G.,  n«  297). 

Exercice  341. 

1168.  Théorème.  Si  du  sommet  de  V angle  droit  d*UH  triangle  rectangii 

on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  Vh^f- 
poténiisc,  les  cubes  des  côtés  de  l'awjlè 
droit  sont  entre  eux  comme  les  projec- 
tions des  segmenta  de  Vliypoténuse  s«r 
lea  iHijmes  cotés. 

Soient   Ai:     h , 
DB  =  »,  CE=|>, 

On  sait  qu^on  a 

ni' 


m 


D    "  B 


Fig.  714. 


A  B  =  c  , 


6« 


m 

71 


OU  -^:= 


Or  les  iriangles  semblables  AÛG,  DEC  donnent 


m 


de  même 
donc 


n 

c 


=  -SL  ;   n*  =  cq 


c*  ' 


d»où 


}^  _P 
q 
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fieo.  Théorème.  Soit  m  lapwijeetian  de  b  sur  l'hjfpoténme ,  la pro- 
jeaion  de  m  sur  b,  m,  celle  de     $ur  l'hypoténuse,  ete,;  on  a  : 

^-iii.  il^iîiL.  il-^Jîh.  . 

Emd»  342.  I. 


ilTO.  Théorène.  Za  somme  des  cannés  des  trois  médianes  d'un  triangle 
égale  les  »/4         «omiwe  dea  carrcij  des  trois  côtés. 

Soient  e,  /"  ies  médiaoes  qui  aboutissent  respectÎTement  aux  côtée 
a,  b,  c. 

On  sait  que  la  somme  des  carrés  de  deux  côtés  quelconques  d'un  triangle 
t  .jale  deux  fois  le  carré  de  la  médiane  du  troisième  côté,  plus  la  moitié 
du  carré  de  ce  troisième  cùLé.  (G.,  254.) 

Donc  2d-  -f     =  6^  + 

2/^  +  -J  =  a*  +  6* 

d'où       2(d»  +    +  /*)  +  V,  (a*  +  6«  +  c2)  =  2(a^  +  6«  +  c») 

ii'oû  +    +    =  3y^(^.i  ^  52  ^  Q  p 

1171.  Théorème.  La  sommc  des  carres  des  niedauies  des  triangles  rec- 
tangles qui  Ont  riicmc  hypoténuse  est  une  quantité  constante. 

Soit  <'.  rhypoténuse  constante;  d,  la  médiane  correspondante,  est  la 
moitié  de  riiypoténuse  {u^  492). 

D*aillear8  5«  +  c>=a* 

donc  la  formule  (  1 170)    d«  +    +    =  7^(a«  +  h^  +  c«) 

d'où  c>4.^=»^a«  quantité  constante. 

Ksmîoe  343.  —  II. 

1171  («).  Théoffémo.  La  somme  des  quatrièmes  puissances  des  médianes 
«fuit  triangle  est  égale  aux  neuf  seizièmes  de  celle  des  côtés,  (E.  Cbsaro*, 
Mathésis,  1882,  p.  115). 

Us  équations  connues  qui  donnent  ies  carrés  des  médianes  sont  comme 
Oû  vient  de  le  rappeler  (n<*  1170;  : 

46«  =  «c»  +  2a«  — 6«  (1) 


'*ttid«t  pBblMÉ  iMir  jrolMii»  et  IMrltf  NwMUee  Asmélt»  mathénuMquu, 


46Q  EXERCICES  D«  OÉDIlénUB 

Élevant  au  carré  ces  trois  égalités,  addilionuant  membre  à  membre 
et  simplifiant,  on  trouve 

ie(d* + «* + n = 9  (a* 


(3; 


1171  ib).  ÉkoUe.  On  a  trouvé  précédemment  (n*  1170) 

En  retranchant  (2)  de  Téqualion  (3)  élevée  au  carré,  il  vient 

donc  to  «omîiuî  de^  produits  <1eux  à  deux  ^ks  can-é^  desmédi.ur.  ,i^m 
triangle,  égale  les  neuf  seizièmes  des  jn^oduits  deux  a  deiu:  des  caiw 
de»  côtés. 

Les  Ihéoiùmes  précédents  ont  d'abord  été  donnés  par  James  B^th 
{Journal  de  Mathématiqites  élémentaires  de  Bourget,  1879,  p.  X-. 

UTl  Théorème.  Dans  tout  triangle,  le  carré  de  la  dhtaw  e  du  centre 
du  cercle  circonscrit  au  point  de  concours  des  méimnes  égale  le  carre 
du  rayon  du  cercle  drconsant,  moins  le  neuvième  de  la  somme  des  carrer 

des  côtés. 

Projetons  les  eommels  sur  la  droite  OM  ;  on  sait  que 

MH  =  Ml+MJ  (n«4ô3) 
Dans  le  triangle  AOM ,  on  a   R*  =  MA«  +  MO»  +  SMO  .  MI 


1 


COM 
BOM 


Fig.  715. 


Ainsi 
d'où 

donc 


R«  =  MC*  +  MO-  +  2M0  .  MJ 
R«  =  MB*  +  M0«  —  2M0  .  MU 
En  ajoutant  et  tenant  compte  de  la 
relation  (1),  on  trouve 

Mais  AM=V«AD;  donc  AM^=V»Al>^, 
et  de  même  pour  les  autres  ni.^  iianc?: 
ainsi  la  somme  MA»  +  MC*  +  M I-  est 
les  */•  de  la  somme  des  carrés  «les  mé- 
dianes; or  celle-ci  est  les  de  la 
somme  des  carrés  des  côtés. 


C.  0-  F.  D. 


MA^  +  MB- 

3M0«  =  3R«  -  «/«(a*  +  6*  +  c«) 


Ex«reioe  343.  —  I. 

1173.  Théorème  de  Stewiirt.  Si  dans  un  inan'jh-  on  joint  Ir  ^nuutu'i 
f>  un  point  quelconqtte  de  la  hase,  le  carré  de  celte  droite,  rnnhii>hc  ynir 
la  base,  éyalc  la  somme  des  carrés  des  autre9  cAfès ,  rhaetni  d'eu  r  ctant 
multiplié  par  le  segmenf  opposé  de  la  base,  moins  le  produit  obtenu  tu 
multipliant  la  base  par  chacun  de  ses  deux  segments. 
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Le  théorème  proposé  est  l'extension  du  théorème  jonnu  des  mé- 


dia ues,  et  se  démontre  d'une  manière  ana- 
logue. 

Soient  AD  ou  d  la  ligne  donnée,  et  ÂË  la 
bautetur  du  triangle. 

e*z^(jP  +  m^  +  2m  .DE 

6«  =  d«+n«  — 2n.DE 

MuUipIion?  tous  les  termes  de  la  première 
égalité  pai  n,  et  ceux  de  la  seconde  par  m. 

c*»  =  dhi  +  mH  4-  imn  .  DE 

6*m  =  tPm    nhn — 2mn .  DE 


donc 


Elg.  716. 


fc'm  +  c-n  =  àHm  +  n{m  +  n)  =  f/^a  +  amn 

d-a  =  6'm  +  chi  —  attni  C,  Q»  F.  D. 

1173  a),  «oto.  La  relalion  i  récédente  est  généralement  attribut  à  Stewart 

{Aperçu  hittorique,  page  17n,  et  Histoire  des  sciences  mathématiques ,  par 
MA\ni!LicN  Marie,  vtii.  p.  2-^i0).  Carnot,  dans  8a  Géométrie  de  position, 

page  263,  i  dnnn4  ce  mèmf  lh/"Ar^me. 

Le  ThéotètHe      Stewari  se  {»rêle  à  un  grand  nonibre  d*applicalioD8';  voir 
Applications  rcmat  tpiables  du  théorème  de  iStewart  el  théorie  du  bar\fc entre , 
\ ,  par  M.  C.  TiiiRY. 

Exemples  :  Pour  la  Médiane ,  on  a  ;  iH  =  n  =     ,  d*où  en  divisant  par  m  ; 

2d«  =  d»  +  c»  —  2m*. 

171  C 

Pour  la  bisaectriee  exlérieare  on  a  :  ~  =  . 

Le  théorème  suivant  (a°  H 74),  peut  être  considéré  comme  scolie  de  celui  de 
::;e\v  art. 

Stewart  (1717-1785),  mathématicien  écossais,  disciple  de  Robert  Simso.v  et 
de  Maclaurin  ,  professa  les  mathématiques  â  ronitrersité  d'Édimbourg. 
M.  G.  Teiar,  professeur  de  mathématiques  à  Gand.  (  Voir  Mathésis.) 

1174.  Théorème.  Vhypofénusv  d'un  trianyle  rectangle  est  divisée  en 
trois  parties  égales;  on  Jotni  le  som- 
tnet  de  Vnn>}le  droit  aux  de  au:  points 
de  d<risi(tn.  La  somme  des  carrés  de 
ces  deux  lignes,  augmentée  du  carré 
d*t  *  3  de  Vhy}>oténu$e ,  érjale  les  '/j 
du  carré  de  l'hypoténuse,  (CoMPA- 
(*.xo2f,  n«  268  ) 

Lorsque     =  ^  et  que  n=  ^  « 

il  (aut  prouver  que  l'on  a 

di-|-e»-l-DE»=V3a^ 

Lt  foroittle  caonue  (o^  1173} 

d^assibhn  +  cVi  —  amn 

,  o  2 

oeneDtf  lorsque  nt^-^,  n=ya  et  qu*on  simplifie , 


^  X  

n 

 > 

 > 

Fig.  7i7. 


(le  Diéoie 


d^  =      +  V^c^  - 
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En  ajoutaot  membre  à  membre  ces  deux  égalités,  od  obUeni  meces- 
smmeDt  d«  +  e*  »  6* + —  */^* 

Mais  r.n'^  ^  a' 


donc 
ou 


DE*  =  -^  et  6»+c*  =  a« 
AD*  +  DE«  +  A£*  =  Via* 


C.  Q.I.D. 


117^.  Théoffènie.  On  mène  une  parallèle  LU  à  la  haêe  «fiitt  triangle 

inscrit  ABC^  et  Von  joint  le  eammei  G  a» 
potn/s  L  6t  M*  Prouver  que  le  proàwt 
CM  .  GN  égale  le  produit  CA  .CBdêsêau 

côtés. 

Los  triangles        ,  ACM  suai  sembiablà-, 
cai  lis  î-uiit  équiangles. 

En  effet,  Tangle  inscrit  13  =  M  et  i'aDg»e 
BCN=AGM; 

,  CA  CN 

donc  GSr=GB- 

d'où  GA.GBs^CM.CN 


Fig.  718. 


117d  a).  Scolie.  Deux  Uicorèmes  conmis  (G.,  tr^'^  270  el2ôë)newût 
que  des  cas  particuliers  du  tbéorôme  que  nous  venons  de  donner. 

1«  Le  produit  de  deux  côtés  quelconques  d'un  triangle  égale  la  hauteur 
relative  au  troisième  côté,  multipliée  par  le  diamètre  du  cercle  dreoih 
scrit. 

En  effet,  l'angle  CAD  est  droit,  il  a  pour  mesure  ^?  +  . 
L'angle  droit  il  a  pour  mesure  ^-^ 

Donc  BE  =  DA,  et  la  corde  DE  est  parallèle  à  AB;  donc 

CA.CB=;CD.CH 

2^  Le  produit  de  deux  côtés  quelconques  cTun  triangle  égale  le  carrt 
de  la  bis$eetriee  intérieure  correspondante  f  plus  le  produit  des  segmmUf 
déterminés  sur  le  troisième  côté  par  cette  bissectrice  » 

En  effet,  la  parallèle  extrême  donne  le  point  G  milieu  de  Parc  AGB,  et  la 
droite  CG  est  bipseclrice  de  Tangle  C.  Les  droites,  telles  que  CM,  CN» 
coïncident  ;  donc   C  A  .  CB  =  Cl .  CO  =  CP  +  AI ,  BI 

De  même  pour  la  bissectrice  extérieure. 

H75  (b).  Note.  L'  Le  théorème  s'énonre  facilemettl  comme  il  suit  :  A)e»a" 

imcfiDiaies,  issues  d'un  vunne  aonmwt,  <i'un  triangle,  dont  Vunr  r^f  fmtiiée  iJS^ 
côté  opposé  et  l'aulre  à  ta  rircon/érenre  circnrvfcnte ,  ont  un  prodmi  con^'*t. 

On  sait  que  deux  droites  sont  dites  isogonalcs  lorsque,  partant  d'un  m;^'? 
sommet  d'un  triangtc,  elle'^  ?oni  également  mclioéaa  sar  U  bisseolrice  qui  p'f^ 
de  ce  môme  sommet  (a"  llltfj. 
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2»  le  Ihéorca^e  précédent  (q"  1176)  sert  de  base  à  VJuuersiûn  ayÈnétnqvie  (voir 
d-après,  fi«  1942  a)  ;  nous  Vmns  datmé  w  1882  daos  les  Eseet*cice$  de  Géomé- 
îne;  mais  il  est  probable  que  celte  question  élémentaire  n'était  pas  nouvelle. 

Vhtoeman  iymétrique  eftt  de  1890,  1891;  elle  est  due  à  M.  Bernés,  ancien 
professeur  de  mathéoiatiques  i  Paris;  M.  Goe  en  avait  déjà  traité  quelque  temps 
araot,     ^* Association  françêUie  p&ur  Vavancement  des  science»,  (J.  M. 
1^90, 1881,  etc.) 

Siwrdee  344.  —  1. 

1176.  Théorème.  Le  produit  des  distcitires  d*un  point  qu*ilcon(iue  de  la 


ctrconfrrence  inscrite  dans  un  triangle  aux 
trois  fôtés  lie  ce  triiouifr ,  crjale  le  produit 
(les  dmianres  du  mcmr  j)<"nt  aux  trots  côtés 
du  triangle  forme  en  jo'  ixanf  deux  à  deux 
les  points  de  cou  tact  du  prcmwr. 

Soient  a,  h,  c  les  dislances  du  point  M 
aux  côtés  du  triangle  inscrit,  et  rf,  e,  /"  les 
dislances  ûa  même  point  aux  côtés  du  triangle 

circonscrit. 

On  sait  que  la  dislance  du  point  M  à  une 
corde  est  moyenne  proportiooDeile  entre  les 
distances  du  même  point  aux  tangentes  me- 


nées par  les  extrémités  de  cette  corde  (n<>*  25  FSg.  719. 

et  1129). 

Donc  a*s=de;  b^^ef;  c*=/5(i 

d*où  abe^def  C.  Q,  F.  JO. 

Remarque.  On  peut  démontrer  le  thcorùrae  en  utilisant  directement  les 
théorèmes  connus  :  Le  produit  de  deux  côtés  d'un  triangle  égale  la  hau' 
teur  multipliée  par  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  (G.,  n«J  270);  et  La 
distance  d'un  point  quelconque  d'utie  eireonférencc  au  point  de  contact 
dkUtie  tangente  fuce  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  diamètre  du 
cercle  et  la  distance  du  point  considéré  à  la  tangente  fixe  (n  *  1128). 

Ainsi     2ra  =  MA.MB;    2r6  =  MA.MC;  2rc=:MB.MG 
d^où  Sr^abe  =  MA- .  MB- .  MG«  (1) 

Mais  2rd  =  MA-;    ^Ire  =  M       ^2rfz=z  MC* 

d*où  Sr'defsz  MA»  •  MB* .  MG* 

En  eoBparant  (i)  tt  (2),  od  a 

abc^def  €,Q,F.D. 

EMniee  344.  —  II. 

U77.  Théorème.  Lorsque  les  points  de  contact  L,  M,  N  d*  un  triangle 
^inonscrit  ABC  sont  les  sommets  fVun  triangle  itiscrit,  le  rapport  des 
distances  du  centre  à  deux  sommets  opposés  de  ces  deux  triangles  égale 

rapport  des  diètanees  de  ces  mêmes  sommets  aux  côtés  opposés,  (Sal- 


*  Saimox,  savant  géomètre  anglais» profWMor  4  runlvenité  de  Dublin,  anteariio  nom- 
^rwn  mémoires  ;  on  lui  doit,  entra  antres  onvragn,  nn  remarquable  TmUé  4s  géomikU 
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Il  faut  prouver  que  Ton  a    X^*  ^TE' 


Les  triangles  semblables  AOH,  OLG  donueol 

AO  AH 


Op 
d'où 


AO.DO  =  OM*=OL« 

AO  LO 


D'après  les  proportion»  (1)  et  (2),  on  peut  ècrâ 
AO      LO  AH 


d'où 


AO  _  LO  +  AH 

LO  —  DO+LG  —  LE 


C.  Q.  F.  n 


1177  (•).  «oto-  Triangle  iangentiel.  On  nomme  triaDgIe  tangentiel  par  rap|:>c(! 
à  UD  triaogle  donné  LMN  le  triangle  ABC  qu'on  obtient  en  menant  det  tan 
gentes  par  chaque  sommet  L,M,N  au  cercle  circonBcrit  , 

Le  triangle  tangentiel  de  LMN  est  son  triangle  p(Mre  par  rapport  an  oerclj 

oirconscrit. 

Dans  la  Géoniétri''  ffn  trinnrjfr ,  on  considère  fréquemment  le  triangle  tab 
gentiel  ABC  et  k  triangle  dea  contacts  LMN« 


Esmioe  345.  —  I« 

1178.  Théorème.  Par  un  point  quelconque  M  d'une  circonférence,  Ofi 
mène  une  î^ccanle  dans  une  direction  donnée;  elle  coupe  une  corde  fij'é 
en  un  point  A  et  les  tangentes  menée»  au  cercle  par  lee  extrémités  <k 

îa  corde  en  des  pointa  B     C;  prouver  que  le  rapport  — 

constant. 
(Méthodes  j  do290.) 


MA-- 


il7J).  Théor«*ine.  (tti  lo,  fri(in<jle  cii\  ouscrit  à  ini  cercle,  et  i' 

(ri<iii'jlt-  inscrit  fuinir  par  1rs  Irais  corch  s  dr  coiitoct  du  jirrmtc)-  in*  1176 \ 
si  L'oncoupr  la  rirroufrrcucr  rt  Jrs  deux  tri<i ix/lcs  par  des  sécantes  pa)*al- 
lèles  à  Une  droite  doxurr  ^  Ir  produtt  des  disluKces  du  point  M  aux  jL>o«»f/s 
où  la  sécante  reaconfrr  les  t  àtés  du  triangle  inscrit  est  au  produit  de> 
dii>taucrs  dt(  inCiiir  point  M  aujr  points  où  la  scrante  ^'encontre  les  côté$ 
du  trianyle  tircotràcril ,  dant'  un  rapport  constant. 

C'eBt évident,  d'après  les  théorèmes  précédents  (n<>«  1176  et  1178). 

Esttffdoe  34S.  —  n. 

1180.  Théorème.  Par  un  point  quelconque  de  la  eireonférettce  inscrite 
dans  un  triangle,  on  mètie  wie  sécante  dans  une  direction  donnée;  le 
produit  des  distances  de  ce  point  aux  trois  points  d'interseetiofi  des  cordes 
de  contact  et  de  la  sécante,  étant  divisé  par  le  produit  des  distances  de 
ce  mime  point  aux  trois  côtés  du  triangle  circonscrit,  donne  un  rapport 
constant. 
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Ce  théorème,  qu'on  pent  étendre  à  un  polyc^one  circonscrit  d'un  nombre 
[iielconque  de  c6té8  et  au  polygone  inscrit,  ubteim  en  joignant  deux  à 
feux  les  points  de  contact  du  premier,  se  démontre  d'une  manière  ana- 
ogue  aa  théorème  de  VExerciœ  3^44,  I,  mais  en  utilisant  le  théorème  de 
'Exercice  345,  I  (no»  117(5  et  1178). 

Soient  b,  c  les  distances  du  point  de  la  circonférence  aux  trois  pointa 
l'intersection  de  la  sécante  et  des  côtés  du  triangle  inscrit;  rf,  e,  fies 
listances  du  môme  point  aux  points  où  la  sécante  rencontre  les  côtés  du 
riangle  circonscrit;  enfin  représentons  par  l,  m,  n  des  valeurs  constantes; 

.n  »» Il  r î*  • 


iD  aura 

"iT^"*^'  7sr='* 

ahc       ly  —  ^  M  ^  _ 

^  =  v'îm»  C.  F.  Q.  D. 

1101.  Remarques.  \^  La  constaoto  dépend  à  la  fois  du  triangle  donné 
t  de  la  direction  de  la  sécante. 

2*>  En  reprér-enlant  par  a',  h\  d ,  d',  e',  f  les  distant  s  les  mêmes 
wints  d'intersection  au  second  point  où  la  sécante  coupe  la circooférencdi 
in  anrat  quelle  que  soit  la  direction  de  cette  sécante  ; 

ahr  _  a'h'c' 

1182.  Théorème  d^EuIer.  Dans  tout  triangle,  la  distance  d  du  centre 
du  cercle  circonscrit  au  centre  du  cercle  inscrit  est  donnée  par  la  rela^ 
rûm  d*==R(R  — 2r). 

(Voir  Méthodes,  327.) 

1183.  Théorème.  En  désignant  par  r»  le  rayon  du  cercle  exinserU 
tangent  au  côte  a ,  et  par  da  la  distance  de  ce  centre  au  centre  du  cercle 
eireenscrit ,  on  a  d^=R(R4*2r«}. 

(Voir  Méthodes,  u  328.) 

il83  (•).  Hoto.  La  relation  d^Euler  est  le  premier  pas  qui  ail  été  fait  dans  une 
Toie  où  d'illustres  géomètres  ont  marché  après  lui  :  il  s'agit  des  polygones  A  la 

foi»  ÏDScrit  et  circonscrit  à  deux  Cf^rcles,  ou  plus  générnlement  à  deux  coniques. 
Nicolas  Fuî-s,  en  ITOiî,  chercha  à  résoudre  un  |frobl^me  qui  porte  son  nom  : 
drU  nnitit'r  1*1  i  flation  ijut  lie  Ic.s  rinjaiis  f*f  la  'hslnut  r  >  (  r'ntrps  <//»(<, r 
i'i\'>fiférertcf*»  dunt  l'unf  est  ni.st  t  ili'  cl  i'auhc  ctintfi}>crtle  à  un  polygone 
iik>Hné,  mais  il  uc  f^ul  réussir  que  pour  qutlguea  cas  particuliers. 
!  Plus  tard,  Po.ncelbt,  en  18l7-162î2,  traita  géomëlriquement  le  problème  plus 
j^tendu  de  rînscription  it  de  la  circonscription  d'un  même  polygogne  à  deux 
'cooiques^  «t  le  résolut  dans  toute  ea  général ilé. 

En  1828,  Jacobi  s'est  occupé  du  même  problème  an  point  de  vue  analytique. 

M.  MouTABD,  en  1862,  a  traité  la  même  question,  mais  d'une  manière  géné- 
rale. {Applications  d'analyse  et  de  Géométrie,  par  Poncblbt,  tome  1,  note  3, 
j^^e  53".  j 

Jacvbi,  célèbre  analyste  de  K.'  iiit'>berp' ,  s'occupa,  dès  1829,  des  fonctions 
t'Uiptiques;  et  son  irere  Monn-Heriuauu  Jacobi  (1790-187'*},  découvrit  la  galva- 
noplastie en  1836. 

I  ai* 
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lia4.  Thétti«M.  Dam  tout  triangle  la  âomme  des  carrés  des  dis- 
tances du  centre  du  cercle  circonscrit  aux  centres  des  quatre  cercle 
tangents  aux  trais  côtés  du  triangle,  égale  doute  fois  le  carré  du  ra^fon 
du  cercle  cireomcrit, 

<i«s=R(R  — 2r)  («•il82) 

4=H(R  +  2ra) 

dî  =  R(R  +  2r6) 
ilJ  =  R(R  +  2r«) 

d«  +  +  (i;  =  Ri4R  -h  2ra  +  2f6  +  2r,  -  2r) 

Mais  onsaitquela  somme  des  trois  rayons  des  cercles  ex-inscnJs. 
éUnt  diminuée  du  rayon  da  cercle  inscrit,  ^ale  4R  (n*  736);  donc 
second  membre  devient  i 

R(4R  +  8R)  ou  m«  C.Q,F,R  ! 

118».  Théorème.  Si  Von  mène  un  diamètre  commun  MN  oiix  chrvn- 

férences  inscrite  et  circonscrite  à  untrianiih 
ABC,  le  rayon  de  la  drcanférence  irt^cnu 
est  moyen  proportionnd  entre  les  iegmenif 
MP,  NQ  compris  entre  les  deux  circonfé- 
rences. (  N .  A.,  18îi0,  page  216.)  \ 
Soient  ON  =  OM=R;  OD=d; 
DQ  =  DP  =  r. 
MP  =  OM  — OD  — ûP=R-r  — d 

NQ  =  ND  — DQ         =R  — r+d 
MP.iNQ  =  (H  — r»*  — 
Or,  d*aprè8  le  tbéorème  d'Muler, 
d^=R(R  — SSr)  au  =R*— «Rr 
MP  .  iNQ  =  R*  —  2Rr  +  r«  —  (R«  —  2Rr) 
MP.NQ=:r*  CQ.F.D. 

MQ.NPî=4Rr4.r» 


donc 
ou 


1185  fa).  Hote.  La  sixiènT^  'édition  des  Théorèmes  et  problèmes  de  (Mto'an 
fonlienl  un  assez  p^rand  nombre  de  relations;  il  en  est  de  même  des  rec5ueJll| 
eciCLiUlîqties  que  nous  avons  cités;  mais  tout  ce  qu  il  y  a  de  plus  inlér«iiMttj 
pour  la  Géomclrie  traditionnelle  ou  classique,  se  trouve  réuni  dafis  roiiw»P«' 
sulvaDt  de  M.  Vuibbiit  :  BelaHons  entre  les  élémenîs  du  triangle  (1893).  I>- 
vrage  compreod  HO  relations  entre  les  Éléments  linéaires;  59  entre  lei  iïjj^ 
menu  angulaires;  104  entre  les  ÊlémenU  UnéaireB  et  angulaires,  en  tect,  2». 
formules  avec  leurs  démonstrations. 

Divers  articles  du  Journal  (h  matîtémafiqurs  àlcmcntaires  de  M.  G- 
LoxnrnAMr'?  ,  donnent  do  nombreuse*  rf  l'<!i"n«  pour  In  Gécnyiétrie  rétenlf  '''^ 
triarifjio ,  i\  en  e«t  de  même  fi»'  M^tlie^is  el  des  ouvrapef»  de  MM.  Casf-T  ^| 
Emmrrich.  (A  set/net  to  thn  firsl  ^i.r  /'"pAs      (hc  A7<^»hv</3'  of  Euclid,  byJo^'i 
Casey,  et  Die  Brocardschen  Gcbdde,  vou      A.  Lmmëbich.)  j 
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Relaiioiis  numériques  dans  le  Quadrilatère. 

1186.  L'étude  dcâ  relations  numériques  dans  le  quadrilatère  ofire  un 
grand  intérêt ,  par  suite  de  remploi  des  systèmes  articulés  en  mécanique* 
{Mécanique,  §  3,  n"*  23U  à  234.) 

Un  quadrilatère,  dont  on  connaît  les  quatre  côtés,  n'est  pas  complète- 
ment déterminé  ;  on  peut  le  déformer,  rapprocher  deux  sommets  et  éloi- 
gner les  deux  autres;  les  relations  qui  peuvent  lier  certains  points  fixes 
pris  sur  les  côtés  ou  sur  les  diagonales,  permettent  parfois  de  transfor* 
mer  uo  mouvement  donné  en  un  autre  mouvement  aussi  donné.  Nous 
citerons  les  exemples  les  plus  simples  et  les  plus  remarquables,  en  étu- 
diant d^abord  le  parallélogramme  dont  le  losange  est  un  cas  particulier; 
puis  le  quadrilatère  à  diagonales  rectangulaires,  dont  le  losange  est 
AMsi  un  cas  particulier  ;  le  Lrapèie  et  le  quadrilatère  quelconque. 


347. 


4187.  Théovène.  Pour  tout  point  pris  dans  le  plan  d'un  rectangle,  la 
iomme  des  carrés  des  distances  à  deux  sommets  opposés  égale  la  somme 
des  carrés  des  distances  de  ce  même 
}»o%nt  aux  deux  autres  som^nets. 

Par  le  point  donné  0,  menons  des  pa- 
rallèles aux  côtés  du  rectangle.  Soient 
a,b,  c,  d  les  quatre  segments  de  ces 


Fig.  722. 


c.  g.  F.  1). 


CO*  =  c  •  -f 

donc  AO*-f  C02  =  a«+6*  +  c2  +  ci» 

Il  es  est  dè  aêflie  de         BO'  +  BO^ 

donc  AU^  +  C0«  =  BO»  +  DU* 

1188.  ThéotèsM.  La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  0  aux 
qwUre  sommets  du  rectangle  égale  le  carré  de  la  diagonale,  plus  quatre 
fois  le  carré  de  la  dista$ice  du  point  donné  au  point  de  concours  des 
diagonales, 

A0«  +  GO*  =  2AM*  -f  -2X10»  ;   B0«  +  DO'  =  2T;     +  mO* 
Mais       AM:=BM  et  4AM'=:AC>  ou   (AB'-f  BC'> 
donc  AO*  +  B0«  +  CO*  +  D0« = AC« + 4M0«    C.  Q,  F.  D. 


Exercice  348.  —  I. 

1100.  Théorëme.  Datis  uïi  pa ni l le loy ranime  ADGD,  Ica  dislances  ME 
MF  d'uti  point  quelconque  d'une  diagonale  aux  deux  côtes  adjacents 
•wjt  entre  elles  iHitvsemcnt  comme  ces  côte's. 

Menons  les  droi»p<  NÎGet  MH  parallèles  aux  côtés  du  parallélogramme, 
^  considérons  kâ  triangles  rectangles  MEli  et  MFG  ;  leurs  angles  aigus 
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G  et  H  BOQt  égaux  comme  ayant  les  cAtês  parallèles  ;  ainsi  ces  triangles 

^     sont  semblables  (G.,  d9  223),  et  Von  a 

MF.  MH 
MF  —  Ifô  DU  AU 

Or  les  tnaûgleâ  semblables  AHM  et  ABC 
dooneol  : 

MH      BC  ou  AD 


Fig.  723. 


AH  — 


AB 


On  a  donc,  à  cause  du  rapport  commun, 

ME  AD 
MF  —  ÂF 


C.  Q.  F.  D, 


i\m  la).  Remarques.  1«  De  celle  relation, 00  déduit  ME.  AB=MK. AI'. 
Ainsi  les  produils  des  diâtauces  Mh  et  MF  par  les  culéti  respectifs  AB 
et  AD  sont  égaux. 

On  obtient  une  démonstration  très  simple  lorsqu'on  a  recours  âu 
livre  lY  (,fig.  724). 

e  h 

7"=x 


On  a 


Or 


Ainsi 


AB.^  =  AD.A-,   d'où  = 


AD 


e 

7 


AD 

AB 


3»  La  ligne  AN  est  la  médiane  du  triangle  BAD,  donc  la  médiane  est 

le  lien  des  pointe  dont  let 
D   C      dUtances  aux  deux  cùtée  cor- 

respondants d'un  triangle 
sont  înversementproporti^i' 
nelUs  à  ces  mêmes  câtés, 

4«  La  symédiane  (  no  899 a) 
étant  la  droite  symétrique, 
ou  la  droite  isogonaie  de  la 
médiane,  par  rapport  à  h 
bissectrice  (  n»  1118),  la  sy- 
médiane est  le  lieu  des  points 
dont  les  distances  aux  cotéi 
correspondants  d'un  triangle  sont  directement  proportionnelles  à  cej 
mêmes  côtés. 

IS'ous  démouUeroii^  ducctcment  cette  intéressante  proposition. 

llîiO.  Théorème.  Ltuis  touf  pnroUt^lorfrnmme  ABCD,  la  êomtne  des 
carres  des  côtés  égale  la  somme  des  mrrés  des  diagonales. 

Celte  question  est  un  cas  particulier  du  théorème  d'Euler  (voir  ci- 
après  no  1205);  pour  la  démontrer  directement,  il  sufQt  dereeourirau 
tbéoréme  du  carré  de  la  médiane  (G.,  n«  254). 


F%.  724. 
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Exercice  348.  —  II. 

1191.  Théorème.  Par  le  sommet  A  d'un  parai  le  lo'jvumme  ABCD,  on 
nèuc  Une  ticcanlc  AMN  qui  coupe  BC  en  M  et  DC  en  N  ;  prouver  que  le 
)tuduit  BM  .  DN  t'ôf  coiistanl.  (Comi  aunon,  222.) 


Fig.  725. 

Ea  effet,  les  triangles  ABM,  ADN  sont  éqttiangleB  ;  donc 

BM  AD 

AF  =  W 

l'où  BM .  DN  =  AB .  AD   quantité  constante. 

1192.  ThéorèoM.  Par  un  point  0  prU  sur  la  diagonale  BD  d'un 
jaraiielogramme,  on  mène  une  sécante  qui  coupe  les  côtés  ad^acetits 
\K,  AD  en  F  et  G,  et  qui  coupe  les  deux  autres  en  F'  et  G'  ;  prouver  que 
JF  .  OG  =  OF' .  00'. 

Les  triangles  OFB,  ODG'  sont  semblables  i  li  en  est  de  même  deOF'B, 
OGD  ;  on  a  donc 

OF      OB  OF' 


DG^—  CD  - 
0F.OG  =  0F.0G' 


1183.  Théoeém».  Sur  les  eûlés  d*un  parallélogramme  articulé  ABGD, 
0»  »UT  les  prolongements  de  ces  côtés , 
M  prend  quatre  points  L»  M,  0, 
Ptués  en  ligyie  droite.  En  admettant 
qite  ces  points  restent  fixes  sur  les  ed- 
té$  reepectifs  auxquels  ils  appartien- 
nenty  tandis  que  le  parcdlélogramme 
st  déforme,  prouver  que  le  rapport 
des  distances  d'un  de  ces  points  à  deux 
mtirts  points  reste  constant. 

Soit,  par  exemple,  L,  M,  N. 
Les  triangles  semblables  MBL,  MCN  donnent  ; 

HS^  =        rapport  constant;  donc... 

W  ^  AD    '■^PP*^^^         constant ,  etc. 


De  même 
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I  ltt4.  Pantographe.  Lo  pantographe  irepose  sur  le  théorème  précè- 
dent. 

()n  sait  que  le  pantoemplie  est  mi  instrument  qui  permet  de  repr 
du  ire  i  api  l  iment  un  (kSdiD,  en  Tamplitlant  ou  en  le  réduisant  dans 
rapport  donné. 

F.n  fixant  le  point  M,  par  t.-\emple,  et  en  faisant  (]«kTire  au  point  Lurfl 
figure  Honiiée,  le  point  N  décrira  une  figure  semblable  à  la  pieaiierv. 
Les  deux  liirures  homolhétiques  décrites  par  L  et  A  auront  M  pourceitUi 
intérieur  de  siutiltlude. 

En  fixant  le  point      les  jioint^  ^!  et  0  dt^oriront  des  ûgurcs  bomotli 
tiques  ayant  L  pour  centre  extérieur  de  similitude. 

II  en  est  do  même  du  point  N ,  car  on  a 

JLM  _  MB^  _LM  MB  LM  MB 

MN  -  MG  '   "^^^    LM  +  MN  ~  MB  +  MG  -  BC 

rapport  constant. 


Dans  les  applications  ntécailiques»  ABCD  est  ordifiai- 
renient  un  losange  ;  maia  un  parallélogramme  jouit  des  mêmes  pro 
priétés. 


£xeroioe  3â0. 


1' 


ili>»>.  Théorème  de  Peauoellier  *.  Un  point  quelconque  V  pris  mr  l 

diayoïniîe  AC  d'un  losange  ABCD,  diviy 
^•^"^      **>.^  celle  tliayonalc  en  deux  segments  dont  kpn- 

/  duit  égale  la  différence  A\V  —  PB*  du  ranr 

/  y'     \        du  côté  du  losange  et  du  carré  de  la  HU- 

I  0 \       fuHce  VU  du  point  P  au  sommet  B,  (N.  A. 

A^C^^^  Q  -'-^^'c        Démonstration  de  M,  Mannheim,  N.  A.. 
pV^^^^*^^  1873,  p.  73. 

"^-^^^J?  Prolongeons  PB  jusqu'à  la  rencontre  i 

Pig  727.  la  etreonférenca  décrite  du  centre  B  a?ec 

pour  rayon  : 

AP .PC=PE . PF  =r  (a  +  &)  (a -  6) s=:a«-  5« 

Ai'ire  lit'iiionsinihoii.  On  sait  que  la  diflTérence  des  carré»  de»  ui  - 
tances  d'un  point  l>  à  deux  poinli»  donnés  A  et  P,  égaie  la  différence  ôm 
carrés  des  distances  de  la  projection  0  du  point  B  aux  deux  mèm^ 
poinU  A  et  V   no  71  ) ,  ou   AB^  —  BP'  =  AO^  —  PO*.  | 

donc    a*--6-  =  (A0  — OP)(AO+PO)   ou         6*  =  AP.PC  ' 

6  .  Q.  /.  X>.  I 

iUMî.  Théorème.  Ix  produit  AP.CP  est  constant  :  ! 

1'  Lor^qur  fc  point  P  est  sur  le  prolongement  de  la  diagonale  AC  dk 
losange  ABGD. 

2^  Il  en  est  de  inême  lorsque  le  losange  est  remplacé  par  un  quadr-^ 


*  ?.î.  Pi  \r'-p!.f.iKn,  <^n;v;t:iine  <lv  e-'nie  en  1864,  Invriitour  de  Vittvrrsnir  qui  porte  -on  ceci- 
(Voir  la  note  relative  aux  inversiun,  n*  1Sm$,  et  Mccanique^  232  «  î^3JJ 
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aùre  BA£u ,  duni  ia  diagonale  B£  M  perpendicuiaire  au  milieu  de 


Fi«.  728. 

lo     6«  —  a*  =  OP'  —  OA*  =  (OP  -  OA)  {i)V  +  UAj  =  AP  . GP 


6'2-.a*  =  6*  — a«  =  AP.GP 


1197.  Théorème.  Lorsque  la  différence  des  carrés  de  deux  côtés  adja- 
cents d'un  quadrilatère  égale  la  différence 
des  carrés  des  deux  autres  cÔtée^  et  si  le 
fjrand  côté  de  chaque  groupe  part  d*un  même 
ivinmet,  les  diagonales  du  quadrilatère  sont 
à  anfjfe  droit. 

Admettons  qu'on  ait  la  relation 

et  que  les  plus  graods  côtés  6  et  c  partent 
d^Q  même  aommel  CL  II  faut  prouver  que 
BD  et  AC  sont  des  droites  rectangalaires. 

Soient  O  le  pied  de  la  perpeodicalaire  abais- 
sée do  sommet  B  sur  AG,  et  0'  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  sommet  D  sur  AG;  il  suffit  de  prouver  que  les  poiats  0  et  0'  coïn- 
cSdent. 

f«  — ((2— CO'-  — AÛ'- 
done  GO*  —  A0«  =  GO*  —  AO'^ 

Or  cette  égalité  n^est  possible  qu^autant  que  0  et  C  coTacident. 

ExerotM  351. 

1188.  Théorème.  Dans  un  quadrilatère  ABGÛ,  les  diagonales  AG,  BD 
>e  coupent  à  angle  droit.  Si  Von  déforme  le  quadrilatère  en  gardant 
'  «  quatre  mêmes  côtés,  mais  en  rapprochant  deux  sommets  opposés 
\  f(  C,  jrs  diagonales  de  la  nouvelle  figure  se  couperont  ausei  à  angle 
droU  (fig.  iâ9). 

Les  diagonales  se  coupant  à  angle  droit,  on  a 

a*  —  5*  =  m*  —  n*  =  rf'  —  c* 

MaU  la  reliilion  a*  —  b-=^d^  —  c*  subsiste  constamment,  car  les 
quatre  côtés  iio  varient  f)«Ts  de  longueur;  donc  les  points  B  et  D  appar- 
UeûDeûl  à  une  môme  droite  perpendiculaire  à  AG  (n*'  1197). 
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I 

1198  (a).  Remarie,  io  Les  carrés  des  quatre  segments  des  diagonaki 
donnent  une  somme  constante, 

m«  +  n*  +  p«  +  ç«s=     (a^  +  6«  +  c'  +  (/«)  ' 

2o  On  nomme  <jnadrUatère  à  diagonales  oHïwgonales ,  ou  noème  sim- 
plement quadrilatère  orthodia>jonal ,  le  quadrilatère  dont  ies  diagODaldâ 
sont  à  angle  droit.  {Mathésis,  189^,  p.  268.)  ' 


.  —  1. 


1189.  Théorème.  En  désignant  par  a  et  h  les  hases  d'uji  trapèze,  y^ir, 

d  la   longueur  île   In  paraJUif 
7)H'}U'c  aux  bases  par  le  point 
concours  des  diagonales,  on  a  U 


relation 


d=: 


2ab 
a  +  b 


En  effet, 


ab 


d'  = 


0E  =  0F=.5^  (nMIOe»; 
donc... 

2^  En  désignant  par  &  la  loti- 
ijmur  de  ULK,  on  a  la  retatùfn 

2ab 


IttOO.  Tliéorème.  En  désignant  par  d  la  longueur  d'une  parallèle  DL 
aux  bases  du  trapèze,  par  le  rapport  dans  lequel  celte  paraiUU 
divm  les  deux  autres  côtés,  on  a  la  reUUion 

an4-  bm 


d= 


Trois  cas  peuvent  se  présenter  : 


m-f-  n 


1^  Les  bases  A  M,  BN  sont  d'un  même  cCté 
de  m  (ûg.  731). 

Menons  BM.  On  a 

PC  _   n 

a  ^ 


DG  LN 


d*où 


DG  = 


an 


d'où 


m  4-  H 


Fig.  73i. 


De  tiiéme 


m-\-n 


2^  Une  base  est  nulle  (flg.  732). 

La  formule  rl;  se  réduit  à     dz=  — ^" 

m-j-n 
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FIg.  738. 


Fiff.  7S8. 


df*  Le$  ba»e$  AM,  BN  sont  de  tens  contraire  (ûg.  733). 

d  ou  DC-CL  =  i^^  (3, 

Renmrqties.  1*^  Pour  tjuc  lu  formule  (\)  convienne  à  tous  les  cas,  il 
ufpt  dr  rc/arder  1rs  hdsrs  coiûwv  ('tu ni  de  même  signe  dans  le  1^*"  cas, 
H  de  »iytics  cuiUrairrs  don^  le  3*^  ijj    112  et  430). 

2'>  A  cause  de  Timporlance  de  celte  question ,  il  coo?ient  de  la  propo- 
1er  aussi  comme  problème.  (Voir  ci- après  1436.) 

iîOÎ.  Théorème.  En  jxircuumnf  le  pcrunctre  d'un  triangle  dans  un 
même  sens,  on  divise  les  troiff  rôtis  dans  nu  même  rapport.  Le  triangle 
yut  a  pour  sommets  les  trois  points  de  division  a  même  point  de  cmi- 
tours  des  médiaiieê  que  le  triangle  donné.  (Pafpus.) 


coit 


Flg.  78i. 

AP  ^    HE  __CF  _„jn 
~  CE  —  ÀF  —  n 

U  îàui  prouver  que  les  irîangles  ABC»  DEF  ont  même  point  de  con* 
Mars  dea  médianes. 

Psr  le  point  G  de  eoDCOurs  des  médianes  de  ABC,  menons  une  droite 
loeleonque  XY  et  abaissons  les  perpendiculaires  Aa,  B6;  Ce,  et  Dd,  Ee, 
if-  Repréeentoos  ces  perpendiculaires  par  a,  6,  «..  On  sait  que  pour 
tMie  droite  XY  menée  par  le  point  G,  on  a 

a=zb  +  e  (nM62). 
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La  somme  algébrique  a-\-b-\-c  cal  nuiic,  lorsqu'on  regarde  cocm 
négativeâ  les  perpendiculaires  b  et  c. 

ISCH  («).  Béeiproquemenl,  Si  Ton  a  la  valeur  absolue  a^b+c,i 
droite  XY  doil  passer  par  le  point  de  concours  des  médianes;  donc,  pot 
démontrer  le  théorème  proposé»  il  suffit  de  prouver  que  d^e-f^f. 


Or 


m  •4"!*' 


(12Û0) 


 b)i  +  cm  ^    -  en  —  am 


d'où 


car 


ou 


ainsi 


cw  —  am 


an  —  6m  ^  bn-j-cm  .  

'  m-^n"       m  +  n        m  +  n 

an  +  am  =     +      ~l*  ~h 
o(m  +  n)  =  6(w+  n)  +  c{m  +  n) 

a = 6  +  c  relation  connue  ;  donc... 


1201  (bj.  Vole.  Le  Ihéorème  précédent  peut  donner  lieu  à  divems  obtem 
lions.  Ainsi  : 

!•  Le  lieu  du  point  milieu  L  de  EF  e»t  la  droite  MN  qui  joint  le$  pm 
milieux  des  côtés  CA,  GB. 
Car  DGL  est  médiane  du  triangU  DEF,  et  puisque  les  médianes  des  du 

triangles  concourent  nu  mèc 
point,  i't  '^uo  ce  priin?  divise  ch 
cune  d  eilcs  aux  deux  Lier?  * 
l'tngiieur  à  partir  du  soiu&io 
OQ  â  : 

DG  2 
■  l  * 


Ml 


GL 


Ainsi  les  triangles  AGD,  M*' 
sont  BeinlilnbleB ;  par  suite,  W 
est  paraiicle  à  AI).  Ainsi  ML 
esl  la  droite  qui  joint  les  poiÉ 
milieux  des  oôtés  CA ,  CB. 

2<>  On  Bâil  que  toute  droite  t 
qui  dÎTise  les  côtés  GA,  CB  < 
parties  inversement  propoilioi 
nelles,  à  partir  du  sommet  C»  est  tangente  à  une  parabole  qui  se  ncoord 

elle-même  aux  droites  CA,  CB,  aux  pointe  donnés  A  et  B.  (G.,  n""  710^1 
droite  MN  est  cil  j-méme  tangente  à  la  même  courbe  au  point  1;  MN  est  It  tai 

génie  au  sommet  lorsque  TA  =CR. 

Ainsi  renvehtp}>e  rhi  côté  EF  est  la  parabnje  AIR. 

('.Iiacun  He-j  autre?  roté'^  DK ,  DF  a  aussi  pour  enveloppe  une  poraboie.  U 
trois  parcil)  'lc5  que  nouë  avoua  indiquées  dès  1882,  sont  nommées  piiraboUi  f> 
Artzl,  du  nom  du  professeur  qui  les  a  signalées  en  1884.  Ou  lira  aTCCgna 
intérêt  les  articles  de  MM.  Brocard  et  G.  db  Lonochahps,  {Jourmd  de  nictAi 
fnatique^  élémentaire»  et  spéciales,  t8d5,  page  76  al  1800,  page  149.) 

3"  On  prouvera,  au  livre  IV,  que  parmi  tous  les  triangles  DEF,  le  irianj; 
de  surface  minima  est  celui  qu'on  obtient  en  joignant  deux  A  deux  lei  poM 
milieux  J,  M,  N  du  triangle  donné. 

Le  théorème  ci-deseus  (q<*  1201)  est  rénonoé  géométrique  du  tliéoràuid 


j 
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ml  de  pAPPt's.  Si  tœùi  mobiles  égaux  places  an  6um  nit  i  idni  li-iatufie  parfont 
n  même  temps  etparcoureni  respectivement  les  trois  côtés;  en  allant  dans  le 
nême  sens  et  avec  des  vitesses  proportionneUes  à  ces  trois  côlés,  leur  centre 
c  j,  avité  restera  immobUe,  (N.  A.,  i881,  page  337.) 

D'après  le  théorème  de  la  composilion  des  forces  parallèles  et  la  détermina' 

'^v  rhi  rentre  de  p^rnvité  d'un  triangle  [Mécanique,  F;  J.,  n'^»  'tS  et  72),  il  est 
tm  facile  de  démontrer  le  tl>*'m'hne  rft'  /Vt-p^v  En  effet,  admettons  que  trois 
oids  égau2,      soient  simultanémenl  aux  points  D,  E,  F  qui  divisent  les  côtés 

\»m  le  rapport      ;  on  peut  remplscer  le  poids  p  placé  en  D,  par  des  poids 

^l'îj^-  ,  ^  placés  en  A  et  B  et  inversement  proportionnels  aux  dis* 

•sces  AD  et  BO.  De  même  le  poids  p  placé  en  E  peut  être  remplacé  par  an 

•ifidi  ^^^^  ^  placé  eu  B  cl  un  poids  \^*^^^^^  placé  en  G;  remarque  analogue 

lourle  poids  placé  en  F,  or  chaque  sommet  B,  par  exemple,  a  les  poids 


n\p 


4  ^^"^  -  OU  donc  le  système  correspond  aux  premières  données,  chaque 
ornmet  a  on  poids  p,  par  suite  G  est  bien  le  centre  de  gravité. 

La  considération  des  solides  auxiliaires  ou  des 
irojêi  hors  coDduil,  comme  on  le 
ait,  à  une  méthode  très  utile 
kmt  démontrer  facilement  cer- 
aÎDs  théorèmes.  Aux  exemples 
donnés  (n-  174,  176,  177) 
•0  peut  joindre  le  suivant  : 
On  sait  qu'un  triangle  quel- 
ooquc  peut  être  j  rojel-'  suivant 
m  [nm^zlc  équilatéral,  on,  ce  qui 
fevj'ht  nu  niême,  «iirun  prisme 
xiatigulaifô  qui  aurait  pour  sec- 
lîoB  un  triangle  donné,  peut  être 
ôupé  sutvaDi  un  Irtangle  équi- 

iMérel  (n»  1844 ,  remarque)  ;  donc  p|  -3^.^ 

ioM  pouvons  remplacer  Je  tri< 
ingle  doon<;  ABG  par  un  triangle  équilatéral  correspondant,  qae  nous  dési- 

par  tthc. 

Or  les  rapports  se  conservent  en  projection;  donc  on  aura  : 

ad  _  hp  _  BE 

.  AD        BK       CF    ,        ad       ho.  rf 

Of,  dans  le  triangle  équilatéral  rf/>r,  les  côtés  ah,  hc,  t  a  sont  égmix;  donc 
~hp  -~.  cf,  et  le  Irianple  dt*f  e-l  équilatéral,  car  les  trois  Irianples  adf,  hcd, 
«  nt  é'jaux  :  donc  dr  —  i'f  --  fd.  Mais  il  est  évident  que  les  médianes  des 
UiaDgles  équilateranx  abe^  dnf ,  dont  le  second  e^t  inscrit  au  ju  crTut  r,  passent 
h>r  un  même  point;  doue  il  en  est  de  mémo  des  médianes  des  triangles  ABC, 
l)l¥,  car  à  la  n^édiane  dl  correspond  DL,  etc. 

M.  G.  DE  LoifGCHAMPs,  profesBCur  de  mathématiques  spéciales  sa  lycée  Char- 
itmagae.  Dopais  1882,  le  Journal  <te  mathématiques  élémentaires  et  spèdah^s 
Mtioas  sa  direction*  Dans  nos  Eœerricrs  de  <jéomélrie  descriptive  (3"  édition), 
t^Uâ  aTonsau  â  citar  plusieurs  fois  la  (iéomèlrie  analytique  de  ce  savant  auteur. 

M.  BrorARD,  commandant  du  trénie.  Vn  de??  principaux  auteurs  de  la  Geo- 
ruét,  :.  .hf  irianglei  il  a  publié  de  nombreux  articles  dans  le  J.  M.  £.  et  S., 
il  daas  MaUtésia, 
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Exeroioe  352.  —  III. 


1201  ,d).  Théorème.  t<ur  chaqiœ  côU'  d'an  Irian'jfe  A  BC ,  O/m  <v,.  Iru 
des  triaf(f;le:^  AA'B,  BB'C ,  CC'A  ayant  mc>)ie  orituiaiion,  tomàluh 
rieur,  ou  tous  à  Vintérieur  d\i  triangle  Jonné ;  prouver  que  le»  médim 
de  A'h'C  ie  coupetU  au  mêtne  point  que  celUê  de  ABC. 


Fig.  m 

Joignons  A'  au  point  milieu  M  de  AB,  et  prenons  MD  =  MA';kUi 
angle  ADB  est  Beœblable  à  BA'A  :  prouTons  qae  DB'CC  est  un  piraO' 
logramme. 

10  Les  triangles  DEF  et  CAB  sont  semblables  comme  ayant  un  aogl 
égal,  compris  entre  côtés  proportionnels,  car  angle  ABC=DBB'  < 
AB  BD 

TCT  ^  "BB*^  ^  cause  des  triangles  semblables  ABÛ  al  CBB'  i  il  ^ 

résulte  que  PincUnabon  des  côtés  homolc^ues  DB\  AG  est  égale  ilW 
DBA,  égal  lui-môme  à  G'GA  :  ainsi  les  droites  CG',  DB'  sopt  paraUèks 
on  prou?erait  de  môme  que  DG'  est  parallèle  à  GB',  et  la  figure  DB'O 
est  donc  an  parallélogramme. 

Dana  le  triangle  CDA'  les  médiane^  CM,  A'N  coup  iit  aux  de" 
tiers  de  leur  longueur  ;  or  CM  e?t  une  des  médian- >  lu  triangle  donn 
ABC,  et  A'N  une  des  nu'-dianes  du  trinnirle  obtenu  A'ii'C',  donc  l'^ 
deux  triangles  ont  même  centre  de  gravité  G. 

IKH  e,  Woto.  Tour  la  démonstration  on  peut  voir  aussi  le  traité  de  Géoo^ 
de  MM.  Roccué  et  os  Gomberoussc,  1891.  Note  par  M.  NtusBitG,  page^ 
n*  38. 

L«  théorème  précédent  est  une  généralisation  de  ceint  de  Pappus  (d"  1'-'^^' ' 
à  son  tour,  il  prête  à  diverses  généralisations  dues  à  MM.  Naossao,  Uii^x? 
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iSAL.  {Mathc.'^iii,  \m,  paires  16fi,  187;  N.  A.,  1881,  page  337;  Projections  et 
nh^e  -  projections ,  par  M.  iNeubehg,  p.  52,) 

Laisant,  auteur  de  DOmbreax  articles  insérés  dans  les  Nouvelles  Annales,  la 
yuveUe  correspondance  mathématique,  MathétU;  on  connaît  sa  traduction  des 
jaipûiences  de  BeUavitU  et  son  Becueil  de  probîèntes  mathématiques  (1893). 
Bësajl,  membre  de  rinsUlul,  aulear  de  savants  travaux  relatifs  à  la  Mécanique. 


.  —  I. 

lâOft.  Théorème  de  8.  Eobertt.  Vans  un  trapèze  isocèle  articulé  dont 

9  deux  côtés  égaux  et  les  diagonales 

^  des  longueurs  invariables,  une  droite  q 

.MN,  menée  parallèlement  aux  hases  par  /^Z" 

n  point  fixe  de  AB,  donne  un  produit         if   ^v^/^  \« 

M .  PN  qui  est  constant,  quel  que  soit         /     JS^^'^'^N.  \ 

f  trapèze  forme'  par  les  quatre  droites       V^^'n    îonI  v 

oittiées.    (Nouvelle   Correspondance  de      L<  ' 

I.  Catalan.  i877,  p.  132.)  D  a 

Soient    AP  =  m;    BP  =  ti;  Flg.  787. 

AB  =  CD  =  6;   AC  =  BD  =  a. 

Oo  a  -nTT-  =--.—-;  PM  =  BC . 


~         PN  =  AD.  " 


AD  "*  m  +  n  '  t«4-« 

où  PM.PiN  =  AD.BC.  ,  ^  (1) 

(w  +  n)*  ^  ' 

Mais  le  trapèze  isocèle  est  inscriptibie;  donc  le  produit  des  diagonales 
gale  la  somme  des  produits  des  côtés  opposés,  ou 

AD.BC  =  a*  — 6^ 

fcmc  PM .  PN  =  (o«  —  5«j  ,        ,i    quantité  constante. 

yjfn 

leBMrque..  1«  MP.MLt=PM.PN 

On  peut  donc  prendre  P  ou  M  p-jur  [i-'ile  d'inversion  (n°  1203). 

2»  Le  quailrilal«Te  non  convcxo  ABDC.  dans  lequel  AC  =  Bn  et  AB=rCD 
»e  nomme  conire-parallélogrmnmr  \  voir  DoàTOli  ;  N.  A.,  1867,  (2)  VI, 
P*^7,  et  Nelbbrg;  Matheais,  1887,  p.  227). 


1209.  Vote  «v  1m  iBT«neiirs.  L^int'^rsé^fir  de  M,  PeancelUer  a  résolu  pour  la 
ftrçmièfe  Toi^  la  transformation  rigoureuse  d*un  mouvement  circulaire  en  mou- 
vement recliligne.  Celle  (1(  <  ouvprie  a  été  énoncée  en  termes  pénéraiix,  et  sous 

form-'  .ie  quo-^tion,  en  dans  les  XnureîJn^  AnnaJps  )nalhét}n(lifptes,pnge  ^I  V 
l-^  ilf-ur  en  a  donné  un  exi»osc  déta'!!»^,  \f*  î^irnie  journal,  en  1873,  page  71  ; 
^  ais  M.  LipKiNE,  de  Saint-P»  lersbour^,  ayant  Irouvé  la  mèaie  solution  en  1870. 
tu  afail  présenté  la  description  et  la  Uiéorie  à  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg 
lalvil. 

Depuis  cette  époque,  les  études  et  les  découvertes  sur  les  inverseurs  se  sont 
twvédé  avec  rapidité:  M.  Sylvbbtbr,  célèbre  géomètre  anglais,  a  fait,  en  1874, 
UD« lecture  aussi  belle  que  savante  sur  la  iranijformai'ton  du  mouvem^»t  rimi' 
l^i'iren  mouvement  roclH'igne.  Deux  autres  savants  de  la  même  naliun,  M  M  H  \ni 

KrMfE,  ont  établi  de  nouveaux  modèles,  pendant  que  M.  Psaucbllier  conti- 
nt â  ÎQVofiter  do  nouveaux  ayntèmes  à  tiges  articulées. 
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L'ÎDverseur  de  Hart  n'<i  que  cinq  titre*;  il  utilise  thcor^nv  le  KoBiaîf, 
(d«>  1202).  \  'iuvrrsrnr  PeatK  rllier  en  n  f:e|.*t  ;  il  en  est  de  même  de  celai  ék 
Keupe.  (N.  a.,  1î>7o,  page  552.)  Ce  deruicr  inverseur  repose  sur  le  théorçtL-f 
suivant  :  On  donne  un  Uuange  ABCD,  un  point  0  «tir  une  de  ses  diaj^ 

«aiet;  on  forme  ainti  nn  quatir\- 


laièré  AOCD  à  diagonales 
gulairei;  «ur  OC  considéré  conut^ 
côté  homologue  de  CD,  on  eonstrh  i 
un  quadrilatère  OCf-M  sembiabif 
à  DA<  H  :  prmt.rrr  qi>e  la  droiUt  MJt, 
est  pcr}>t'n<l n  i'hn)  V  sur  AB. 

Oa  ycul  re-'onrir  â  la  Gr  imt-W^e 
analytique  pour  démontrer  le 
rème  rfe  Kempe,  ou  chercher  M 
démonstniUoii  qui  ne  récltme 
la  oonnaitMnea  des  Ëtémeoti  m 
Géométrie.  (  Voir  à  ce  sujet  N. 
1875 1  page  553  et  Conférences  de  M.  Ni'((l>prg,  citées  à  la  ûn  de  cette  aolft^ 
Depuis  In  rédaction  de  cette  note^  1882,  M.  Hart  a  fait  ronnailre  un  »oq- 
Ycl  inverseur  à  cinq  tiges,  et  de  son  côté  M.  Kkmpb  est  parvenu  au 
résultat. 

1203  (a).  PMe  d'Iaverskoa.  iJaiiâ  les  Inverseurs  de  I'eai  cellier,  de  Habt,  etc. 
on  Domine  pôle  d'inversion  Torigine  P  des  rayons  veeteurs  PA,  PC  (fig.  TT 
et  728)  ou  PM,  PN  (fig.  737),  dont  le  produit  est  constant. 

Dans  les  inverseurs,  à  raxeeption  de  celui  de  Kbhpb,  !«  pôle  d*înTersioa  tl  le« 
deux  extrémités  des  rayons  vecteurs  sont  en  ligne  droite. 

pour  tout  ce  qui  cbI  relatif  aux  inverseurs,  il  est  utile  de  lire  les  arli:It^ 
suivants  ;  (1;ihs  les  Nouvelles  Annales  mathématiques,  1873,  page  71;  Xote  rur 
utïP  Qnr  /-nii  ,/r  tjéfifuélrie  de  cotnpas,  par  M.  Peaucellier.  —  Sor  Sy.-.'-ji t.* 
de  iKjes  arlicuiees,  par  M.  V.  Liguinb,  professeur  à  Odessa,  du  liitiuc  tiuier, 
1881,  page  153.  —  Étude  du  rapport  des  vitesses  des  divers  mouvements  à 
sidérer  dans  l'inverseur  PauceUier,  par  M.  Mauricb  o^OcAGKt,  1881,  page  &l 
1684,  page  199. 

On  trouve  dans  la  Nouvelle  correspondance  mathématique  deux  articles  ttH 
remarquables,  1876,  page  189 r  Les  Compas  composés  de  Peaucellier,  Hart  't 

Kempe,  par  M.  P.  Mansion,  professeur  à  l'univeràllé de  Gand;  puis  année  167% 
pages  129  rt  177;  >fn-  fa  Productio7i  du  mouvenimt  rcrt/Ufjnr'  iwact.nt'  itf»j^ii 
des  tlqes  <  > .  par  M.  A.-B.  Kxmfe,  de  VInner  Temple,  ancien  éiète  ds 

collège  de  1.1  i  riiiilé,  à  Gaujbiidge. 

En  1679,  dans  le  Bidletiii  des  sciences  tnalhcnialiques  et  astrotu^miquef^ 
pages  109,  144  et  151,  M.  G.  Dahboux  a  publié  de  savant  articles  sur  Isi^ 
systèmes  articulés. 

£n  1886,  M.  Niuasao  a  donné  deux  conférences  sur  quelques  s^fsiènm  d^ 

liges  articulées;  tracé  mécanique  des  (imites (brochure  de  48  paget).La  démons- 
tralioD  du  théorème  de  VInverseur  de  Kempe  (llg.  738)  eat  à  la  page  18  deii 
publication  du  savant  professeur  de  ^université  de  Lièsre. 

Enfin  Mathésis  (1894,  page  lit)  oûre  encore  une  élude  sur  quelques  ryiièfi*^ 
de  tiges  ariwuiées,  par  M.  B.  Bbicard,  ingénieur  à  Dijon. 


1203  (b).  Si  sur  deux  eûtes  opposés  AB,  CD  d'un  quadrilatère,  ou 
construit  extérieurement  et  sur  les  deux  autres  côtes  ,  DA  in<<fWe"* 
rement,  les  triangle»  AA'B»  CCD;  Gb'B,  AD'D  semblable»  à  un  triam^^ 
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lonné,  la  figure  A'IVC'D'  sera  un  parallélogramme,  (li.  Van  Aubkl'^, 
mhésis,  1881,  p.  167.) 

DémoDstralion  analogue  à  la  premîôre  partie  de  ISOl  d. 


IS04.  Théorème.  Dans  un  quadrilatère  quelconque  ABCD,  la  somme 
i»  carrés  des  diagonales  f  et  g  est  double  de  la 
omme  des  carrés  des  deux  droites  t  et  s  qui 
oignent  les  milieux  des  côtés  opposés. 

Les  milieux  des  côtés  sont  les  sommets  d'un 
«arallélogramnie ,  dont  les  cotés  .^ont  moitié  des 
iiagonales  du  quadrilatère  (n*^  et  dans  ce 

►arallélogramme,  la  somme  des  carrés  des  côtés 
gale  la  somme  des  carrés  des  diagonales  (1190). 
h  a  donc  ^ig.  73$^. 

«  4m«  +  4n«=2{r«  +  ««)  (1) 

Mais  4m'  =  (2m)«  =  /«,   et   4n^=  (2n 

L'égaUté  (1)  ci  -  dessus  deyient  donc  /**  +  fif'  =  2(r«  +  s'). 

C.  Q.  F,  D. 

Exercice  355. 

120JJ.  Théorème  d'Euler.  Dans  tout  quadrilalère  Ai>CD,  la  somme  des 
isrrts  iJes  cotes  égale  la  somme  des  canés 
if»  diagonales  f  ph(s  quati'e  fols  le  carré  de 
il  tîroite  EF  qui  Joint  les  tni lieux  des  c/m- 
}Onales. 

Joignons  le  point  E  ,  milieu  de  \\\nc  des 
iia4ronal<\= .  aux  sommets  op[tosés  B  et  D. 
La  droite  BE  sera  une  médiane  du  triangle 
^fiC,  DE  une  médiane  du  triangle  CDA,  et 
PK  ooe  médiane  du  triangle  BED. 

Oo  aura  donc 

I  «^  +  5»=2<*+an«  Fig.m 

i'où,  en  additionnant, 

a*+Ô«  +  c»  +  ci«=2i*  +  2e«  +  4n« 
Or       i^4-c'*  =  2r«4-2m«;   donc  2i*  +  îe«  =  4r«  +  4m* 
et  enÛA  +  6«  +  c-  +  d-  =  (2m)-^  +  {in)'^  +  4r« 

^  a*  +  6«  +  c»4-ci*  =  BD»  +  AG*  +  4r«  C.Q.F.D. 


1206. 


.     Le  théorème  est  ?rai  pour  le  quadrilatère  gauche 


;  *  B.  Jam  ÀjamcL,  protewanr  à  ratliénée  d*AiiTtri;  a  proposé  ou  résolu  d!iiit4naauitei 
^mhBM       lA  Nouvtne  OontêponOance  mathimatiqfM  (1874  h  1880). 
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c'esl-à-dire  pour  le  quadrilalère  dont  les  quatre  côtés  ne  sont  pas 
le  même  pîan. 

La  déninnslralion  est  identique  à  celle  qu'on  vient  de  donner,  bien  quii 
les  diagonales  du  qiiadrilalure  ne  ce  rencoalrent  pas.  I 

2»  Le  théorème  1190  n>st  qu'un  cas  particulier  de  120o  :  car,  si 
quadrilatère  devient  parallélogramme,  la  ligue  qui  joint  les  milieux  àmt 
diagonales  eat  nulle.  ' 

1207.  Théorème.  JJans  un  trapèze  quelconijne  ABCD,  la  somme 

carréf^  des  tl iti(j*.>na les  r>f((le  la  soinh  e  dtt 

^   ^  ^  rarrr^  des  côU's  yuni  forallèles,  plu»  lienx, 

J     '^-^  \^  fois  le  produit  de^  basea. 

J^^  m/  *N;jt    \  Menons  la  droite  m  qui  joint  les  mi- 

^'^'^'^      lieux  des  diagonales.  En  appliquant  au  in-, 
k  h  B     pèze  le  théorème  d'Euler  (n^  l!2Û5),  on  a 

a«  +  5«  +  c«  +  d«=:r«  +  iy«4'^«»'  (fl 

Or  la  il  roi  te  m  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  est  égale  à  U 
demi -différence  des  bases  (n»  530)  ;  on  a  donc 

et ,  en  élevant  au  carré ,  6«  +  d« — =  4m*  (5 

Si  Ton  retranche  celle  égalité  de  la  première,  il  vient 

fi  +  ^2j-,<^2_j.e*  +  2(>ci  C.  0.  ¥\  i). 

1208.  Théorème.  lj}rs<[uy  ^  dans  uti  trapèze,  la  petite  base  eM  li 
moitié  de  fa  qrande  base,  la  snyïDiT  des  carrés  des  diagonales  égale  k 
somme  des  catrés  de  la  grande  base  et  des  cHés  non  parallèles. 

La  droite  m  est  la  demi-difTérence  des  bases;  elle  est  donc  la  moitÀ 

de  la  petite  base  :  4m*  = 

La  temule  connue 

f^  +  g^  +  4m-^  =^  a'  +  b-  +    +  (Z* 

se  réduit  donc  à  /*  +    =    +    +  C.  Q,  F.  D. 

Ezmîoe  3M. 

IM^.  1er  Théorème  de  Ptolémée.  Dans  tOUi  quadrilatètv  inserU 

ABCD,  le  produit  drs  dt(t^onales  égale  kk 
somme  des  produits  des  côtés  opposés. 

Il  faut  prouver  que  Ton  a 

AC..}M)  =  ac+bd 

Construisons  Tangle  r  égal  à  Tangle  s. 
Les  triangles  DEA  et  DCB  sont  équiangies, 
car  leurs  an  cri    A  et  B  ont  pour  mesure  la  me» 
lié  de  Tare  CD  ;  on  a  donc 

^  =  ^;  d'où  M  =  BD.AE 


Les  triangles  GDE  et  BDA  sont  aussi  èquiaugies,  car  leurs  angles  cl 
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::  et  B  ont  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AD,  et  Tangle  CDE  ont  4- a 
ie  ruD  r  égale  ADB  ou  I  -f  r  de  Pautre  ;  on  a  doue 

c  CE 
'W^~*   ^'^^  ac  =  BD. CE 

En  addilionuaDt  les  résultats  obtenus,  on  trouve 

ac  +  W=BD(AE  +  CE)  =  BD.AC      C.  Q.  F.  jD. 

1209  (•!.  Vote.  Le  théorème  démontré  (no  1200)  est  celui  que  Ptolfmi^e  donne 
.an»  son  Alniayeste  pour  la  construction  d'une  tnble  delà  valeur  des  cordea 
iiiacriles  daos  le  cerele,  et  répondant  à  des  arcs  donnés. 

Da  ee  Ihéorème  on  peat  déduire  les  principales  formules  de  la  Trigonométrie 
ectiligna,  aioai  que  Cabiiot  l'a  montré  dans  sa  Giantétrie  de  position. 

On  peut  Toir  à  ce  sujet  V Aperçu  historique  de  Chablbs,  et  VHi$toire  de$ 
mathématiques  ^  par  Ferdinand  Hoeffer. 

Une  démonstration  très  ingénieuse  des  Théorèmes  de  Ptoténiée  a  été  donnée 
-^ar  M.  Mansion  dans  h  Xouvelle  Correspondance  mathématique,  1876,  page  181. 

Cette  dénnonsiration  dans  le  cas  où  les  dinponales  sont  orthogonales  est  dae 
%  Braumagupta,  géomètre  hindou  du  vii«  siècle. 

Exnroice  357. 

1210.  2<?  Théorème  de  Ptolémée.  Dans  tout  quadrilatère  non  inscrip' 

iïbîf  A!î<.D,  le  produit  des  difujoncih?»  est 
-nn nuire  que  la  somme  des  produits  des  côtés 

j  f  »Osés. 

1 1  faut  prouver  que  Ton  a  AG .  BD  <  ae  +  6(i 

Faisons  passer  une  circonférence  par  trois  des 
M)mmet8,  A,  D,  C,  par  exemple. 

ronstruisons  Tangle  r  égal  à  s,  et  Tangle  DAE 
tgal  à  CDD ,  et  meoona  £C.  Le  point  B  n*étant 
sur  la  circonférence ,  Tangle  CBD  n*a  pas  la 
même  mesure  que  DAC,  et  ainsi  la  droite  AE  Fig.  748. 

le  se  eoiirond  pas  avec  AC. 

Les  triangles  semblables  DEA  et  DCB  donnent 

d  AF 

-^  =  ~;   d'oix  fed=BD.AE  (!) 

Ces  mêmes  triangles  donnent  encore      =  [||^  ^  et  comme  Tangle 

btal  t s  =^  t -\- r,  les  deux  triangles  CDE  et  BDA  sont  semblables, 
^omrae  ayant  en  D  un  angle  égal  compris  entre  des  côtés  propor- 
tionnels, et  Toa  a 

lh  =  ^'^  ^"^^  ac=BD.CE  m 
En  additionnant  les  résultats  obtenus  (i)  et  (2),  on  trouve 
I  aa-|.6d=:BD(AE  +  CE) 

Et  si  Ton  remplace  AE  +  CK  par  sa  valeur  moindre  AC,  on  aura 
I  BD.AG<ac  +  6<i  C.  Q,  F.  B. 

IcoMf^M*.  Le  sommet  B  peut  être  indifTéremment  à  rintérieur  ou 
^i>xtériear  du  cercle ,  et  Ténoncé  n'est  pas  modifié. 

M.  21 
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m  EXERaCES  DE  OEOUéimE 

fi^  Des  deax  premiers  théorèmes  de  Ptolémée,  on  conclut  qotàlepr^^ 
duit  des  diagonaleê  d*un  quadrilatère  est  égal  à  la  nomme  dm  proému 
des  côtés  opposés,  le  quadrilatère  est  inseriptible  {u^  7). 


1211.  3^'  Théorème  de   Ptolémée.   LfS   (U((i/o)i((Irs  (l'un  {fundrilatt^ 

iiucrit  sont  entre  cites  comme  les  sommeê  des  produits  des  côtés 

ahoutissent  à  leurs  extrémités  :   ~  ^  ®^  "j"  f*^ . 

n      ad  + 

(La  démonstration  qui  suil  suppose  connue  la  formule  qui  exprime  1^ 

surface  d*un  triangle  :  Taire  du  triangle  AI>^ 
égale  V,  ny,  et  l'aire  du  triangle  ABC  égiié 
Vf  ns;  de  sorte  i|tte  Taire  du  <|usdfiiat«r6 

est 

Appelons  2R  le  diamètre  du  cercle  ctreone- 
cril. 

On  sait  que  le  produit  de  deux  cMè?  dui 
triangle  égale  la  hauteur  relative  au  troisicp:: 
cMé,  multipliée  par  le  diamètre  daeerdedr- 
conscrit.  {G.,      270  et  316,  111.) 


Fig.  744. 

On  a  donc,  dans  les  triangles  ADC  et  ABC  : 


cd  =  2Bî/;  d'où  cd«  =  2Ryn  =;  4R  ^ 

a&^2Rz;   d'où  o6n=:2Rzii=4R4p 

Ët  en  additionnant  n(ab  +  ed)  =  4R  x  quadrilatère  ABGU 
On  trouverait  de  môme  m{a(l  -f  6e)  =  4R  x  quadrilatère  ABCD 

On  a  donc   wi(ad  +  6c)  =  n{ab  +  cd)  ;  d'où    ~-  =^      ^  fcl 

C.  Q.  F.  D- 


IMt.  néofféme.  Dans  tout  quadrilatère  iwcriptible,  si  onmMplf 
Voire  du  triangle  formé  par  trois  des  sommets,  par  le  carré  de  la  t^tf* 
tance  du  quatrième  sommet  à  un  point  quelconque  du  plan,  la  sommf 
des  produits  relatifs  aux  deux  triangles  séparés  par  une  mime  dioff^ 
nale  est  égale  à  la  somme  des  produits  relatifs  aux  deux  triangles 
rés  par  Vautre  diagofwle.  {L  M.  E.  et  S.,  188Î,  p.  217.) 

Les  théorèmes  de  PioUmce  se  déduisent  iacUemeot  du  Uiéoréme  pf^-' 
cèdent. 


Exercioe  358. 


UI. 


1213.  Théoféme.  Lomqu*une  circonférence  passe  par  le  sommel  A  à 
parallélogramme  et  coupe  la  diagonale  et  Im  côtés  aux  points  Lf  li« 
on  a  la  relation   AG.  AL  =  A6 .AM  + AD. AN. 
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Mettons  LM,  LN,  MN. 

Le  quadrilatère  AMUi  étant  inserity  <m  a 
AL.MN:=AM.LN+AN.LM  (i) 

Lea  triangles  ABC,  KLM  aent 
semblables  ;  donc 

AG       AH       AD  fax 


MN 


On  peut  multiplier  chaque  terme 
de  l'égalité  (1)  par  la  même  quan- 
tité ou  par  des  quantités  égales  (2), 
et  Ton  trouve 


Fig.  74&. 


AC 


AB 


AD 


d*où 
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^  .AL.MN  =  -£^.AM.LN  +  -^.AiN.LiM 

AC.AL  =  AB.AM  +  AD.AN 
.  Les  triangles  ABC,  NLM  soot  seoibiabies  et  donnent  : 
AB  M. 


"BC—  LM  » 


d'où   AB.LM  =  AD.LN 


Le  Ihéorème  connu  (no  1189)  n'est  qtt''un  cas  particulier  de  oeluî  que 
nous  venons  de  démontrar. 

Exercice  359. 


1211.  Théorème  de  Papput.  Le  produit  fies  di^lances  (Vun  point 
quelconque  M  d'uyif  circonfcrrncr  à  deux  côtt's  opposca  d'un  qundrila- 
tèrc  inacrit  ABCD,  é(^ak  le  produit  de»  distance»  de  ce  même  point  <mx 
deux  anti*e»  côtés, 

IL  faut  prouver  que  l'on  a  Më  .  MG  =  MF .  MU  ou  eg^  fh, 

1"'  Démonstration.  Joignons  le  point  M  à  deux  sommets  opposés,  B 
et  D,  par  exemple,  par  les  droites  MB  ou  r,  et 

MI)  ou  s. 

Les  triangles  MBE  et  MDH  sont  rectangles  en 
E  et  H ,  et  leurs  angles  en  B  et  D  ont  Tun  et 
rautre  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  AM; 
ainsi  ces  triangles  sont  semblables  et  donnent 


e  r 


(t) 


Les  triangles  MDG  et  MBF  sont  rectangles  en 
G  et  H,  et  leurs  angles  en  B  et  D  ont  Tun  et 
rautre  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  CBM; 
ainsi  ces  triangles  sont  semblables  et  donnent 


Fig.  746. 


(21 


ILn  muitipliiint  membre  à  membre  les  deux  égalités  obtenues,  on  a 

^=^,   donc   eg  =  pi  C.Q.F.D. 
lyémonstrafûm.  On  mt  que  le  produit  de        côtés  d*un  triangle 
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égale  la  hauteur  abaissée  sur  le  troisième  côté,  multipliée  par  le  dia- 
mètre du  cercle  circonscrit.  (G.,  270.) 

Prenons  chaque  côté  du  quadrilatère  donné 
pour  troisième  côté  dMn  triangle  qui  aurait  M 
pour  sommet. 
On  aura  :   ab^2re  et  cd^2rg 
bc  =  2rf  et  da=:2rh 
donc  abcd  =:  Ar^eg 

hcda  =  ir^fh 
d'où  eg=ifh 

C.  Q.  F.  D. 

i211>.  Ca»  parttcnliert.  Deux  sommets  G     D  $<mt  au  même  ^wint 

Le  quadrilatère  est  roni|ilacé  par  uq  tri- 
angle, et  le  coté  CD  est  une  taDgeDle;on 
a  eacore 

eg=^fh 

Ainsi  on  obtient  ie  théorème  suivant: 

Théorème.  Lorsqu'une  eirconférenee  eti 

circonscrite  à  un  triangle,  le  prodwU 
distances  d'un  point  du  cercle  à  dwxcità 
du  tnangle  égale  le  produit  des  dittoncêi 
du  même  point  au  troisième  côté  et  àlA 

taorjcntc  menée  par  le  sommet  oppMé, 

^0  Jjeux  cotés  opposés  du  quadrilafrrp  AB  et  CD  coïncident  (iig.  "49.'- 
On  retrouve  un  théorème  connu  (n»  1129)  : 

Théorème.  Ld  dii>ta)ice  d'un  point  quelconque  d*une  circonféretW^ 
une  corde  donnée,  val  moyenne  proportionnelle  entre  les  diHaneetd^ 
même  point  aux  tangentes  menées  par  les  extrémités  de  la  eorde* 

En  effet,   ey  =  fh  (ûg.  749)   revient  à  e^=^fh. 


Fîg.  748. 


FIg.  749.  Fîg.  790. 

30  Trois  sommets  B,  C>  D  coïncident  (fig.  7IX)), 

La  question  n'offre  plus  dUntérét  ;  mats  il  est  évident  qu^oa  a  eaeore 

1216.  d<  Démonstration.  Le  théorème  de  Pappus  peut  être  démontra 
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à  Taide  d'un  de  ses  cas  particuliers  {o9  1215,  2^)  établi  directement. 

(Méthodes,  25.)  Cette  nouvelle  démonstration  sera  appliquée  à  une 
question  beaucoup  plus  générale  que  celle  du  quadrilatère  inscrit,  et 
cette  dernière  elle-même  deviendra  ainsi  un  simple  corollaire  du  théo- 
rème général  que  nous  donnerons  plus  loin  (n"^  1222). 

1217  (a).  Théoffème.  Le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque  M 
à  deux  côtés  opposés,  égale  le  produit  des  distances  du  même  point  aux 
deux  diagonales. 

Démonstration  analogue  à  celle  qu'on  a  déjà  donnée  (n^  1214). 
D'ailleurs,  il  suffit  de  considérer  les  diagonales  comme  étant  deux 
cètés  opposés  d'un  quadrilatère. 

1217  bi.  Mêmes  théorèmet  (  n"»  1214  et  1217).  Par  un  point  'jucl- 
coti'jne  M  on  mcar  une  droite  e'  qui  coupp  AB  soua  un  angle  donné  a; 
uii>-  ih'oite  V  (fin  coupe  BH  soihh  un  tnKjle  donné  ^\  loie  droite  g'  qui 
co((j»c  CV)  sous  Un  an(jle  donne  y,  et  h'  qui  coupe  DA  sous  un  angle  8. 
Le  rapport  du  produit  des  lignes  qui  coupent  deu.r  côtés  opposés  au 
produit  des  lignes  qui  coupent  les  deux  autres  côtés  (ou  les  diagonales) 
est  constant. 

La  démonstration  est  identique  à  celle  du  théorème  de  Desargues,  ci- 
après,  relatif  à  rinYolution  (n«  1219). 

1218.  Tbéorètne  oonrékUr  du  Théorème  de  Papput.  Dans  tout  quadri- 
latère circonscrit  à  un  cercle,  le  produit  des  distances  d'une  tangente 
mobile  à  deux  sommets  opposés  est  au  produit  de  ses  distances  aux 
deux  autre»  sommets  dans  un  rapport  constant.  (Ghaslbs.) 


Fig.  751. 


Soient  a,b,  e,d  les  distances  respectives  des  sommets  A,  6,  G,  D  à 
la  tangente  EF. 

il  Caut  prouver  que       =^  constante. 

o  _  AE  _  ^\E0      AO  sin  AOE 
•  "F"^  W  —     HK(T  —  "BG  sin  BOE 

±  L  GF  _  Ig  CFO  CO  sîn  COF 
d  ~"  W""  tgDFO  DUsinDOF 

JS9_iSP      sm  AOE  sin  COF 
BU.UO'  •  sinBÔE.sinDQF 
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Or,  les  angles  COB  et  FÛK  étant  égaux,  qo  739),  il  en  résulte 

COF=:B0E 

De  plus,  les  angles  FOE  et  AOD  étant  supplémenUires,  il  en  reâuile 

A0E+D0F  =  18Ô 
les  sinus  disparaissent  deux  à  deux ,  et  il  reste 

ac      AO.CO  ^  , 


Exeroioe  360.  —  I. 

1219.  Théorèine  de  Desargues.  Lorsqu*unc  sécante  coupe  une  circon- 
férence  en  deux  points  M,  M',  deux  côtés  opposés  c/'un  quadriLatén 
inscrit  en  A  et  V,  les  deux  autres  côtés  opposes  en  B  et  B',  le  rapport 
des  produits  des  distances  de  M  aux  puijits  déterminés  sur  les  cntès 
opposés  pris  deux  à  deux  égale  le  ruj'porl  des  produits  det»  dù^lauces  dt 
M'  aux  mêmes  points. 


Du  point  M,  abaissons  les  perpendiculaires  MG,  MC,  MD,  Ml^surles 
côt6s  du  quadrilatère.  On  a  (a«  1214)  : 

MC.MC'=MD.MD'   ou    j^^'j^l  =.1  (i) 

Ur  ûous  allons  prouver  que,  pour  une  même  direction  de  la  sécastet 

le  rapport       '        est  constant,  quel  que  soit  le  point  M. 

Chaque  triançrlo,  tel  que  MD'B',  reste  semblable  à  lui-iiitme;  ain^i. 
pour  un  point  N,  on  a  le  triangle  NFL  ^embiable  à  MP'B  ,  àonc 
MB'  =  MD'  multiplié  par  un  rapport  constant  qui  ne  dépend  que  de 

Tangle  B';  on  aurait,  en  elTet,  ^  =  ^  ,  d'où  MB'  =  MD',^. 

NE  ' 
(D'ailleurs,  le  rapport  n'est  autre  chose  que  Finverse  du  sîdusB 


ou 


i        \  NE  1  — 

^j^r  .  )   Représentons         par  un  rapport  égal  -^r  ;  on  aura 


MU' 


i 


d'où    MD'  =  MB'.6' 


c*est  -  à  -  dire  MD'  =s  MB"  sin  B' 

On  obtiendrait  de  mémo 

MD  =  MB.6;  MC  =  MA.a  et  MC'=rMA'*a' 
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Dana  (1),  rempla$0D8  MG,  MO' y  etc.,  par  leurs  valears  respectrrea; 

MA.axMA'.g      ,         ,     MA . MA'  W 
^^^^^    M6.^xMB\y  MB.Mff  =="5g-' 


Or 


est  une  quantité  constante  qui  ne  dépend  que  de  la  dlrec^ 


liOQ  (le  la  sécante  j  on  aurait  donc  aussi 

M'A  .  M'A'  _  hh' 

MA.  MA'      M'A.  M'A' 


donc 


C.  Q,  F,  D, 


1220.  GofoIUiffci.  Le  théorème  de  Desargues  a  un  grand  nombre  de 
corollaires  ;  il  faut  se  borner  à 
citer  les  plus  importants  : 

l*'  Deux  côtes  Djifo^c^  jjtii- 
veiit  t  ire  rv)iii>lacés  par  ies 
deux  diagonales. 

Les  quatre  couples  de  points 
A.  V;  B,  IV;  C,  C;  M,  M' 
étant  pris  trois  à  trois ,  don- 
D€Qt  six  points  en  involution; 
on  obtient  quatre  combinaisons 
iiifférBDieSi. 


FIS-lSSl 


2p  Lorsque  la  transversale  EE'  passe  par  un  point  commun  à  deux 

,  côIps  0 Imposés  ou  aux  diagonales,  le  point  D  est  un  point  dotihle, 

3"  Dans  le  cas  particulier  où  le  point  D  sej^ait  au  milieu  de  la 
toi^e  EE',  les  points  L,  L'  seraient  équidislants  de  D;  il  en  serait  de 
h^nue  des  points  OÙ  la  iranspersale  couperait  les  deux  autres  côtés 
_  ojtposës, 

<       La  tangente  H  H'  donne  un  point  dmAie  N. 

5^  La  tramversaJe  qui  jmsscyuif  par  îp  point  de  Lunnairs  D  des  dia- 
i^uuici  et  pnr  le  point  de  coacvurs  A  de  deu,i  cùles  Opposés  et  qui  j'en- 
fùhtt'erait  la  rirritnférence  en  M  et  M',  donnerait  une  involution  de 
quatre  points,  dont  deux,  A  et  D,  seraient  des  points  doubles. 

Oa  aurait  W=  M'D« 

!  car  A  et  A  se  confondent,  et  tl  en  est  de  même  de  D  et  D'. 

MA  MI) 


la  proposition  rerieot  à 


Ainsi  M  et  M'  sont  les  points  conjugués  qui  divisent  harmontquement 
il  droite  AD. 


Le  théorème  de  Desargues  est  fondamental  dans 


t22l.  «oto  %m»  V\ 

U  lAâoric  de  i'itwiÀu^ 

L'égalité 


MA.  MA'        M'A.  M'A' 


(1) 
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qui  a  Ueo  entre  huit  quantités  peut  se  transformer  en  relations  à  six  terawti 
donner  :  AB' .  BM' .  MA'  r=  A'B .  B'M .  M'A  (i; 

Pour  passer  de  la  formule  (1)  à  la  formule  (2),  on  peut  recourir  aux  propri^i^ 
du  rapport  anharmonique,  (Voir  Cbaslbs,  Géoméirie  supérieure,  ch.  ix,tt*  184.1 

On  dit  que  six  points,  situés  en  ligne  droite,  sont  en  inyolution,  lorsque li 


K|  A 

'   ' 

- — ^ 

ê 

r 

— ' — 

produit  le  Uuis  be^menls  recliiignes ,  u'ajant  pas  d'extrémité  commune,  égâi« 
le  produit  desà  trois  autres  segments. 

VinvohUion  est  une  méthode  très  féconde,  surtout  pour  l*étude  des  coniques 
DmacuEs  «  établi  le  théorème  fondamental  ;  Pascal  l'a  cité  dans  m  £001 
$ur  les  coniques*  Chaslbb  a  rattaché  TinTolulion  à  la  théorie  du  rapport  anhar- 
manique. 

Les  principaux  ouvrages  que  Ton  peut  consulter  sont  les  suivants  : 

CtfASLES,  Gfuniètric  supèncure ;  HomzL,  întnnhu-ttnn  à  ht  Géométrie  ^upé- 
ricto't'.  —  Cm  MONA,  Géoniâtrir^  projprfivf  :  Lentiiéric,  f-^  rposition  éfémt'ntai'f 
dt'  la  GiuinirLi  te  modei'ix'.  ('es  deux  dt  rnicrs  ouvrages  se  coniplèlent  l'un  fir 
Tautri)  :  le  premier  e<;t  Rurlout  descri^tiT,  tandis  que  le  second  utilise  i^nuCi^^- 
lement  les  relations  algébriques. 

On  connaît  aussi  le  bel  Appendice  au  livre  Vlll  du  Traité  de  Géométrie  à» 
MM.  ReucBi  et  db  Gomberoussb  (6*  édition). 

Aucun  ouvrage  n'est  plus  élémcntairo  que  V Introduction  à  Vétude  de  Vho- 
mographie  de  M.  Rxynaud,  professeur  à  Toulouse. 

I.ENTifrnic,  nom  porté  par  trois  linnorable^  membre.^  d'une  même  famille, 
successivement  professeurs  >le  iii.'ithémnliqn  's  à  Montpellier.  De  nos  jour?. 
coDiiait  les  Villes  iDorifs  du  <i<>ll>  du  Lion,  etc.,  par  M.  Ch.  LEMUtaïc,  uit^^- 
uieur  eu  chef  des  ponts  et  chaussées. 

Exercnce  360.  —  D. 

1222.  Théorème.  L&rwqu'tm  poly- 
gone d'un  nombre  pair  tn  d$  eàtés 
est  inscrit  dans  une  circonférencs,  k 
produit  des  distances  d'un  point  qut^- 
conque  de  la  circonférence  à  n  'côtés, 
n'ayant  pas  d'extrémité  commune, 
égale  le  produit  des  distances  du 
même  point  aux  n  autres  côtés. 

Considérons  des  hexagones. 
Soient  a ,  b,  c ,  d ,  e,  f  les  distWfiCi 
de  M  aux  côtés  de  Thexagone  inacrit, 
et  g,  hf  i,jy  k,  l  les  distances  àe^^ 
aux  côtés  de  Thexagone  circxMiscrit, 
a  étant  la  perpendiculaire  abaissée 
sur  la  corde  qui  correspond  aux  tan- 
gentes dont  g,  h  sont  les  distances 
au  point  M. 


La  poist  M  esr  le  p-Ant  d'oil  pMtMi  !«• 

hauteur  «  a,  h,  c^m 

Fig. 
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On  sait  que  la  dislance  d^uD  point  M  à  une  corde  quelconque  est 
moyenDe  proportionnelle  entre  les  distances  du  même  point  aux  deux 
tangentes  correspondantes  (n^  S5);  donc 

a*  =  gh  ;    6*  =  /li  ;    c'  =  ij  ; 
d^=jk;    e*^kl;  P  =  lg 

duûc  a'rV  =  yh  .  ij .  kl 

donc  ace^hdf  C.Q.F.D. 


1983.  nemaf^e.  Lorsque  le  polygone  a  un  nombre  impair  de  côtés 
— 1),  on  le  considère  comme  étant  un  polygone  de  2n  côtés,  en 
menant  une  tangente  par  Fun  des  sommets,  ainsi  qu^on  Ta  déjà  indiqué 
(nM2l5,i<»). 


I2S4.  néoffèflM.  Lorsqu'un  polygone  a  pour  sommets  les  points  de 
contact  d'un  polygone  circonscrit  d'un  nombre  quelconque  de  côtés,  le 
produit  des  distances  d^un  point  quelconque  de  la  circonférence  aux 
côtés  du  pobjfjone  inscrit  cyale  le  produit  des  distances  du  même  point 
aux  côtés  du  polyijone  circonscrit. 

Soient  o,  6,  c,  d,  e  les  distances  de  M  aux  côtés  du  polygone  inscrit  ; 
g,  h,  i,  j,  k  ies  distances  du  môme  point  aux  côtés  du  polygone  circon- 
scrit. 

Gomme  précédemment,  on  aura  : 

a^z=gh;  6'  =  W;  d^zzzjk;  e^^kg 

d'où  ahcde = ghiik  C.  Q.  F.  D, 

BMToSoe  860.  IV. 

I2t8.  Théorèmes.  1«  Même  énoncé  pour  les  polygones  inscrit  et  cir- 
conscrit (d''  1224).  Si  l'on  mène  une  sécante  dans  une  direction  donnée 
ci  qu'on  désigm  par  a,  b,  etc.,  g,  h.  etc.,  les  distances  d'un  point  d'tn- 

tersectioîi  M  de  la  sécante  et  de  la  circonférence  aux  divers  points  où  la 
^cante  coupe  les  côtés,  on  aura 

abcde 

. =  constante 

2»  En  daignant  par  sf  b'         g',  h'         les  distances  du  second 

point  M'  d^intersection  de  la  circwtférence  aux  points  oû  la  sécante 
coupe  tes  côtés,  on  aura,  quelle  que  soit  la  direction  des  sentes  menées, 

abcdc  a'b'c'd'e' 

lemarque.  La  propriété  foudamenUlo  du  quadrilatère  inscriptible 
(d*  1219  et  1221),  relative  à  rinyolution,  est  donc  ainsi  étendue  à  un 

polvgone  inscriptible  quelconque  (n*  1225,  II). 

21» 
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Transversales. 


1220.  Pour  prouver  que  trois  points  donnés  sont  en  ligne  droite,  ou 
que  trois  droites  concourent  au  môme  point,  il  est  parfois  li  és  utile  de 
recourir  aux  Ihéorèmcs  de  Mcnélaûs  et  de  Ccva.  D'ailleurs  la  démonstra- 
tion (ie  ces  deux  théorèmes  fondamentaux  est  si  simple,  qu'il  serait  tréi 
fâcheux  d'en  priver  les  élèves. 


ExeroÎM  361. 

1227.  Théorème  de  Menelaùs.  fMrsqu'une  transvci  sale  i  oiipe  les  trois 
côtes  (Pioi  îri(i))ijle,  le  pratluil  de  trois  segments,  n*ayant  pas  (V extré- 
mité commune ,  égale  le  produit  des  trois  autres  segments. 

La  démooBtraiion  donnée  dans  les  Éléments  de  Géométrie  (n^  743)  est 

basée  sur  les  lignes  propor- 
tionnelles. 

Dans  les  Méthodes  (a»  166'. 
on  a  recours  aux  surfaces  auii- 
liaires.  Au  180,  U  démoDs- 
tration,  extrêmement  simple, 
est  basée  sur  les  projections, 
et  se  trouve  indiquée  dans  k 
Traité  des  propriétés  pftijs^ 
twes  de  Poncelet. 

Hnfm,  la  démonstration  sui- 
vante ne  le  cédées  sùnflicité 
et  en  élégance  à  aacooe  des 
précédentes. 

Par  les  trois  sommets,  me- 
nons trois  droites  parallèles 
entre  elles  ;  par  exemple,  des  perpendiculaires  a^h,ek  la  transversale. 
On  sait  qu'on  a 

AL      a       DM  6 

BIT— T' 


CN 


'   ÂN  —  a 


donc  la  relation  à  démontrer,  ou 


AL 
BL 


BM 
"CÂl 


CN 
AN 


=  1 


revient  à  prouver  qu^on  a 
Or  cette  relation  est  évidente;  done... 


Exercice  3S3. 

1828.  TliéorèBie  réciproque.  Si  trois  points  déterminent  sur  lescMs 
triangle  sis  segments  tel»  911e  le  prodmi  de  troie  segmeeÈswsan 
consécutifs  égàte  le  produit  des  troie  autres  serments,  les  trois  pomU 

sont  en  ligne  droUe^ 
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Un  setil  des  trois  points  doit  se  trtHivcr  sur  le  prolongement  d'un  €&Éé, 
m  leê  trois  points  doivent  se  trouver  sur  les  prolongements. 
On  a  recours  à  la  réduction  par  tabsurda»  (G.,  n^*  745.) 

1220.  Théorème  de  Carnot.  Lorsqu'idic  tramversaîc  voupe  les  côtés 
(i\t>(  ]>i>Ji/(/(>,ie  plan,  chaipu'  vôtc  est  ilii-isé  en  fîvir.r  srgments  j  le  pi  nUât 
d>'  totis  /f  .s  sfffi/it'uts,  n'diidHl  pas  iVe^lrémitc  cvinmunc,  égale  le  produit 
de  ioim  le>  auires  8v(jments, 

{Méthodes,  &o  lai.) 

Exerdœ  363.  —  L 

1230.  Théorèmes.  1^  Les  bissectrices  extérieures  des  angles  d'un  triangle 
rencontrent  les  côtes  apposés  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 


Fig. 


La  bissectrice  extérieure  de  Tauj^Ic  G  coupe  le  côlé  opposé  AB  au  point 
L,  etc.  Il  faut  prouver  que  L,  M  et  \  sont  en  ligne  droite. 

Désignons  les  trois  côtca  du  lri{ini,He  par  a.  c. 

Les  stguienls  AL,  BL,  déterniinés  par  la  bisseclrice  CL,  sont  propor- 
lioooeis  aui  cOlés  AC  et  BG;  on  a  duuc 

AL_J>^  BM 

BL  ~  a  '    "CM  —  b  '    A:N  ~  c 
.  AL       BM       GN       bca  . 

/^^^  "BT  •  W    ÂÂ  =  ^c=* 

Donc  les  Iroîa  points  L,  M,  N  sont  en  ligne  droite. 

2'  Deux  points  D,  E  détermines  par  les  bissectrices  intérieures  et  lê 
i>"mt  M  de  la  bissectrice  cctérieta  e  du  troisième  angle f  sont  en  ligne 
■  droite. 

Mtme  démonstration  qnp  ]>r<^céifemmenl  (n*  1230). 
On  obtient  trois  nouvelle^  «iroiles  ;  ainsi  les  bissectrices  intérieures  et 
'  tes  bissectrices  extérieures,  eo  coupant  les  cOlés  opposés  d'un  triangle, 
doQDeot  lieu  à  six  points  d'intersection. 

IcMrqiie.  On  peut  voir  pour  ces  théorèmes  la  Géométrie  supérieure 
I  deGsASLBS,  no  394. 

I  Exerdee  3i9*  —  11. 

'     ItSf.  Théorème   Transversales  réciproques.   Une  transirrsolr  n^upe 
côtés  a,  b,  c  d'un  triangle  en  trois  points  L,  M,  N  i  oti  prend  les 
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points  symétHques  de  ces  points  par  rapport  au  point  milieu  iu  céirj 
considéré,  prouver  que  L',  M',  N'  sont  en  ligne  droite, 

,      ,  ,.  AL      BM  C\ 

U  relation  ^  .  ^  .  ^ 

AL'      BM'      CN'  ' 
doûae aussi  -gp-  .  ^  •  W^"^ 

donc  les  trois  nouveaux  points  sont  en  ligne  droite. 

1231  fa'  Woie.  Les  points  L,  L'  symétriques  par  rapport  au  point  milieu  ti.; 
cùLé  a,      ,  nnt  été  uommé»  points  isotoniiques  ;  let  drôildA  AL»  AL'  Mutda 

Les  transversales  LMN  et  L'M'N  feunl  nommées  tran:<vrrsah's  7à:ipt'oqus. 

La  théorie  des  tranMcrsalcs  réciproqués  est  dutj  à  M.  G.  db  I^nccham»* 
en  1866;  le  Mvaol  aoteor  en  a  donné  depuis  dlntéreasaotM  et  jMwibmiai 
applications  :  à  ce  sujet  on  peut  voir  le  Journal  de  Mathématiques  âhm- 
taires,  1880,  page  27S;  le  /.  de  M.  spéciales,  1882,  page  25;  Transfmm^ 
réciproque,  même  année,  pages  49,  77,  97  et  121. 

Puis  en  1895,  Essai  sur  la  Géométrie  de  la  règle  et  du  compas;  Ssii^h\ 
Généralités  de  la  Géométrie  du  triangle, 

lUercioe  363.  —  III. 

1231  (b).  néorème.  Une  traneversole  donnée  DEF,  coupe  les  cM  a* 
b,  c  d'un  triangle  ABC  ;  elle  divise  le  côté  a  au  point  D  dans  un  eeriés 

. .  I     .  DB  m 

rapport  tel  quon  a  :  -p^s=  — 

de  même  EA  =  a  Tir=T 


si  E'  divise  le  côté  CA  dans  le  rapport      ,  F  le  côté  AB^  doits  l€  rtf- 


;  X 
:  V 
i  % 

\  ^ 
1 


Cl'. 


^  13 


« 


Flig. 


port  D\     côté  \S0  dans  le  rapport      ,  /e«  irow  i  E*» 

H  a 

F  sont  en  ligne  droite* 
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En  efTct,  en  exprimant  chaque  segment  en  fonction  da  côté  correspoD- 
dant  6t  du  rapport  donné  par  le  point  de  division ,  on  peut  remplaeer 

DB  am      EC  b£_     .  FA 

La  relation  connue  devient  : 


DB  am      EG  bv      .    FA  cr 


an  •        •  es  —  * 

Dans  It;  second  caa,  c'est  le  c<Mô  b  qui  est  divisé  par  1^  dans  le  rap- 
port     9  ^  àdmA  le  rapport  ^  et  a  dans  le  rapport     ;  donc  on  a  : 

as  '  Un  '  cq  ^  ^ 

car  le  premier  membre  de  (1)  et  de  (2)  sont  Identiques»  puisque  chacun 
d*eox  se  réduit  à  : 

m  jj^  21 
n  '  q  '  8 


liât  (o).  Hemw^,  Avec  des  rapports  donnés,  en  suivant  le  péri- 
mètre du  irîaDgle  dans  un  sens  déterminé,  on  obtient  trois  transver- 
sales, et  en  suivant  le  périmètre  en  sens  contraire,  on  obtient  les  trans- 
versales réciproques  des  trois  premières. 

On  a  donc  en  tout  six  groupes  de  trois  points  collnéaires. 

EilensloD  analogue  pour  le  théorème  de  Ceva;  ce  qui  permet  d'avoir 
en  tout  six  points  de  concours,  lorsque  Tun  d*eux  est  donné. 


Szeroioe  363.  —  IV. 


1232.  Théoffème.  La  métliam  AD  d*un  triangle  quelconque  BAC  coupe 

la  corde  E  F  d'un  are  décrit  du  som- 
me/ A,  et  limité  aux  côtrs  fhi  tri" 
angle  en  devo!  parties  y  dont  le  rap- 
port f-Ht  inverse  de  celui  des  côtés 
AB,  AC.  (HousEL,  hUroduvtion  àla 
Géométrie  supérieure,  p.  175.) 

Prolongeons  EF  et  BG  jusqu^à 
leur  rencontre;  considérons  les 
deux  triangles  BEH,  GFH  et  la 
transversale  AD  ;  on  a 

HD.BA.EG  =  BD.KA.HG 

GD.FA.UG  =  HD,CA.FG 

Multiplions  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  supprimons  les  fac- 
teurs HD,  HG  communs  aux  deux  termes  de  la  fraction  et  les  facteurs 
égaux  AE,  AF  et  BD,  GD;  on  trouve 

BA .  EG  =  CA  .  i<  G 


Fig.  759. 


d'Où 


AU  FG 


C.  Q.  i'\  D. 
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CD  BA 

IUinar<iue.  Lorsqu'on  mène  AD  de  uianièie  que         =-jïj-,  on  a  U 

,  FG  AB^ 

relation  -gg  =  -j^ 


1 


1233.  Théorèma.  Les  milieux  des  trais  diagomleB  d'un  quadrilatère 
complet  sont  en  ligne  droite,  (Gauss,  6D  fSlO*.) 
Démonstration  de  M.  J.  Mbnsion.  (N*  â.,  1853,  p.  420.) 


Fig.  760. 

Pour  prouver  que  M,  N  sont  trois  points  en  ligne  droite,  ccmnàM- 
rons  le  triangle  GHK  formé  en  joignant  deux  à  deoi  les  points  milieu 
du  triangle  BGE. 

Le  côté  HK  passe  par  le  point  L  milieu  de  AG,  GK  passe  par  M  mOies 
de  BD,  et  GH  par  N, 
Il  suffît  donc  de  démontrer  qu^on  a  la  relation 

GM  KL 

Or  chacun  des  six  segments  ci-dessus  est  la  moitié  du  segment  cotres* 
pondant  que  la  transversale  ADK  déterminerait  sur  les  côtés  dtt  triangle 
BCE.  En  effet,  GM  =  VtED,  KM  =  V,CI>,  etc.  Donc  la  reUlioD 
écrite  est  exacte,  car  les  segments  de  longueur  double,  délermlnés  par 
la  transversale  ADF,  donnent  une  relation  analogue. 

Ainsi  L,  M,  N  sont  en  ligne  droite. 

Remarque.  Cette  bclle  démonstration  est  beaucoup  plus  rapide  que 
celle  de  I'.obillier;  cette  dernière  a  été  reproduite  par  Blanxhet,  dans 
son  a^jiendice  aux  Eléments  de  Géométrie.  ^ 

Xixercice  365.  —  1. 

Iïi34.  Theort  nie  > i ,  (/'«tt  point  (/iirli  o)tque  dn  cercle  ch-cnnsirit  h 
un  triangle,  on  winc  des  droites  ([ui  fassent,  dans  Ir  nunnr  m  nn,  des 
(luyles  égaux  avt  c  Ir  C''>té  du  triangle,  les  pieds  de  ees  droites  seront  sut- 
une  même  ligne  droite. 


*  \otr  DU  ja^mente  dtr  Mathematik^  Ton  Dr  Baltzib,  ûo  JSImimtt  di  IfaUn—Hw 
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Soit  l^augle  CEO  =  CFO  =  BDO. 

Les  triangles  COE^AOD  sont  semblables,  car  £  =  D,  et  les  angle» 
)A0,  ECO  sont  égaux  ^  comme  aup- 
ilémeDts  Tuo  et  Tautre  de  J^angle 


lAA    Ar.^^      AD  AD 


(1) 


Fig.  IW. 


Les  triangles  or,r  ,  AOt  sool 
\ià>\  semblables,  car  les  angles  en 
i  el  en  P>  sont  égaux,  et  il  en  est  de 
Q^ine  des  angles  en  E  et  en  F. 

Donc  xr="ÀO 
Les  triangles  COF,  BOD  sont  aussi 

eniblables,  car  les  angles  F  cl  D  sont  égaux  entre  eux,  et  les  angles 
)CF,  OBD  ont  même  mesure. 

DODC  BÏF^W 

En  miiltipliani  terme  à  terme  les  trois  égalités,  on  trouve 

AD.BE.CF  AO.BO.CO 

Donc  les  trois  points     E,  F  sont  en  ligne  droite  (n<^  1228). 

im.  BeoMMiiMc.  1<>  Le  théorème  de  Robert  Simson  (n9  22)  n'est  qu'un 
as  particulier  du  précédent. 
L'eilension  ci -dessus  (n<>  1234)  est  de  Cabnot. 

2'  Lp  Ih'  or-  me  est  intuitif  lorsqu'on  connaît  les  propositions  rela- 
tives aux  li'ji'rs  isn,  fines  (n«»2457  et  sulvîniis);  c'cst-â-diro  aux  litrnes 
qui,  partant  (Puii  même  point  0,  coupent  les  côtés  d'un  polygone  hom  le 
même  ani^le  et  dans  la  m<^Die  direction,  en  suivant  le  périmètre  du  tri- 
ante d'un  mouvement  continu. 

11  =ufni  de  dire  : 

Uà  rioi  [unies  issues  d'un  même  point  0  du  cercle  circonscrit  donnent 
ntu  à  un  trianîile  polaire,  qui  se  réduit  à  une  droite;  il  en  est  donc  de 
même  des  isocliiits  mente»  par  le  mérae  point,  maiii  sous  une  inclinai- 
MiQ quelconque.  (Voir  ci-après,  n°  24G4.) 

EaDeroîiM  II. 

1236.  Tbéorèroe.  On  ihnnir  circonférence  el  deux  points  fixes  A 
'^t  V>  :  par  ce  dernier,  on  mène  >i,,c 
r  ?.  rptclcopique  ÇBD  et  les  sécapttes 
A'  ».  AIM)'.  Prouver  qne  ht  corde 
<  'h'  pa>se  par  un  poiitt  fur.  (PoN- 
CELET,  AppèieMion»  d'Analyse  et  de 
déeméirie,} 

Démomiration  (fig.  762).  Eti 
âppU^uaai  Vhomùhgie  (no  1249),  on 


Fig.  m 


ÉiTpasscr  la  jKnai  A  k  riafloif  Isa  droites  m\  ta  deviennent  paralièles 
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et  sont  menées  dans  une  direction  constante;  dê^  lors  h  fiinire  obleiiu^j 
est  un  trapèze  isocèle,  et  le  côté  CD'  passe  évi-icmment  par  un  poicll 
fixe  B',  symétrique  de  B  par  rapport  au  diamôlre  perpendiculaire 
bases  (n«  607). 

Donc,  daus  la  figure  donnée,  ie  c6té  CD'  passe  aussi  par  un  point âxt 

2°  Démonstration  <  fitr.  702).  Le  Thruràme  de  Desargues ,  telBiit  k  Y ïi 
volullon  (  II"  121VM,  dunnc  la  liuiiionblfalion  sans  qu'il  soit  nécessaire  de 
recourir  à  riiumologie. 

lin  ciret,  A,  (Hant  le  point  de  concours  des  cùiùs  opposés  du  quâdrila 
tère,  càl  un  point  double  de  rinvolution;  on  a 

M  A -2 


d'où 


MB'  —  MB .  MA* 

M'B' 


Le  membre  de  droite  est  constant;  donc  le  rapport  ~j^|gr  est  com 
et  le  point    est  déterminé  de  position.  (G.^  n**  208.) 

1237.  3**  Démonstration  (fig.  763).  Soient  O  le  point  des  concours 
CD  et  CD'f  puis  P  le  point  où  la  polaire  de  Â  coupe  AB'.  La  polaire  OP 


Fig.  763. 

point  A  passe  par  le  point  de  concours  0  des  droites  CD,  CD'  et  le  fais- 
ceau (OA,  ÛP,  OM'N',  OMN)  est  harmonique*  Par  conséquent,  les  quatre 
points  A,  U\  P,  S  communs  à  ce  faisceau  et  à  la  droite  AB  foraient  une 
difislon  harmonique.  Les  points  B,  P,  A  étant  fixes,  il  en  est  de  mènie 
du  quatrième  B'.  (D'après  J.  M.  E.,  1890,  page  208.) 


Ezeroioe  366. 

1238.  Théorème.  Veux  rortics  AD  et  se  coupent  au  milien  O  d'une 
troisième  corde  FF.  Prouver  que  les  segments  OM,  ON,  interceptés  $ur 
EF  par  les  droites  AC  cl  BD,  sont  éyaux. 

Démonstration.  Il  est  possible  de  démontrer  le  théorème  en  sd 
bornant  à  recourir  aux  Éléments  de  Géométrie,  Les  triangles  qui  ,ont  os 
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angle  c^al  sont  eotre  eux  comme  les  produits  des  côtés  qui  comprenDent 
Fangle  égal  j  donc  on  a  successivement  (fig.  764)  : 

BON  _  BO  .  ON 
UjM  —  CO.OM 

DON       DO . ON 


"  AU . UM 

cm     co .  CM 

DON  —  DO .  DN 

MuUipliant  (1)  par  (3),  on  trouve 

BON  BN  BO .  ON  >  CM 
DOTT        Dpr=  OM.DO.bN 

.  OM      BO  .  CM 

^^'^  W*  =  'DO.BN 

MulUpliaot  (2)  par  (3),  on  trouve 

COM  CM      GO. CM. ON 


(1) 
(2) 
(3) 


d'où 


AOM    ^"    Âîf— iîN.Ad.OM 
OM      CO . AM 


(5) 


(6) 


(4)  et  (5)  donnent 

0M>  _  BO.COxAM.CM  _  AM  .  CM 

TJN^—  ÂîT:i)0><BprBrr-'  bn  .dn 

car  AO.DOr=BO.nO 

Exprimons  BN  .  i)2s  et  AM  .  CM  en  ioûction  de  OM ,  ON  et  de  ia 
constante  OF. 

Or  BN  .  DN  =  KN  .  NF  =  (OF  +  ON)  (UF  -  ON)  —  OF'^  —  ON^ 
CM  .  AM=:  EM .  MF= (OE  -  OM)  (OE  +  OM)=OE*  —  OM* 
D^aillears    OFs=OE  ;  donc  (6)  devient 

()M=^      OF*— 0N«_.         .    OM*      OF*  — 0M« 

ÙS^  •  OF^  -  ()M*  —  *  ' 


d'où 


-(7X5*=  OF*— ON*' 
OM*  .  UF*  —  OM* .  ON*  =  ON*  .  OF*  —  OM*  .  ON* 

OM*  .  OF*  =  ON* .  OF*  ;    d'où    OM  =  ON    C.  Q.  F.  D. 
2«  Démo7i8iraUoti,  On  peut  utiliser  le  théorème  de  MénéUxm,  relatif 
SOI  transversales  (no  1227). 

Le  triangle  MGN,  coupé  par  BO  et  par  AD, 
donne 

OM      BN  CG 
ON  •  W  •  T^"~^ 

OM      DN      AG  _  4 
W  •  DG  • 

51uUipiion.s  membre  à  meiubre,  on  Irouvo 

OM-'  BN  .  n\ 
UN^   •  CM.AM 

Nous  pouvons  supprimer  la  dernière  fraction, 
car  CG.  AG  =  BG.DG, 

0M«  _  AM^.CM 
oS*"^TJN  rDJT 


CG  .  AG 
BG.DG 


Fig.  70 i. 


d'où 
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Nous  retrouTOOB  régalité  comme  (6) 

donc  OM  =  ON. 

Sf^  Démonstration  (fig.  764).  La  question  proposée  n'est  qu'un  cas  parti- 
culier du  théorème  de  Desarrjue^  ^uv  riuvolulion  (no  1219).  Kn  vertu 
ce  théorème,  en  prenant  AC  et  BD  connue  côlés  opposés  du  quadrilaleft 
iDScrît  ABCD  et  AD,  BG  comme  diagonales,  on  a 

EM  . EN  _  FM.FN 

Mais  le  point  O  est  le  point  milieu  de  VA-  \  ainsi  les  dénominetenis 
sont  égaux,  et  par  suite  il  en  est  de  même  des  numérateurs  -,  donc 

E>A.EN  =  FM.FN 
EM  FM 

Or  cette  proportion  ne  peut  être  vérifiée  que  par  EM  =  FN ,  donc... 
4«  Démonstratum.  On  a  recours  aux  polaires  et  aux  faiaceaux  harmo- 
niques. (Ci.,  no  803.) 

1239.  Remarque!.  1°  f)n  peut  énoncer  le  théorème  comme  il  sait  : 

les  angles  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  interc^teni  des  segtnemU 

rgaux  sur  la  perpendiculaire  menée  àm 
point  de  concours  des  diagonaleSf  sur  le 
droite  qm  joint  ce  point  au  cetUre  Ai 

cercle. 

2^  Kn  employant  le  thcvrcruc  tle  Des- 
ariiHcs,  on  recoiinail  que  le  tln''orenie  pro- 
posé subsiste,  lorsque  les  points  I  et  J 
(fig.  705*.  ;iu  lieu  de  coïncider,  sont 
équidistanlà  du  milieu  U  de  la  corde. 

3«  Les  côt.-3  opposés  AB»  CD  donneni 
aussi  OG  =  OH.  Il  suffit  que  les  deux 
Fig.  765.  points  d'un  des  trois  couples  IJ,  MN  ou  GB 

soient  équidislants  du  milieu  de  la  eorde, 
pour  qu^il  en  soit  de  même  des  points  des  deux  autres  cou  pies. 

1239  (a).  Vote.  L*ei6mple  donné  montre  combien  il  est  important  d*élodi«r 
quelques  théorèmes  fondamenlaox,  tels  que  ceux  de  M#.NéLAU8  sur  les  traos- 

veraalcs  (n"  1227);  de  IJesargues,  pour  les  liois  couples  de  points  en  inirciàiH 
tion  (u»  1219);  et  il  en  est  de  niOnie  de  celui  de  Ckva,  pour  les  droile!^  eoocou- 
rantes  (n"  1240),  car  rien  n'cM  plus  facile  que  de  pn  ndre  un  des  cas  particu- 
liers de  ces  Ihéorics  ol  de  1j  pn>po^cr  comme  .jtieslion  élciiifulaire  :  in.u;  ii 
^l'iu  '  ni  dilHcil^  do  traiter  la  question  à  l'aide  des  seules  ressounes  que  loiir- 
iiissent  les  Elcny^nU  de  Grunu-trir.  Ainsi  la  1"  drmtfnstrntion ,  uiûqucoient 
basée  sur  les  théorèmes  les  plus  connus  des  Éléments,  est  extrèmemenl  labo- 
rieuse; la  2*  démonslratian,  qui  utilise  les  ii'an8ve»*$aleSf  est  encore  asaes 
longue;  tandis  que  la  3*  dénonstration ,  qui  se  rapporte  i  VitupohUiem,  est 
dMne  très  grande  simplicité  : 'il  en  est  de  même  de  la  4%  donnée  ésfts  les 
menft,  {G.,  n*  803)  et  qui  se  base  sur  la  théorie  des  polaires* 
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Exeroioe  367. 

[SMO.  Tlftéorème  6»  Géva.  Les  droites  qui  joùjnent  les  sommets  d^un 
angle  à  un  m^e  point  déterminent  sur  les^côtés  six  segments  tels 
e  le  produit  de  trois  d'entre  eux,  n'ayant  pas  d'extrémité  commune, 
wie  le  produit  des  trois  autres. 

fO.,  no  lA9;Mmod€fi,  no  167.) 

Autre  <lcmuit^h\{t(0)i.  A  cause  <lu  quadrilatère  complet  OMAN,  les 
tuU  L  et  P  soot  conjugués  hannoniqu^s  par  rapport  à  BC. 

A 


û&  a  : 


Fig,  766. 

LB  .  PB 


u:  PC 

I       14-.  WA      LB  , 

ne  les  relations       ^  .         .  l(T  =  -* 

"NA  •  MB  •  "PU"* 
entraînent  mtitneHement. 

124Û  »«;.  Wote  On  i-cul  iiummcr  a-clcttucs  les  droites  qui  partent  du  sommet 
un  triangle  (n^  107  R);  alors  le  théorème  s'éaoncc  conune  il  suit:  Troi$ 
viautes  concourantes  déterminent ,  etc. 

Le  Ittroie  eévienne  a  été  proposé  par  M,  PauLAiN  (Toir  J.  M.  E»,  1888,  p.  278). 
M.  PoGLAm,  S.  J.,  professeur  à  la  fâcullé  calholiqne  d^Angera,  auteur  de 
ombreux  articlea  dans  le  J.  M.  E.,  et  S.,  ainsi  que  du  remarquable  travail 
ttttolée  :  Principes  de  la  nouvelle  Géotnéit'ie  du  triangle. 

Exerake  368.  —  I. 

l'iil.  Tliéorème  réciproque.  Si  trois  points  situés  sur  les  côtés  (Vun 
'wngle  diviseyit  les  cotés  en  six  segments  tels  que  le  produit  de  trois 
^limenia  m>n   consécutifs  égale  le  produit  des  trois  autres  y  les  trois 
roites,  qui  Joignent  chacun  de  ces  points  au  sonunet  opposé,  passent 
un  même  point. 

Ixs  trois  puitils  sont  sur  les  côtés,  ou  bien  un  seul  est  sur  un  côté  et 
F*  'hux  autres  sur  les  prolongemoits. 
tm  a  recours  à  la  dcnaonstratioo  par  Tabsurde.  (G.,  n'^  751.} 

Exercice  368.  —  II. 

(a).  Théovèma.  Trots  droites  issues  des  sommets  d^un  triangle  se 
iN^Mf  en  tôt  même  point,  si  elles  partâi^ent  les  cûtés  opposés  en  parties 
^f^iportionnelles  aux  angles  adjacents. 
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Le  théorème  peut  6lre  généralisé  :  il  suffit  que  les  granéeun  tm 
proportionnelles  aux  mêmes  fonctions  des  angles  adjiieents ,  on  iiM 
à  trois  grandeurs  quelconques,  chacune  d^elles  correspondaDt  &  os  A 
côtés.  (Général  de  Coatpont;  voir  N.  C.  M.,  1B79»  p.  384  et  439.) 

Exemple  :  Si  Ton  divise  les  côtés  eu  parties  proporlionnellci  ■ 
nombres  de  degrés  des  angles  adjacents,  on  peut  représenter  les  èi 
segments  de  a  par  a        et   a  .  (y,  etc. 

g  .H"      6.  Go  t'.-V> 


On  a  : 


=  1 


1841  (b} .  Benuur^pie.  La  question  précédente  offre  l'exemple,  fort  M 
d^une  relation  directe  entre  des  angles  et  dea  lignes,  et  c'est  avecruM 
que  l'auteur  de  la  question  appelle  rattention  aur  eette  particului 

(Nouvelle  correspondance  mathématiqtte ,  1879,  p.  438.) 


a69.  —  I. 


Fig.  7S7. 


1242.  Théorème.  1°  Les  droites  qui  joignent  Ir^  poiïita  de  tuulk.; 

cercle  i)iscrit  à  un  trianffle ,  aux  ^ci 
mets  opposés,  se  coupent  au  jr^i 
point. 

2°  Il  en  est  de  y)ic»}r  pour  '>t< 
de  contact  de  cliaqrie  (M  c/t;  ea-itt*tJ 

CF  =  CE 

AD=:AF 

En  multipliant  ternae  à  terme,  i 
trouve 

BE.  CF.  AD  =  BD.  CE. .VF 
Donc,  d'après  le  theori df 
(n«»  124U  i,  le^  droites  se  coupe&ti 
un  môme  point  0. 
2'^  Les  crric)i}irs  AE\  BF,  CD',  1 
lalives  à  chaque  cercle  ex -inscrit,  se  coupent  en  un  même  point  0'. 

3*"  Même  démonstration  pour  les  trois  droites  analogaea  à  la  lig 
AË',  qui  joignent  chaque  sommet  au  point  de  contact  du  cercle  ex-iasa 
opposé. 

1242  (a).  Noie-  1"  Le  point  de  coiicuurs  de^  droites  qui  joignent  chaque  tom 
au  point  de  coolaot  du  cercle  inacril  est  appelé  Point  de  Gergomm,  parce  qoe 
mathématicien  avait  proposé  comme  question,  dans  ses  Annales,  le  théorli 
ci*dei8us. 

2«  Les  trois  poiits  tels  que  0',  relatif  à  un  même  cercle  ex -inscrit,  Mali 
points  associés  du  point  de  Gergonne, 

3*  Le  point  de  concours  des  droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  ^v. 
de  contact  du  cercle  ex -inscrit  opposé  est  nommé  point  de  Nagel. 

4*  Les  points  de  (iergurinr  et  de  Nage!  d'un  triangle  ABC  sont  de» 
réciproques  de  Longchamps  (voir      1242  c/). 
Pour  le  point  de  Nagel,  on  peut  voir  J.  M.  E.,  1886,  page  158,  *rticl« 

M.  VlOARIS. 
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Exercice  369.  —  U. 

.  Leê  droites  qui  joignent  ies  sommets  d'un  triangle 


BC  y  ausc  points  de  contact  A\  B',  C  des 
Méë  opposés  et  ' du  cercle  inscrit  se  coupent 
•  un  point      tel  que 

AK  .  BK^K  _  4R 

{MathésiSj  1884,  p.  245.) 
Le  triangle  ABA'  coupé  par  CC  donne  : 
AC  BC 


A'K  . 

aK-=* 


AK    AC  .  ne  _  — a) 

A/kC  —      .  c:a'  —  {p  -b)ip^ 


f 


A 

même 


BK  


ou 


AK  .BK.CK  ^  

-A'K  .  B'K.C'K  —  p(p-a){p-h){p-e)  -  S*^" 


4RSp  4R 


^  1M2  Théorème,  /.es  fr^>î*s  drottPs  qui  jouinoil  respectivemoit  le 

^nt  mili^^  chaque  côté  d'un  trian(jle  au  point  milieu  de  la  fmutein' 
prrespondanie  ee  coupent  au  même  point* 

\  A 


Traçons  le  Irîangle  complémentaire  \)V.F  \  ses  hauteurs  ^e  coupent  au 
istre  O  du  cercle  circonscrit  au  triaogle  donné  ABG,  et  par  suite,  elles 
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vérifient  les relalioQB  d6Céva;or  EL=FL',  etc.,  car  les  tmDgleftDËF»iF&' 

.    DN'     EL'     FM'  . 

sont  égaux;  donc  on  a  aussi  .  -j-rpr  .         —  1 

et  les  trois  droites  DU,  EM',  FM'  sont  concourantes. 

1242  (d).  Vote.  Le  théorème  n^est  qu'un  cas  parljenlier  tIléorèMdM: 

isotom'ujueg{n'>  2329)  ou  droites  DL,DL'qui  partent  d^un  même  soinmelel< 
sent  à  des  points  L,L'  cquidibtants  du  point  milieu  du  coté  opposé.  Si  tr\ns  cévieAi 
sont  conrmrrantp'i ,  en  0  par  exemple,  leurs  trois  i><olomiques  le  fonf  fZî/«;.> 

La  curisidf ration  dea  droites  isolomiques  est  due  h  M.  G,  de  LoNGciUiifti 
(n''  -33('i  ;  les  poiuti»  0  et  K  sont  appelés  points  réciytroqur^i. 

Le  point  obtenu  K  est  le  point  de  Lt'utonie  (n"  2.3D^;.  Ainsi  le  ceulfc  44 
cercle  circonscrit  et  le  point  de  Lemoine  d*uo  triangle  ABC  sont  des  peiMl 
réciproques  par  rapport  au  triangle  coaiplémenlaire  DEF.  J 

Le  théorème  précédent  (n»  1242  b)  eat  attribué  généralement  à  M.  Lebmh^ 
<N.  A.,  iBè\,  page  27).  «  La  droite  qui  joint  le  milieu  d'un  côté  au  milieu  de  II 
hauteur  correspondante  passe  par  le  centre  K  des  syniédiunes.  Celle  dn>ile 
le  lieu  du  centre  <1e?  rcctanplcs  in?crils  dans  le  fri.uigle  et  aynnl  leur  bn«e  ^^ir  '■■ 
coté  considéré  »  ;  ce  théorème  a  été  publié  en  1>^T3  ou  1874,  aiii>-i  «{ue  riDdiqn* 
la  Note  sur  la  symédiane^  par  M.  Maubice  d'Ocagne,  et  celle  de  M.  V'iaija£, dâtf 
J.  M.  E.,  t886,  page  IbO. 

Dans  un  article  de  1887,  M.  Cesaro  attribue  la  conslruclion  précédeole  ^ 
point  K  â  M.  Schlôvilcb  {N.  A.,  1887,  page  223).  M.  Tescu,  de  ta  Hav«, 
a  donné  anlérienrement  un  renseignement  analogue  dans  Mathésis,  1881,  pi.  ÙL 
L*auteur  allemand  M.  Sciilomilch,  est  bien  connu  de  nom,  par  les  lecteurs  di 
Journal  de  mathénmtiq%teB  élémen foires  et  spéeiales  (1889,  page  2ol.  arliole  él 
W.  Moh^l)  et  aussi  i  ^r  crnx  de  Mathésis  (M.,  1890,  p.  28,  art.  de  M.  M  ansi^n; 

Pour  démontrer  le  théorème  proposé  (n"  12^  b)  on  peut  voir  aussi  J.  M.  E. 
1887,  page  113.  ] 

Exemoe  3W.  —  IV. 

1242  (e).  Théorème.  Lorsque  trois  oéoienne$  d'un  triangle  ABC  ssil 
concourantes,  et  qu'elles  rencontrent  respectivement  les  côtés  opposés  tà 


A',  P)',  C,  les  trois  points  d'intersection  des  couples  âe  droite  Àfi«  A.'B' 
BC,  B'C  et  CA,  C'A'  sont  en  ligne  droite. 
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C'est  une  simpte  conséquence  des  théorèmes  de  Méaélaus  et  de  Géva 
fil**  12t7  et  iS40 

Soit  D  le  point  d'inlemection  de  MH  et  de  A  A'  ;  K  le  point  de  concours 
de  LA  et  de  BB'  ;  F,  celui  de  MB  et  de  CC,  les  quatre  pomls  L ,  F,  A,  h 
sont  en  Jtaoe  droite  ;  on  a  de  même  les  droites  MFBD  et  Ma 

On  sait  ausai  que  LMN  est  la  polaire  du  point  K  de  Geva,  par  rapport 
au  triangle  donné  ÂBG* 

Vivi  f).  Remarquet.  1'  On  pcul  éiioocer  le  théorème  comme  il  suit: 
A.s  côtés  du  trwngle  pédal  du  pouit  de  ccneours  de  trm  cévumnes 
r^  ncontrenl  les  côtés  opposés  du  ttnangle  donné,  en  trots  points  en  ligne 
droite. 

2»  On  nomme  triangle  pédal  d\m  point  donnr  K,  le  tiiaur^le  A'B'C 
formé  en  joigaant  deux  à  deux  les  pieds  des  Irois  cévéniennes  de  ce 
point  K. 

Exenîoe  370. 

iM3.  Thintfinir   Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  même  point, 
sur  les  troU  côtés  d'un  triangle  y  déterminc^it  six 
segments  tels  que  la  somme  des  carrés  de  trois 
d'entre  eux  non  consécutifs  égale  la  somme  des 
carrés  des  trois  autres  segments. 

Soient  les  perpendiculaires  OL,  OM,  ON. 
D  après  un  théorème  connu  (n©  1163),  on  a  : 

AL^~liL*  =  AO^  — BO* 
BM^— CM»=BO*  — CO^ 
CNt_AN«=:CO*  — AO* 
En  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  trouve 

AL^  +  BM^  +  CN«  —  BL*  —  CM*  —  AN*  =  0 

oa  AL»  +  BM»  +  GiV  =  BL»  +  GM^  +  A.N*  (1) 

C.  Q,  F.  D. 


Fig.  771. 


ExeraÎM  371.  —  I. 


1^44,  XkèorèiBe.  Rèoiproquement.  Lorsque  trois  points  déterminent 

mr  les  côtés  d*un  triangle  six  segments  tels  que  la  somme  des  carrés 
de  trois  d*entre  eux  non  consécutifs,  égale  celle  des  trois  autret^,  les  trois 
points  peuvent  être  considérés  comme  étant  les  projections  d'un  même 
peint. 

Ofl  Je  démontre  par  la  réduction  à  Tabaurde,  ainsi  qu^on  Ta  fait 
pour  les  réciproques  des  théorèmes  de  Ménélaûs  et  de  Céva  (n^  1228 
et  1241). 

ISt4^.  Théorème.  Les  médintriees  des  trois  côtes  d'un  triangle  se 
catipent  au  même  point  »*  il  en  est  de  mètne  des  trots  liauteurs  de  ce 
triangle, 

!•  U  relaUon  AL»+BM«  +  CN»=BL»+CM^  +  .\M»  (q«  1243)  • 
liea-ërideminent,  tonqu'on  élèn  dw  perpendwiiiairo»  au  milieu  de 


cl 

0^ 

^4  nCBRaCBB  DB  céOMéTRIS 

chaque  c6iè  d'uo  triangle;  car,  dans  ce  cas,  AL  =  BL,  BM  — CSi 

et  CiN  =  AN  par  construction  ;  donc  les  trou 
perpendiculaires  concoureot  au  même  poini 
(no  12U). 

2^  Considérons  les  hauteurs;  a,  b,  c  àésigumi 
les  côtés  du  triangle,  on  b  (n^  U63)  : 

AL«  — BL*  =  AC»  — BC* 

 ^        Or         AL«— BL*:=6*  — a* 

3      31      «     ^  BM«  —  CM«=  c-  — 

"2-  C.N*  —  AiN* = a»  —  c* 

d'où  AL^  +  BM*  +  CN«  —  (BL^  +  GM«  +  AN^)  =  0 

C.  0.  . 

Emmîm  371»  —  n* 

1246.  Tbéorème.  perpendicti  Patres  élevées  9ur  les  eùiés  d'un  tri- 
angle,  aux  trois  points  où  les  cercles  ex-inserits  sont  tangents  à  ta 

côtés,  se  coupent  au  même  peint. 

l""»  Démonstration  (n^  757). 

2«  Ih-monstnilion.  Soi?  nt  L,  M,  .N 
les  point?  de  concours  des  bissear- 
triccs  extérieures;  il  faut  prouva 
que  les  perpendiculaires  LD,  ME,  ^F 
se  coupent  au  même  point. 

il  suffit  de  prouver  que 

BD« + CE« + AF« = DC*  +  A  E* + BP 

Or   BD'^-DC*  =  BL*-CL* 

CE*  — AE«=MG«-MA« 

AF'-BF*  =  NA*— NB» 

Ajoutons,  on  trouve 
BD^  +  CE2  -h  A F2-( DC2  +  A  !>'  f-  BF^j^ BU  -h  MC^  +  N A^- (CL*  +  MA-  -p  NB-) 

Mais  les  bissectrices  intérieures  qui  donnent  le  centre  O  du  cende 
inscrit  sont  les  hauteurs  du  triangle  LMN  (n<>  6dâ),  et  se  coupent  au 
même  point;  donc  le  second  membre  de  Tégalité  ci-dessus  égale  wèto 

{no  1-243). 

Donc,  il  en  esl  de  même  du  premier,  et  Ton  a 

BD«  +  CE*  +  AF«  =  DC«  +  AE*  +  BP 

et  les  trois  perpendiculaires  LD,  ME,  NF  se  coupent  aa  mémep(HiitP 
(no  1244). 

Exevcioa  371»  —  III, 

1846  (a).  Théorème.  Dans  un  trapèze  rectangle  circonscrit  au  demi- 
cercle  décrit  sur  le  côté  perpendiculaire  aux  hases,  pris  pour  dianUtn , 
les  diagonales  se  coupent  au  point  7nilieu  de  la  parallèle  menée  omx 
hases,  par  le  point  de  contact  du  quatrième  côté. 


Fig.  7T3. 
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Soil  F  le  point  où  BE  reoconiie  AH,  il  fiufût  de  prouver  que 
AF==FH. 

JB 


ûu  a  : 


AF  =  FH 


1M6  (b).  BeoHurqm.  1»  Les  diagODales  el  la  hauteur  AH  sont  les  symé- 
dUnes  du  triangle  rectangle  BAC  ;  or  on  démontre  directement  que  les 
Kymédianea  qui  partent  des  sommets  B  et  C  se  coupent  au  point  milieu 
de  la  baaieur  relative  à  Thypoténuse. 

2^  Ou  pourrait  prouver  d'abord  que  les  diagonales  se  coupent  sur 
Ail,  puis  se  rappeler  que  la  pai;t!lôle  aux  bases  d'un  trapèze,  menée  par 
le  point  de  concours  des  diagonaks,  est  divisée  en  parties  égales  par  ce 
poiût  (ii'^  1109}.  Maïs  établir  la  première  partie  serait  auabi  long  que  la 
démonstration  donnée  ci -dessus. 


Exercice  372. 

IM7.  Théorème  de  DeMrgvM.  Lorsque  les  côtes  de  deux  triangles  se 
taupent  deux  à  deux  en  trois  points  situés  en  ligne  droite,  les  droites 
^joignent  deux  à  deux  les  sommets  correspondants  se  coupent  au 
mime  point. 


FIf .  715, 

Soient  les  triangles  ABC,  A'B'C  tels  que  les  points  L,  M,  N  soient  en 
ligne  droite;  il  faut  prouver  que  les  lignes  Â^A,  B'B,  C'C  concourent 
en  an  mdme  point  O. 

22 

M. 
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i«  Oa  prat  démoDtror  oe  thèorèiM  à  IVde  des  transTomleB  el  Ai 

th^^rème  de  Cém; 

2"  Eli  employant  le  rapport  anharmonique  (^j.,  iî  T82); 


30  En  recourant  à  un  solide  auxiliaire.  {Méthodes,  177.) 


373. 

1248.  Théorème  réciproque.  Lorsque  les  sommets  de  deux  tnauf^'^ 
sont  deux  à  deux  sur  irais  droites  qui  concourent  en  un  mime  pomU 
les  côtés  des  triangles  se  coupent  deux  à  deux  en  trois  points  situét  e» 
ligne  droite, 

1249,  «oi«  «ur  rhonoiogie.  Vhomologie  esl  due  à  rilluatre  Poncclet.  Le 
théorème  de  Desargues  el  le  théorème  réciproque  (d*«  1247,  f248)  eemDl*i'> 
base  aux  rcchercbea  et  ma%  coniIrucUons  relatives  à  cette  méthode.  Lorsqu'on 
met  une  ûgure  plane  en  perspective  el  qu'on  rabat  le  tableau  sur  le  plan 
projeclion ,  on  obtient  deux  fupirr^  hnninlofj'fquf*^ ,  c'est-à-dire  deux  ligure? 
telle=?  que  les  points  s^e  rorre~poiiil(uit  (i'nix  à  deux  et  sont  silut'^  ^iir  des  droite? 
qui  concourent  en  un  même  point  nommé  cpiilrr  il' limnologie.  Les  pers^ 
lives  de  deux  /i(iu/cs  homolhét'ujut  s  sont  aussi  honiologiques. 

Ltib  droites  qui  joignent  entre  eux  deux  poinlfi  d'une  dea  figures  et  les  deui 
poÎDta  eorreapoodeAta  de  Teutre  figure»  se  eoupenl  aur  une  droite  nomméa  ozt 
â^hemdhgie. 

Vhoniologie  est  on  mode  de  transformation  de  flgorea  qui  permet,  par 
exemple,  de  remplacer  une  ellipse  ou  une  hyperbole  par  un  eenle,  doat  ii 

première  conrhp  pourrait  «'•tre  rcg'nrilée  comme  la  perspective. 

Pour  se  r»^!i  ir«^  cwiiipte  du  nier\  tiilpux  in-tniiiicnt  que  Toncelet  a  créé,  il 
auCUt  de  lire  le  Iraité  de$  Projn  iétes  pi'ojevtiven  des  Jigures  de  cet  auteur. 


Exardce  374.  —  I. 

ISttO.  Théorème  de  Carnot.  Lorsqu'une  circonférence  coupe  cô^^ 

d'un  Irianyle  AlîC,  le  coté  AB  aux  poiaU  D 
?v,  nn  en  K  et  L',  CA  e»  F  et  Y\  on  a  la  nk- 
tion  suivante  : 

AD  .  BK  .  CV  AD'  .  RE'  .  CF' 
BU  .  CE.  AF  ^  ÔD' .  GÈ' .  AF' 

En  effet,     AD.  AD'  =  AF.AF' 

BE  .  BE^::^BD  .  BD 

^•''«-  "'ti-  CF  .  CF'  =  CE  .  CE' 

En  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre»  on  trou?e  la  reUUon 
ci -dessus. 

Remarque.  Le  tJiPorèmr  (U:  C.nrnot  (  1250),  nus.>«i  bien  que  le  théx*- 
rrmr  de  ]'ajij)/is  i  n"  -l'il^  ^  et  lo  théorème  de  /)>  -uiri/ites  (n'^  12!9t,orjt 
leui.^  analogues  lorsqu'on  remplace  la  circoulereuce  par  une  coûique 
quelconque. 

Exercice  374.  —  U* 

iSKl.  Théorème  de  Terquem.  Lorsqu'on  joint  un  point  II  emx  trsit 
sommets  d'un  triangle j  la  circonférence  qui  passe  par  les  <roi#  |>oi>f* 


■  * 
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D,  E,  F  détet^minés  sur  les  côtés  par  les  droites  AM,  BM,  CM,  coupe  les 
côtés  en  trois  autres  points  D',  E',  F'  tels 
que  les  droite»  qui  les  joignent  aux  semi- 
mets  opposés  se  coupeiït  en  un  même 
point  M'.  N.  A.  1842,  p.  403.) 

D'après  le  théorème  de  Céva  {ifi  1240)  » 
OD  a 

BD.  AF.(:E=:CD.BF.  AE 

Mais  oo  peut  écrire  les  égalités  sui- 
vantes : 

BD' .  BD  =  BF  .  BF 

AF.AF  =  AE'.AE 

CE' .  CE  =  CD' .  CD 

Multiplions  ces  égalités  terme  à  terme,  on  trouve 

BD' .  AF' .  CE'xBD  .  AI»' ,  CE  =  BF' .  AE' .  CD' xBF  .  AE  .  CD 

Mais,  d'après  les  donnée?,  le  produit  des  trois  derniers  facteurs  du 
premier  membre  égale  celui  des  trois  derniers  du  second  i  donc 

BD'  -  AF' ,  GE'  =  BF' .  AE' .  CD' 

et  par  suite  les  droites  se  coupent  en  un  même  point  M'. 

ISn  (a).  Théorème  de  BI*Kensie.  On  COUpe  les  CÔtés  d'un  (riaufjle  ABC 
par  une  droite  quelconque  A'B'C';joar  les  sommets  du  triangle  donné , 
on  mène  des  paraW  les  à  la  sécante  ;  les  parallèles  rencontrent  le  cercle 
dreonscrit  en  A",  B",  a';'proi(rer  que  Us  droites  A' A",  B'B",  C'C"  se 
rencontrent  en  un  même  point  M  du  cercle  circonserit,  (J.  M.  S.  1887, 
p.  201.) 


ïlg.  778. 


On  peut  ajouter  quelques  développements  au  théorème  principal, 
ainsi  :  le  triangle  A^B'^G"  est  égal  à  ABC  ;  les  cètés  égaux  AB,  A"B", 
etc.,  se  coupent  eu  trois  points  situés  sur  une  droite  perpendiculaire  à  la 
sécante  ;  cette  même  sécante  coupe  les  côtés  de  A'^B'^C  en  trois  points 
qui ,  joints  aux  sommets  correspondants ,  donnent  un  point  M"  du  cercle 
ciroeiiaerit  et  les  points  M,  M"  sont  èquidîstants  de  la  sécante. 
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Circoiiléreiices.  —  Situation. 

Ex«f«toe  375. 

Théorème,  Un  rectangle  ABCD  a  pour  hafte  une  droite  AB 

double  de  la  hauteuy^  hC  ;  on  joint  k 
•        point  A  au  point  situe  au  'ptart  de  DC. 
î    "^-^  Prour»  r  rjur  Ir  fntint  M        C€^(e  ligne. 

DS-^-^^ft*—  ?      coupe  la  dia[ji)Hule  BD  appartient  à  la 

demi  circonférence  décrite  sur  AB  comme 
diamètre. 


Soit  DF  =  V4DC. 

Le  point  M  appartient  à  la  demi-cir* 
conférence  AB.  En  effet  : 
Fig.  779.  Les  triangles  ADF«  BAD  sont  sem- 

blables comme  ayant  un  angle  droit  com- 
pris entre  côtés  homologues  proportionnels;  donc  les  angles  DAF,  ABD 
sont  égaux ,  ainsi  ABM  est  te  complément  de  BAM. 

Donc  Tangle  M  est  droit,  et  son  sommet  est  sur  la  demi -circonfé- 
rence. 

ISIki.  Théorèmes.  point  N  appartient  à  la  demi- circonférence f  | 

lorsqu'on  prend  ÂG  =  2UË . 

Les  triangles  rectangles  ABG,  DAE  sont  semblables ,  car  AB  est 
double  de  AD ,  et  AG  est  double  de  DE. 

2^  On  prend    AL==:''^,  AD,    la  parullclc  LM  coupe  la  diagonale  BD 
en  un  point  M  qui  appurtirut  à  la  d>  mi-circonféf*ence. 

Remarque.  Ces  Ihéorèmes  sont  utilisés  pour  mettre  une  circonfèreoce 
en  perspective.  (Géométrie  descriptive*,  568.) 

12d4.  Théorème.  Un  construit  dcs  cat*rés  sur  les  côtes  de  l'angle  droit 

d'un  triangle  rectangle.  Jm  circot*!'  - 
rence  décrite  sur  Vh^fpoténuse  comme 
diamètre  passe  pur  le  point  milieu  de 
la  droite  qui  joint  les  deux  somnu:ti 
opposés  des  deajc  carrés. 

Il  faut  prouver  que  le  [loint  0,  nii- 
lieu  de  DE,  appartient  à  la  circooté- 
rence. 

En  jifolongeant  les  colés  qui  abou- 
tissent aux  points  D,  E,  ou  forme  un 
carré  I»FEG,  dont  le  sommet  F  est  sur 
la  circonférence  décrite  ;  or  AF,  dia- 
gonale  du  rectangle  ABFC,  est  un  dia- 
mètre;  donc  Tangle  droit  Ai»F,  formé 
par  les  diagonales  du  carré,  doit  avoir  son  sommet  sur  la  circoofércacc. 


«  YiÀr  iUmmU  it  géométrie  Otweripiiw,  pur  F.  J.,  édHIon. 
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Exmioe  376.  —  I. 

iVSH.  TbéovéoM.  Deux  cercles  quelconque»  A  6  étant  donnés  de 
grandeur  et  de  positian,  si  deux  rayons  ÂG  et  BD  se  meunent  en  restant 
eonsiamment  parallèles  l'un  à  Vautre,  les  droites  menées  par  leurs 
extrémités  rencontrent  la  Hgne  des  centres  en  un  même  point. 


.  4 


Fig.  781. 


Soit  CDN  ia  droite  menée  par  les  extrémités  des  rayons,  en  Taue 

quelconque  de  leurs  positions.  Les  triangles  semblables  NAG  et  I^BÛ 

NA      AG  NX 
donnent        =  ^  ;  ainsi  le  rapport         est  constamment  égal  au 

rapport  des  rayons  AC  et  hb;  et  couime  li  n'y  a,  sur  la  droite  AB, 

qa^une  seule  position  du  point  N  qui  donne  le  rapport         égal  au 

AC 

rapport         (G.,  n*»  206  et  209),  ce  point  N  est  donc  déterminé,  car 

ea  distance  NA  est  indépendante  de  la  direction  des  rayons  parallèles* 

Seolte.  Si  les  rajfons  parallèles  sont  tracés  dans  des  directions  oppo- 
sées AG  et  BE,  la  sécante  CE  rencontre  la  ligne  des  centres  en  un  point 
M  dont  la  position  est  déterminée  par  la  proportion 

MA  GA 
"MB  —  BK 

La  ligne  des  centres  est  divir^éc  ivarmoniqmnveni ,  car  on  a 

MA  NA 
ÂÏB— ~W 


Esercioe  376.  — 


i2î>0.  Théorème.  Trois  circou' 
\lr€nc>  <  sont  tangentes  deux  à 
diux,  on  joint  le  point  de  con- 
tact des  deux  premières  à  chu-' 
cun  di\s  outn  s  points  de  contact; 
CCS  deiuo  droites  rencontrt^nt  la 
troisième  circonférence  aux  eX' 
trémités  d'un  inètne  durmètrCy  et 
ce  diainùlrc  est  paraUcle  à  la 
ligne  des  centres  dea  deux  pre- 
mières circonférences.  . 

Menons  ABK,  ACF;  joignons 
'JE,  or, et  prouvons  cpit^  l''uFcst 
parallèle  à  MN.  Le  point  B  est  le 
ceotre  de  similitude  des  circon- 


m 
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férences  M  et  0,  donc  CE  tsai  parallèle  à  AM;  de  même  OF  est  parallèle 
à  AN ,  donc... 
(J,  M.  E.,  1890,  p.  113.  M.  BoLTiN  *.) 


Théorème.  Les  droites  qui  joignent  un  point  quelcofique  d'uni 

circûtifët'cucc  ,  aiix  extrémités  d'une  carde 
perpendiculaire  à  un  diamètre  dotm', 
divisent  harmonirjuement  ce  diamètn'. 
iPorismes  d'Euclide ,  OU  de  Chastes,  p.^ 
et  255.) 

Soient  CD  perpendiculaire  à  AB,  Bun 
point  quelconque;  il  faul  prouver  que  les 
points  A,  .M,  B,  N  donnent  des  scgneaU 
en  proportion  harmonique.  (G.,  2i9 
et  786.) 

Joignons  le  point  E  aux  pointa  A  et  B. 

Les  angles  AED ,  AEG  sont  égaux  comme  ayant  même  mesure;  donc 
AE  est  bissectrice  de  l*angle  CED. 


Fig.  783. 


De  même 


DEB  = 


DB 


CB 


Or  Tangle  BEN,  supplément  de  BEC»  a  pour  mesure        mais  Tare 

DB  rr  ,  donc  Tangle  DEB  BEN;  EB  est  la  bissectrice  intérieure  de 
l'angle  MEN,  donc  (G.,  2113) 

_  BM 
AH  —  bH 


C.  Q.  F.  i). 


1258.  Not-.  f^f^s  Troh  livi'm  fïeff  Povismes  d'Euclide,  par  M.  Guasles.  Pour 
douiici  uiJd  juste  iiiet}  de  ce  qtiM  faul  entendre  par  porisme,  dans  le  sens  àM 
anctena,  nous  allons  citer  teatoellement  quelques  lignes  de  Touvrage  méise  qse 
nous  ▼enons  d'indiquer.  (Pages  54  et  55.) 

m  Les  porisniea  sont  des  théorèmes  non  complet»,  exprimant  certaines  t'el<^' 
tions  entre  des  choses  variables  suivant  une  loi  commune,  relations  indiqn^^î^ 
dans  l'énoncé  du  porisme,  mais  qu'il  faudrail  compléter  par  la  délermiotiiua 
de  grandeur  ou  de  position  de  cerlnines  cho^r^  qui  sont  la  conséquence  àè 
rhypuilièse,  et  qui  seraient  déterminées  dans  l'énonce  d'un  théorème  proprem^ûl 
dit  ou  théorème  complet. 

«  Exemple  de  porisme  :  Dam  un  cercle,  Vangle  $ous  lequel  en  voit,  dis 
centre,  la  partie  de  chaque  tangente  comprise  entre  deux  tarujenXm  fixeSt  s^ 
constant;  ou  bien  est  donné  afin  d'énoncer  le  porisnie  dans  le  st^le  mèm 
d*Euclidd. 

n  Exemple  du  théorème  complet  :  Dans  un  cerde,  l'angle  ^ous  lequel  ou 
voit,  du  centre,  la  partie  de  chaque  tangente  comprime  entre  deux  tanrenifi 
fixes  est  égal  à  la  moitié  de  Tangle  formé  par  les  rayons  qui  vont  aiu  poiuti 
de  contact  des  tanpontes  flxe«.  • 

Les  1  orismer?  -ont  employés  pour  déterminer  les  lieux  géométriques  et  poor 
résoudre  les  problèmes. 


^  A.  r.  <r-n\,  pr<.f0^>if  nt  (lo  matliémmtiqttati  antenr  de  nomlmiiz  artloles  iniArét  diA* 
J.  if.  £.  et  J,  M,     dcpuia  18S5. 
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L'uLivid^ti  d'LucliUti  étàii  eu  Irois  livres  el  contenail  171  pi-oposiliona.  Pappug 
ramène  17i  porismeB  à  XXIX  énoncés  qu'il  appelle  genres.  Pour  démâQtxer  im 
porismes  d^Eaclide,  Pappus  établit  d*abord  XXXVHl  lemnidB. 

Dd  nombrettaaB  tentatives  ont  été  fhîtes  pour  rétablir  le  texte  d'Euclide» 
d^lprès  lee  indieatîQni  feitaées  per  Pappui, 

Ûastronome  IIallbt  a^en  est  occupé;  Bobbrt  Simson  a  rétabli  le  texte  de 
tro;s  porismes  principaux;  M.  Bbeton  db  Champ,  ingénieur  distingue,  auquel 
on  doit  des  traitée  de  levé  des  plans  et  de  nivellement,  a  publié  en  18o5,  puis 
t'u  1858,  SCS  lircherrhp^  nouvelles  sur  les  ponsnn^s  ff'Euclide.  Enfin,  M.  Cha.sles, 
en  1860,  a  doniié  les  Tri>'>>i  livres  des  Porismes  Kurlide ,  rétablis  d'après  la 
notice  et  les  lemm<^s  de  l'ap^m^  et  côiiforinL'mt'iil  au  sentiment  de  K.  Simson 
Bur  la  foroie  des  Onouoéà  du  ces  proposilions.  rsou.s  devons  encore  mentionner 
la  réelamalion  de  M.  Breton  de  Champ  (N.  A.,  1867,  page  522),  et  dire  nveo 
PoEiCBLBT  qa*on  altribaOi  ce  aembîe,  un  peu  trop  Tacilemeot  aux  anciens  cer- 
taines théories,  ou  certains  théorèmes,  dont  ils  n'ont  connu  peut-être  que 
quelques  cas  particulier?. 

L'aàserlion  de  Poncelel  a  reçu  tout  récemment  une  confirmation  bien  inat- 
tendue :  ainsi  M.  Tarry  a  signalé  1'^  176*  porisnie  d'Fiidide  comme  pouvant 
conduire  à  plusieurs  des  propriétés  des  jto'uits  et  du  ccrclt-  de  lîmcard  :  ques- 
Ii'^ns  toutes  récentes  s'il  en  ftit  jamaip.  (J.  M.  1^.,  189U,  pages  36  et  63;;  nous 
donnons  la  démonstration  la  plus  siniple  (u»  1084). 

Nous  utiliserons  un  certain  nombre  de  porismes  soit  qu'ils  viennent  en 
réalité  d'Eucliob,  soit  qu*ils  procèdent  de  Chasleb;  mais  dans  la  forme  des 
énoncés,  nous  nous  conformerons  générslement  aux  habitudes  modernes. 

M.  Tabrt,  receveur  des  contributions  directes  à  Alger,  a  fait  de  nombreuses 
découvertes  dans  le  champ  de  la  Géontétrie  du  IriauijJe;  voir  notamment  le 
point  de  Tarry  et  la  li^nc  de  Tan^  (J.  M.  Ë.  et  S.,  Mathém;  Casey,  p.  142). 

Esetcioe  976.  —  IV. 

Iftfi9.  Théoffène.  Deux  cireonférewsea  ont  pour  eejUre$  Kei  B  :  2a  cîr» 
ccftiférence  décrite  mr  AB,  comme  diamètre^  passepar  les  quatre  points 
d'interuetiûn  des  tangentes  intérieures  et  des  tangentes  extérieures.  (N.  A., 

1860,  p.  m.) 


Flg.  784. 


Il  faut  pToaTer  que  Fangle  AEB  est  droit. 

En  effet ,  le  rayon  AE  est  bissectrice  de  Tangle  DEC  formé  par  deux 
Umgentes;  de  même  la  droite  BE  est  bissectrice  de  Tangle  supplômen- 
lâireFEG;  donc  AEB  est  droit.  Donc... 

Exercice  37 7« 

ilWîO.  Théorème  de  d'Alembert.  Trois  circonférences,  considérées  deux 
à  deux,  ont  vix  centres  de  simUitude;  les  trois  centres  extérieurs  sont 
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en  ligne  droite;  il  en  est  de  même  de  deux  centres  extérieurs  et  d'm 
centre  intcrieur. 

La  démonstration  est  identique  à  celle  qu'on  a  déjà  donnée  pour  les 
centres  de  similitude  de  trois  polygones  bomothétiques  phs  deuzàdeni 
(nM149). 

Les  transversales  donnent  aussi  une  bonne  démonstration. (G. ^n^^  821, 2 
Enfin  remploi  des  volumes  auxiliaires  a  conduit  Monge  à  unedémODr  ^ 
traiion  très  simple  et  trôs  él^nte.  (Méthodeê,  n9  176.) 


Exercice  378.  —  I. 


1261.  Théorème.  raijo)i  dx  verclc  des  neuf  points  est  lu  moi(t''  à 
celui  du  eerele  cireoti^crit.  Le  point  de  concours  des  hauteurs^  ou  orth^h 
centre ,  est  le  centre  de  similitude  de  ces  deux  cercles, 

ir«  Démonstration.  (Méthodes,  n<>  28.) 

2*  Démonstration  (fig.  785).  io  Le  cerele  des  neuf  pointe  passe  parla 
points  D,  G,  F  y  I;  son  centre  est  donc  en  N  au  milieu  de  OH.  Le  cercle 
des  neuf  points  est  circonscrit  au  triangle  DEF,  dont  les  côtés  soatles 
moitiés  des  côtés  de  ABC;  donc  ND  doit  égaler  Vt^^- 

On  peut  encore  dire  :  les  triangles  AHO»  DON  sont  semblables  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  bomologues  proportionnels,  car 
OD=Vi^",   ON  =  V,OH;   donc  ND  =  V«AO. 

2«  H  est  centre  de  similitude»  car        =  "5* ^  TO^  * 

Ainsi  y  toute  droite  menée  par  le  point  H  est  limitée  à  la  grande  cir- 
conférence, et  divisée  en  deux  parties  égales  par  le  cercle  des  neuf 
points. 

Oo  a  prouvé  directement  que  le  point  I,  milieu  de  AH,  appartient  la 
cercle  des  neuf  points  (qo  720),  et  que   HG  =  GL  (n^  292,  c). 

Bsmiee  378.  —  II. 

1282.  Xlkéorème.  Dans  tout  triangle,  la  distance  (f  un  côté  qwkonqw 
au  centre  du  cercle  circonscrit  est  la  moitié  de  la  distance  du  somntti 
opposé  à  Vorthocentre, 

2f*  Le  centre  du  cerele  circonscrit,  le  centre  de  gravité,  k  centre  du 
cercle  des  neuf  points  et  l'orthocentre,  forment  une  proportion  harmo- 
nique. 

On  a  déjà  démontré  cette  proposition  (û^«  666  et  292,  c),  mais  il  est 
facile  de  in  ptouver  directement. 

Soient  H  Toi tlioccnlre,  M  celui  des  médianes,  0  le  centre  du  cercle 
circonscrit  (Qg.  785). 

D'a|>rès  le  théorème  d'Euler  (n*  1119),  on  sait  que  les  points  H|  M»0 
de  la  droite  d'Euler  sont  en  ligne  droite. 

Or  AM  =:  2MD        (G.,  n«  230); 

■ 

donc  AH  s:^  20D 
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On  peut  dire  aussi  ;  Les  triangles  FON,  BHO  sont  semblables  »  or 

H0^2N0|  doDC  BH=r2F0 


FIg.  769. 

2o  Les  médiaDes  se  coupent  aux  deux  tiers  de  leur  longueur,  à  partir 
des  Bommets  ;  donc  aussi  OM  égale  le  tiers  de  OH ,  par  suite  MN  en  est 
le  sixième ,  et  MN  est  la  moitié  de  MO  ;  on  a  donc  la  proportion  : 


MU 


TlU 


C.  Q,  F.  D. 


Ezcmce  378.  — 


1983.  Théorème.  Deux  eireonféreticea  égales  se  coupent  euivant  une 
œrde  commune  CD.  Toute  circonférence, 
tançenle  à  cette  corde  au  point  Q  au  au 
point  coupe  les  deux  circonférences  en 
deux  points  M,  N,  qui  sont  en  ligne  droite 
avec  le  point  0,  milieu  de  la  distance  ÂB 
des  centres  des  circonférences  données, 

Joignon^î  le  point  milieu  0  au  point  M. 

Soieiil  le  point  où  celle  ligne  coupe  le 
cercle  Ej  N  le  point  où  elle  coupe  le  cercle  D. 

La  droite  OC  est  tangente  au  cercle  £;  Fig.  7S6. 

donc 

OM  .  ON'  ==  OC* 
Mais  OM.OL  =  OC.ODr=OC* 

Donc  OM.ON'==:OM.OL 

Mais  0L  =  ON  ;  donc  ON  =:  ON';  ainsi  N  et  W  se  confondent,  étales 
trois  points  M,  N,  0  sont  en  ligne  droite, 

22* 
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Exercice  379. 

1201.  Théorème.  Le  lieu  de$  points  (Végale  puissance,  par  rapport 'i 
deux  circonférences ,  est  une  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres. 
Ce  licff  se  nomme  axe  radical  des  deux  circonférences. 
(G.,  ûo  830.) 

Théorème.  Uaxe  radical  de  deux  circonférences  est  le  lien  éa 
points  d*oû  Von  peiU  mener  à  ces  eirconférenees  des  tangentes  égales, 
(G.,  n*»833.) 

1265  (a).  M«to.  L*ezpre83ioa  axe  radical  a  été  proposée  par  GAULimi  de 
Tours,  dans  un  mémoire  sur  lea  conlacto  des  cercles.  {Jourwd  de  VÉcciêpohf' 

technique,  XVI'  cnhier,  aunée  1813.) 
(Citation  d'après  Poncflkt  et  CiîAsr.FS  :  Traités  des  propnéiés  projeciivesdet 

figures,  lome  I,  page  41;  Gcumctrie  supérieure ,  pnçrc  oO].) 

L'nxf'  rndical  a  été  nommé  parloia  droite  dishomologue,  (Ritt,  Probièni^ 

de  Gt'oritetrie. 

PoNCELET  a  géiRiaiisé  la  notion  précéiicnle^  en  l'étendant  à  deux  coni-juts 
quelconques,  situées  dans  un  même  plan;  il  a  d'ailleurs  remplacé  l'exprcfirioii 
d'axe  radical  qui  ne  conrietu  qu'à  deux  cercles,  par  celle  de  sécante  c&mmum: 
l'étude  de  deux  coniques  conduit  à  dire  :  Deux  cervles  ont  deux  séeanU* 
cotntHunes;  l'unr  à  distance  finie  (axe  radical)  et  l'autre  à  distance  iodu» 
(droite  de  l'ioGni).  L'axe  radical  rencontre  chaque  cercle  en  deux  poinu  rè-h 
ou  imaginaires,  suivant  que  les  cercles  çc  coupent,  ou  ne  rencontrent  pa«. 
On  nomme  poiiUs'  rirrulaire^  à  l'infiïù ,  l-'^-  f'oinls  imaginaires  d'ittleraectioD  <i6 
chaque  cercle  avec  la  sccaule  commune  de  rmûoi. 

1266.  Théorème.  Lorsque,  par  le  centre  de  similitude  de  dciu  circo^t- 
féiH'Hccs,  on  mène  une  sécante  qui  les  coupe  en  quatre  points,  les  quaîn 
tangentes  menées  en  ces  points  aux  circonférences  forment  an  parallé- 
logramme dont  Cune 
des  didgonalcs  passe 
par  le  ccïitre  de  si- 
militude et  doniVau- 
ire  est  sur  une  dmt<^' 
C  donnée  de  position. 
{Pur  is  mes  d'EucUde, 
p,  315.) 

Les  Irîaiiu'lep  iso- 
crles  MTN,^  M  rN' 
son  t  >eiiibluble5,  car 
les  an^'les  T,  T'  sont 
les  snpplénienU  des 
angles  égaux  Û,  0' 

Fig.7a7.  (no  1256  k 

l.cs  triangles 

Mli  \  ,  NLM'  ont  les  angles  aigus  égaux  aux  anples  des  deux  pitMiiiers 
triangles  il?^  sont  donc  isocèles;  ainsi  LiN  ^  LM  ,  MU  =  IIN',  et  ieà  Ui  - 
genfes  <  l;mt  èiralos.  les  points  M,  L  appartiennent  à  Taxe  radical,  ligo<î 
qui  est  perpendiculaire  à  OiV  (n*^  12t)5\. 

Les  points  T,  T'  étant  honiolognes ,  la  droite  IV  est  uti  axe  de  simili- 
tude et  doit  passer  par  le  centre  G  (q^  1146). 
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Exerotoe  382. 

ÏWl.  Théorème.  L'ftrr.  rtulii  iil  de  ârnx  eirconfcrences  est  le  lieu  de$ 
cmrUres  îles  circonféreme^  qui  les  coupent  orthogonalement, 

(6..  Qo  m) 

Exneifle  383.  —  I, 

1268.  Théorème  de  Poncelet.  Toutes  les  civconfvreHces  qui  coupent 
ortho(jonah  rnod  deux  i  crc/rs  donnf's,  extérieurs  l'uu  ù  raufre,  pttssent 
pur  deux  points  fbces.  Cca  jjoints  se  mmment  points  limites. 

(Voir  Méthodes,  &<>  231.) 

La  démons tralion  rappelée  présuppose  la  eoDDaissance  des  notions 
relatifes  à  Taxe  radical;  il  peut  donc  être  nécessaire  de  donner  une 
autre  démonstration. 

Rappelons  qu'une  circonférence  C  coupe  orthogonalement  une  cireon- 
férence  A,  lorsque  ks  rayons  AE,  CE  du  point  dMntersection  sont  per- 
[»endiculaire8  Tun  à  l'autre;  chacun  de  ces  rayons  est  tangent  à  la  seconde 
tircoofèreocef  ainsi  CE  est  langent  au  cercle  A»  de  même  que  AE  est 
tangeot  au  cercle  G  (n^'  820). 

circonférence  G  coupant  orthogonalement  les  cercles  A  et  B,  tes 
tangentes  CE,  CF  doivent  être  égales,  puisque  cèsont  des  rayons. 


Soient  I  et  J  les  points  d^intersectîon  ;  il  sufGt  de  prouver  que  la  posi- 
tion de  ces  points  est  indépendante  du  rayon  CE  :  on  sait  que 

LI  =  LJ 

Or  Al.AJ  =  r» 

tfoù  (AL— LI)  (AL  +  LÎ)  =  r* 

a'ûù  AL*  —  Ll^  =  r%  quantité  constante. 

On  aurait  de  même        BL*    LJ*  =  H 

Aiosi  la  |>oôitiou  des  poiatâ  i,  J  est  indép^^adaule  du  rayou  UE. 
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Exerotce  383,  —  II* 

<269.  Théorème.  Si,  d'un  point  pris  à  volonté  sur  le  plan  d'une  $w'i 
de  cercles  ayant  même  axe  radical,  oii  mène  deux  tangoites  ô  choq^^' 
cercle  de  la  série,  le  poinl  milieu  de  duxque  corde  drs  conUtcls  sr  tro^i". 

ftnc  circvnferritcf  coupjuil 
oriho[io)tah'nicnt  le^apremicni , 
(  PoN«  .ELET,  A  pplica  t  ions  d\An>^ 
iyse  et  de  Géométrie,  t.  IK 
p.  397.) 

Soit  C  un  des  cercles  dsol 
CD  est  Taxe  radical  eommsa, 
A  le  point  donné,  ilE,  AF  les 
tangentes,  B  le  point  miiieo 
de  la  corde  des  contacts. 

Tout  cercle  qoi  coupe  ortb > 
gonalement  les  cercles  dM- 
Fig.  780.  nés  doit  aToir  son  cenlre  sor 

OD.  Faisons  donc  psss«rptf 
les  points  A  et  B  un  cercle  dont  le  centre  soit  sur  Teze  radical;  il  sufilt 
d*61eyer  une  perpendiculaire  au  milieu  de  AB.  Le  théordme  sera  dé- 
montré, si  nous  prouvons  que  Pangle  GHO  est  droit»  car  le  cercle  de 
cenlre  0  sera  le  cercle  orthogonal  qui  passe  par  le  point  A,  et  ce  cotte 
passera  en  outre  par  le  point  B. 
Or  le  triangle  rectangle  CEA  donne 

CE^  =  CB.nA 

Mais  C1:.*  =  GH%   donc  Cil-^CB.GA 

Ainsi  la  droite  GH  est  tangente  au  cercle,  car  son  carré  égale  le  pro- 
duit de  la  sécante  CA  par  la  partie  extérieure  CB.  Donc  Pangle  GHO  est 
droit.  Le  cercle  orthogonal  de  centre  0,  ne  dépendant  que  du  point  A  ci 
de  Taxe  radical  commun  DO,  est  donc  le  lieu  du  point  milieu  B  des  cordtf  | 
de  contact  de  tous  les  cercles,  tels  que  ceux  qui  ont  respectirement  pour  | 
centres  les  points  C ,  G'... 

1270.  Théofféne.  Bans  le  théorème  précédent,  toutes  les  cordei  <i<^ 
contacts  passent  par  un  même  point,  quel  que  soit  le  cercle  considéré. 

En  effet,  l'angle  ABE  étant  droit,  toute  corde  telle  que  FE  passe  par 
le  point  L,  extrémité  du  diamètre  AOL. 

Esevoioo  394. 

1271.  Théorème.  Lorsque  /roi>  cercles  NT,  N,  H  se  coupefit,  les  i^v* 
cordes  d'intersection  se  reticontrent  en  un  tmnie  point,  (Mo.ngb 


*  Le  théorème  mt  de  Ifostoi,  dana  le  na  oft  tei  •éoaotat  aont  réeUet.  (0*apr6i  Fomba 
TraiU  de$  proprtUi»  pr^ftctivet  déê  figurtê,  tome  I,  pefe  4(K) 
MovoK,  né  à  BeaiUM  en  ITM,  mort  en  181S,  ert  le  YéHUble  rréeleor  de  la  6éomt^ 

descriptive* 
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Démonstration,  Soit  0  le  point  de  rencontre  de  deui  cordes  AD  et 
CD;  menons  KO,  et  appelons  F  et  G  les  poinU  de  rencooire  de  cette 
droite  avec  les  circonféreDces  N  ei  R. 
Désignons  par  a,  6»  c,  d,  e,  f,  g,  les  segmenta  des  cordes.  On  a  (6., 


n<«  259  et  261)  : 

Dans  le  cercle  M  ab  =  €d  (i) 

Daos  le  eercle  N  ah = ef  (2) 

Dans  le  cercle  R  cd  —  eg  (3) 


Les  deux  dernières  égalités  ont  le  premier  membre  égal»  comme  on  le 
voit  par  la  première;  on  a  donc 
ef^eg^   et   par  suite  f-=g,  ou 
0F=OG.  Ainsi  les  poioU  F  et  G 
se  CDD  fondent. 

S*  Démomtration^  On  peut  recou- 
rir aux  soudes  auxUiaireB  [n^  169  et 
suivants).  Admettons  que  les  trois 
etf conférences  données  (fig.  790) 
soient  les  grands  cercles  de  trois 
sphères  ayant  respectivement  pour 
centrée  les  points  M,  N»  R.  Les  i.^g.  790. 

sphères  M  et  N  se  coupent  suivant 

un  petit  cercle  qui  se  projette  en  ÂB  «  les  sphères  M  et  R  se  coupent 
suivant  un  petit  cercle  qui  se  projette  en  CD;  donc  le  point  projeté  en^O, 
eV  qui  se  trouve  sur  le  cercle  ÀB  et  sur  le  cercle  CD,  appartient  aux 
trois  sphères;  donc  il  doit  se  trouver  sur  le  cercle  EF  commun  aux 
ipbères  N  et  R;  donc  EP  doit  passer  par  le  point  0.       C.  Q.  F.  />. 

IS7I  (a).  SooIm.  1*^  La  rencontre  peut  avoir  lieu  sur  les  prolongements 
des  conies;  la  première  démonstration  ci-dessus  s'applique  exactement  à 
eecas. 


Fig.  791.  Fig.  792. 


2^  Les  cercles  pt  uvrnt  se  déplacer  de  manière  à  devcnii-  tangents  : 
chaque  corde  devient  nulle  en  longueur;  mais  sa  (lireclîon  liinile  est  la 
Uogenle  commune.  Donc,  lorsque  (ruis  cercles  soiit  (antjoUs  entre  eux, 
^3  trois  tangentes  coramunes  se  rencontrent  en  un  même  point. 

loMrqiie.  Ces  deux  théorèmes  ne  sont  que  des  cas  particuliers  du 
Uorème  suivant  : 
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EXERCICES  os  OmUÈTRlS 


,  prié  dieux  «I 


1972.  Théiiièiint,  l«  les  ooMS  radàcamx  de^  trom  cevcks,  prk  

diuXf  tùneaurent  au  même  point.  1 

2<»  Le  point  (le  conrONVs  des  axes  nulùdu.r ,  ou  centre  radiral  des  iTOU 
cercles,  est  le  centre  tViia  cercle  orihoyonal  aux  cercles  donnés, 
(Voir  G.,  no  838.) 


EsmSce  385. 

1273,  Tlidoréiiie.  La  corde  commune  aux  circonférences  décrites  siu' 

len  ditt^jn finies  d'un  trajtèze ,  pi-^>^ 
pour  diamètre,  passe  par  le  pomi 
th'  concours  des  côtés  tion  pofùk' 
lèles, 

La  circonféreoce  qui  a  BD  pour 
diamètre  détermîoe  le  point  F, 
pied  de  la  hauteur  BF,  car  i  augle 
BFD  est  droit. 

De  môme  AE  est  perp^^ndiculaire 
sur  OB;  les  points  F  appar- 
tiennent  donc  à  la  cîrconforenc»; 
décrite  sur  AB  comme  diaiuèlre. 

Soient  N  le  point  où  la  droite 
OM  coupe  la  circonférence  MBN 
et  N'  le  point  où  OM  coupe  la  cir- 
conférence MAN'.U  sumtde  prouver 
que  les  pointa  N  et  N'  coïucideDl. 


1 


Fig.  703. 


On  a 


OM.ON  =  OD.OF 

OM .  Oi\'  =  0£ .  OC 

Prouvons  que  les  produits  CD .  OF  et  OE .  OC  sont  é^aux 
Le  demi-cercle  AFEB  donne 

OB  .  ()1::=0A.0F 

Les  parallèles  AB,  DÛ  donnent 

OR  _  OA 

OB.OD  =  OA.OG 
Divisons  (3)  par  (4),  on  trouve 

OE  _  or 

UD  ~  OC 
OE  .  OC  =  OD  .  GF 
Ainsi,  en  couiparaiil  (1)  et  (2),  on  a 


{Il 
(3. 


d'où 


OM .  ON  =  OM  .  ON' 
ON=ON' 


C.  Q.  i  .  D. 


Remarque.  At),  BF,  OE  sont los  hautours  da  triaMle  AOB.  caria ligae 
des  centres  IJ  est  parallèle  aux  bases  du  trapèze. 
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l5Kr4.  Théorème  de  Newton.  £e8  diagonales  d'un  quadrikiière  cireon' 
writ  à  un  cercle  et  les  cordes  des  points  de  contact  des  côtés  opposés,  se 
eoupent  au  même  point. 

Ou  bien  :  Lorsqu'un  quadrik^êre  inscrit  dans  un  cercle  a  pour  somr 
mets  les  points  de  contact  d'un  quadrilatère 
circonscrit  à  ce  même  cercle,  les  diagonales 
des  deux  quadrilatères  se  coupent  au  même 
point, 

Uértioii.siviitirni  de  L.  Anne*.  On  sait  que 
lorsque  deux  triangles  ont  deux  ansrles  cgaux 
et  d<*i!\  arisrles  Buppléiiieiilaires ,   los  cèlés 
oppôï^ès  niix  .'in.Lrl^î^  éîraiix  sont  proportion- 
aux  cMés  opposes  aux  angles  supplémen- 

\  Soit  <_>  le  point  d'intersection  de  AC  et  HP. 
^  Les  tnans?!e«  AHIî,  CF^  >  ont  des  arigles  égaux  au  point  0,  et  les  angles 
en  F  pt  W  sont  ~uj  pU'Muenlairus ,  comme  formés  par  des  taugeates  aux 
fcitrémitts  d'une  même  corUe  FH;  donc 

AH  _  AO^ 
Gb  —  GO 

Sûît  O'  la  rencontre  de  AC  et  de  EO,  on  aura 

AE  _  AO' 

Mais  AIIssAE,  CF  =  GG;  donc 

AO  _  AC 
"CîT— W 


Ain&i  les  points  0  et  0'  se  confondent. 


C.  Q.  F.  D. 


127$.  néovéBie.  Lorsque  deux  quadrilatères,  dùnt  Vun  est  inscrit  et 
Vautre  circonscrit  à  un  cercle,  sont  tels  que  les  sommets  du  premier  sont 
ies  points  de  contact  des  côtés  du  second,  les  côtés  opposés  de  chaque 
fpu^drUatèfB  concourent  deux  à  deux  en  quatre  points  situA  m  ligne 
iroife,  et  les  diagonales  des  deux  polygones  concourent  au  même  jpaml. 

Soient  les  quairilatères  ABriD  et  IT'OII  Wii.  79oi. 

1°  SoiL  u  le  point  de  concours  des  cordes  de  contact  EG,  FH;  la  Iroi- 
>.i^-iiiv  diagonale  MN  du  quadrilatère  complet  est  la  polaire  du  point  0. 

(G-,     798,  3".) 

Le  [Jûint  L  e^l  le  pôle  de  la  corde  EG  (G.,      806),  K  est  celui  de  Fil  ; 
<loDc  LK  est  la  polaire  du  point  0  (G.,  n*^  bUo;j  ainsi  les  quatre  points 
L,  M,  N  sont  en  liîrne  droite. 

^  B  est  le  pôle  de  EFM,  0  r<dui  de  MK  et  D  celui  de  HGM. 

Or  les  trois  droites  MË,  MH,  MK  coDcoureul  en  un  même  point  M; 


*  Uus  A^'XK,  aocieu  élève  de  l'yole  {>olytcdi nique,  répétitoui  au  coUtge  Louia-lc-Grand. 
^  StmvilU»  Annal»  loi  doivent  plnMenrt  dénumfetmttofla  très  ingtoleiiMi. 


by  Citïogle 


520 


EXERCICES  DE  GEOMETRIE 


donc  les  trois  points  B,  0,  D  sont  en  ligne  droite  (G.,  u9  90k^  2%  etceUi 
ligne  BÛD  est  la  polaire  du  point  M. 
De  même  AG  passe  par  le  point  0. 


Fig.  7Q&. 

30  Les  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit  passent  par  les  poiots  de 
concours  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  inscrit,  car  les  droites  HG, 
AGy  EF  sont  les  polaires  de  (rois  points  N  et  B,  situés  en  ligne  droite* 
(G.,  n<»  804,  K) 

1275  a.  Note  I     'j  hcon       de  New  Uni  est  vrai  ponr  une  conique  quekooqi^- 

Ainsi  que  noua  favous  iniiiqué,  la  démon blra lion  que  nous  avons  doQoés 
(n«  1274)  est  de  Uon  Anne  (N.  A.,  1842,  page  18G;  1844,  pages  2$  et  465). 

Catalan,  dans  Bes  Théorèmes  et  Problèmes  de  Géométrie,  6*  édilioD,  1879. 
Th.  LIX,  page  127,  reproduit  la  solution  même  donoée  par  Newton. 

BoBiLLEE  {Géoméirie,  11*  édition,  page  361)  reproduit  une  démonstntioa 
donnée  par  Carnot  dans  sa  Géométrie  de  position. 

Les  molf^  pôle  et  polaire  ont  été  employés  en  1800,  par  Sr.Rvcis,  ancien  pr> 
fosseur  de  Vérah^  fh-  auteur  d'un  e^sai  sur  la  Géoméirie  de  ia  règle  :  Soîu- 

lions  pm  ciinnues  lU'  dtiférents  problèmes  de  (ii'fmtètrir  pratique»  {Voit  M.  G. 
DE  LoNGiiUAMPSi  Géométrie  de  la  règle  et  de  l'équerre,  1890.) 

CUeroioe  387» 


1276.  Théorème.  f^orsqu'oH  prolonge  les  côtés  opposés  d*un  quatirila- 
tère  inscnptible  et  qiCon  mène  les  bissectrices  des  deux  angles  ainsi  obte- 
nus, les  points  d'intersection  de  ces  deux  lignes  et  les  points  miJi-^^  r  de^ 
diagonales  du  quadrilatère  donné  sont  en  ligne  droite,  (N.  A.,  lS4i, 

p»  m.) 

On  sait  que  la  figure  IJGH  est  un  losange  (n«  675). 
Prouvons  d^abord  que  les  côtés  de  ce  losange  sont  parallèles  aux  dia- 
gonales du  quadrilatère. 

A  ¥  A  f 

La  bissectrice  FJ  donne  "B3"^T5F' 
Les  triangles  semblables  AFC,  BFD  donnent 

AF  _  AC^ 
BF  —  HD 

AJ  _  AC  , 


donc 


UVRB  m 

La  bisseclrice  EH  et  les  triangles  semblablaa  AEC,  DEB  doonant 
AH      AE  AC 


5-21 


(2) 


A  cause  du  rapport  commun 
Qx  proportions  (1)  et  (2)»  on 
eut  écrire 

AJ  _  AH 

irr*"  DH 

Donc  la  droite  HJ  est  paral- 
We  à  BiJ,  car  elle  divise  en 
arties  proportionnelles  les 
ôlés  du  triangle  BAD. 

De  même  Ul  est  parallèle 

AG. 

Soient  M  et  N  les  milieux 
es  diagonales. 

Menons  MB ,  MD  et  la  droite 
.K  qui  joint  les  deux  points 

ibtenus. 

BM  est  la  médiane  du  tri- 
ingle  ABC;  donc  elle  divise 
a  parallèle  GJ  en  deux  par- 
ies égales;  de  même  le  point  L  est  le  milieu  de  HI. 

La  droite  LK,  qui  joint  les  milieux  des  cùlés  opposés  du  losange,  passe 
ioDcparle  point  0  où  les  diagonales  se  coupent,  et  se  trouve  en  outre 
nralièle  à  IG  et  à  BD.  Son  point  milieu  O  appartient  donc  à  la  médiane 
H;N  du  triangle  BMD.  C.  Q.  F.  D. 

4Î7S  (a).  ThéOfème.  Les  bissectrices  des  anyles  formé:^  par  le$  côtés 
tpposéê  d'un  quadriiatère  inacripiible ,  et  les  droites  qui  joignent  deux 
à  deux  les  milieux  des  côtés  opposés  de  ce  quadrilatère,  passent  par  un 
même  point. 

En  etTet,  le«  droites  qui  joi.Lrnent  les  milieux  des  côtés  opposés  se  ren- 
contrent au  milieu  de  la  droite  MN  qui  joint  les  milieux  des  diagonales 
(n'>  548);  donc  les  bi&feeclrices  et  les  droites  qui  joii^nenl  les  milieux  des 
cèiès  opposés  passent  par  le  même  point  0,  milieu  de  MiN. 


ng.  796. 


Ilxeroîce 


IS77»  Théoté— .  Lss  points  de  concours  des  hauteurs  des  quatre 
triangles,  fùrmés  par  deux  côtés  adjacents  et  par  une  diagonale  d'un 
quadrilatère  inecriptible,  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  égal  au 
gTtmier. 

Soit  ABCD  le  qua  lnlalere  inscriptîble,  A'  le  [Miinl  Je  concours  des 
hauteurs  du  triangle  BGD ,  G'  celui  de  BAD,  B'  celui  do  ADC  et  D'  celui 
ABC;  il  faut  prouver  que  A'P'C'I)'  —  ABCD. 

On  sait  que  la  distance  OF  du  centre  du  cercle  ciicunacrit  à  la  base 
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BD  du  triangle  inscrit  BAD  est  la  moitié  de  la  distance  âC  du  somu 

opposé  (a'»  i26l)  au  poUiU 
concours  des  hauteurs. 
Donc  AC'  =  2P0  =  CA  . 
La  figure  ACA'C\  ayant  dm 
côlés  opposés  égaux  et  pari, 
lèles,  est  un  parallélograrnroeî 
donc  la  diopronale  A'C  est  Cg 
et  paralKMe  à  AC;  de  mêow 
li'D'  est  égale  et  paiailclo  à  BU 
Dans  le  triangle  BCD.  WM. 
perpendiculaire   à   CD,  égmc 
2.UU 

Dans  le  triangle  CAD,  AB, 
perpendiculaire   à    CD,  égi 
2.0L. 

Donc  in  fiÊrure  ABA'B'  est  us 
jiarallélograjuiae,  connue  ay^ri 
deux  cùtuô  DA',  AB'  égaux  et  p > 
lallrlfs;  donc  AB  ot  A'B'  sûût 
des  culôs  égaux  et  p.ïrallèles. 
On  démontrerait  de  niùnie  l'égalité  et  le  parallélisme  des  autres  cûléi; 
donc  U'<  quadrilatères  ABCD,  A'B'C'D'  sont  égaux.         C.  n.  F.  D. 

1277  (a).  Théorème.  .Sï  Von  considère  le  cercle  des  neuf  poinUdeehaiitn 
des  quatre  triangles  formés  par  deux  cotés  adjacents  et  par  une  diaço- 
nale  d'un  quadrilatère  inseriptible ,  les  qtuxtre  centres  des  cercles  obte- 
nus  sont  les  sommets  d*un  quadrilatère  semblable  au  quadrilatère  donm. 

On  sait  que  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  d'un  triangle  BCO  esl 
au  point  milieu  de  la  droite  OA'  qui  joiot  le  centre  0  du  cercle  circou- 
scrit  au  point  de  concours  A'  des  hauteurs  du  triangle  (n»  28);  ainsi  1^ 
centre  d'un  second  cercle  est  au  milieu  de  OB',  etc.;  donc  l^s  centres  A\ 
B",etc.,  forment  un  quadrilatère  A  'B  "C  'D"  homothétique  de  A'B'Cl»',«tl 
semblable,  par  suite,  au  quadrilatère  ABCD;  d'ailleurs 

A"B''  =  ViA'B'  =  VtAB 

Eseroim  388. 

1278,  ThéorèiM.  Si  deux  poUjfjmiêS 
réalisent  tes  conditions  suivantes  : 
!•»  sont  semblables,  2*  ont  les  côtés 
homologues  }}arallèles,  3^^  ont  des  in- 
tervalles égaux  entre  les  aitc^  homo- 
logues, ces  deux  polygones  sont  «r* 
eonscriplibles  à  des  cerclfs.  (Bordom. 
professeur  à  Pavie.  —  N.  A-,  iW 
p.  306.) 

Les  deux  polygones  sont  hvf/iotht^ 
tiques j  c'est-à-dire  sembiaUJcs  eiieffl- 
blablement  placés. 

Soit  0  le  centre  de  similitude  Oii 
d'hoinothèlie. 


Fig.  7sa 
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Al  'lissons  les  perpendiculaires  p  et  />'  sur  deux  c6ié$>  homologues  AB 
A C,  et  les  perpendiculaires  7,  </'  sur  les  côtés  BC,  B'C. 
Ces  perpeDdiculdires  sont  des  lignes  homologues,  ainsi 


où 


Mais  les  difTérences  sont  égales  par  construction  ;  donc  p  z=  q'  et  p  =  q; 
)DC  les  cùlés  sont  tangents  à  des  circonférences  ayant  G  pour  centre. 

WinninMin     Lea  polygones  donnés  (a^  1278)  sont  inscriptibies  lorsque 

AB  =  BC,  etc. 

Le  théorème  proposé  peut  être  énoncé  connue  il  suit  :  Deux  poly- 
mes  semblables  dont  les  côlrs  homolnt/nc^  .<o}it  paraUèk»  et  équidis^ 
mtséont  circomcriptibles  à  des  cercles  concentriques. 


Fîg.  799. 


.  —  I. 

1279.  Théorème.  Lorsqur  trois  circonférences  ont  une  môme  corde 
)mwm«e  AB,  toute  sécante  AM(JN, 
•ienée  par  un  des  points  d'iuirr- 
îd'ion  et  qui  coupe  les  trois 
(ntrbeê  en  M,  O.  N,  détermine 
'e^j  scfjments  MU,  ON  dont  le  rap- 
port est  constant. 

Joignons  le  second  point  dMnter- 
«etioo  6  aux  trois  points  M,  0» 
9  y  et  proiiTODS  que  la  figure  MONB 
Mie  semblable  à  elle*môme,  quelle 
pe  soit  la  direction  de  la  sé- 
ianteAN. 

les  angles  M,  0,  N  ont  une  valeur  constante,  car  M  est  le  supplément 
le  AMB  qui  égale  V»  arc  AM"M'B. 

0  =  7,  arc  AU'B,   N  =    arc  AN'B 

Donc  le  rapport       est  constant.  C.  Q,  F,  B, 

B  M  *  BM 

1278  (aK  Remarques.     11  cn  est  de  môme  des  rapports  » 

^  Ce  théorème  peut  Ôlre  déduit  comme  remarque  d^un  lieu  géomè- 

Irique  y  1373). 

»  U  sécante  AM'  donne  =-^1  car  Tangle  M'  =  M,  0  =  0, 
4*  U  sécante  AM"  donne  aussi         =^ji}r>  car  M"=  M'  =  M, 

Ainsi  toute  sécante  menée  par  le  point  A  donne  lieu  à  un  rapport  eon- 
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Exercice  390.  II. 


1279  fb).  Théorème  réciproque.  Lorsqu'on  }}iLUt  une  <  ortie  quelcoi 
AMN  (fig.  799)  par  run  des  points  de  co}icour!t  de  deux  circonfirti 
sécantes,  et  qu'on  divise  MN  en  deux  parties  MU,  ON  qui  soient  dam 
rapport  donné ,  le  point  0  se  (roum  sur  une  circonférence  AOBO 
passe  par  les  points  de  coètcoura  des  deiuv  circonférences  tlonnces. 


ilMO.  Tbéofféme.  Lorsque  trois  circonférences  ont  une  corde 
AB,  toute  tangente  menée  par  le  point  A  à  une  des  dreonférenea 
divisée  par  les  deux  autres  et  par  le  point  A  en  deux  segments  deid 
rapport  est  constant. 

Si  une  droite  wiAn  est  tangente  à  la  circontéiLiico  0O'( j"  (fig.  799), 
point  A  tiendra  lieu  du  point  0,  et  l^on  aura 


MO 

NO 


Si  la  droite  est  tangente  à  la  cireonférence  MM'M",  le  point  A  ti 
lieu  du  point  M,  et  Ton  aura,  par  eiemple. 


Ao'  _  MO 


d*où 


mA 


Ao' 


c.  a  F.  D, 


71  k  o'n' 

£ulio,  la  droite  pourrait  être  tangente  à  la  eircooférence  NN'N  ". 


iîlBl.  Théorème.  Lorsqu'un  triangle  LMN  se  meut  dans  son  plM- 
en  restant  semblable  à  lui-même,  tandis  que  deux  sotjnneis  M, 

se  meuve )it  sur  i le 1 1 x  circe î \ 
férences  ayattt  une  lO;-? 
commufte  AU,  et  que  le  c  'a- 
AMN  passe  par  lui  d<i 
points  d*ifitersection  A,  U 
troisième  sommet  L  décrit 
une  circonférence  qui  pu*$e 
par  le  point  B.  ' 

Joignons  le  point  B  au 
point  L;  soit  0  le  point  ou 
la  ligne  BL  coupe  M\. 

Le  quadrilatère  LMBN 
reste  semblable  à  lui- 
incme,  car  lous  les  ansjie- 
sont  constants,  et  il  en  t^^î 

de  même  du  rapport 


(n*  4279).  Donc  la  diagonale  BL  divise  AL\  en  deux  segments  dont  le 
ï^apport  ^  est  constant;  donc  le  point  0  décrit  une  circonréreoca 
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)B  qui  passe  par  les  points  d'intersection  A  et  B  des  deux  premières 
isi  qu'on  Ta  démontré  (n^  1279). 

Le  quadrilatère  LMBN  restaDt  semblable  à  lui-même,  le  rapport 

i  constant;  donc  les  points  L,  0  décrivent  des  circonférences  ayant  le 
Int  B  pour  centre  extérieur  de  similitude  (n*  1279  (). 

Théoréma.  Par  un  de$  points  d'intersection  de  deux  circonfé- 
nces  qui  se  coupent,  ot?  mène  des  sécantes  ÂBG;  sur  chacune  â^eUes 
?  ronstritit  des  figures  semblables  entre  elles.  Les  points  homologues  de 
uies  ces  figures  se  trouvent  sur  une  même  circonférence» 

II  suIBi  de  combiner  les  théorèmes  déjà  démontrés  (n«»  1281  et  1147). 

Exercice  391. 

ThéovènM.  Lorsqu'une  figure  se  meut  dans  son  plan,  en  restant 
mb table  à  elle-même,  et  que  trois  de  ses  droites  passent  respectivement 
ar  trois  points  fixes,  tout  point 
e  la  figure  donnée  décrit  une 

Irconfi'rence  (  Julius  Pctersbn, 
.  A.,  1867,  p.  80.) 

Soient  A,  C,  D  les  tr^  is  points 
«xes,  MNP  1»^  triaiiL'le  formé 
>ar  les  trois  droites  qui  passent 
)ar  les  points  fixes,  L  un  point 
pi'  ironqiîe  de  la  figure  mobile. 

Joignons  L  à  deux  sommets 
M  el  \ 

Le  triangle  MNP  reste  sem- 
nlable  à  lui-même;  donc  M  se 
meut  sur  Tare  de  segment  AMG, 
capable  de  Tanglti  donné  M. 

be  même,  N  se  meut  sur 
lare  AND. 

Nous  retombons  ainsi  sur  la 
qnpçlion  précédente;  soit  B  le  second  point  d'inlerscclinn  des  circon- 
lèrrnces  AMC,  AND;  les  points  M,  N  L:lissent  sur  deux  circonférences; 
doMo  le  point  «J  décrit  une  circonférence  llAO,  et  le  point  L  une  circon- 
imuce  a>'ant  sou  centre  J  sur  le  prolongement  du  rayon  BL 

1283  (•).  ScoKe.  Toutes  les  eirco^ifc rc nces,  lieu  des  points  L,  passent 
J*ar  un  même  point  B. 

En  eflet,  Tangle   AP.C  =  2d  — M,   ABI>  =  2f/  — N. 

Donc         CBD  =  4d— (M  +  N)  ou  CBï}^2d^P 

Ainsi  le  point  B  appartient  à  la  circoniérence  GPD  et  à  toute  circonfé- 
ttoee  L. 

1284.  Vot«.  Nous  avons  d<$j5  cilë  Touvrage  si  remarquable  de  M.  Pétf.rsen  ; 
H*  (/u  r/r^  et  Théories  pour  ia  résoiuUon  des  problèmes  de  consti'uctionê  géomé- 

tn<}\it>s .  Isso. 

Cet  ouvrage,  traduit  en  français  par  M,  0.  Cuemin,  ingénieur  des  ponts  et 


Fi9.  801. 
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chaussées,  est  bieo  propre  à  montrer  lout  le  parli  qu'il  est  pof^ihl*»  de  tifv 
quelque»  méthodes  bien  appliquées;  cepeDdanl  nous  devdOë  dumicr  ^url^ 
renseignemeDls  bibliographiques  : 

Les  théorèmes  précédente  1281  à  128 proposés  par  M.  J.  P.,  dans 
N.  A.  de  1866,  page  480,  et  résolus  eo  1867,  page  60,  se  troamt  iodi 
dans  le  même  recueil,  dès  1858 ,  page  48,  dans  ud  article,  par  M.  db 
professeur,  comme  cas  particuliers  des  figures  homographiques. 

«  Lorsqu'une  figure  varie  de  grandeur  et  de  position,  en  restant 
à  elle-même  : 

l*'  Si  trois  drnitps  tournent  chacune  autour  d'un  point  fixe,  toute  autre  dr- 
tourne  autour  d'un  point  lixe,  et  un  point  quelconque  •i^'orit  certle.l 
ces  cercles  jiassent  par  un  même  point,  qui  est  un  point  double  commua 
toutes  les  figures. 

2*  Si  trois  points:  décrivent  clincun  une  li.une  droite,  tout  autre  point  drcil 
une  ligne  droite,  et  une  droite  quelconque  enveloppe  une  parabole.  • 

Les  deux  théorèmes  précédents  sont  fondamentaux  dans  Tétude  élémestm 
des  figures  qui  varient  de  grandeur  et  de  position,  tout  en  restant  aembUbta 
k  elles-mêmes* 

Voir  aussi  Nouvelle  Correspondance  mathématique  de  Catalan,  1?^,  i^?^ 
72,  172,  219,  articles  de  M.  Neubepc;  puis  page  321,  lettre  de  M.  LAQVii^t. 
officier  d'artillerie,  rappelant  la  publication  en  1872,  d'une  étude  analogœ 
M.  Gaouabd,  ofllcier  de  la  même  arme. 


128^.  Théofème  de  La  Hire.  Si  un  cercle  roîde  sans  gliatemetU  à  T' 

iéHeur  d'une  circonférence  de  rayon  dwhki 
un  point  quelconque  de  la  circonférence  inM 
décrit  tiH  diamètre  du  grand  cercle. 

Soit  OA  le  rayon  de  la  grande  ciroonféreDce, 
et  en  même  temps  le  diamètre  de  la  petite.  Su^ 
posona  que  le  petit  cercle,  placé  d*abord  ii 
AEOF,  roule  sans  glissement  à  ]*intérieor  de  k 
grande  circonférence;  et  soit  GGOD  une  po«- 
^  ^^^^  quelconque  du  c^cle  mobile.  Menoas  11 

droite  OC  au  nouTcau  point  de  contact  G.  Nous 
allons  prouver  que  le  point  A  décrira  le  diamètre  AB. 

On  a  angle  AOC  =  arc  AC  =  Vi«rc  AE  =  arc  CD 
et  comme  le  petit  cercle  a  un  rayon  moitié  de  OA ,  Parc  d*un  degré  de  M 
petite  circonférence  est  moitié  de  Parc  d^un  degré  de  la  grande;  etaios| 
Tare  AC  est  égal ,  en  longueur  absolue,  à  chacun  des  arcs  AE  et  CD. 

Donc,  lorsque  le  cercle  mobile  passe  de  la  première  position  à  la  seconde, 
le  point  E  vient  en  C,  et  le  point  A  se  trouve  en  D,  c*est-à>dire  suri? 
diamètre  AB.  C.  (?.  F.  D. 

Autre  démonstration.  On  peut  dire  plus  simplement  ;  Le  point  Ari^t 
en  D,  car  1  an-lc  1)00=  '/.DEG. 

Dune  arc  jiEC  =  arc  AC  I 

4285  (a).  MotcC'-  théorèni-,  souvent  allnbué  à  La  IlinefN.  A..  I^^'ia,  p.  409:1?^^^- 
page  297),  l'edl  p.trfois  à  GAJibAN  ^N.  A.,  18'i5);  mai«  du  moins  ou  doit  a  ^' 
Hire  la  construction  de  reugrenago  intérieur,  dont  le  principe  repose  jup  k| 
théorème  précédent;  cet  engrenage  permet  do  transformer  un  mouTemeot fil^' 
culaire  en  un  mouvement  rectiltgne  alternatif. 

Go  sait  que  tout  point  d'une  circonférence  qui  roule  sur  une  autre  eircw^^, 
rence  décrit  une  épicgehtde,  (G«,  n»  892.) 

I 

! 

I 

I 
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Lorsque  la  cîrronférenre  roule  à  l'inlêrieur,  on  obtir^nt  une  ftypocycloîde ; 
arir^  le  paiiioulier  où  le  rayon  de  ia  circonférence  intérieure  est  la  înoitlé  du 
àyon  de  In  circonférence  directrice,  Thyporycloïde  se  transforme  en  ligne  droite. 

Cardans  ne  à  PavÎA  en  1581,  e?t  moil  à  Home  on  1576.  il  fit  corm.iîrre  la  réso- 
ilion  de  Téquatiou  du  Iroisième  degré,  et  parvint  à  réâoudro  celle  du  qua- 
rième  degré.  On  connaît  le  /oini  univenel  qui  porte  son  nom. 


*        Relalious  numériques.  —  Gii'couiéreuce. 

Exercice  393. 

1286.  Théorème.  Les  diagonaleê  d*un  pentagone  régulier  ee  divisent 
mutuellement  en  moyenne  et  extrême  raison. 

Le  triangle  COB  est  isocèle,  car  les  angles 
îD  C  et  en  B  ont  même  mesure- 
Les  triangles  isocèles  COB,  CAB  sont  sem- 
blables, car  ils  ont  un  angle  commun;  donc 

CB«=CO.CA 

Mais  le  triangle  OÂB  est  aussi  isocèle,  car  les 
angles  en  0  et  en  B  ont  même  mesure;  donc 

OA  =  AB  =  BC 

Ainsi  A0«=  CO .  CA  C.  Q.  F.  D. 

1286  (a).  Hote-  On  peut  donner  de  nombreuses  démonstrations  de  ce  thëo- 
rtme,  TOîf  VÊducatûm  chrétlfnne,  2»  année  (1892-1893),  supplément,  p.  108, 
question  15.  H,  M, 

VÉducaiion  chrétienne,  revue  pédaffogique  hebdomadaire,  publie  chaque 

quinze  joure  un  supplément  relatif  à  Vcnseifjnement  primaire  supérieur  et 
y  enseignement  srctyntfnirp  niofh*rnr.  La  partie  math*^niatiquc ,  la  seule  dont 
nous  ayon'^  à  nous  occuper  ici.  Iraile  problèmes  d'examen  avec  iino  rate 
^léeance  et  aveo  une  LM-.inde  richesse  de  développements;  parsuile,  nous  ronon- 
^ona  à  compléter  nos  Kd  cyctce^  rfr  Gèot)t«'trie  |>ar  des  problèmes  de  brevet  supé- 
'wuf  et  de  baccalauréat,  et  nous  noua  bornons  à  renvoyer  à  Tulile  publication 
dosi  nous  venons  de  parler. 

(b).  Pour  la  question  ci«aprè6  (n«  1287)  on  lira  avec  intérêt  un  bel  article  de 
M-  Client  Tbirt  Kur  Quelques  propriétés  d'une  droite  divisée  en  moyenne 
H  extrême  raison.  (Voir  Malhésis,  1894,  p.  22.) 

iS87.  TIléoréme.  Lorsqu'une  droite  est  éUvisée  en  moyetwe  et  extrême 
taison,  la  somme  du  carré  de  la  ligne  entière  et  du  carré  du  petit  seg* 
Ment  égale  trois  fois  le  carré  du  grand  segment. 

En  elTct,  soit  a  la  li<?ne  entière,  m  le  grand  segment  et  n  le  petit;  m  est 
ladiflérence  de  a  et  de  donc 

m^^a^  +  n^'^2an 

Mais,  par  définition  m'  =  aM 

donc  3m*  =  a*+M^  C,  Q,  F. 

Remarque.  On  a  aussi       a'  +     =  3aw 

Exercice  394. 

iM.  Théoféme.  La  corde  qui  sous-tend  un  arc  triple  de  celui  qui  cor- 
«V«MÏ  an  côté  du  décagone  inscrit  y  vyale  la  somme  du  rayon  et  du  côté 
^  décagone. 
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Il  faut  prouver  que         AD  =  AO  +  CD 

Les  angles  DCM  et  DMC  sont  égaaz,  comme  ayani  même 


Fig.  im. 

même  pour  les  angles  en  M  et  en  0;  donc  les  triangles  CDM,  MAO  sont 
isocèles ,  ainsi  AD  =  AO  +  CD 

Ezeroâoe  395. 

1889.  Théorème.  Uam  la  métiiodc  des  isopcrimètres  \  si  Oïi  r€pn'i>^:nte 

par  Y  et  a  le  rayon  et  Vaj)'>ff"'me  du 
jiohjijom'  (le  n  côtés  et  par  r'  et  a' 
rail  un  ^'^  V  apothème  du  polygone  (V 
in,  on  a  r' —  a' <  V*^^  —  «)  (N.  A-, 
4847,  p.  27.) 

Soit  AB  le  eàié  du  polygone  ÎDScrti 
ayant  AO  pour  rayon,  OD  pour  apo- 
thème. En  joignant  les  milieux  A  et 
B'  des  cordes  égales  AC,  C6,  on  ob- 
tiendra A'B'  pour  côté  du  polygoM 
Isopèrîraètre  d*un  nombre  double  de  côtés,  car  A'B'ss  V»A^«  l^angto 
A'OB'  =  VtAOB. 

Or  r'=:A'0    et   a'  =  OD' 

donc  » — a  =  CD;   r'  — a'  =  C'D' 

Mais  CD'=:^V  ainsi  CD'  =  DD'.  11  suffit  de  prouver  que  CO^est 
<  ce*  La  droite  est  bissectrice  de  Tangle  du  segment  CA'D'.  et, 
comme  A'D'  est  <  A'C,  il  en  résulte  CD'  <  ( C  (n«  182);  donc 

CD'  <  ViGD'  <  V4GD  C.  Q.  F.  D. 


4  • 

• 

* 

■ 

D* 

t 

Fig.  805. 


*  La  tuéthodf  dei  i.io^^t'ri mètres,  attribuée  h  FrnwAn,  est  due  à  D!.>CATnT«  ;  elle  a  ct^  repr*^ 
duite  par  En.KU  dans  un  de  ses  ménl'»ir.  ^^.  (Citation  de  M.  CâTALAX,  N.  A.,         page  Mi.' 

J.  HcuwAU  c«t  né  en  1766  h  Miinriheim  ;  mala  quand  il  a  publié  la  Mtihodf  df»  fiipf*^ 
itopérimttri^ueÊ t  il  était  citoyen  français:  w  âè»  1793  tl  «Tait  qairté  MttitlTeMDt  r.U 
temagno  pour  Viliir  habiter  la  FraDoe.  Sa  OéométHe  plane  a  été  publiée  à  HaiMST  «lUU* 
l'aatear  mponit  dans  cette  ville  le     noTembre  de  la  même  année. 
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a') 

a)  etc. 


La  diflérenee  du  rayon  et  de  Tapothème  tend  donc  ^ers  zéro* 


£xercioe  396. 

1290.  Tbéoffème.  La  différence  des  périmètres  des  polygones  rétjuHers 
fc  2n  côtés  inscrit  et  circonscrit  à  un  cercle,  est  moindre  que  le  V4  de  la 
'différence  des  périmètres  des  po- 
huones  réguliers  de  n  côtés  ins- 
trit  et  circonscrit  au  même  cercle. 
(N.  A.,  1843,  p.  188.) 

Soient  AH,  CD  deux  demi-rôlés 
'i^'s  poîygones  de  n  côtés,  e(  AD,  KF 
ks  notés  (les  i)ol ygone?  do  2/i  côtés. 

Menons  le  rayon  (  Ki  perpr-n  ii- 
culaire  à  EF,  AP  parallèle  à  ce 
'^vun,  AJM  parallèle  à  OD,  et 
ï'ML  parallèle  n  AD. 
EJ  est  la  différence  des  côtés 


Flg.  806. 


des  polvL-onps  2n,  CR  la  différence  des  demi-côtés  des  polygones  n. 
Il  sufût  donc  de  prouver  qu^oii  a 

EJ<V4CR 

A  cause  des  Iriandes  égaux  Or.F,  ODK,  la  li^ne  DF  égale  GKj  mais 
!la  perpendiculaire  GH  est  plus  courte  que  Toblique  DF;  d'ailleurs 

HK  =  LK 

PK  =  DK 

donc  HG<GK   d'où    I1G<',,IIK    ou  HG<V,AP 

Mais  les  triangles  semblables  EAJ,  NAM  oui  des  bases  proportion* 
,  Qê^es  à  leurs  bauteurs;  donc 

EJ  <  V4NM 

bailleurs  la  perpendiculaire  MPxN,  men^.;  à  la  bissectrice  AP,  est 
Pi^»  petite  que  CR  ;  donc ,  à  fortiori,     EJ  <  V4CR  C.  Q.  F.  D, 


Exerotee  397. 

I         TliéoffèflM*  Par  Vextrémité  d'une  corde,  on  mène  deux  autres 
^*frdei  également  inclinées  sur  ta  première.  Par  un  second  point  de  la 
^^^férence,  on  mène  des  parallèles  aux  trois  lignes  déjà  considérées; 
pfwiver  que  la  somme  des  côtés  du  premier  angle  est  à  celle  des  côtés  du 
'        dans  le  même  rapport  que  les  cordes  qui  servent  de  bissectrices 
\  ^  ^  angles,  (Maciaur»,  en  Traité  des  fluxions,) 

I  Soit  AB  bi-^sectrice  de  CAD;  menons  le  diainèlre  1]F  parallèle  à  AD, 
,    les  cordes  EG,  LU  parallèlesi  aux  côtes  de  Taugle  CAD. 

«.  33 
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L6  triangle  GEH  eera  isocèle.  Il  sufût  de  s'occuper  des  moitiés  des 
cordes;  dooc,  du  ceuire  0,  abaissons  les  perpendiculaires  OMN,  ^ 

OP.  Cette  demiôre  sera  bissectrice  <k 
I*ang1e  LOK;  donc 

PL  =  PK 
d'ailleurâ  ME  =  JK 

Les  triangles  semblables  LAiN,  0M£ 
donnent 

AN  ME 

AL  —15e 

Les  triangles  semblables  AIK,  EJOéoo- 


nent 


Flg.  807. 


AK 


JE 

CE 


donc 

d'où 


ou 


AN  _  A\__  ME 
"AL      AK  ""  CE" 

AN  +  AJ  ^Œ 

AL  +  Ak  ~  DE 

Mais  AL  +  AK  revient  à  2AP  ou  AB. 

AN  +  Al      ME  _  E(; 

AB     ="ÔE— Te" 

AC  + AD  _  EG  +  LU 
AB      ~"  EF 


Donc 


on  peut  écrire 


AC4- Al)  AB 


EG  +  EH  —  EF 
ilM  («).  Cdloul.  Tout  revient  à  prouver  que 

^+^?-=constante. 

A  H 


C,  Q.  F.  h. 


Posons 
On  a 


el 


AC  =  2c,    AB  =  26,   AD  =  2(i 
angl6GAB  =  BAD  =  a  et  BAC =2 
c  =  Rcos  (oc-f  x),  fi  =  Rco8  (a=a?) 

6  =  R  cûs  X 


d'où  co8(a+a?)  +  coâ(a-£)  =  2 cos ot  =  constaolc. 

6  cosa; 


Fig.  806. 


Exercice  388,  —  I. 

1292.  Théorome.  /^T  deux  pn.nh  A  et  B 
ment  éiouintii  du  ct-utr>i  et  pris  >  (/'  kk  ri%émc 
mètre  j  Oïl  mèni'  dcuj'  droi(ef>  ^nwall  h  -  AM  ,  B.> 
minces  à  ht  nunne  demi'circoïifêr>  tn  >  ;  ju-ouver  (p*'^ 
le  prodifif  AM  .  BN  est  cftistant.  ^iVmmt's  dt'-^' 
clidef  par  Cuaslës,  page  306.) 

Soit  OA  =  OB;  prolongeons  MA  et  NO  jusqu  a 
leur  rencontre  :  le  point  L  appartient  à  la  circonfé- 
rence. 
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Fn  effet,  les  triangles  AOÎ.,  P>()\  «îont  égaux,  comme  ayant  un  côté 
épal  adjacent  à  deux  angles  égaux,  car  A  =  B,  comme  alternes-internes; 
dojic   OLrrrON:    AL  =  BN. 

Or  AL.A.M  tsL  une  quantité  coostaaic  pour  un  même  point  donné  A 
(G.,     259);  donc  il  en  e:>t  de  môme  de  A\!  .  BN. 

Remarque.  AM  .  BX  =  —  AO*.  Ce  théorème  conduit  à  une  propriété 
bien  coimue  de  rellipee.  (Voir  ci-aprca,  n^  208 'i.) 


1293.  Théorème.  Oit  (Jok,(c  Vit  ccrclc  et  une  tangente  fixe  dont  k  est  le 
point  de  contait;  ])i'onro)is  que  dcujc  tan- 
fjetdeti  purtiUrles  deton) iuent  stir  la  taa- 
gaiie  fixe  deiu:  aefpïicitt:-^  AM,  AN  dont  le 
produit  est  constant.  (Purisines  d'Euclide  f 
page  305.) 

Tangle  MUN  est  droit,  car  les  angles 
MOB,  MO  A  sont  égaux;  il  en  eat  de  même 
de  NOC,  NOA. 
Dans  le  triangle  rectangle  MON,  on  a 

AM.AN  =  AO«  Donc... 
K  On  a  aussi     BM .  CN  =  ÂÛ> 


1294.  Théorème.  Dans  un  cercle  quelconque,  on  mène  um  corde  CD 

ferpcndiculaire  an  diamctrc  AB; 
par  un  point  M  mobile  sur  CI), 
on  inèue  une  corde  AMK;  démon- 
trer que  le  produit  ÂM .  AE  est 
umUant, 

Démonstration,  Menons  BE. 
lie  quadrilatère  BFME  a  deux 
mglee  opposée  droite  E  et  F  ;  donc 
les  deux  autres  angles  B  et  M  sont 
Mtpplémentaires ,  et  le  quadrilatère 
est  Inscriptîble.  (G.,  n«  157.) 

Par  rapport  au  cercle  circonscrit 
à  ee  quadrilatère 9  les  droites  AE 
et  AB  sont  deux  sécantes,  et  Ton  a  (G., 

AE .  AM  =  AB .  AF  quantité  constante. 

On  a  de  môme  AN  .  Il  A  =  AB .  AF  =  AC* 

2^  TJtmomtratioti.  Les  triangles  AMF,  XlMi  sonl  semblables,  en-  ils 
sontéquianglcs;  en  elFel,  Taiigle  AMF  a  pour  meteure  7î(Ab-f  CF  ,  l'angle 
lia  pour  mebure  V^i^^^  +  Cl') ;  mai»  AD  =  AC;  donc  Taugle  B  =  M. 
Les  triangles  senibitible»  donnent  : 


AE 


AB 


d*où   A£.AM  =  AB.AF 


"ÂF—  AM  ' 

Remarque.  La  droite  ClJ,  inliniment  prolongée,  est  la  figure  inverse  de 
ia  circonférence,  par  rapport  à  Torigine  A.  (G.,  n^'  S2o;  E.  de  G.,  n^^  223.) 
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Théorème.  Étant  donné  Un  triangle  rrriamjle  ABC  inacrii  dans 
un  cercle,  on  élève,  en  un  point  quelconque  du  diamètre,  une  perpewU' 

cuiaire  DG  allatit  rencontrer  les  deuxaidm 
fô/rs  du  irianffle.  Jhhnontrer  que  la  parti'^ 
DF  de  cette  perpendiculaire  comprise  entn 
le  diamètre  et  la  circotiference  est  moyenne 
proportion)) elle  entre  la  li(jne  entière  t{ 
la  partie  DK  de  cette  même  ligne  compris» 
à  l'intérieur  du  triangle. 

Il  faut  démontrer  que 


DG 


DF 
DF 


Fig.  811. 


Ut 

OU  que  DF>  =  DG.DË 

Or  on  sait  que 

DF-^^  BD  .  DC 
li  faut  donc  prouver  que 

DG  DO 


DG.DE  =  bD.DG   ou  que         =  DE' 

Ce  qui  est  évident,  puisque  les  Iriani^los  BDG  et  CDE  sont  semblable» 
comme  étant  rectangles  et  ayant  un  angle  aigu  C  =  G.  Donc. 

Remarque.     DE  .  Ef.  =  DF«  —  DE«=  Al]  .  FC 

Le  quadrilatère  inscriptibie   CAUG   donne:   DE .  EG=AE.  EC. 


1806.  Théorème.  Du  point  milieu  de  la  base  AB  d'un  triangle  isi^cch'. 

on  décrit  une  demi* circonférence  tat)<]e'"^^ 
aux  deux  autres  côtés;  une  tangente  MN 
coupe  ces  deux  côd's;  prouver  que  leptvhiH 
AM .  BiN  est  constant,  (Porismes,  page  297.) 

Les  triangles  AOM,  BON  sont  équiangle*. 
En  effet,  les  angles  1,  i,  sont  égaux  enlrc 
/  /       j-x^-j       ,  \     eux  :  2  =  2,  3  =  3. 
A  0  B       Or  N  est  le  complément  de  L 

AOM+i  =  l  droit,  car  les  angles  au 
point  0  valent  deux  droits; 

AM  _  013_ 

Ao  —  m 


donc 


d'où  AM.BN  =  AO« 


1207.  Théorème.  I*ar  un  point  L  pris  sur  un  (lliinirfre  AB,  on  wtn^ 
une  corde  quelconque  <  ILD  et  les  droites  BCF,  BDF  jusqu'à  la  rencontre 
de  la  ianijenle  FAF  inoièe  par  le  point  A^  prouver  que  le  produit  d**  \ 
AE  par  A  F  est  constant,  i 
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Menons  MLN  parallèle  à  la  tangente. 
Les  droites  CM ,  DN  sont  anliparallèles. 

Ea  effet,    l'angle  M  =  */j(L;J  —  Clj  ==  ';,BG 
mais  D  =  VîBG 

donc  M  =  D 

Ainsi  le  quadrilatère  CMND  eet  inscriplible, 
et  l'on  a 

LM  .  LiN  =  LC  .  LD  =  Ll« 

donc 

AE.  AF  =  AG* 
quantité  constante. 

Eaceroice  400.  —  I. 


m 


 M 


1298.  Théorème.  Un  donnr  un»:  droite  XV,  utie  ciixonfér&tce  et  detix 

points  A  f't  W  snr  cette  courbe;  o)i 
joint  chaque  [xiint  M  de  la  cireon- 
fictnce  atLV  pninls  \  c(  B,  l'un  dé" 
ternnne  aiiiui  tit-'c»  i>i>\nls  <  ' ,  î)  snv 
la  droite;  prnnrcr  qn'U  t\risle  sur 
XV  deux  pointa  /(j'c,^  1,  J,  icls  que 
le  produit  CI  .  DJ  soit  constant, 
iConronrs  de  1876,  Mathématiques 
élémentaires.) 

On  ne  peut  être  conduit  à  la  dé- 
terminalioo  des  points  I  et  J,  qu'en 
présupposant  Tezistence  d'ano  certaine  symétrie  dans  les  éléments  de  la 
figure.  En  menant  les  parallèles  \\\  IMV  et  les  sécantes  AB'I,  A'BJ,  on 
obtient  deux  triangles  semblables  AIG,  DJB;  car  l'angle  1  =  J,  l'angle 
A=MBB\  parée  quils  ont  le  même  supplément  MAB';  donc  Tangle 
CAlsD. 


C  Y 


Oq  a 


IC 


AI  . 


CI .  DJ  =  Al .  BJ 


Or  le  produit  Al,  BJ  est  constant;  donc  il  en  est  de  même  de  CI . DJ. 

1298  (ft).  Hoto  sur  l'homo^aphie.  Les  côtés  d*an  angle  constant  M,  qui  passent 
par  deux  points  fixes  A  et  B,  déterminent  sur  une  même  droite  XY  deux  f/iiù- 

ftiom  h nmofjrapf tiquer,  c'est-û-ilire  deux  ï^uiles  de  points  se  rorre?(»ondant  deux 
a  doux,  fi  tels  que  le  produit  de«  distancer  Ci.  DJ ,  de  deux  points  oorrespon- 
aaiiu  0  el  0  A  deux  p  .inls  lixes  I,  .1.  e^l  ronslant.  Les  diviâiuns  bomogra- 
phiquôâ  peuvent  apparleuir  à  deux  droile»  dtllere»iles. 

Vhontographie  est  due  ii  M.  Cuasles  {Géométrie  supérieure,  cbap.  vi  et  vu). 
L*illa8lre  auteur  définit  l^homographie  par  la  propriété  que  présentent  quatre 
points  qaelconqnet  d*uDO  division  d'avoir  même  rapport  anbarmonique  que  les 
quatre  points  correspondants  de  1^  seconde  division.  Il  traite  Tinvolution  oomme 
cas  particulier  de  Phomographie  (cbap.  ix),  et  établit  un  grand  nombre  de 
propriétés  nouvelles  relahvc^  à  une  suite  de  points  en  involution. 

Pui?,  .1  l'aide  du  puissant  iustrument  quM  n  cjri',  il  iiVin|iare  des  travaux  de 
ses  tlo,  an*  if^é,  el  ratlacbe  les  uns  aux  auli*-s  1-  -  Ihéoréme»  les  plus  célèbres 
relalil»  aux  coniques  :  c'est  ainsi  que  VJtrdO'jnunnie  de  Pascal  (G  ,  n»  747),  le 
quadrUatère  de  Pappus  (n®  12lAj,  Vinvolution  de  iJesargues  (n*  1219),  le  théO' 
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rème  de  Camot,  relatif  au  triangle  el  à  une  conique  (n*  1250),  le  Morèvne  de 

Briaiu  hon  (G.,  807),  le  théorème  de  A/eti;to»,relal  if  aiix  sécantea parallèlee,  ete^ 
se  déduisent  facilement  les  uns  des  autres.  (Chaslbs^  IraiU  des  sectwm  ctmt^tiei, 

chap.  II  et  III.) 

D.ins  pe5  FJnyients  de  Géométrie  projcctivc ,  M.  Ckemon'a  fait  dériver  Vhrrir,!»- 
grajthic  de  la  projprt'wn  centrale.  Pour  cet  auteur,  une  huite  tle  j  oilIs  r:i 
ligne  droite  eal  une  posu  lueUe ;  les  divi^iom  /lotnograpluques  sur  deux  dr^^'ilTs 
dilTérentes  constituent  deux  ponctuelles  projectives;  deux  divisioiià  sur  la  mciis 
droite  donnent  lieu  à  deux  ponctuelles  projectives  mperpotées»  Avec  oette 
nomenclature,  les  théorèmes  peuvent  être  énoncés  avec  plus  de  eoncision. 

Les  Élément»  de  Géométrie  projective  de  M.  Crsuona  ont  été  tradoîls  par 
M.  Ed.  Dewulf,  chef  de  bataillon  du  génie.  L'ouvrage  contient  de  nombrenses 
citalion?;  on  y  rencontre  les  noms  des  plus  illustres  géomètres,  et  la  Fran*^ 
y  esl  dignement  repr^^sentee  par  DsâARGUSS,  Pascal,  La  Uir&,  GarmoTi  Bsiam- 

CUON,  PONC£LET,  CUASL£S,  elC. 

Ezeroioe  400.  —  U. 

121K>.  Théorème.  Pur  un  point  L  pris  sur  im  dinmcire  AB  ou  sur  son 
prolomjctttcut  f  on  mène  une  sécante  quelconque  CD,  oti  élève  une  pcr- 
pendiculutrc  LM  sur  le  diamètre,  et  Von  mène  les  droites  lit  lM,  BDN 
jKsquW  la  rencontre  de  la  jicyjn'nd iruluire ;  prouver  que  le  produit 
LM  .  LN  est  constant.  (xN.  A.,  184i,  page  5Ô2.) 


Ftg.  815. 

Le  quadrilatère  CDNM  est  inscripiible. 

Eu  effet,  Tangle  N  est  le  comidémonl  de  AIîD;  donc 

N  —    arc  BD 

Mais  Tangle  fx- inscrit  est  le  supplément  de  BCD,  dont  la  mesure  «rt 
V^arc  BD;  ainsi  les  angles  N  et  MCD  sont  supplémentaires. 
Les  quatre  points  G,  D,  N,  M  sont  concyctiques,  on  a 

LM  .  LN  =  LC .  LD  =  LT«  C.  Q.  F.D. 

On  trouve  aussi  LM*.  LN'  =  LT* 

Remarque.  Les  points  M  et  N  déterminent  deux  dÎTisions  homogra- 
phiquea  (1298  «). 

Exercice  400.  «  III. 

1300.  PorisiM.  Si  iZ'wn  point  F  pris  sur  le  diamètre  AB  d'un  demi^ 
cercle,  on  mène  une  droite  à  chaque  point  Udela  circonférence ,  et  qm 
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par  ce  point  m  mène  à  cette  droite  une  perpendiculaire  qui  rencontrera 
en  deux  points  C  etD  les  tangentes  en  A  et  en  B,  le  rectangle  âGxBD 
sera  donné,  {Porismee  d'Euclide  ou  de 
Chastes,  p.  295,  énoncé  textuel.) 

Il  sufflt  de  prouver  que 

AC  .  BD  =  AP  .  PB  z=  constante. 

Les  angles  MCP,  MPB  sont  égaux 
entre  eux  comme  étant  respectivement 
égaux  aux  angles  égaux  a  et  6. 

En  outre,  les  angles  ACM»  BPM 
'sont  égaux  parce  qu^ils  sont  supplé- 
mentaires du  môme  angle  APM;  mais 
si  de  ces  angles  égaux  on  retranche 
les  angles  égaux  MCP  et  MPD,  on  a 

c=rp  et  les  triangles  rectangles  CAP  et  PBD  sont  semblables; 

A(^_  BP 


Ftg.  816. 


donc 


C.  Q.  F.  D. 


Cxmîoe  400.  —  t¥. 

1901.  néofftae.  On  donne  deux  cercles,  le  centre  A  de  Vun  d'eux  est 
mr  la  circonférence  du  second;  si  l'on 
mène  au  cercle  A  une  tangente  BMN  qui 
coupe  le  second  aux  points  M  e(  N,  2e  pro^ 
duit  des  distances  AM  et  AN  est  constant, 
{Porismes ,  page  305.) 

Menons  le  diamètre  AC  et  le  ravon  AR  du 
point  (Je  contact;  les  triangles  rectnnL,'les 
CAN,  BAM  sont  semblables,  car  Fîingle 
AMB  égale  C  comme  supplément  du  môme 
aDgle  AMNj 

donc  A^L^AN^ 

AM  "  AB 

d'Où  AM.AN=2rr' 


Fig.  Si7. 


C,  Q,  F, 


Remarques.  1"  Si  on  élève  la  perpendiculaire  £F,  on  trouve 

donc  AM  .  AN  =  AF« 

2  \.f  point  F  est  le  point  de  contact  de  la  tangente  commune  aux  deux 
clrcooléreoces  données. 

Exeroîoe  401,  —  I. 


1302.  Théorème.  Deiiœ  circonférences  ont  une  corde  commune  AB;|îar 
point  C  de  Vune  d'elles,  on  mène  une  tanyente  Ci)  à  la  seconde; 

CD*  ' 

prouver  que  le  rapport  est  constant. 


uiyui<_cd  by  Gbogle 


Fig.  818. 

quanliLé  coasUinid. 


SXBRClCfiS  OB  OÉOMÉnUB 

CD«  =  GA.CE 

Mais  les  triangles  CBE,  MBN  «on: 
semblables,  car  l'angle  au  centre  M  a 
pour  mesure      arc  AB,  aussi  bieoque 
i'aiigle  iiiscril  ACB. 
De  même,  i'angle  E  =  N;  docc 
CE  _  MN  .    pp_pn  MN 

Ainsi   CD«=GA.CB.  ™-; 


CD«  =  GA.CB. 

MN 


Esetoîoe  401.  ^  II« 

1303.  Théorème.  Lorsqu'on  j'ohif  un  point  A  pris  sur  une  eiftanft- 
rence  à  deux  points  M  et  N  rfjHidisfanîs  du  centre  et  pris  sur  un  même 

diamètre  ti'  et  qu'on  mène  les  cordes  AMB,  ANC, 

la  somme  ~~  +         est  constante. 

Soient  AO  =  a;  M0=::0N=6;  EM.MF=a*-^ 
On  sait  qu'on  a 

AM .  Bi\I  =  EM .  MF  =  donc  a«  —  6*  (1) 


Fig.  819. 


Pour 


a\  uir 


A  M 


le   rapport   "g^t  on  peut  poser 

AM^  =  AM^  et  diriser  chaque  carré  par  ud  des  membres  de  T^ité  (I); 
00  obtient  ainsi 

AM«  AM* 

AM.BiVi  ~  o»  — 6* 


ou 


De  même 


AM  _  AM' 
AN  AN* 


BN  ~  a^— 7/*' 

d»ûù  .    AN  _  AM«  + AN»  ^a*4-W 

^        BM      CN"  a^  —  b^     =  quantité  constaale. 

i304.  Théorème.  Un  triangle  isocèle  ABC  u  pour  Itase  la  ligne  BC;  on 

mène  une  sécunle  ADE  qui  coupe  la  base  au  point 
D  et  le  cercle  cii'conscrit  au  point  E;  prouver 
qu*on  a    AB*:==  AD.  AE. 

Les  triant^les  ABH,  EAB  sont  semblables,  car 
ils  ont  un  angle  commun,  et  Tangle  ABD  a  méoïc 
mesure  que  l'angle  AEB;  donc 

AD  _  AB 
Âff  "-ÂE 
AB«=AD.AE 

I.  Ce  théorème  se  rapporte  à  uue  question  couuue  ^n^  lî94j. 


d*où 
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131)^.  Théorème.  Lorsque  deux  cercles  sont  tangetits  extérieurement , 
la  distance  (1rs  points  de  contact 
d*u)ie  tuii'jcnte  c.rlcrifitrc  com- 
mune uK.r  deux  cercles  est 
mo'jonie  iiroportionnelle  entre 
les  diamètres  des  cercles. 

Soient  r  et  s  îr-s  rayons  des 
cercles .  t  la  dislaoce  AB. 

démonstration, 

mais  DC  =  r  +  5;   CE  =  r  — s 

=z     +  sy^  —  {r  —  «)» 
t  »  =  r  *  +  2r«  +    —    +  2r«  —    =  4r0 

<*  =  2r.2a  C,  Q,  F,  D, 

Autres  déHiû)i6té'ntions.     Les  Irijngleséquiangles  ABN,  ABM  (ûg.  822) 

.        .  AB       AN  j 

<loDDeDt  _^  =  _,  donc 


FIg.  821 


Flg.  S23. 


3o  Le  quadrilalèro  AMEG,  BiMEO  sont  semblables  (Hg.  â23)» 

OD  a  :  MA  =  MB  =  ME  ^  -g- 

Le  triangle  rectangle  DMG  donne  : 


d'où 


=  DE.EG  =  r.« 
<«=:2r.2a 


C.  0.  F.  D. 


1306.  Théoféme.  La  distance  F  H  du  poin^  de  contact  à  la  tangente 

extérieure  égale      '  ■  ;  cV«*  iinc  gualrtém^  proporlionne/te  à  la  demi* 

r  -f-  s 

iomme  des  rayons  et  à  chacun  de  t  «  .s*  rayons  (Og.  821). 

FH  =  FG-f  « 
FG  _  DP  ,      FG'  _  s 
"tË      "BC'     r  — «      r  +  s 

eu         —       ,         8r  —  s^-\~  rs  4-  s'        2rs  ^„ 
r  M  =s      ,  — H  «  =   ,   =  ^— 1 — :   OU  i 


r-\-  s 


23* 
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1307.  Théorème.  La  distance  FO  du  point  de  contwt  au  centre  exté- 

rieur  de  similitude  des  deux  cercles  est  donnée  par   ^        ^^g.  82i). 
FO       CD  ?rf  2r$ 


Tiï 


"CE  »  r  +  »  *  r  — a  ~  f  — » 


1 


r  fi»  —  „  ♦ 


FH  ^  FU  $ 
FH  •  TO  T=J 


1   

FH  •  FU 


1 

FU 


\ 


r 

4r9 


403. 


130B.  Théorème.  Lorsque  trois  circonférences  sont  tangentes  deux  à 
deux  et  sont  inscrites  dans  le  même  angle,  le  ragon  de  la  circonfèrencf, 
intermédiaire  est  une  moyenne  proportionnelle  aux  rayons  des  circon- 
férences extrêmes. 


Fig.  824. 

Soient  r,  Sy  t  les  rayons  donnés.  Il  feul  prouver  qu'on  a 

t       s  n  —  r         CE  BD 

Or  les  triangles  ABC,  CB£  sont  équiangles;  donc... 

Emaîoe  404. 

i«iOU.  Théorème,  Lorsqu'une  même  circonférence  AO  est  inscrite  et  cir- 
conscrite n  deux  poli/gones  réguliers  sem- 
blables, sa  longueur  est  mnijcnne  proportion- 
nelle entre  la  circonféi^iice  circonscrite 
jiofïftfone  extérieur  et  la  circonférence  imctiic 
au  jixîijrjane  intérieur. 

0!^  C5t  le  rnyon  de  la  circoDféreDce  cir- 
conscrite: eu  celui  de  Tinscrile. 

î  '  S  circonférence?  sont  entre  elle?  connue' 
leurs  rayons;  il  suflU  donc  de  prouver  qu'oo  a 

AO*  =  BO.CO 

80       AO  BO  'AO 

DO  =  IKT       ÂU  =  ÏÏC- 


Fig.  825. 


Or 
d'où 


AO*=:BO.CO 


C.  Q.  F.  J>* 


I 

t 
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1310.  Tkéovème.  Toute  circonférence  tangente 
à  deux  circonférences  concentriques  égale  leur 
detni'- somme  ou  leur  demi" différence. 

Soient  AO  =  a;   OB  =  fc 

Le  rd^'on  de  la  circontércnce,  dont  AB  est  le 
diamètre,  dgale   ^"t"  ^  . 

Cclni  de  la  circonférence,  dont  BC  est  le  dia- 
mètre, égale  V»  (a  —  6). 


5â9 


Fig.  026 


1311.  Théorème.  La  somme  des  deux  circonférences  tangentes  aux 
deux  circonférences  donnrt  s  t'i/ale  fa  plus  grande  des  circonférences 
données;  la  différence  égale  la  plus  petite  des  circonférences  données. 


 r~^o^  =«  et 


*2 


"  2 


a  —  b 


=  6 


1312.  Théorème.  La  somme  des  inverses  des  distances  d'un  point  fkse 
aux  deujo  tangentes  menées  à  une  circonférence 
par  les  extrémités  de  toute  corde  qui  passe  par 
ce  point,  est  une  quantité  '-nustante.  {Journal 
>k  Mathématiques  de  M,  Vuibert,  15  janvier  1878, 
page  60.) 

Soient    AP  =  a;  PB=t6;  90=  d;  OG  =  r. 

Les  triangles  rectangles  GAP,  OKC  sont  bem- 
t'iables,  car  Tangle 

OCE=APG 

CP  r 
a  "■"CE' 


donc 


En  divisant  chaque  membre  par  GP,  on  Uuuvo 

i        r  i 


flg.  827. 


de  même 


i  _  r  1 


T  +  T  -  cF  ii:F  +  df;  =  "CE  l  cpTdp  7 

Mais  DP4-CP  =  2CB;  on  pourra  supprimer  le  facteur  commun  CE, 
ptiis  le  produit  CP .  DP  des  segments  d^une  oorde  mente  par  un  point 
f^ie  P  est  une  quantité  constante  (G.,  n»  267);  ce  produit  égale  celui  des 
segments  du  diamètre  mené  par  le  point  donné;  il  égale  donc 

{r-^d}{r  —  d)  OU  r*  — 


donc 


"5"  +  ^  =  Tarifât   quantité  constante. 
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Autre  démonstration.  Les  trois  trlaDgles  rectangles  PAC,  PBD,  Clft 
sont  semblables  et  donnent 

jn  ^  «    2r 

a      T"      m  +  n 


d*où 


a  ^  6 


Fig.  828. 


 2r     /_!_  ,  1_\  _  _2r  _ 


constante. 


Fig.  m. 


1313.  Thèorèaie.  Lorsque  deux  cireonférencea  égales  se  coupent  à  angU 

droit,  ta  somme  des  carrés  des  cordes» 
interceptées  par  les  circonférences  sur  tme 
sécante  quelconque  menée  par  le  point  Ai  ^ 
une  quantité  constante. 

Il  suffit  de  prouver  que  AD*  +  AE?e8tuAe 
quantité  constante. 

Les  triangles  rectangles  sont  éganXt  ^ 
AB  =  AC;  r angle  DAB=rACE  comme  ajMl 
les  côtés  perpendiculaires. 

Ainsi  AD«  +  AE*=:AC*+BD*=r* 
AM»  +  AN*  =  4r* 

1314.  Théorème.  Dans  un  cercle ^  par  un  p  «'| 
donné  A,  on  )nènc  une  corde  quelconque  BAtî, 
démontrer  que   le  produit  des  segments  de  i« 
corde,  augmenté  du  carré  de  la  dislance  du p(nfi^ 
fixe  au   centre  du   cercle,  égale  le  çairé  d* 
rayon. 

Menons  la  corde  perpendiculaire  *à  AÛ. 
On  a  AB.AC+AO«=:AD*  +  AO»=H 

On  élève  la  perpendiculaire  PG  et  on  mène  PH; 
démoule  r  que  Von  aura  PG  -     lMl^=r:  EF*. 

En  effet,  Pir-*=  1^0*  + r« 

PG«  =  PE.PF=r«  — P0« 

donc  PH«  +  PG« = 2r»  ou  Vf  £F* 


Fig.  830. 
131 Théorème. 
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1311».  Théorème.  LorsqH*u}}p  corâc  ABC  coupe  un 
ihdtttètre  sous  H)i  an</le  île  ^il')^^  la  somnw  de»  carrés 
des  setjiaents  AB,  BC  r'jaîf  :2r*. 


En  effet, 


donc 
1317. 


AB*  =  2BD«=2CF« 
BC«=  2CE« 

AB'^  +  BC-  =  2C0-  =  2H 


L'     '  1 

0  £  j 

Ftg.  831. 

.  Si  deux  eireonférenees  quelconques  sont  concentriquts, 
la  somme  des  carrés  des  distances d*u  n  poin  t 
quelconque  de  Vune  aux  deux  extrémités 
d'un  diamètre  de  Vautre  est  constante. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la 
grande  circonférence,  et  AB  un  dia- 
niètre  quelconque  de  la  petile  Menons 
le  rayon  ()M,  qui  sera  une  médiane  du 
triangle  AMB. 

On  a  donc  (G.,  n'>  25 
o«  +  6^  =  2R»  +  20A*= 2R*+ 2r» 
quantité  constante. 

De  môme,  le  triangle  CND  donne  ^' 

c*  +    =  2r'  +  20C-  =  2r'  +  2a«   quantité  constante. 


1318.  Théotèoi*.  Sur  un  diamètre,  on  prend,  à  partir  du  centre,  des 
grandeurs  égales  OA,  OB;  par  un  de  ces  points 
on  mène  uns  eordc  quelconque  CBD ,  et  l'on  joint 
le  point  A  aux  points  G  et  D;  prouver*  que  la 
somme  des  carrés  de  AC,  AD,  CD  est  constante. 
(Compagnon,  n«  Î69.) 

Oû  sait  qu'on  a   AD*  +  BD^ ^  2a^  +  21^ 

AC*  +  BC^  =  2a-  +  26^ 

2DB .  BC  =  2BE  .  BF  =  2a*  —  26' 

qudtiûté  couèlanle.    AD-  -f  AC-  +  CD*  =  6a^  +  ib-  —  2^oa-  -f-  6-) 

Exercice  408.  —  I. 

1310.  Théorème.  LiniLt  doinié  deux  cercles  qui  i^e  coupent  ortho- 
'jonuletnrttt  y  si  l'on  fait  ])CL^ser  un  cercle  put'  leurs  centres  et  par  leurs 
poitits  d"\i(t(^rsccti(>n ,  la  somme  des  pui^sui(c*:f>  d'un  point  de  ce  cercle, 
par  rapport  aiu:  cercles  donnés,  est  nulle.  {U.  I'auhe  *,  N.  A.,  p.  240.) 


*  M.  If.  Fal  HE ,  commaïufauii  d*artlllerfe,  décédé  en  1893  :  eatenr  de  nombreux  «rtiolei  dans 

let  Smif  U^.f  Annales. 

Bien  que  noa»  n'ayonâ  poë  eu  l'hoaneur  de  conoaiire  pi^rsonuellemeot  M.  11.  Fauiui,  il  a 
le  compte  noda  de  1»  deuxième  édition  dos  Extwke»  de  géomitrtt  (N.  A.,  tWS,  p. 
due  dee  lermet  tele,  411e  bo«u  regrettons  ytvemaiit  de  ne  pouvoir  pei  lui  offrir  cette 
aoBfeUe  édition  comme  itncère  témoignage  de  notre  respeetnenie  Feconmiirance. 
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La  puissance  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle  donné  égale  le  carré 

de  la  dislance  de  ce  point  r^u  ceoUeda 
cercle,  moins  le  carré  4u  rayon 
cercle  (G  ,  n<>  8i5)  ;  pour  un  point  quel- 
conque D,  la  [  tii^îsance  par  rapport  au 
cercle  de  centre  B  égale  ÛB*  — AB-'. 

Lb  puissance  par  rapport  au  cercle  C 
égale  DG«  AOK 

Ajoutons  DB»+  DC«  —  (AB«+ AC^ 

Or  celte  somme  alfrébrique  est  nulle, 
car   DB^+DG*  =  CB2  =  Ab-  +  CA- 

^''«-  donc... 

Remarque.  Ce  théorème  n'est  qu*un  cas  parliculier  d^un  théorème  phis 
général  (o«  132!). 

1320.  Théorème.  Poiu  loi't  point  de  la  circo^iff'rrnce  dt'crih'  du  pwn 
0  milieu  de  CB  pris  pour  <r)itrv,  (a  somme  des  pu  issu/ ues  par  r(ipj"rl 
aux  deux  cercles  qui  se  cmipenL  orlhoyonakment  est  une  quantité  cm- 
tante. 

Soit  u  le  centre  du  cercle  décrit  sur  BC  comme  diamètre  (fig.  834). 
La  somme  des  puissances  est  donnée  par 

«  =  EG«  —  AG*  +  EB*  —  AB« 

Or       EC«+EB«=20E»+2CO«  et  AC'+AB«r=4C0» 

donc  8=  2E0^  +  6Cœ  quantité  constante. 


1321. 


Eserdce  408.  —  II. 

,  Oh  donne  deux  circonférences  qid  ont  pour  c€utr(.< 

respectifs  A  et  B  et  qui  se  coupent 
suivant  une  corde  commum  CD;  du 
point  0  milieu  de  AB  pris  pour 
cenlrCf  on  décrit  un  cercle  qui  passe 
par  G  et  D;  prouver  que  la  somme 
des  pu issaiiccs  de  chaque  point  de 
ce  cercle ,  par  rapport  aux  ccixks 
donnés ,  est  nulle. 

Soient  OA  =  UB  =  m/  0G  =  »; 
a  et  6  les  rayons  donnés. 

Pour  ie  point  C,  la  somme  des 
puissances  est  nulle,  car  la  pi:i?- 
sance  est  nulle  pour  chaque  cercle. 

Or,  pour  le  point  M ,  oo  a  pour  somme  des  puissances 

MA«-a«  +  MB«-M  (I) 

Or  MA'  +  MB*  =:  in'  +       =  CA-  +  CB-  =  a«+  6* 

donc  la  somme  algébrique  ^l)  est  nuUe.  C.  Q,  f,  D. 


*  La  déDominaUon  de  pwitunee  éhtn  point,  p»r  rapport  à  on  cwolc^  «■(  dae  à 
(Journal  d«  Crclto,  tome  I,  p.  M,  cit.  Bjlltzhl) 
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ISSt  (a).  Scohm.  Pour  décrive  une  circonférence  dont  la  somme  des  puis- 
fanées  de  chaque  point,  par  rapport  à  deux  circonférences  données,  ait 
me  valeur  k*  (ftg.  836),  faut  prendre  pour  rayon  OL,  la  longueur  1 
lue  dcnuie  la  relation 

2m*  +  2i^  — — 6*  =  Af* 


roix 


/fe«  +  a«  +  6*  _ 


Fifi.  830. 


Exetdce  408.  ^  lU. 

1322.  Théorème.  On  donne  un  point  fixe  P,  un  cercle  B  et  une  tan- 

fjetiie  D  r  à  ce  cercle;  par  le  point 
fixe  P.  on  mène  une  droite  quelconque 
PM,  qui  rencontre  la  tangente  efl  M: 
sur  la  th'oife  ainsi  menée,  on  prend 
tel  que  le  produit  ï  M .  PN 
soit  égal  à  la  ])uissa}tce  du  point  P 
par  raj'port  à  la  circonférence  don- 
née, le  lieu  du  point  N  est  un  cercle 
qui  passe  par  P  et  qui  est  tangent  au 
premier  cercle  comidéré. 

Menons  HDC.  Le  rairô  de  la  tan- 
genlc  que  l'on  n^èneraiL  du  point  P 
aa  cercle  B  donne 

PM.PN  =  PC.PD 

Ainsi  le  quadrilatère  DMNC  est 

mscriplible,  Tangle  N  égale  D  =  C; 
doiic  le  lieu  du  point  N  est  la  cir- 
coûferecce  PNC  qui  est  tangente  à  la  première  au  point  C. 

Remarque.  Ce  tht  jrèuié  éieiueniairo  conduit  à  une  belle  démonstration 
théorème  de  Fuerbach  (voir  ci -après,  1341). 

1383.  Théorème.  Par  un  point  quelconque  pris  dans  un  cercle,  on 
mène  deux  cordes  rectangulaires;  la  somme 
des  carrés  des  quatre  segments  de  ces  cordes 
est  une  quantité  constante. 

4-  c«  =  AC^  :    5«  +  cP  =  BD« 

d'où    a*  +  6«  4-    +  d*  =  AC*  +  F^l 

Menons  le  diamètre  COE;  ou  aura 

AË  =  BD 

I    En  effel 

I      angle  droit  M  =  V»  (wc  AC  +  arc  BD) 

angle  droit  A  =  '/î  (arc  AC  +  arc  AE) 

donc  la  corde  AE  égale  la  corde  BD; 

or  AC-î^- AE^rrr  CE-  — 

donc  a«  +  6''  +  c*  +  (r-«  =  4r* 

t3i4.  ReoMique.  Le  théorème  est  vrai ,  quelle  que  soil  la  position  du 
point  M;  mais,  quand  ce  point  est  extérieur,  il  faut  prendre  le  carré  de 
la  sécante  entière,  moins  le  carré  de  sa  partie  eitérieure. 
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132o.  Théorème.  Si  d'un  point  donne  P,  on  mène  à  une  cifC'ii  frrtu'A 
donnée  deux  sécantes  queieoiKiues  AB  et  (\{)  perpendicuUiires  enitx  »  -^^^ 
la  somme  des  cani  <  AB^  et  CD*  des  parties  intérieurea  de  ce$  sécatUa 
est  constante.  (  Archimùue  ). 

ProcôdoQS  ainsi  qu'il  a  été  indiqué  précédemment  {Méthodes j  n«  301 

I^i'  Cm.  Paint  intérieur.  Soieol  i 
et  b  lee  demi -longueurs  des  oordsi 
rectangulaires  données  ^  r  le  rajoJ 
du  cercle,  a'  et  6'  les  distances 
centre  du  cercle  aux  deux  cordes.  « 
11  faut  prouver  qu*on  a  :  j 

4a*  +  ^^*  =  constante  ; 

Or  a«  =  r^  — a**  et  6*  =  r«  — j 

d'où  a*  +  6*  =  2r«  — (o'^  +  b**) 

Il  suffit  de  prouver  que  la  quanUil 
à  soustraire  est  constante. 

Or  a' et  b*  sont  les  côtés  d'un  rti> 
tangle  ayant  pour  diagonale  la  I  'IH 
gucur  invariable  OP;  donc  a- +  6*5=2r*  — OP*,  quantité  constante,  et 
le  théorème  est  démontré. 


Fig.  83S. 


Remarque.  La  sommc  des  carrés  des  quatre  segments  PA,  PB,  PC^ 

PD  est  aussi  une  quantité  constante,  on  a  : 

PA* + PB* + PC* + PD* = «(a*  +  6* + 0  P*) 
1326.  2  Cas.  Le  point  donné  P  est  hors  du  cercle  (lig.  ii39). 


a' 


2r^ 


a*  +  6*  =  2r*  — OP*  «onc 
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Fig.  b4U. 


 OP*  peut  au  plus  égaler  2r*  ou  cP,  done  le  point  P  doit  être 

h  une  distonce  OP  au  plus  égale  i  la  moitié  d  de  la  diagonale  du  carré 
circonacrit. 

1387.  ThéoféflM.  Par  le  point  de  contact  de  deux  circonférences  tatir 
^Mtes  esctérieurementf  on  mène  deux 
mécantes  rectangulaires;  prouver  que  la 
voinmtf  des  earrés  des  deux  droites  inter* 
ceptée»  égale  le  carré  de  la  somme  des 
liiaméires  des  circonférences  données. 

Menons  NL  parallèle  à  GH  : 

NL=V,CABj  ML  =  VtEF; 

MN=V,RS 
Or  MN»  =  LN«  +  ML« 

doue  RS«  =  BC*  +  EF« 

1388,  Théorème.  Lorsqu'on  mène  deux  sécantes  rectangulaires,  la 
Bomme  des  carrés  des  distances,  comptées  sur  les  sécantes,  depuis  le 
point  Kjusqv^aux  circonférences,  est  constante, 

AH'  +  AI^  =:  kW  ;    AJ^  +  AG«  =  AN* 
donc  AB«  +  AG*  +  AE^  +  AF«  =  AB*  +  AS*^     Q,  Q.  F. 

on  peut  dire  encore 

AB*  +  AE*  +  AG*  +  AP  =:  BE«  +  CF*  quantité  coosLante. 

Les  relations  précédentes  (n®'  1327  et  1328)  sont  analogues 
â  celle  qu'on  obtleot  pour  un  cercle  et  un  point  P  (n'^  1325). 


410. 


1329.  Théorème.  Sowul  ABCD  UH  rectangle  dam  lequel  AB  =  BCV2^j 
E  est  K)i  point  quelconque  de  la  demi-civ' 
conférence  dccritc  sur  AB  comme  diamètre; 
¥  et  G  les  points  d'intersection  des  droites  ED, 
EC  avec  le  diamètre  AB,  on  a  la  relation 

AG«  +  BF«  =  AB». 

.Fermât.  Question  9o7  N.  A.  1861),  p.  479 
et  558;  puis  1870,  p.  189.) 

Soit     AF  — a;    FG=:6;  BG=c 

Pour  Tériûer  la  relation ,  remplaçons  chaque 
ligne  par  sa  valeur  en  fonction  des  segments 
a,  b,  c. 

Il  faut  prouver  qu^on  a  Tégalilé  suivante  : 

(a  +  by  +  (6  +  c)-=  (a  +  6  -|-  c/^  (l) 
développons  cl  réduisonâ 

a«  +  2a6  +  6=*  +  6*  +  26c  +  c«  =  a»  +  5îo6  +  6*  +  2ac  4- 2fcc  +  c» 
tout  se  réduit  à  prouver  qu'on  a 

h^  =  '2ac  (2) 
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Élevons  des  perpendiculaires  FM,  GN;  on  obtient  un  recUngle  wm-i 
blable  au  rectangle  donné. 
En  effet, 

FM      EF      EG      ON  .  FG 

donc  FM^^NG  ^ 

et  FG*  ou  6â  =  2MF* 

Les  triangles  rectangles  ÂMF,  NBG  sont  semblables,  car  Ils 
ëquiangles  ; 

ciono  "NÎF^'^'  MF*  =  ac 

donc  2  M  F*   ou   b^  =  2ac 

doûc  Tégalité  hypothétique  (1)  est  vérifiée,  et  le  théorème  est  démontre* 

1329  (a).  Note.  Catalan  dans  ses  Théorèmes  et  problèmes  de  GéoméUne, 
6«  édit.,  1879,  donne  deux  démonstrations,  page  168,  160.  La  solution  dooBéa 
par  les  N.  A.,  1870,  page  190,  est  de  Lionnbt,  ancien  profsesear  A  Louia-Ie* 
Grand,  auteur  de  nombreux  articles  des  NouvUrs  Annales,  de  1868  à  188S» 

Fermât  (16iU-166o),  consciiler  au  présidial  de  Toulouse;  COltÎYa  lea  Diatbé- 
matiqucs  avec  un  pnnd  succès.  On  lui  doit  la  nitHhode  «^^c  rnaximîs  et  fcîMr'nWj.  » 
11  sVrfupa  surtout  de  la  théorie  (fp'<  nombres  La  proposiiion  î-iiivaiite 
encuro  été  d(''niontréo  dans  li>ule  ~t  lt»  nt  i .iliff»  :  Au-dessus  du  carré,  la  *o/«»ic* 
de  (feux  puÎ!isanees  de  même  uoi,i  n'rsf  jnnKÙs  ntie  puissance  de  même  twfh, , 
cesl-à-dire  «jue,  sauf  pour  n  v^nlc  2,  il  n'oâl  pas  possible  do  résoudre,  en' 
nombre  entier,  Téquation         ao**  +  îj*=^i^. 


Figures  inverses. 

I 
I 

I 

1330.  DéenittoB.  Par  rapport  à  une  origioe  donnée  0,  deux  points  M  ' 
et  N  sont  réciproques  ou  inverses,  lorsqu'ils  sont  siluéâ^sur  une  même  ' 
droite  OMN,  et  que  le  produit  OM.ON  égale  une  valeur  constante  i^, 

nommée  puissance  d'inversion. 

Deux  ligures  réciproques  ou  inTerses  sont  composées  de  points  inverses» 
deux  à  deux ,  par  rapport  à  uue  même  origine  donnée ,  prise  pour  centre 
dlnversion. 

Exerdoe  411. 

1330  (e).  Théorème.  Deux  couples  de  points  inverses  appartiennent  o 

une  même  circonférence. 

{Méthodes,  ^18.) 

Eseceioe  41t. 

1331.  Théorème.  La  droite  qui  joint  deux  points  d*une  firjut^,  et  la 
droite  qui  joint  les  deux  points  correspondants  de  la  figure  invene, 
sont  aniipaTi'Uèiet.  par  rapport  aux  deux  rayons  vecteurs  menés  aux 
deux  couples  de  points  considérés. 

{Méthodes,  n^2\S.) 
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ficecoÎM  413. 

I338«  Tbéovésne.  La  longueur  d*une  corde  ^obtient  en  mtdHpliant  la 
rde  correspondante  par  la  puissance  d'inversion,  et  en  divisant  ce 
9ultat  par  te  prodmt  des  rayons  veeUurs  qui  aboutissent  aux  extrë- 
ités  de  cette  seconde  corde. 

{Méthodes,  219.) 

Exercice  414. 

\X13.  Théorème.  IJcimile  dr  deux  lignes  d'une  figure  donnée  égale 
iii(/fe  des  lignes  i^éciijroquea  de  la  figure  inverse, 

{Méthodes, 

Exaraloe  415. 

1334.  Théorème.  L'inverse  d'une  circonférence,  lorsque  le  centre 
inversion  est  sur  cette  courbe ^  est  une  droite  perpendiculaire  au  dia- 
être  qui  passe  par  l'origine  donnée. 

(Méthodes ,  323.) 

Exaroîce  416. 

1338.  Théorème.  L'inverse  d'une  droite  donnée  est  une  circonférence 
ui  passe  par  l'origine;  le  diamètre  mené  par  ce  point  est  pcrpendicu- 
tire  à  la  droite  donnée. 

yk'thodes,      224.)  ^ 

Exercice  417. 

1336.  Théorème.  IJinverse  d'une  circonférence^  lorsque  le  centre  d'in^ 
tnion  n'est  pas  sur  la  courbe  dunncr,  t  st  xïie  circonférence  homolhé- 
\oue  de  la  pi  endère  par  rapport  à  l'origine  donnée. 

i  Méthodes,  225.) 

1337.  Théorème.  'Juadrilal»  re  lionnonique.  Lorsque  les  rectangles 
orntés  par  les  côtés  <>j>}>osi's  d'un  <]'f<id rihitère  inscrit  sont  e'ijuirolcHts , 
"Ute  droite  rpn  coupe  le  faisceau  [(uiné  en  joi'jnanf  les  (jttah'':  s(ii,>- 
t'f'i^  du  'jiuidnUUèrc  à  un  pnitit  ij'ielconque  du  cercle  circonscrit  est 
livi^iëe  harmoniquement  par  ce  jaisceau* 

i Méthodes,  2il.) 

Excroice  41S. 

1338.  Théorème.  Deux  cercles  qui  ne  se  coupent  poinf  se  trans^ 
{'<n)\cnt  en  cercles  concentriqttes ,  lorsqu'on  prend  pour  origine  un  des 
point»  limites. 

{Méthodes,  no  233.) 
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1338.  TbéovèaM.  Deux  cercles  qui  se  coupent  ae  tran$forment  \ 
cercles  égaux,  lorsque  Von  prend  pour  origine  un  point  quelconque d*\ 
des  cercles  hisseeieurs  des  cercles  donnés, 

(Méthodes,  n«235.) 

1340.  Théorème.  Entre  deux  cercles  intérieurs  non  coneentrigtsei' 
et  B y  on  inscrit  un  cercle  C  tangent  aux  deux  premiers;  pmU  i 
cercle  T)  tangent  aux  cercles  B»  C  ;  un  cercle  £  tangent  aux  €er<i 
A,  B,  D,  etc. 

Les  points  de  contact  communs  aux  cercles  C,  D,  E...  eont  sur  «t 

même  circonférence. 

2°  Si  un  cercle  N,  de  rang  n,  ferme  la  série  en  se  troui^aut  tau-je 
au  cercle  C,  une  nouvelle  série,  commençant  en  un  point  quelconque, 
terminera  après  n  cercles  consécutifs. 

{Méthodes,  n*"  237.)  I 

Esaroioe  419.  —  1. 

1341.  Théorème  de  Fuerbach.  Le  cercle  «'es  neuf  points  est  tongti 

au  cercle  inscrit  e(  aux  (r(ns  cercles  ex-  iiiscrtfs. 
\rc  Di'>n  ustration.On  peut  recourir  à  T/nvemo/i  {Y0itMéthodei,tif^'2^i 
2^  Déitionali^ation.  (M.  Milne.)  i 


A 


Fig. 


Soient  I,  J,  le  centre  du  cercle  inscrit  et  d*un  cercle  ex-inscrît  ;  R. 
poiDts  do  contact,  rDI::  le  triangle  médian,  GH  la  quatrième  tangent^- 

La  droite  CG,  la  bissectrice  AI,  la  ligne  DE  des  milieux  se  coupent <ft 
un  même  point  K. 


L  lyui^cd  by  Google 


LIVRE  III 


649 


}û8aitqae         BR=CS  et  RS^AB  — AC 

ic  DR  =  DS=-.  A»  2^^^  =4p  =  DK 

ud  droite  DK  parallèle  à  AB  donne  : 

DL  _  BG  _  DK 
■ÏÏK"  —  TIÂ  —  W 

.ù  DL.Dr:  =  DK*=:DR«=DS« 

De  même  DM .  DF  =  DK*  =:  DR>  =  DS* 

liais  on  sait  que  le  lieu  des  points  E,  F  tels  que  les  produits  DL .  DE 
DM .  DF  soient  égaux  à  la  puissance  du  point  D  par  rapport  aux 
reles  I  et  J  est  un  cercle  DEF  tangent  aux  cercles  I  et  J  (n<»  13S2); 
ae  le  cercle  des  neuf  pointe  ou  cercle  d'Euler  est  tangent  au  cercle 
icrit  et  aux  cercles  ex -inscrits. 

Les  points  de  contact  U  et  V  s'obtiennent  en  joignant  le  point  D  aux 
ints  de  contact  R'  et  S'  de  la  tangente  fixe  GH. 

1341  ffti  Note.  Le  théorème  âp  Fvcrbach  se  <i<"'montre  do  plusieurs  manières, 
m  il  ueii  eât  pas  de  plus  élégante  que  celle  ({ui  prucè  lt'  Je  Vinversion  (n<>  2^). 
La  démoDstratîoo  donnée  par  Baltzsr  daDs  ses  Elemente  der  nuBthematik, 
tsimétrie,  §  12,  n^  8,  est  simple,  mais  assez  longue. 
VU.  Roucné  et  db  Coiibbrousss,  dans  leur  Traité  de  Géométrie  élémentaire, 
nnent  la  démonslrotion  que  nous  avons  reproduite  (n^  239). 
Plusieurs  articles  des  Nouvelles  Annales  mathématiques  s'occupent  dn  tîiéo- 
me  de  Fncrhach.  On  y  trouve  deux  démonj^^tratinng  durs  à  M.  Mentiov  (lSi6), 
«ce         et  IHfin,  jasje  /lOI.  Le  !«avnnt  rédacteur  <ir>  Annules,  M.  Gkrono,  a 
mots  ie  liioyen  de  tlél<  rmitier  les  poiiils  dp  contact  du  ceu  l*  des  neuf  points 
:dc  les  cercles  inscriis  et  ex-iQt>crits,  eu  u  en^ployaut  quu  la  règle,  eaus  avoir 
IS  seule  circoDrérence  à  dëerire.  (Année  1865,  page  220.) 
U  Journal  de  mathéniatiques  élémentaires  et  spéciales  (1879),  page  359, 
iane  la  solution  de  Jaiibs  Booth,  m<>nibre  de  la  Société  royale  de  Londres, 
ttte  solution  est  aoaio^rua  i  l  i  ]  reniièi  f?  rie  M,  Mention  Elle  e^t  foodée  sur  ' 
r.ilcul  de  U  distance  du  centre  du  cercle  des  oeuf  points  au  centre  du  cercle 
iKrit. 

U  démonstration  f-i  siuif»lt'  qui  [irécèie  câl  duc  à  M.  Mii.ne  (J.  M.  E.,  ISOO, 
H'e  3  \  <  n  peut  voir  aui?»i  les  démon&lratious  données  par  ce  mènie  journal 
page  3;  181K).  page  193); 

ElêQcorc  la  démonstration  de  M.  L.  Vautré,  professeur  à  Âutrey  (Vosges). 
I.  M.  E.,  489..,  p.  83.) 

y  MiLNB,  membre  de  la  société  mathématique  de  Londres,  autour  de  Weekly 
rohlem  papet*s  et  de  Companion  to  the  Weekly  prcMem  papers;  nous  aurons 
"^^-ion  de  citer  ce  remarquable  ouvrage. 

i.  Mentiom  a  donné  divers  articles  dans  les  N.  A.,  de  lâ43  à  1853. 

Exercice  419.  —  II. 

1342.  Théorème  d'Hamaum  *.  Soit  D  le  point  de  concours  des  hau- 
^^in  d'un  triangle  ABC  ;  les  quatre  triangles  ayant  pour  sommet  les 
iNnfs  A,  B,  C«  D,  pris  trois  à  trois,  ont  même  cercle  des  neuf  points,  et 
^  (Wle  est  tangent  aux  seite  cercles  inscrits  ou  ex  -  inscrits  aux  quatre 

fiangles. 

{Méthodes,  n*"  9!^,  k  ) 


*flr  WiLUAM  HAJOLTOsr  s  énoDcé  ce  problème,  en  ISSl,  dans  The  QuarUrly  Journal 
^  CATâLàK,  Théorèmes  €t  proMénui  de  géoméMs  Uêntentaire,  S*  édition,  page  176). 
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luversiou  symétrique. 


Exensioe  419. 


UI. 


1342        Théorème.  Par  le  Si'n<t/tet  A  d'an  itnaiiyle ,  on  tïièae  i 

ilfutte  quelconque  AD  liDiiU'f'  à  la  i\ 
]{<!;  sur  lu  droite  st/incf r/'f/w  A 
par  rapiiort  à  la  hisHect ria-  <ir  l'uni 
»  X  /  I  \  \   \         *^  '  '^'^  prpnd  une  longueur    Aii  tè 

I  /  /  /  W\        ^i^*-     produit  AD.AG  égale  l*^  ^roiù 

I  /  I   \  prouver  ({ue  le  lieu  du  poi*t*  i 

^    ^    *-»»\  /        y   circo)i(\  rencc  dixotiscrile   au  U 

angle  ABC.  i 

Par  ie  point  Ë  où  AD  rencoalrei 
cercle,  menons  la  parallèle  EG,  pré 
TOns  que  AG  est  symétrique  de  AD,' 
que  AD.AG  =  6c.  | 

1°  La  bissectrice  de  1  aii;^'Je  RAI 
passant  au  point  milieu  de  BIC,  pôs 
aussi  au  point  milieu  de  EIG;  donc  les  droites  AD,  AG  suiU  symétriqu-^ 

2^*       trian^^'lcs  AlU),  AGi  sont  semblables,  car  les  angles  en  A 
égaux  oiUre  eux,  et  il  eu  e&t  de  môme  de  G  et  de  ABD  ; 

AD  f 

6   —  AG  ' 


Flg.  813. 


on  a  donc  : 


AD.AG  =  fre 


1312  [h).  Remarque.  Réciproqaement ,  si  le  point  G  se  meut  sur  I 
cercle,  le  lieu  du  point  inverse  D  est  la  droite  BC. 

Le  pied  de  la  hauteur  et  Textrémité  du  diamètre  mené  par  le  somm^ 
A  sont  des  points  inTeraes. 

13 Vi  (c).  Inversion  symétrique.  Le  thôorèmo  précédent  est  la  base  de  Ij 

méthode  de  transfurmalion  connue  sous  le  nom  d^inversion  si/métriq^^z  \ 
à  un  point  quelconque  M  on  fait  correspondre  un  point  N,  situé  sur 
droite  symétrique  de  la  première,  et  tel  qu'on  ait  :  AM  .  AX  =  bc.  ' 

1°  La  figure  inverse  d\ine  droite  qui  passe  par  le  pèle  d'inversion  t-si 
une  droite  qui  passe  aus-i  par  le  pA!e.  '  ' 

2"  L'inver.-îe  d'une  droite  XV,  qui  ne  |inp>c  point  par  A,  est  une  cirtofi- 
férence  qui  passe  par  le  pôle,  ou  centre  d'inversion. 

3*^  LMnverse  d*un  cercle  qui  passe  par  le  pôle  est  une  droite  (elle  que  XV 

Llnverse  d^un  cercle  qui  ne  passe  point  par  le  centre  d^inversionl 
est  un  autre  cercle  qui  n'y  passe  pas  non  plus*  (Voir  ci-après  134^/:  I 
Cette  proposition  est  connue  lorsque  les  points  M  et  N  sont  sur  uo! 
môme  rayon  vecteur,  or  il  sufDl  d'opérer  une  duplication  autour  de  la 
bissectrice  du  lieu  des  points  iii verses  N  ;  le  cercle  obtenu  dans  le  premier i 
cas  est  remplacé  par  son  symétrique  par  rapport  à  la  bissectrice  AI. 

1342  (d).  Vote.  Nous  avons  donné  te  ibéorèmo  fondamental  en  {«^(Ëm*/^ 
cices  de  Géométrie,  2*  édttioD,  n**  1175),  puis  il  a  paru  dans  la  S*  édilioa  d<f  I 

Éléments  de  Géométrie  (18^5);  mais  il  est  très  probable  qa*il  esl  connu  depuit' 
loogtcmpa,  car  il  est  d'une  pfrande  t^impli^'ilé.  Quoi  qu'il  en  soîl.  M.  Berxfj, 
ancien  professeur  de  maihémaliques,  l'a  pris  pour  ba«e  d*un  mode  de  lRti)tfor> 
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tlon  c|aMl  a  nommé  invet^s'u^n  sijmétt'igue.  La  putjlicalion  du  remarquable 
vail  du  savanl  professeur  a  élé  faite  en  1891,  1892  et  1893^  dans  le  Journal 

^lathéinatique<  rU'',nentan  ''<  . 

Jce  note  de  l'autour  (J.  .Ni.  E.,  1891,  page  175)  nous  fait  ronnaitre  que 
GuB  avait,  de  son  côlé,  traité  de  la  transformalion  par  inversion  symétrique, 
!«  le  nom  d'involution ,  eu  1S90,  au  Congres  scienliiique  d^  Limoges;  il 
aie  :  «  Quant  au  théorème  qui  sert  do  principe  à  la  méthode,  la  priorité 
rate  appartenir  à  M.  Nbubbiig.  »  Mais  nous  igooroDs  à  quelle  époque  le  savant 
^fesseur  de  l^iniversité  de  Liège  aurait  fait  conoalire  le  théorème  fondamental 
»  1175). 

Exercice  419.  —  IV. 

1312  (e).  Problème.  On  donne  le  pôle  Â,  Vaxe  AZ  et  la  jjuissance  k^; 
)uver  la  figtcre  inverte  «y- 
' trique  :      d'tin  eerele  qui 

ssc  par  le  pôle  A;  2*»  d*une 
'i.uic  XY  . 

Ud  ?ait  que  la  figure  inverse 
\  une  droite,  el  que  le  dia- 
être  du  cercle  mullifilié  par 
th^loncf*  h  du  pùle  à  la  <lroite 
î'Tciiée  é«J<ile  h?  (n"  13^i2  a)  ; 
)DC  portous 


2K 


ur  la  droite  AE  symétrique 
II  diamètre»  ffi?  ^^4^  et  me-  Fig. 
oik&  la  perpendiculaire  XY. 

^  DéterminODB  AL  (ûg.  845)  de  manière  qu'on  ait  : 


AL  = 


F  ig.  8i6. 


portons  AL  en  AD  sur  la  droite  symétrique  de  AH  ;  la  circonférence 
<iterite  sur  le  diamètre  AD  est  la  figure  inverse  de  XY,  car  hc^k^^ 


.eu  Lj 


m- 
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Exeroioe  419.  —  V. 


134ft  (I).  PwMèmm.  On  donne  le  pôle  À,  Vaxe  kZ  et  lapms$0net 
trouver  la  figure  inverse  symétrique  d'un  cercle  qui  ne  passe  point  ^  -i 

îe  pôle. 

Le  moyen  le  plus  rapide  est  de  délerminer  la  circonférence  te» 
que  AB .  Ah*  =  k^  ;   puis  de  prendre  la  symétrique  0  du  cercle  CK. 

1342  (g),  Rf>marquc.  M  et  N  Ront  des  points  inverses;  il  en  es* 
Dlôme  des  points      F;  mais  on  sait  que  les  centres  C  et  0'  ne  sont  ^ 

'A  X 


B 


Fig.  8i6. 


inverses;  par  suite,  dans  V inversion  symétrique^  les  centres  C  etOo^l 
sont  pas  non  plus  des  points  inverses.  ' 


Exereioe  419.  —  VI. 


1342  (h).   PraUèm».    Kn   titi»r5i  >n 

symétrique,  déterminer  l'inverse  d'un 
point  donné  M,  par  rapport  au  som- 
met A  d'un  triangle  pris  pour  p^l^, 
à  la  puissance  bc  des  deux  côtés  A&r 
AC, 

On  mène  AMG,  la  parallèle  GL  à  )« 
base  détermine  la  droite  symétriqoe  ^ 
AG;on  trace  ME,  et  Ton  mène  une  psnl* 
lèle  GN. 

A  M  AE 


Fig.  817. 


On  a 
d'où 


AG  ~"  AN 
AM.AN  =  AE.AG  =  ftc 
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1348  (■).  Bam«r^.  Vinverêe  P  du  centra  du  cercle  circonscHt  est 
symétrique  du  sommet  A  par  rapport  à  la  Ime  BC,  car  on  a  • 

2âO.AH  =  &c;  d'où  A0.2AH£=:6c 


/A 

/ 1 

X     /  '' 

y  /  ■ 

V  \ 

^  /iK 

rig.  818. 

La  coDslruclion  conduit  à  la  môme  conclusion. 

419.  —  Tn. 


«348  ru). 

iriquê  et  le  point  iso* 
gonal  d'un  peint  donné 
te  trouvent  sur  une 
droite  passant  par  le 
pôle  A  et  sur  une  cir* 
conférence  passant  par 
^etC. 

Deox  potots  M  et  M' 
sont  isogonaux,  lors- 
qalts  sont  obtenus  par 
deux  couples  de  droites 
isofODales  A6,  AL  et 
BG',  BL'.  (Voir  ci-après, 
s»  i344  a,  50.) 

Four  obtenir  IMsogo- 
nal  M' de  M,  on  peut  me- 
oer  AMG^BMG',  mener 
les  parallèles  GL,  G'L' 
et  les  droites  LA,  L'B. 

Poar  avoir  le  point 
tOTerse  N,  on  peut  re- 
courir à  un  problème 
connu  (n»  2497),  ou 
prendre  AP.AM  =  6c, 
pots  prendre  le  symé- 
Iriqoo  N  de  P  par  rap- 
port è  la  bissectrice, 

M. 


24 
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Les  points  A,  M\  N  sont  sur  la  droite  symétrique  de  AMP. 
2^  Les  trianglea  ACN,  AMB  sont  semblables  comme  ayant  un  anel' 
ôgal,  en  A,  compris  entre  c61és  proportionnels,  car  de  AN  .  AM=ic. 

on  déduit  :   =  ^rrr  ; 

donc  i'angle  CN A  =  MBA  =  CBM' 

donc  M'  est  sur  le  cercle  BNC. 

1348  (fc).  RenuirquM.  On  nomme |winto  isocyeliques,  par  rapporté 
BG,  les  points  N  et  M'  situés  sur  une  circonférence  passant  par  B  elC 
et  sur  une  droite  passant  par  le  pôle  A. 

Si  Von  décrit  le  cercle  BM'C,  on  obtient  en  N  Vinverse  eymélrique 
du  point  N;  de  même,  la  circonférence  BMC  détermine  Tinverse symé- 
trique N'  de  risogonal  M'. 

2f*  Les  droites  MM',  NN'  sont  parallèles;  les  points  N  et  N',  ititerm 
symétriques  des  points  isogonaux  M  et  M',  sont  euX'mémes  isogonaujt. 

3^  L^emploî  de  Tinversion  symétrique  permet  de  transformer  kt 
questions  déjà  connues  et  de  formuler  de  nouveaux  théorèmes  ;  mais  il 
suffit  d^en  indiquer  le  principe;  voir  d'ailleurs  Tintéressante  et  loogse 
étude  déjà  citée  de  M.  BBRNés  (J.  M.  £.  1891,  p*  121, 145,  etc.). 

4**  L'étude  des  figures  semblables,  non  homothétiques,  a  conduit  » 
d'intéressantes  questions  dans  la  Géométrie  du  triangle;  il  en  serait  de 
même  si  Ton  recourait  à  Vinversion  angulaire,  c*est-à-dire  à  Tinversioa 
lorsque  les  rayons  vecteurs  des  points  inverses  forment  entre  eux  uu 
angle  constant;  rien  n'empêcherait  d'ailleurs  de  prendre  la  Dgure  symé- 
trique de  rinverse  obtenue  directement. 


LIEUX  GÉOMÉTRIQUES 

Relation  de  rapport  et  point  de  concours* 

1343.  HelatioBt  numériiiuei.  La  détermination  d*un  point  dépend  de 
deux  grandeurs  données;  or  les  deux  variables  peuvent  être  liées, en- 
.  semble  par  une  relation  numérique  connue. 
On  peut  avoir  une  des  relations  suivantes  : 
1"  La  soiriine  des  deux  distances  est  constante; 
2*^  La  dillérence  est  constante; 
3"  Le  rapport  des  di^ances  est  constant; 
4"  Le  produit  est  constant; 

5*^  La  sommr^  des  carrée  de?  d^^ux  distances  est  constante; 
6"  La  diflérencc  de^^  carrés  est  constante. 

En  représentant  par  x  el  ?/  les  deux  longueurs  propres  à  déleririn^r 
le  point,  et  les  quantités  connues  par  a,  b,  ...  k,  l,  m,  n,  on  peut  écrire 
les  relations  comme  il  suit  : 

2»  x^y  =  d 
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Exermoe  420.  —  I. 


1344.  Lieu.  Quel  est  le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distancer 
à  deux  droiiêB  égale  un  rapport 


Flg.  850. 


donné  —  ? 
n 

La  question  a  été  indiquée 
dans  les  Méthodes  (n^  60),  mais 
il  convient  de  la  présenter  d*une 
façon  générale. 

Soient  les  droites  données 
OX,  OY. 

Le  lieu  complet  se  compose 
de  quatre  droites  symétriques 
deux  &  deux,  par  rapport  aux 
bissectrices  01,  Or  des  droites 
données. 

1°  Soient  A  et  A'  des  points 
tels  qu  on  ait  : 

AM^_m_  A  M'  _  m 
AtN       n  '  HW"^  n 

Les  droites  OA,  OA'  répon- 
dent à  la  question. 

2*^  Lorsque  TordonnéL"  qui  for- 
rospooi  à  m  tombe  sur  OY, 
oa  trouve  encore  OB,  OB'  couiaie  appartenant  au  lieu. 

1344  'aK  Remarquef.  1®  OA  esl  «ymélfique  de  OB,  OA'  de  OB'. 

2*  Lorsque  l'or  Iniinée  qui  sô  rapporte  à  m  doit  être  abaissée  sur  OX, 
on  n'a  plus  que  OA  et  OA'. 

^  Pour  distinguer  chaque  partie,  on  a  recours  à  la  convention  des 
signes;  ofi  peut  considérer  comme  positives  les  ordonnées  AM,  AN 
lorsque  le  point  est  dans  Tangle  aicpu  des  droites  données  et  avec  celte 
eonventiOD,  on  écrirait  ; 

AM  __m     A'M'  _  jM 

AN"-*  «  '  'A'N'""*^  n 

BP  _  »  P'P'  ___n 
Bg        '    B'O' "■  w 

4*  Les  droites  OA,  OB  symétriques  par  rapport  à  la  bissectrice  01 
sont  appelées  droites  isogonales»;  OA'  et  OB'  sont  isogonales  entre  elles. 
Pour  deux  droites  isogonales  OA,  OB  par  exemple,  les  rapports  des  dis** 

lances  —,        sont  inrerses  i'un  de  Pau  Ire. 
n  *  m 

6»  Les  points  isogonaux  M,  M'  d*un  triangle  ABC  (flg.  849)  sont  les 
points  d'intersection  de  deux  couples  de  droites  isogonales  AO,  AL  et 
EL'. 
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6^  Les  droites  OA,  OA'  -'fig.  SLiO  i  qui  ont  ni<'me  rapport  en  valeur  absolue, 
mais  de  sigiios  conlrairts,  sont  des  iirui(t\s  i  o,tjwjuêes  par  rapport  àt'V 
et  OY  ;  elles  foruient  avec  ces  dernières  un  (aUccaa  liarmoiiique.  On  sait 
que  toute  transversale  qui  couperait  le  faisceau  donnerait  iiea  à  tioe 
division  hai^t» unique . 

Toute  transversale  qui  couj*eraiL  le  système  des  six  droites  OA',  OX, 
OA,  OB,  OV,  UB  ,  donnerait  six  points  en  involulion. 

Exerdoe         —  II. 

1344Î.  Lîeu.  (Jwl  rsi  le  rontpUxe  ties  droites  dont  le9  distancet  à  <i£«i 
points  donnés  sont  dans  un  rapport  donné  f 

Sûieot  A,  B  et        les  points  et  le  rapport  dooaés. 


Flg.  851. 


Il  suffit  de  déterminer  sur  AB  les  points  C  et  D  qui  donnenl  deux  seg- 
ments dans  le  rapport  donnéi  car  toutes  les  droitee  menées  par  C  ou  par 
D  répondent  à  la  question  ;  on  a,  en  effet, 

AP      AC      m     .    AR      AD  m 

BcoMiqnet.  i<>  Si  Ton  tient  compte  du  signe,  un  seul  point  C  ou  D 

répond  à  la  question,  puisque  les  rapports  et    j^g-,  égaai  W 

valeur  absolue,  ont  des  signes  contraires. 

S<>  On  sait  qu*on  nomme  complexe  de  droites  Tensemble  de  ces  ligocB 
qui  jouissent  d'une  même  propriété,  qui  sont  assujetties  ft  une  Beuto 
condition. 

Lorsque  mr=n,  le  point  C  est  au  milieu  de  AB,  le  point  D  s'éloigM 
à  Tinfîni,  et  les  droites  telles  que  RS  sont  alors  parallèles  à  AB. 

Ex«rdo6  4d9.  —  m. 

134C.  Lieu.  Sur  deux  droites  OX,  OY  on  ptvnd  des  longueurs  idUs 
qu'on  ait   ^i^- =        ^'^*»  points  M,  M'  on  mène  éts 

parallèles  à  une  droite  donnée  ;  par  iN,  N'  on  mène  des  parallèles  à  tint 
autre  droite  aussi  doum'e  ;  quel  est  le  lieu  des  points  d'intersection  ^* 
A'  des  parallèles  correspondantes  f 
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La  question  peut  être  énoncée  comme  il  suit  : 


557 


Fig.  aS2. 

Chi  coupe  un  angle  XOY  par  des  parallèles  MN ,  M'N'  ;  par  les  points 
M ,  M',  etc. 

Le  lieu  est  une  droite  qui  passe  par  le  sommet  de  i'angle. 

£xercice  421. 

1347.  Lieu.  On  joint  un  point  donné  O  au.r  divers  points  M  d'une 
droite,  et  Von  prend  sur  chaque  ligne  ainsi  menée  une  distance  ON, 

teUe  que         =     ;   quel  est  le  lieu  des  points  N  ? 

(Voir  Méthodes,  û«>  63.) 

Exerosoe  482. 

13 i8.  Lieu.  On  Joint  ini  point  donné  0  an.r  divers  points  M  d'une 
circonférence,  et  Von  prend  sur  chaque  ligne  ainsi  menée  une  distance 

C^Nï  m 

ON,  telle  que  -jy^  —      ;   quel  est  le  lieu  des  points  N  ? 
(Voir  Méthodes,  n*»  t33.) 


Exeroioe  423.  —  I. 

1341).  Lieu.  Oh  donne  une  <lroitéXX!  et  tin  point  extérieur  A;  par  ce 
point  on  mène  une  droite  quel- 
coiiq'ir  AB  limitée  à  XX',  on  fait 
un  angle  donné   BAC,  et  l'un 
prend  une   longueur  AC  telle 

que  égale  un  rapport 

donné       ;   quel  est  le  lieu  du 

point  C? 

lr«  [h'moti.^b'c.tion.  Afin  de  re- 
trouver 111)6  fin  es  lion  connue  , 
prolongeons  B\  d'une  quantité 
AR  éî^ale  à  AC;  le  lieu  du  point  E 
est  uoe  parallèle  à  XX'  (n»  1347). 

On  a ,  en  effet ,  = 


Fig.  853. 
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La  connaissance  de  ce  lieu  conduit  immédialement  à  la  coas- 
Iruclion  suivante  :  Abaissonê  la  perpendiculaire  AB',  formons  VangU 
B  AC  =:  BAC  et  élevons  une  perpendiculaire  C'Y  ô  la  droite  AC  :  les 
angles  X'DC  el  B  AC  sont  égaux  comme  ayant  les  côtés  respectife- 
ment  perpendiculaires;  donc,  par  un  point  C  qmlconque  du  lieu,  Q 
faut  mener  une  droite  CY  qui  fasse  avec  XX'  un  angle  égal  à  Va$igU 
donné. 

2«  Démonstration,  La  question  se  traite  facilement  par  synthèse,  de 
la  manière  suivante  :  Par  le  point  menons  CD  formant  un  angle 
CDX'  égal  à  Tangle  BAC;  pour  prouver  que  CD  est  le  lieu  demandé,  il 
çuffit  de  mener  une  ligoe  quelconque  AB',  de  faire  Tangle  B'AC=BAC 

.  .  ,  AB'  m 

et  de  prouver  qu'on  a  Tr^~  n~ 

En  effet,  le  quadrilatère  AIUw:  est  inscriptible,  car  les  angles  oppose? 
BAC,  BDC  sont  supplt-mentaireâ ;  donc  Taugle  ABD  est  le  aupplômeot 
de  ACD;  donc  l  ongle  AlilV  rrz  ACC 

Lt'  quadrilatère  AB'DC  «:»t  au^^si  inscri[)lible.  car  l'angle  R'F'C  le 
supplément  de  B  AC';  donc  l'angle  AB'Br— AC'C;  donc  les  triangle* 
ABB\  ACC  soiit  équiangles,  et  par  suite  semblables; 

AB'      AB  tn 

donc  =  _  C.Q.F.D. 

13dO.  iieiii«r«i«et.     La  question  est  souvent  énoncée  comme  il  sait  : 

Un  triangle  ABC  t^esle  semblable  à  lui-même,  tandis  qu'il  tourne  dam 
son  plan  autour  de  son  sommet  fixe  A  el  que  le  sommet  B  décrit  une 
ligne  droite  ;  quel  est  le  lieu  décrit  par  le  sommet  C? 

A  Pexcmple  de  Poncelet.  on  peut  dire  aussi  : 

l'n  li'UiityU  .\n<'  reste  sanhlahle  à  Lui-même ,  tandis  qu  d  pivote 
autour  de  son  sonimet  fij:e  A,  etc. 

Le  premier  mode  de  démonstration  conduit  à  dire  immédiate- 
ment : 

Le  sommet  C  décrit  constamment  une  fujure  semblable  à  la  figure  que 
décrit  le  sommet  B. 

Néanmoins,  à  cause  de  rimporlance  de  la  question,  nous  étudieroDsle 

cas  où  le  point  B  décrit  une  circonférence  donnée  (q^  13S5). 

3''*  Lor^qu'itH  triuiH/le  ABC  reste  i^rnih/ahle  à  lui- /nème  j  îaii''><  'pf  fl 
tourne  dioi.i  son  phni  autour  du  satnntet  fi.re  A.  et  que  le  tiominet  B 
dcerit  une  droifp  <int/,H'p ,  ta  elrconférchce  cireonscntc  au  triangle  p<iss£ 
par  Un  second  pouti  /uf  [ùg.  b'63). 

lin  effet,  pour  tout  triangle,  la  circonférence  circonscrite  doit  pa&ser 
par  le  point  fixe  D. 

Ex«roioe  423.  U, 

I3iil.  Théorème.  w \' /  -        w  meu  >ie  grandeur  el  de  pontion^ 

en  toui Haut  ^i''to>ii-  ri',1  ,/r  j'inuf^,  (ju'i  llê  reste  sefnblabU  à  clU" 
tnè)ne  et  (jo'u.'i  sccoml  j>i>>,i!  décrit  um:  ligne  druile,  (oi'l  nui re  yoxut  de 
celte  figure  décrit  uus,<i  une  tigne  droite^  le  point         est  le  centre 
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permafient  de  nmilitude  de  la  figure  ^  qui  reste  sembkU)le  à  elle-même 
tout  en  variant  de  <irandcur  et  déposition,  (Voir  Note,  n"  1284,  le  théo- 
rème général  (n<»  iâ57),  et  le  paragraphe  des     2476  et  suivants.) 


ExeroMtt  493.  — 


Lien.  Deux  triangles  semblables  ont  même  sommet  A;  Vun 
d'eux,  B*AC\  tourne  dans  son  plan 
autour  du  sommet  A;  quel  est  le 
lieu  du  point  D  d'intersection  des 
liOMsB&.Cai 

On  reconnaît  facilement  que  la 
question  posée  peut  se  rattacher  à 
la  précédente  :  car  les  triangles  ABC, 
AB'C  sont  deux  positions  du  Iriangle 
qui  reste  seniblabie  à  lui-nnénie; 
donc,  si  B  décrit  la  droite  BB',  on 
sait  que  C  décrira  une  droite  CC 
coupant  la  première  sous  un  angle  BDC  supplémentaire  de  A  ;  ainsi  le 
lieu  est  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  donné  ABC. 
Voici  d*ailleurs  une  démonstration  directe  : 

^  On  a,  par  construction,         =^   et  Panglé  BAB'=:CAC', 

carTande  BAC  —  B'AC;  donr  1.  ?  Irian-ks  Aim'.  ACC  sont  semblables. 

Ainsi  Tangle  ACC'  =  ABIV;  floue  l'anirlc  ACD,  supplément  de  ACC, 
est  aussi  le  supplément  de  ABD,  el  le  quadrilatère  ABDiJ  est  inscriptibie. 

Ainsi  le  lieu  du  point  D  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ûxe. 

I3t>3.  Lieu.  Par  un  point  \  on  mène  une  sécante         qui  coupe  deux 
parallèles  aux  points  M  el  N  ;  sur 
MN  on  construit  un  triangle  MNO 
semblable  à  un  triangh'  donné; 
quel  est  le  lieu  dn  ^fommet  0  ? 

ïfoient  MN<),  M'N'O'  deux  posi- 
tions du  triangle. 

On  a 

AM      AM'      MN  NO 

ÂPr=  ÂV—  M'N^— *w 


etc. 


Les  triangles  A. NO,  AN'O'  sont 
seniblabl^^s,  et  Ton  reloinhc  sur  b'»g. 
uue  question  connue  (n"  13"»0<. 

Le  lieu  du  sotnniet  0  e.H  une  droite  uB'U'  qui  coupe  les  parallèles  sous 
un  angle  égal  a  Tangle  NAO. 

l^i.  Lieu.  Sur  la  diagonale  MN  on  consfruiL  un  carre;  quel  est  le 
lieu  des  deux  autres  sommets?  Ou  plus  gcuéraleinent  ;  On  construit  sur 
MN  une  fi'furc  semblable  à  loie  figure  donnée. 

Chaque  sommet  a  pour  lieu  une  drr.iio  que  l'on  d(^termine  comme 
OB'O'.  Chaque  point  de  la  figure  décrit  aussi  une  droite. 
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4S4.  —  I. 


l3Bt>.  Lieu.  Lorsqu'un  triangle  ABC  reste  semblable  à  lui-même, 
tandis  qu'il  tourne  dans  .son  plan  autour  de  son  sommet  fixe  A  et  qur 
le  sommet  B  décrit  une  circonférence ,  quel  est  le  lieu  décrit  par  le 
trcièième  sommet  C  ? 


•    Fig.  856. 

Solution.  Le  triangle  A13C  restant  semblable  à  lui-même,  k 
AB 

rapport  est  coDatant;  il  en  est  de  même  de  TaDgle  BAC. 

Joignons  le  point  A  au  centre  D,  faisons  Tangle  DAE  égal  à  BAC, 
et  prenons  AE  de  manière  qu'on  ait 

AB 

AE  ~  AC 

Les  deux  triangles  BAD,  GAE  seront  semblables  comme  aj^ant  an 
angle  égal  compris  entre  deux  côtés  homologues  proportionnels  ;  donc 

BD      AB  .       .  rv^nn 

La  longueur  CE  est  constante;  par  suite,  le  lieu  du  point  i\  est  une 
circonférence  décrite  du  point  E  comme  centre  avec  la  valeur  ci-des&us 
pour  rayon. 

2^  Solution.  En  reportant  AE  de  A  en  F  et  prenant  A  pour  centre  de 

AB  BD 

similitude,  on  a  constamment  {/(ft  ^^^^  poisiO 

est  une  circoiiforence,  et  il  en  est  de  môme  pour  le  point  C;  caries 
ligures  AEC,  AFG  bont  égales  entre  elles. 

13^.  Remarque.   Lorsque,  daos  rénoucé,  on  donne  Taogle  6 

constant  et         =         on  est  ramené  à  la  question  ci  •dessus; 

car  les  Iriaiii^les  successifs  AB<:,  AB'C  sont  seml  lal  lts  cuiuur-  ayaol 
uo  angle  B  ~  li'  compris  entre  deux  cOtés  homologues  proportioaneU, 

ou    BC  =  B'C''-  (Volrnol35L) 
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Exftraoe  4M.  —  II. 

13i$7.  Énoiioé  gtoéni.  Théorème.  Lorsqu'une  figure  plane  tourne  danê 
toftplan  autour  d'un  de  9es points  A  et  reste  semblable  à  elle-même, 
jendant  qu'un  autre  de  ses  points,  B  par  exemple,  glisse  le  long  d'une 
ligne  donnée,  chacun  de  ses  autres  points  C  décrit  une  ligne  semblable 
à  la  proposée,  et  qu'on  rendrait  homotliétique  à  celle  que  défrit  B,  en 
la  faisant  tourner  de  l'angle  BAC  que  forment  entre  eux  les  ragons  AB, 
AG.  (Vair  flg.  856.) 


ldi>8.  On  donne  deux  droites  OX,  (JY,  loi  ])oi}it  A  sur  Vune  d'elles  et 
B  sur  Vautre,  on  prend  à  partir  dr  ces  deux  oinqirv"^.  dans  un  sen^ 
déterminé  y  des  segments  égaux  AC=BD;  puis  CE  =  DF,  etc.,  lieu  du 
point  milieu  de  AB,  CD,  £F. 


Flg.  b07. 


Ea  menant  les  parallèles  LP,  MQ  et  LR  aux  droites  OY,  OX,  on  a  : 

iD     OB  OD      .        „r,  BD 

LP  =  -2-  ♦  MQ  =  -j-,  donc  MR=  2 


cif  Uiéuiô 


0P  = 


OA 


0Q  =  -5^Î,   donc  LR= 


doDC  LR  s=  MB,  et  le  triangle  LRM  est  isocèle  ;  par  suite,  LM  est  parai- 
lèle  à  la  btaaeclrlce  01  ;  il  en  serait  de  même  de  MN,  donc  la  droite  LMN 
est  le  lieu  clierché. 

Remarque.  La  droîle  LMX  porle  le  nom  de  droite  des  milieux  que 
lui  a  donné  Ciiasles,  en  IfetiU  (  f'ssai  sur  la  Géométrie  de  la  règle  et 
de  l'équerre,  par  M.  G.  os  Lqkgcuamps,  p.  149). 

Excrotoe  426. 

Lieu.  JÀeu  des  points  tels  que,  de  chacun  d'eux,  deux  cercles 
àonnéâ,  A  et      soient  vus  sous  un  même  angle» 

24* 
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u6^ 

It  est  évident  qud  les  points  de  caocours  I  et  0  des  tangentes  co»| 
munes  sux  deux  cercles  font  partie  du  liea  demandé. 

Soit  M  un  autre  point,  tel  que  Ton  ait  l'angle  CMG  =  DMIi;  kuii 
moitiés  sont  aussi  égales,  et  les  triangles  rectangles  ACM  et  BDMsoot 

seœbiablea ,  et  doaneat  ys^-p-,  rapport  coosiaiiL 




:   ^, 


Fig.  K»8. 


Le  lieu  demandé  est  donc  le  même  que  celui  (les  j^otn/*  dont  Icj^  ài'^' 
tances  aux  deiêx  points  A  et  h  sont  dans  le  rapport  -p-  •  (^m 
Ce  lieu  est  la  circonférence  décrite  sur  01  comme  diamètre. 


Remai^e.  Les  points  0  et  I  divisent  harmoniquemeni  la  droite  AB; 
le  cercle  décrit  sur  01  comme  diamètre  a  été  nommé  cercle  d'Apoll^^ 
par  M.  Nbubero* 


1360. 


.  Le  sommet  C  de  Vanyle  droit  d'un  triangle  rectangle  H 
meut  sur  la  drconféi'ence  décrite  sur  Vhypoté- 
nuse  AB,  cette  dernière  ligne  restant  fiie;  9» 
prolonge  Vwn  des  côtés  BC  de  VangU  droU  àt 
sa  propre  longiœur  au  delà  du  sommet  mchili, 
et  l'on  joint  le  centre  à  Vextrémité  du  prolon- 
yemenà.  On  demande  U  lieu  de  la  renconire  d( 
ED  avec  AC. 

Menons  AD,  puis  IF  parallèle  à  CU, 
ïmns  le  triangle  AHD,  les  droites  AC  et  DE 
sont  deb  médianes;  ainsi  le  point  I  est  aux  *i 
Fig.  859.  y  ®^  puisque  IF  est  liardUèie  à  CB,  le 

point  F  est  aux      de  AB. 
Or  Panglc  AlF  est  droit;  donc  le  lieu  du  poiuL  i  est  la  circonféreûc* 
décrite  sur  AF. 


Exercice  426. 

13Ui.  Problf^me.  :S'(v  UHC  mètm  droite,  ou  donne  quatre  ^uint^  A,  W 
C,  \)  :  7 ut  /  '  w  le  lien  des  pointa  d'où  Von  voit  les  segments  AU  et  GP 
»ou-<  (!>:•<  angics  ëyaifx^ 

Soit  M.  un  point  du  lieu.  Les  triangles  qui  ont  un  angle  égal  sont  eolre 
eux  comme  les  produits  des  c^tés  qui  comprenneni  ks  angles  égaui? 
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.'ailleurs,  les  triangles  qui  ont  même  hauteur  sont  entre  eux  comme 
eurs  bases. 
Ainsi  Jes  iriangies  ÂMB,  CMÙ  don- 

^= ^ 

Les  triangles  AMC,  RMD  duiuîent 

BM.DM  —  BL)  ^ 

Multipliant  membre  à  membre  Jes 
reiatione  (1)  et  (2),  on  a 

ASP  _  AB ,  AC 

Déterminons  les  moyennes  propoiiionnelles,  ou  cherclioiis  les  carrés 
équivalents    m-  =^  AU  .  AC  ;    n-  =  CD  .  BD. 


Fi«.  860. 


Nous  aurone 


nr 


■  2  f 


d'où 


AM 


ni 
n 


Ainsi  Je  lieu  demandé  est  le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  dis- 

m 


tances  à  deux  points  A  et  D  égale  un  rapport  connu 


(G.,  Ti«  307.) 


Woïc  L;i  solution  que  nou-i  venons  de  donner,  e<=t  f^mpriinli'e  à  la  5*  édition 
des  '1  hètjieinea  et  pfoblèfnes  de  Géométne  de  Catalan,  p. 

M.  Blhat  a  donné  une  belle  «oluiion  «le  ce  même  ]'ioUème  dans  ÏQsupplé- 
fiient  du  Manuel  général  du  iiS  juin  1884,  p.  206. 

Voir  ausBÎ  J.  If.  E.,  1886,  p.  16  :  Étude  eomplèH  de  la  que^stion. 

Exercice  427.  —  I. 


1.362.  Lieu.  (Jucf  r^if  le  lieu  du  point  de  concoitrs  def^  diagonales  des 
paratléivyrammcs  inscrits  da^i^  un  quadrilatère  donné?  (A.  Long- 
CMAMpT      Recueil  de  problèmes ,  in-4**, 

Pour  inscrire  un  parallélogramme  EFGII 
dans  un  quadrilatère  donné  ARCD,  il  siinu 
ie  mener  EF  parallèle  à  la  diagonale  BD, 
1*  G  parallèle  à  la  diagonale  AG. 

Les  droites  EH,  Gn,  respectivement 
parallèles  aux  deux  premières,  se  coupent 
*ur  CD. 

Le  point  0  de  concours  dos  diagonales 
est  au  milieu  de  la  droite  LK,  qui  joint 
'e^  milieux  de  deux  côtés  opposés;  mais  le  lieu  du  point  K  est  la  mé- 
•lianc  AM  du  triangle  ABD,  Le  lieu  du  point  L  est  la  médiane  CM 
du  triangle  BCV>  ;  rnOn  le  lieu  du  point  O,  milieu  de  LK,  est  la  médiane 
MN  du  triangle  AMC  ;  donc  le  lieu  du  point  de  concours  des  diagonales 
la  droite  MiN  qui  joint  les  points  milieux  des  diagonales  du  quadri* 
iatère. 


Fîg.  861. 


*  V.  A.  LovGoirAMPT.  direetoar  dw  études  à  rUistltation  polTtadioiaue  :  fon  lUcueil  4e 
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I.  1<>  Lee  prolongements  de  MN  correspondent  au  point  a 
concours  des  parai lélogra  tu  mes  dont  les  sommets  sont  placés  sur  U 
prolongement  des  côlés  de  ABCD. 

^  Le  théorème  est  vrai  pour  le  quadrilatère  gauche  (voir  ei-apréii 
livre  VI).  , 

Eateroioe  427.  —  O. 

I3U3.  Lieu.  Lieu  du  point  de  remontre  des  didqmiales  des  l'^ctuh  .  \ 

imcrits  dan»  un  triangle  doiiK- 

Pour  inscrire  un  rectangle,  i 
suffit  de  mener  une  parallèle  1k 
à  la  base  BC,  et  d^abaisser  dri 
perpendiculaires  des  points  U 
et  G. 

Le  point  de  concours  0  estai 
milieu  de  KF. 

Le  point  E,  milieu  de  DG,  ts 
sur  la  médiane  A  M  du  trlaogle 
ABC  ;  donc  le  lieu  du  point  0  e^t 
ftg.  86^  la  médiane  MN  du  triangle  MAlf 

Ainsi  le  lieu  du  point  0  «t 
la  droite  MN  qui  joint  le  milieu  de  la  base  BG  au  milieu  de  la  hau- 
teur AH. 


Chaque  côté  pris  pour  base  donne  an  lieu  analogue,  l» 
trois  droites  telles  que  MN,  qui  joignent  le  milieu  de  la  hauteor,  a«{ 
milieu  du  cèlè  correspondant,  se  coupent  au  poitU  de  Lemoine  du  th* 
angle  (n«  1242.  6.  Pour  la  démonstration,  voir  J.  M.  E.,  1887,  p.  113  ; 
il  en  résulte  que  le  point  d^tersectlon  est  le  centre  de  trois  rectanglv 
inscrits.  Ce  même  point  jouit  d^un  grand  nombre  de  propriétés  (voir  àr 
après,  n<>  2375)  :  après  le  centre  du  cercle  circonscrit  et  le  centre  de gn- 
vité,  il  semble  le  plus  intéressant  des  points  d*un  triangle. 


Exercice  427.  —  III. 

1364.  Lieu.  Par  un  point  A,  on  mène  utte  sécante  ABD  qui  coupeinf 

circonférence  donnée  C  w 
deux  points  B  et  D  ;  quel 
le  lieu  du  point  M  d^inttnte' 
tion  des  circonférences  menéa 
par  les  points  k  et  B  et  pef 
les  points  A  et  D,  ^ar*g«^  ca 
circonférences  sont  tangtnif^ 
an  cercle  donné?  (N.  A., 
page  468.) 

Les  centres  E,  F  soùi 
Pig,  803.  les  rayons  BE ,  DC. 

Les  triangles  AFD,  BuiK 
ABE  sont  isocèles  et  semblables;  la  figure  AFiilC  est  un  parâll^l^* 
gramme  j  ainsi  les  diagonales  £F,  AC  se  coupent  en  leurs  milieux  ^^i 
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mats  la  ligne  des  centres  EP  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la  corde 
commune  AM  ;  donc 

OM  =  OA  =  OG 

Le  lieu  du  point  M  est  la  circonférence  décrile  du  point  0  comme 
centre  avec  ViAC  pour  rayon. 

JBxercioe  428. 


LiVu  géométrique.  Ihi  fh's  côtés  HOH  poi^allèUs  d'uH  trapèze  eU 

donné  (le  t/randeur  rt  de  position,  on  con- 
fUiH  aussi  les  loa/Heurs  a  b  des  deux 
bases  ;  quel  est  le  lieu  du  point  de  concours 
des  diagonales  et  celui  du  point  milieu  du 
cété  inconnu  ^ 

Soient  AB  le  côté  fixe,  AD  et  BC  ayant 
pour  longueur  a  et  6. 

On  sait  que  les  diagonales  d'un  trapèze 
se  divisent  respectivement  en  parties  pro- 
portioonelles  aux  bases. 

On  a  W  =  T       (^^  1104) 

De  plus,  lorsqu'on  divise  un  coté  AB  dans 

m 


Fig.  m. 


vn  rapport  donné  —,  la  parallèle  menée 

aux  bases  a  une  longueur  constante,  car  elle  ne  dépend  que  des  bases 

fn 

a  et  6  et  du  rapport  — ;  donc 


ab 


donc  le  lieu  du  point  0  est  la  circonférence  décrile  du  centre  N  avec 

pour  rayon. 

Le  lieu  du  point  M  est  la  circonférence  décrite  du  centre  L  avec 
a  +  b 

— 2 —  pour  rayon. 


le.  Tout  pdnt  de  DCE,  de  AC,  ou  de  DB,  décrit  une  circon- 
lérence  ayant  son  centre  sur  ADE. 

II  en  est  de  môme  de  tout  point  lié  au  trapèze  par  une  parallèle  PQ 
de  longueur  constante,  pourvu  que  la  parallèle  passe  par  un  point  donné 
sur  Taxe. 

Exercice  429.  —  I. 

1360.  Lieu  géométrique.  On  dotnic  hs  ion'! "ff/rs  a  e(  b  des  6  -  < 
d'un  trapèze;  Vune  d'elles,  AD,  est  fi.re  de  position:  on  connait  nussi 
la  lonfjueur  c  d*un  des  cudres  côtés.  (Juel  est  le  lien  ilit  point  de  con- 
cours des  côtés  non  parallèles  et  le  licu  du  point  de  concours  des  dia- 
gonales f 
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Puisque  Ali  a  une  grandeur  cooslaole»  k  point  B  décrit  uoe  circoc 

férence  ayant  A  pour  centre  et  Ab 
pour  rayon. 

Chaque  point  de  ÂBB  décrit  aiuci 
une  circonCérence  ayant  A  pcor 
centre. 


Or 


d*où 


AE 

AE  = 


a 

a-  b 
ac 


Fig.  m. 


a  — 6 

quantité  constante;  donc  le  point  E 
décrit  une  circonférence,  car  sa  dis- 
tance an  point  A  est  constante. 

2»  Pour  avoir  le  lieu  du  point  0, 
menons  les  droites  OL,  DM  paral- 
lèles à  AD  et  à  BA. 


On  sait  que  AM  et  MU  ont  des  longueurs  constantes. 

ah 


En  eifet^ 

OM 

m  - 


AM  =  LO  =  -^^  {nMl09) 

TlD  ~"  tt  +  6  '      c  - 


d'où   0}i  =  ^, 


(il 


donc  le  lieu  du  point  0  est  une  circonférence  décrite  du  point  M  comn* 
centre  avec  MO  pour  rayon. 

1367.  Lien.  Quel  est  le  lieu  d*un  point  F,  relié  au  trapite  par  um 

parallèle  FG  de  longueur  donnée  qui  rencontre  AB  en  un  point  G 
de  cette  ligne  f 

Le  point  (i  décrit  une  circonférence  ayant  A  pour  centre  et  AG  pour 
rayon  :  donc  le  point  F  décrit  une  circonférence  ayant  le  point  H  pour 
centre  et  FH  pour  rayon  (n<»  58;. 


Exercice  429.  —  II. 


1308.  LÎMi.  Dam  un  trapèze  ABCD  (fig.  856),  la  boêe  kl>  e$t  donm 
âe  (jraudeuv  et  de  position;  la  base  BG  e$t  donnée  de  longueur;  quel  est 
le  lieu  du  point  de  concours  des  côtés  non  paralUles  et  cehii  dUi  poii^^ 
de  concours  des  diagonales,  lorsque  le  sommet  B  décrit  wna  ligne  àrei^ 
ou  une  circonférence  donnée  f 

On  donne  AD  =  a  et  la  longueur  6  de  Tautre  base;  en  outre,  ^ 

80Mirnet  lî  glisse  sur  la  droite  HB". 

Tout  point  de  AB  décrira  une  droite  parallèle  à  BB'. 
Ainsi  AL  =  AB . 

donc  L  se  meut  sur  LL  '  parallèle  à  BB". 
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Eu  e0et»  pour  une  positico  t^ueiconque  b'  du  sommet ,  on  a 

donc     est  bien  la  nouvelle  position  de  L. 
De  même  Â£  =  AB . 

a  —  0 

dor.c  les  points  B,  F  décrivent  simultané- 
menl  de&  droites  parallèles. 

La  longueur  LO  ou      ^  ^    étant  con- 

:=tanle,  le  point  0  décrit  une  droite  00"  pa- 
ralièle  à  LL". 

Si  B  décrit  une  circonférence.  E  décrira 
aussi  uDe  circonférence:  il  ''n  aora  de  ménrie 
de  L.  Le  point  A  sera  le  centre  extérieur  de 
gimilitude  de  toutes  ces  cirronférpnrp'^.  ^'fe'- 

Le  point  O  décrira  une  circonférence  ég^aie  à  celle  que  décrit  le 
point  L. 

|3i>î).  Lieu.  On  donne  la  base  AD  d'un  trapèze  ABCD,  ainsi  que  la 
lonLfueur  h  de  l'uutrc  ia^c  BC  ;  quel  est  le  lieu  du  point  de  eoth  ours  des 
côtés  n&n  parallèles  et  du  point  de  coitcoun*  dea  diayonaies ,  loi  sque  Ita 

côtés  non  parallèles  sont  entre  eux  dans  un  rapport  donné  ^  1 


Fîg.  867. 

D*après  les  exemples  précédenlp,  il  suflit  de  recoiiuaitr^j  le  lieu  décrit 
par  un  point  de  AB:  par  exemple,  par  le  point  B. 
Pour  cela,  il  suffit  de  mener  BP  parallèle  à  CD. 

Le  point  P  est  fixe,  car     AP  =  a— -6 

AB  m 

donc  le  lieu  du  puint  B  est  la  circonférence  MN,  lieu  des  points  doul  le 
rapport  des  dislances  aux  points  A  et  P  égale  -rr.  (G.,  307.) 

Il  suliit  (Je  mener  les  deux  bissectrices  des  angles  formés  par  AB 
et  BP. 

Tou3  les  points  considérés  déci iront  des  iitux  analogues,  car  on  a 

AK  _  AB  _  m 
~"  BP  —  » 
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La  parallèle  FF  est  le  rayon  de  la  circonférence  litu  des  points  E. 
L^^^  paralltles  LG,  UK  donnent  le  centre  et  le  rajon  du  lieu  pour  ks 
pointâ  L,  0. 

1J70.  Lieu.  Mêmes  données  ;  mais  on  a    AB- 4^  CD- k*. 
On  détermine  le  lieu  du  point  B. 

Pour  la  somme  des  carrés  égale  k^,  le  lieu  du  point  P  est  une  cir- 
conférence ayant  pour  centre  le  point  milieu  de  AP  (n^  69»;  le  lieu 
relatif  à  la  dilféreoce  des  carrés  se  compose  de  deux  perpendiculaires  à 

Sxeraîoe  490. 

1371.  Ueu.  Deux  côtés  opposés  AB^  CD  d'un  quadrilaière  sottt 
donnés;  ils  se  coupent  en  un  point  0.  Un  des  côtés  AS  est  fixe,  fauin 
côté  CD  tourne  autour  du  point  0.  Quel  est  le  lieu  du  point  de  eoncour* 
des  deux  autres  côtés,  et  le  lieu  du  point  d^tntersection  des  diagonales 
du  quadrilatère? 

(Voir  McUmias,  n"  84.) 

1372.  Lieu.  Dans  un  triangle  ABC,  la  base  AB  est  donnée  de  lon'jtuvr 

et  (le  position  ;  Vangle  oppose'  O  est  df 
grandeur  constante  ;  sur  BC  on  prend 
un  point  E  qui  divise  ce  côté  dans  un 

rapport  donné  ~  ;  par  ee  point  E, 

on  n^ène  une  droite  EM  qui  coupe  k 
côté  opposé  sous  un  angle  donné  aME. 
Quel  est  le  lieu  des  points  M? 

Coosîdérons  deux  positions  diffic- 
renles  G,  C  du  sommet. 

^         BE      BE'  m 

puis       angle  AM'E'  =  AME 

Par  suite,  les  triaogles  £MC: ,  E'M'<; 
sont  semblables  comme  rryant  deux  angles  égaux. 

Puis  les  tiiaogles  BME,  BM'Ë'  sont  semblables  comme  ayant  un  i>ng]e 
égal  F  =  F'  compris  entre  deux  côtés  homologues  proportionnels.  Ainî^i 
Tangte  AM  B  =  AMB;  donc  le  lieu  du  point  M  est  un  segment  AMB 
capable  de  Tangle  AMB  déterminé  par  une  position  quelconque  ifu 
point  C* 

Remarques,  l^  La  parallèle  lu*  à  FM  donne  un  point  P  qui  se  trouve 
constamment  sur  Tare  APTB.  De  plus,  on  a 

MP  _  M'P1_J^ 


rig.  ses. 


MC 


n 


donc  si  par  le  point  A  où  deux  circonférences  A  PB  y  ACB  se  coupent,  on 
méte  une  corde  quelconque  APC»  et  qu*on  divise  le  segment  PC  eoaif»ii« 
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iûs  ua  rapport  donné     ,  le  lieu  du  point  M  est  une  autre  circonfô* 

mce  qui  passe  parles  deux  points  A  et  BcommoDs  aux  deux  premières. 

e  théorème  a  déjà  été  démontré  directement  {n?  1279). 

2*  h'exereiee  186,     805,  n'est  qu'un  cas  parliculier  de  celui-ci. 


Relations  de  Produit  ou  de  Carrés. 


Exercice  431.  —  I. 


1313.  liieu.  Par  un  point  donné  0,  l'on  mène  une  sécante  quelconque 
td  rencontre  une  droUe  donnée  en  un  point  N  ;  on  prend  sur  la  sécante 
ne  longueur  OM,  telle  que  le  produit  ait  une  valeur  constante  k^.  Quel 
it  le  lieu  des  points  M? 

iVoir  Ucihodes,  n"»  07  et  68,  2'^,  ^^,) 

1374.  Lien.  Étant  donnés  un  point  A 
'  nne  droite  indéfinie  CD,  on  mène  du 
oint  à  la  droite  une  sécante  mobile 
»M,  et  en  chaque  position,  on  prend 
n  point  N  tel  que  l'on  ait 

AM.  AN  =  k*=:2AD^ 

'rouvcr  le  fieu  des  points  iN. 

Co  problème  n'est  qu'un  cas  parti- 
ulkT  de  Texercice  précédent  (n®  1373); 
nais  il  olVre  quelque  intérêt  à  cause  de 
a  valeur  âAD%  attribuée  à  la  con- 
Unie  fe*. 

Prenons  le  point  R  symélrique  de  A. 
^  lieu  demandé  est  la  circonférence  dé- 
ntf.'  sur  AR;  le  centre  est  en  D  ;  et  si 
on  appelle  r  la  distance  AD ,  on  a 

*»=AD.AR  =  r.2r=2r*=DA«  +  DC«  =  AC«;  d*où  *  =  AC 
Si  l'on  joint  le  point  N  au  point  R,  on  considère  les  triangles  rcr- 

*»gles  ADM  et  ANR,  qui  sont  semblables  comme  ayant  l'angle  A 

»iBiDttD;  et  Ton  a 

^  =  ^;   d*où   AM.AN  =  AD.AR  =  A« 

On  peut  aussi  démontrer  directement  que  AM.AN=rAC*  ou  A*. 
On  considère  les  triangles  AUM  et  AISC.  L'angle  A  est  commun;  l'angle 

M  a  pour  mesure 
AN 


Fig.  869. 


et  raogle  NCA  a  aussi  pour 


ffle^ture 

Ainsi  les  triangles  considérés  sont  semblables,  et  l  on  a 
^  =  ^.;   d'où  AM.AN  =  AC»  ou 
».  On  ileeoimatt  graphiquement  que  ce  cas  remarquable  a  lieu 


I 
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lorsqu^en  coupant  CD  do  poiot  A  comme  cenlre  a?ec  k  pour  rayon,  i 
trouve  DG  =  DA. 
Cette  question  ne  diffère  pas,  au  fond,  de  celle  du  1294. 

137B.  Lieu.  Un  atigle  A  de  grandeur  ron  Plante  se  m*'nt  ait  four 
son  soiniKcf^  ses  côtés  varient  de  fotiijuexr,  ?>irti'.s  en  rcst'inf  (rmjour* 
dans  le  n a' me  rapport ,  ou  bien  en  t(oni>>int  toujottrs  le  mctne  pr'O'hit  ^ 
l'un  de  SCS  cùtrs  a  fton  erfrcinih'  tnt>hil<  1;  sur  une  droite  donnée-  i^b  i-m 
sur  une  circonférence  0.  On  demande  le  lieu  décrit  par  l'extrémité^ 
de  l'autre  côté. 

(Voir  n«"'  1349  et  1351.) 

EsacdM  4SI.  —  II. 

I37t^.  Lieu.  Par  un  point  D  prif^  dans  un  cerclCf  nn  rnèar  une  corde 

quelconque  BDC;  sur  cette  conlr  pri.<e  pour 
hypoténuse,  ou  construit  un  triun'jfe  r^- 
tavqle  BAC  dont  le  sommet  A  se  projette  s^r 
Diijpotcttuse  au  point  D.  Quel  est  le  Iteudtt 
sommet  Â? 
Ou  a  AD*  =  BD.DC 

Or  le  produit  BD .  ÛC  est  constant  poer 
un  point  D  donné  ;  donc  le  lieu  du  point  A 
est  le  cercle  décrit  du  point  D  comme  ee&lit 
avec  v/BD .  DG    ou   >/r*  — d*"  poorr«9Vi.| 

Remarque.  La  droite  MN,  perpeiidiculaire| 
à  OD,  est  le  diaaiùlre  du  lieu,  car  | 
DM^  =  DE.DF  =  DB.DG  I 


Fig.  870. 


1377.  Lieu.  Par  le  centre  intérieur  I  de  $imiUiude  de  deux  etreon^ 
rences,  on  mène  une  droite  BCIC'B'  ;  les  points  extrêmes  B  ei  B'  $oni  fcomc- 
logues;  il  en  est  de  même  des  intermédiaires  C  et  C\  tandis  que  B  ei  Ci 
G  et  B'  sont  antihomologttes.  (G.,  n«  818.)  Quel  est  le  lieu  du  sommeik 
du  triangle  rectangle  BAC,  dont  le  sommet  se  projette  au  p&int  l  ? 

On  retrouve  la  question  précédente  :  le  lieu  demandé  est  le  cercle  Al; 
car  le  produit  IB .  IC  est  constant.  (G.,  n«  818,  2o.) 

Ezeroioe  431.  ^  lU. 

1378.  Lieu.  Sur  l'hypoténuse  BC  d'un  triangle  rectangle  BAC,  0* 

y  élève  une  perpendiculaire  DE  F  qui  coupe  BA  a» 
point  E  et  CA  au  point  F;  sur  cette  même  per- 
pendiculaire on  prend  une  longueur  DM, 
que  DM*  =  DE .  DF.  Quel  est  U  lieu  du  point  SI1 
Les  triangles  reclangles  CDF  et  DBL  M^i't 
seinblableg;  car,  outre  les  anirlos  droits  A  et  U. 
les  deux  angles  B  et  I'  sonl  cgaux  couime  ajaut 
môme  complément  C,  et  1  on  a 
DF 


Fig*  971. 


CD 


=  d'où  DE.DF^CD.BD 

donc  D\P=BD.CD 
Le  lieu  du  point  M  est  la  circoolereucâ  décrite  sur  le  diamètre  BC 


Digitized  by  Go 


LIVRE  111 


571 


1370.  liîea.  Sur  une  perpendiculaire  IJEP  à  une  droite  6DC,  on 
end  deux  points  E,  F  Ich  que  DI£ .  DF  =  BD  .  CD  ;  quel  est  le  lieu 
8  points  KotLse  coupent  BËÂ,  GAF? 

Ca  prouve  que  le  triangle  BAC  est  rectangle. 

1300.  Lâeu.  Sur  une  droite  GB  on  élève  une  perpendiculaire  DP,  on 
hie  une  droite  CF  et  l'on  prend  CA,  de  manière  que  CA  ♦  CF  =  CD .  CB  ; 
tel  est  le  lieu  du  point  A  ? 

Cest  la  efrconrérence  BAC,  inverse  de  la  droite  DF.  (6.,  826.) 

On  a  aussi    BE.BA  =  BD.BG   et   BE.AE~DE.FE   (Gg.  871). 


Exercice  492. 


1381.  Lim.  On  donne  un  triangle  isocèle ,  et  Vou  demande  le  lieu 
'S  poifUs  tels  que  la  distance  de  chacun  S  eux  à  la  hase  du  triangle 
it  moyenne  proportionnelle  entre  les  distances  du  même  point  aux 
MUT  autres  côtés. 

i\ OIT  Méthodes,  n«  86.) 


Exercice  433. 

Ï3ii2.  Lieu.  On  donne  un  triangle  ABC  :  sur  la  bissectrice  extérieure 
'2  rang  le  A  on  prend  des  distances  AD,  AF, 

lies  que  leur  produit  égale  constainment 
B  X  AC  ;  q^iel  est  le  lieu  géométrique  des 
oititH  M  où  les  droites  DB  et  FC  se  rcn- 

Soit  A  F  .  AD=AG.  AB 

i^e  Solutum.  De  V Exercice  400  (n<»i298) 
0  peut  conclure  que  le  lieu  des  points  M  est 
ne  circonféreDce  qui  passe  par  les  points  B 
t  C,  ainsi  que  par  les  symétriques  G ,  II  do 
es  points,  par  rapport  à  la  bissectrice  inté- 
ieure  de  Tangle  A;  d'ailleurs  la  démoostra- 
ion  est  très  eiinple. 


Fig.  972. 

AD 


i'  Solution.  De  I  t-golilé  AF  .  AD  =  AT. .  AB  ou  déduit 


AF 


lonc  les  deux  Iriangles  ADB,  ACF  sont  semblables  comme  ayant  un 

ingle  égal  compris  entre  deux  côtôs  homologues  proportionnels  ;  donc 
Hiigle  C  =  D;  F  =  ABD.  Mai.s  l'ange  M  est  le  supplément  de  D  +  F; 
ionc  il  égale  Fangle  BAD  supplément  do  D4- ABD;  par  suite,  le  lieu  des 
Miots  M  est  le  segment  décrit  sur  BC,  capable  de  l'angle  DAB  =  M. 

Remarque.  Le  poînt  H,  symélrîque  de  B,  donne  Tangle  II  égal  à 
UF,  etc.  ;  ainsi  le  lieu  géométrique  est  la  circonférence  qui  passe  par 

Ezeroîoe  434. 

1383.  Lictt-  ^'/'f  ëécunte  AC,  menée  à  un  cercle  donne  U,  >iit  lU 
mtour  d'un  point  fuceA  ;  aux  detix  points  d^intersection  avec  la  circon- 
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férence,  on  mène  deux  tangentes  BM  et  CM.  On  demande  le  lieu  à 
peinte  de  concoure  de  ces  couples  de  tangentes. 

Meaoûs  MP  perpendiculaire  sur  AU  (fig.  873». 

Les  Iric'ipt.'-^'^s  rectangles 
et    OPM     (.rit  serobUblef 
coiniiHî  ava»)t  en  0  un  aca^' 
aigu  commun  ^  on  a  donc 

OA  OM 

d'où   0A.0P  =  OM.0W 

(Jf  la  droite  OM  esl  perf-tt 
diculaire  à  la  corde  des 
lacis   BC.   Dans  le  Irian^î^ 
rectangle  OGM ,  on  a  <iûti 
(G.,  DO  247) 

OC*  =  OM.OD 

De  ces  deux  égalités  tèMh 

Fig.  873.  OA.OP=OG*;  d*où  0P= 

quantité  constante. 
Donc  le  iicu  du  yQinl  M  est  la  droite  indéfinie  MP  menée  perpendicfr 

lairemeiit  à  A<>,  ù  une  dislaoc 
UP  donnée  par  la  relation 

nr- 

ÔA 

Bemarquet.        Ldi  partie  in<^ 

rieure  de  cette  droite  oe  fait 
partie  du  lieu^  ou  du  moins  dli 
se  correspond  pas  à  des  Ua 
gentes  réelles  ;  mais  la  qoesiiM 
peut  (tre  énoncée  d'uoe  mmhi^ 
plus  générale  (G.,  n»  802):  ei, 
dans  ce  cas,  toute  la  droite  9^ 
partient  au  lieu  demandé. 

2*  Lorsque  le  point  A  est  ia 
térieur  (fig.  874),  lelieuMPo^ 
extérieur. 


Fig.  874. 


138-1.  Théorème.  Réciproiiunnenl  ^  étant  doniiea  une  droite  indefiriià 
MP  et  un  cercle  0,  .s<,  (V}in  point  M  mobile  ^ur  MP,  on  mène  de< 
(jentea  MH  et  M(i,  la  corde  HC  des  contacts  passera  constayïrmint  iV 
point  A.  Ce  point  est  sur  OA  perpendiculaire  à  MP,  à  une  distanc*: 

donnée  par  la  relation  OA  .  OP  =  OC*  ou  OA  =:  . 

Rappelons  que,  j.ar  riippoit  au  cercle  0,  le  point  A  est  appelé  le f t^' 
ik'  la  firoite  Ml',  el  cette  droite  est  appelée  la  polaire  du  point  ^ 
A  chaque  pôle  correspond  une  polaire,  et  réciproquement.  (G.,  d* 

Lorsque  le  pôle  A  est  extérieur  au  cercle ,  le  point  P  est  intérieur»  «( 
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:ipraquement.  Si  le  p6le  est  sur  la  circonférence^  la  polaire  correspon- 
nte  est  la  tangente  menée  par  le  p6Ie  lut -même. 

f3(U$.  Remarque.  Du  théorème  ci -dessus  (n*1384),  Monge  a  donné 
,c  dénionslration  très  simple,  basée  sur  la  considération  des  solidea 
j^iliaires  (n®  169). 

RemplaçonB  le  cercle  par  une  sphère  de  même  contre  et  de  môme 
jron;  chaque  point  de  la  droite  peut  être  pris  pour  sommet  d'un  cône 
reonscrii  à  la  sphère  ;  la  ligne  de  contact  est  une  circonférence. 
Off  si  par  la  droite  donnée  on  mène  deux  plans  langents  à  la 
ftire,  chaque  courhe  de  contact  passera  par  les  deux  points  de  contact 
nsi  obtenus;  donc  toutes  les  circonférences  ont  une  corde  commune, 
le  point  uù  celte  droite  rencontre  le  cercle  donné  est  un  point  par 
tt^l  passent  les  cordes  des  contacts  de  di?er8  groupes  de  tangentes 
pées  au  cercle. 

r 

EBwdoe  4S5. 

.  Lieii.  Quel  est  le  lieu  du  potnl  miUeu  M  de  Vhypotéfiuse  BC» 
triangle  vectangU  BAC 
tourne  autour  de  ion 
[et  A,  tandis  que  les 
it9  B  et  C  décrivent 
'drcanférenee  donnéef 

M  suffit  (I<'  se  reporter  à 
Jn  théorcnie  du  II  livre, 
^^  1^9,  pour  leconnnîlrc  que 
k  lieu  du  point  milieu  M  est 
le  cercle  décrit  du  point  F, 
îRiiku  de  A»  * ,  avec  le  ra^on 
FM. 

Mais  on  peut  rechercher 
direclenient  ce  lieu  et  donner 
ainsi  une  i^i  oonde  démons- 
Iralion  du  théorème  précité. 

I*ans      triangle  rectangle 

1^'.,  la  médiane  AM  égale 
L  or 
I  nM*4-MC*=0C^  =  r«;   donc  AM«  +  OM«=:r» 

AiDsi  le  lieu  du  point  M  est  le  lieu  de?  points  dont  la  somme  des 
«très  des  dis^tances  à  deux  points  fixes  A,  o,  est  constante;  donc  le  lieu 
f^t  une  circonférence  décrite  du  point  F  milieu  de  AO,  avec  le  ra^'on  FM 

f'iiôi  'oir  aussi  n«  1394,  ci -après.) 
1307.  Lieu.  Quel  est  le  lieu  de  la  projection  D  du  point  A  snv  Vhypo' 

iQ  sait  que  c^est  la  même  circonférence  FM  (n'>  749).  D'ailleurs,  on 
ut  le  prouver  comme  il  suit  : 

Abai^soD»  la  perpendiculaire  FP,  elle  tombe  au  milieu  de  DM,  car  F 
'^i<iBiUeu  de  AO  ;  donc  FD  =  FM  ;  donc... 


FIg.  ftJb, 
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1388.  Lieu.  Quel  est  le  Heu  du'9omênet  E  du  rectangle  BAGE 
sur  AC  et  ABY 


AE  =  2AM,  AO=:ÎAF 

donc  cVsl  la  circonférence  d6('ri(p  du  rentre  O,  avec  Uiù  pour  rajûs. 
Oa  peut  en  conclure  les  Ihéoiéiues  suivaoU  : 

i 

1388.  Théatémt,  Par  les  sommets  d^un  quadrUatère  mserii  KBi 
à  diagonales  rectangulaires,  on  mène  des  parallèles  à  ces  dÎQgonalfi 
les  sommets  du  rectangle  ainsi  formé  se  trouvent  sur  une  drconférens 
concentrique  à  la  première. 

En  aiïàU  le  point  E  (ûg.  87o}  est  un  des  sommets  de  ce  rectaiigkj 
donc...  (n«  1388). 

4380.  TbéorAoïe.  Le  rectangle  circonscrit,  formé  par  des  paraBèin 
aux  diagonales  rectangulaires  du  quadrilatère  orthodiagonal  BGB^C,  ^ 
sa  surface  maxima  lorsque  les  droites  BB',  CC  sont  égales  entre  eUti  \ 

Dans  ce  cas,  elles  renconlrent  (JA  sous  des  angles  de  4o^.  ' 

1381.  Ueu.  Quel  est  le  lieu  du  point  de  concours  des  tangenitt  BN. 
CN  lûg.  875)? 

Le  triangle  rectangle  OCN  donne 

OM  .0\  =  OC*=r' 

donc,  par  rapport  à  Torigine  0,  le  point  décrit  la  ôgare  inverse 
cercle  FM.  Le  lieu  est  donc  un  cercle  facile  à  déterminer.  (G.,  827/ 

Lii)2.  Théorème  lj2  quadrilatère  HKLN,  formé  par  les  quatre  ta 
gvntes,  est  inscriptible. 

Remarque.  On  peut  Toîr  aussi  un  bel  article  du  Journal  de  Mathéms^ 
tiques  élémentaires  et  spéciales,  1881  »  page  241. 

Exeroîoe  436. 

1383.  Ueu.  Lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distance 
à  deux  droites  rectangulaires  égale  un  carré  donné. 

{Voir  Méthodes ,  n*»  72.) 

Exemoe  437, 

1384.  Liéu.  Quel  est  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  iif 
distances  à  deux  points  fixes  égale  un  carré  donné  M  ? 

(Voir  Mvthodes,  (iO.) 

Pour  la  diUûrence  des  carrés,  voir  n^  1397. 

1385.  Lieu.  Ofi  donne  deux  points  A  et  B  ;  quel  est  le  lieu  dt\s  paini^ 
r.  tels  que  2Ar.- +  nf:»= 

Pi*  lions  un  point  quelconque  u  bur  AB;  abaissons  la  perpendicaUire 
eu,  et  Ton  a  : 

2.  AC^  =  2.  AO*  +  2.CO«4-2.2AO.OD 

BC*=     BU«+     C0«-     2B0.OD  (G.,      iSl  et952. 
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I^a  somme  des  deux  membres  de  droite  est  connue  ;  elle  égale  ft*. 

Pour  que  cette  somme  soit  indépendante  de 
1  iK>siUoD  du  point  C ,  il  suffit  d*éliminer  la 
istance  OD,  qui  particularise  la  position  deC. 
fais  pour  que  4A0.0D  et  —  2B0.0D  donnent 
me  somme  algébrique  nulle,  il  suffit  que 
&0  =  2À0»  ou  que  AO  ==  Va  AO. 

Prenons  donc  AO  =  -j-  ;  BO  = 


575 


Dans  ce  cas,  on  a 

2AC«  =  2  ^  +  2G0*  +  -g-  d .  OD 

BG*=-g-d*4-  GO*  — -yd.OD 

2AC«  +  BC«  ou  fc«  =  -g-(i*  +  3C0» 


roù 


iouc 


3C0^- = /c»  - t/';   C0«  = 


CO  étant  une  quantité  constante,  le  lieu  est  une  circonférence  dé- 

rriie  du  point  0,  pris  au  tiers  de  AB,  avec  un  rayon  dont  le  carré 

^    ,      3*«  — 2d* 
égaie      -  -g  . 

IdM»  liea.  On  donne  deux  points  A  ef  B  ;  quel  est  le  lieu  des  poitUs 
C«  tels  que  m  fois  AC^ plus  n  fois  BC*  étjale  II*? 

Par  extension  do  la  (|u«  >Lion  précédente  rt  par  analogie,  divisons  d  en 
parties  ioversemeDt  proportionnelles  à  m  et  n;  ainsi  prenons 

AO  =  -  "f    ,  80=--^ 
fît  +  n  '  m  +  n 

m .  AC*=m .  A0«  +  m  .  C0*  +  fwiAO .  OD 

(m  +  n)*   '  *   m  ~j-  n 


ou 


«BC«= 


+  nCO« 


(m  +  n)^  '   '"^''^       m  +  n 


OD 


donc     m.AC=^  +  nBG^  ou      = -"^^^^1***  + 

Ainsi  le  lieu  est  une  circonférence,  dont  0  est  le  centre;  le  rayon  est 
doané  par  CO  =  -  d> 

Remarque.  î-e  lieu  demandé  (n'^  1396)  dépend  du  théorème  de  Stv- 
xcart  (n^  li73j. 

1307.  Lîeu.  Lien  des  points  dont  la  différence  des  carres  des  distances 
à  deux  points  donnés  éijale  un  carre  donné. 

(Voir  Méthodes,  n"*  71.) 
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Ezcroîce  438. 

1398.  Lieu.  Lieu  des  points  tels  que,  pour  chacun  d*etéx,  les  tangenti 
menées  à  deux  cercles  donnés ,  A  et     soient  égales. 


rig.  877. 

Soit  M  un  point  tel  que  les  tangentes  MC  et  MD  soient  égales.  Menor? 
aux  points  de  contact  les  rayons  AC  et  BD,  puis  les  droites  MA  et  MB. 
Les  Lridijgles  rectangles  AdM  et  HDM  cioniK^nt 

g^z=c^  +  r^    et   /^  =  c-  +  r'^ 

d'Où  ^«-f«  =  f*-.r'« 

quantité  constante. 

Ainsi  le  lieu  demandé  est  le  môme  que  le  lieu  des  poinis  tels  que  le 
différence  des  carrés  de  leurs  distanees  aux  deux  centres  X  et  C  seit 
d*une  valeur  don  ne'e  r-— r'*. 

Or  (n''^  1397  et  71)  ce  lieu  est  une  perpendiculaire  iodèfloie  menée  a  li 
droite  AB  par  un  point  £  dont  la  position  est  déterimoée  par  la  reUlioo 

_  fJ9 

d'où  e-n  =  -^~P 

RenwrqiMs.  1*  La  droite  MN  est  Vaxe  radical  dea  deux  cercle». 
(G.,  appendice  n««  829  à  839.  —  lExerdces  de  Géométrie, 
et  suiv.) 

2"  Le  lieu  MN  pas.-e  au  niilieu  L  de  la  tangente  coumiune  I.j;  par  suite, 
Taxe  radical  MLN  est  équidislant  des  polaires  PI,  OJ  du  centre  ext^^- 
rieur  S  de  simiiihide;  il  est  de  môme  équidiâtanL  dea  polaires  du  c«olre 
intérieur  de  similitude. 

Pour  tout  point  N  de  Taxe  radical,  les  quatre  tangentes  sooL 
égales. 
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1399.  Lieu.  Lieu  dd^  points  (Voû  la  dijjérence  des  carrés  des  tangentes 
.enées  à  deux  cercles  donnés  est  constante  (ûg.  877).. 

Soient  M  un  poiot  du  lieu  et  MC>  —  MD* = k\ 

On  a  donc  ^t_ys_(^t_ya)^jt« 

Or  le  membre  de  droite  est  constant;  donc  le  lieu  des  points  M  est  une 
roite  perpendiculaire  à  AB  (n<»  71). 


Esordée  499. 

140D.  Lîen.  Pour  un  point  donné  D  pris  dans  un  cercle,  quel  est  le 
ku  des  points  M  tels  que  ta  tangente  MT  égale 
B  distance  MD?  (  Porismes  d'Euclide,  page  263.) 

Soit  M  un  point  du  lieu. 

On  a ,  par  construction ,  DM  =  TM. 

Projetons  le  point  M  sur  le  diamètre  ÀDG  ; 

«tranchons  MG*  de  chaque  membre  de  cette 
^lité,  on  trouve 

MD»  —  MC»  =  MO*  -  MC«  -  R« 

DC*=OC*— R« 


Fig.  S7a 


aais  OC*— R«=(OG  +  R)(pG— R)  =  AGxBC 
Donc  le  lieu  des  points  M  est  la  perpendiculaire  MO,  telle  qu^oo  ait 

AC  .  BC  =  DG« 


Ezerdoe  440.  —  I* 

1401.  Lieu.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  coupent  deux 
cercles  donnés  suivant  des  diamètres?  (N.  A.,  1840,  page  3o2,  et 
1  Ajuot,  Problèmes,  page  265.) 


Fig.  879. 

Soieat  a,  h  les  distances  OA,  OB  des  centres  donnés  à  un  point  du  UeUf 
^  0>  i,  les  rayons  BD  et  AC  ;  donc 

a'  +  c»s=l>»+(i*;  d'où  c«  —  <î«  =  6«  —  «« 

Mais  on  sait  que         6*  -  a*  =  BF  -  AP«    (n»  1398). 

11.  S5 
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Il  suffit  donc  de  diviser  AI^  en  deux  parties  doDt  la  dilEôfence  àa 
carrés  BP*  et  AP*  =  c*  — d*. 

Remarque.  Au  plus  grand  rayon  c  correspond  la  plus  petite  distaisô: 
AP;  donc  le  lieu  OP  est  Taxe  radical  des  cercles  hC\  AU'  égaux  am 
cercles  dooués, 

£xmoe  440.  —  IL 

î¥Xt.  Uea.  lÀeu  des  centres  0  de$  cercle»  qm  coupent  le  cercle  A  pà-^ 

vantundStanUrefet  quies^ 
pent  le  cerde  B  orthogmeU- 
went» 

On  a     00  =  00 

donc  6'  —    =  a- 4- 

d'Où  6«— «•=iP  +  c» 

La  différence  des  carr^  M 
et  a*  est  encore  constante;  le 
lieu  demandé  est  donc  une  per- 
peodiculaire  OP  à  la  ligne  àm 
Fig.  880.  centres ,  de  manière  que 

BP*  — AP*  =  c'  +  d« 

Mais  il  faut  connaître  le  problème  suiTant  : 

Problème.  Diviser  une  rlroite  AB  en  deux  parties  dont  la  diffère»» 
des  carrés  égale  une  quanliié  donnée  (n9  1429,  ci-après). 

1403.  Lieu.  Lieu  des  centres  des  cercles  qui  pcLSSent  par  un  point  B 
et  qui  coupent  un  cercle  A  suivant  un  diamètre, 

d  est  nul;  on  n*a  plus  que 

Le  lieu  est  encore  une  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centrea. 

1404.  Lieu.  Lieu  des  centres  des  cercles  qui  coupent  orthogonalemau 
un  cercle  B  et  qui  passent  par  un  point  A. 

Le  rayon  c  est  nul,  et  Ton  a 

Ssaroioe  441.  -*  I. 

1405.  Lieu.  Quel  est  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrét 
de  leurs  distances  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  quelconque  soit 
égaie  à  un  carré  donné  k*î 

Le  cas  le  plus  difficile  est  celui  où  le  polygone  régulier  a  un  nombre 
impair  de  côtés;  d^ailleurs  la  démonstration  étant  la  même,  quel  que 
soH  ce  nombre  impair,  on  peut  donc  se  borner  au  triangle  équilalcral 
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Soit  M  un  point  du  Uau«  a  le  rayon  da  eorcit  eiroonscrit  et  m  la  di«- 
tanee  OM. 

Projetone  tes  sommeta  aur  une  droite  per- 
peodicnlaire  à  OM. 

Lea  tbéorèmea  relalifa  au  carré  du  eàié 
oppoaè  à  un  angle  aigu,  ou  à  un  angle 
oblas,  donnent  lea  relationa  aaivantea  : 

triangle  AOM     AM*  =  a*  +  wi'  —  2m  .  AD 

car  AD  est  la  projeclion  du  côté  AO  aur  la 
direction  du  c6lè  OM. 

triangle  BOM  BM* =a*  +  m^'~\  Im,  BE 

triangle  COM  GM—a^  +  m'  +  âm  .CF 
d'où  AM«  +  BM»  +  CM*  '  ^ 

oa  i^=:3a<  +  3m«  +  3m(6E  +  GF  — AD) 

Or,  pour  un  axe  quelconque  EDF  (no  750)  mené  par  le  centre  des 
moyennes  dislances  des  sommets  d'un  polygone,  la  somme  des  perpen- 
diculaires  qui  tombent  d'un  côté  de  Taxe  égale  celle  des  perpendi.ulaires 
qui  tombent  de  Fautre  côté;  donc  la  parenthèse  est  nulle,  et  Fon  a 

fc*  =  3a*  +  âm* ;  d*où  m'  =   a*  quantité  constante  ; 

donc  le  tieu  du  point  H  eat  le  carde  décrit  du  centre  0  avec  m  pour 
rayon. 

1408.  Lien.  Quel  est  le  lim  des  pointe  domi  la  somme  dee  carrée  de$ 
Hitaneee  aux  irais  sommets  d'un  triangle  égale  un  carré  donné  k*? 

C'est  une  circonférence  décrite  du  point  de  concours  des  médianes 
avec  une  longueur  donnée  par 

lorsqu'on  repréaente  par  a',  h',  c'  lea  Vt  de  chaque  médiane. 

RemaniiBe.  Le  lieu  des  poinU  dont  la  somme  des  carrés  des  distances 
à  tous  les  sommets  d'un  polygone  quelconque  est  aussi  une  circon- 
férence ayant  pour  centre  le  centre  des  moyennes  disiances  de  tous  les 
Hnnmets*. 

EsMiaa  441.  H. 

t W.  liMi.  Quel  eat  la  Ma»  des  points  dmU  te  somme  des  carrés  des 
dttCattees  aux  côtés  d'un  polijgone  régulier  égale  un  carré  donné  k*l 

On  sai?  que  si  Fon  projelle  un  point  sur  d^s  droites  concourantes  for- 
T'ianl  les  angles  au  centre  d'un  poîycronf^  [Î'^uIk  r,  on  fuiuie  un  nouveau 
Hy^one  n^iTuIier  en  joignant  deui  à  deux  Il-s  jjiojections  obtenues;  la 
H^^tion  proposée  ae  ramène  à  la.  quc^LiOu  4igà  résolue  (û^  Eu 

^<HipntTiArnoBBiift,  Cbnr»  és  vésssUrtt,  n*  MstioD,  9  4,pro|i.  a. 
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effet,  projelonB  le  centre  0  sur  les  trois  droites  MD«  ME,  HP,  le  triaogie 
JK  L  sera  éqoilalAral. 


Fig.  882. 


Soit  01  =  00  =  a;   OM  =  m 

on  a         MD^ia^ML;   d*où  MD*=aS»2aML  +  ML* 

ME  =  o  — MJ;      »      Mi:-_a«-2aMJ +MJ» 

AiF=:a  +  MK;     »     MF<  =    +  2aMIv  +  MK^ 

d'où  MD«  +  ME«4-MF« 

ou  =  3a«  +  {ML*  +  MJ*  +  MK")  +  2a(MK  -  ML  —  MJ) 

Le  dernier  terme  e«t  nul  ;  l*a?aDt-dernier  est  la  somme  des  earr^  des 
distances  d^un  point  M  du  cercle  circonscrit  aux  sommets  du  triafiglc 
équilatéral  ;  ainsi 

ML«  +  MJ-  -f  M  K-  —  3MN*  +  3MN-  =^  6MN«  =  %  MO-  = 

Ainsi  3/,m«+da<=:^S-  d'où  m<  =  2a<  +  V>^'  quanti  lé  constasU. 

Le  lieu  du  poinl  M  esl  un  cercle  concentrique  au  cercle  circonscril 
ABC. 


PROBLÈMES 


Lignes  proporttanneltos. 

Cxerciee  442. 

1408.  Probième.  Par  un  point  donné  E,  mener  imc  droite  EF  ^» 
passe  par  le  point  de  coimours  de  deux  droites  qu'on  ne  peut  pas  yf^^ 
longer. 

Construction,  Les  trois  droites  AB,  CD  e^EF  (Bg*  883),  de?aot  m- 
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courir  ea  un  même  point,  divisent  en  parties  proportionnelles  deux  pa- 
rallèles quelconques  ÂE  et  BF  qui  les  traTcrgent.  (G.,  n^232.) 

On  tracera  donc,  par  le  point  donné  une  Iransversale  quelconque 
Câ,  et  une  autre  droite  quelconque  BF  parallèle  à  EA;  on  cherchera  le 

quatrième  terme  de  la  proportion  ='^c  ^9  ^  déterminera 
on  second  poini  F  de  la  droite  demandée. 


FIg.  S83. 


Fig.  884. 


2«  Construction.  La  considération  des  Bolides  auxiliaires  conduit  à 
une  construction  très  rapide  ;fig.  884]  : 

On  mène  deux  parallèles  MN,  WS'  qui  coupent  les  droites  données; 
on  joint  le  poini  Ë  aux  points  M  cl  N  :  puis,  par  M',  on  mène  une  parai* 
lèle  à  NE,  par  N'  une  parallèle  à  NE;  soit  E'  le  point  de  rencontre  des 
deux  droites  M'Ë',        la  ligne  EE''  sera  la  droite  demandée. 

1400.  Problème.  On  donne  trois  droites  eoneourantes  et  un  point  A. 
Par  ce  point,  mener  une  tramversale  telle 
que  les  segments  interceptés  BG ,  CD  soient 

entre  eux  dans  un  rapport  donné  ^» 

En  supposant  le  problème  résolu  et 

-gp-  =  — ,  on  voit  que  le  même  rapport 

aura  lieu  pour  une  parallèle  quelconque 
B'G'D'.  Or,  pour  meuer  cette  dernière 
ligne,  on  peut  prendre  sur  une  droite 
quelconque,  menée  par  le  sommet  0, 

0  VI  Yn 

deux  grandeurs  telles  qu'on  ait  -0^  =  -^;  puis  mener  des  parallèles 

MB,  MD'  à  OG ,  et  joindre  B'  à  D'  ;  enfin,  par  le  point  donné  A,  mener 
une  parallèle  AD  à  B'D'. 


FIg.  885. 


Exercice  443. 

M 10.  Problème.  Trouvcr  uue  ligne  qui  soit  à  une  ligne  connue  dans 
le  ménie  rapport  que  deux  carrés  donnés, 

{Méthodes,     m,  h.) 
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1410  (a).  IMiioM.  Trower  deux  liçnet  qui  BoUnt  mUre  elk»  dm 
le  rapperî  de  deux  cubes  donnée^ 

On  peut  recourir  à  un  théorème  déjà  démontré  (n®  4168);  d'aiIleur^ 
rintérèt  que  présente  ce  problème  nous  engage  à  le  résoudre  complète- 
meot,  sans  renvoyer  au  théorème  rappelé. 

Soient  m  et  n  les  côtés  des  cubes  donués. 

Construisons  un  triangle  reclangle  BAC,  a^ant  pour  côtés  de  l'aDgle 
droit  les  longueurs  données  m  et  n. 

Abasfesuiir.  la  perpendiculaire  AD  sur  Thypoténuso  et  les  perpendicu- 
laires DE  sur  AB  et  DF  sur  AC. 

BE 

Ou  aura 


En  efTel,  dans  les  triangles  rectangles  ADB,  ADG,  on  a 


CF  = 


d'où 


BD*^ 
AB 

'aC" 

BE 


OU  BEs 


ou 


CF= 


CF  CD*Tm" 


m 

CD* 
fi 


Remplaçons 


BD^  .  AB* 

-Qpi"  par  sa  valeur  -^4-  ou 


nV 


n 


ou  aura 


BE 


m* .  n 


m' 


1410  (b). 
on  a 


En  abaissant  les  perpencUeulaires  ËG«FUtGI,ilJi 

etc. 


BG  _  m*      B!  _  m* 


1440  i^c).  M.  BoniiAi.3,  professeur  à  l'Ecole  du  frénie,  A  Mont jiellier,  a  lionn^s 
un  procédé  très  simple  pour  diviser  la  base  d'un  triangle  eu  segments  propor- 
lionncls  et  inversement  proporliennels  aux  puissances  quelconques  des  tàtà 
adjacenlg.  (J.  M.  E.,  1885,  p.  31.) 

On  peat  voir  aussi  un  article  de  M.  d*Ocaonb.  (N.  A.,  4883,  p.  4V7.) 

Hll.  Problème.  On  donne  un  point  et  deux  droites;  par  îe  point 
doiméy  mener  une  sécante  UmiJtée  aux  dreites  et  qui  soit  divisée  par 
point  dam  un  rapport  donné, 

{Voir  Méthodes,  upn.) 
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Esardoe  4a. 


1419.  VfMèmm.  On  donne  un  point  0»  une  droite  et  une  eireonfé" 
rtnee;  par  le  point  donné,  mener  une  sécante  MON ,  limitée  ausc  deux 
Ugnes  et  telle  que  les  segments  interceptés  OM,  ON  soient  entre  eux 
dans  un  rapport  donné, 

(Voir  Méthodes,  ii«  95.) 

1413.  KvUAnM.  Les  droites  sont  remplacées  par  des  circonférences, 
{Voir  Méthodes,  n«96.} 

BiMMilK  44S. 

1414.  PiraUèM.  Étant  données  deux  circonférences  sécantes,  mener 
par  un  des  points  d^in^rsection  une  sécante  qui  soU  divisée  par  ce  point 
dans  un  rapport  donné. 

Ce  n'est  qu'un  ca?^  particulier  du  problème  proccdeiU  (no  1413);  nôan- 
moios  il  est  utile  de  coonaitre  une  bolaliou  direcLe  Liés  simple. 

{Méthodes,  Và^.) 

1418.  VrMègus.  Par  un  point  A  donné  dans  le  plan  d^un^  cercle  0, 
mener  une  sécante  AG  ieUe  que 
ks  distances  AB  et  AG  du  point 
donné  aux  deux  interseetUme 

■  wient  dans  un  rapport  donné, 
•,5,  par  exemple, 

La  quesliOTî  a  ôté  traitée  d^une 
manière  générale  {n^  1413). 

■  Voici  une  solution  particulière: 
Menons  la  tangente  AÛ.  Où  a 

AB.AGs=AD> 

on  doit  «Toîr  «lusi  *  ^  ^• 

AB  2 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre, 

AB*=|>AD« 

De  là  on  coDclut  la  construction  suivante  :  prendre  AE  égal  aui  '/s  de 
AD;  sur  AD,  décrire  une  demi-circonférence ;  mener  ËF  perpendiculaire 
sur  AD  ;  du  point  A,  avec  AF  pour  rayon,  couper  la  circonférence  donnée» 
et  mener  ABC,  qui  répond  à  la  question. 

En  effet,  AB*=AF*;  et  le  carré  de  la  corde  AF  est  au  carré  du 
I  «tiamètre  AD,  comme  la  projection  AË  de  cette  corde  est  au  diamètre 


AB»=|-AD» 


entier.  (G.,  n«  258,  lo.)  On  a  donc 
û  Pon  diTÎse  par  la  relation  eonnne     AB .  AG  s  AD^ 
ilïieat  ^  =  ^ 
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EXERCICES  DE  OÉOAlâTRIE 


Remarques.  i<»  La  sécanle  qui  serait  menée  par  les  points  A  et  E 
serait  égale  à  la  première,  et  satisferait  également  à  la  condition. 

2o  La  solution  par  l'emploi  «les  îîeux  géométriqîtes  (d«*  1413)  e&t 
beaucoup  plus  simple»  soit  comme  constraclioo «  soit  comme  josliS- 
cation. 

1416.  Problèine.  Ou  donne  un  angle  PyZ  et  une  circonf'rmcc  ;  mem  • 

une  droite  yrypcndiculaire  à  Py  et  tell^ 
que  le  segment  compris  entre  la  circoK- 
férence  et  Py  soit  la  moitié  du  segment 
catnprU  entre  Py  et  Zy. 

.   On  mène  uno  perpendiculaire  que) 
cooque,  et  Ton  pi*eDd 

1 


Fig.  888. 


4 

1417.  Pvoblèiiie.  Questions  analogues.  Pour  un  rapport  quel- 
conque ^^=-^  t  ^<  lorsque  UN  doit  être  parallèle  à  une  dnnte 
donnée. 


EuvdM  446.  —  I. 


1418.  FroUènie.  On  donne  une  circonférence  et  une  conie  AB  ;  déta  - 
miner  sur  la  cireonfirenee  un  point  C  dont  le  rapport  des  distances  LA, 

CB  égale  un  rapport  donné  ^ . 

Iro  Solution.  Voir  Méthodes,  42, 

2«  Solution.  Emploi  des  lieux  géù* 
métrtiques.  Déterminons  les  points  eoo- 
juguto  M  et  N  tels  qu*on  ait 

MA      NA      un  /vcwit  . 

^*  La  circonférence   d   rite  sur  MN 

comme  diamètre  fait  connaître  les  points  G  et  C  (G.,  307.) 

8*  Sohiilon.  (PoNCBLBT,  Applications  d'analyse  et  de  géçmétrU, 
tome  II,  p.  280.) 


Soit 


•^g-  —  ^ ,  rapport  donnô. 


Menoii  la  tangent  ■  CT.  Les  triangles  ACT,  TGB  sont  bembUbles,  car 
rangie  T  est  commun  et  l'angle  BCT=  BAC. 

AC  _  CT  AC  _  AT 
XiB~"BT'    BU  — CI 


Donc 


AC 


m 


Nous  pouvons  remplacer  -g^  par  —  •  En  multipliant,  terme  i 
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ternie,  les  deux  [^roporlions  et  supprimant  le  fadeur  CT  commua  aux 
deux  Leraicâ  du  second  rapport,  on  Irouve 

"B  r  — 

,  AT-BT  m«-.n« 

dou  6f 

mais  AT  —  BT  =  AB 

Il  faut  trouver  une  ligne  RT  qui  soit  à  AB  dans  le  môme  rapport  que 
deux  carrèâ  donués.  (G.,  u°  346,  il.) 


1419.  VïïMètuB.  On  donne  un  point  A  sur  un  diamètre  dont  B  est 
une  des  extrémités  ;  déterminer  sur  la  circonférence  un  point  tel 
q%ie  le  rapport  de  ses  distances  auo? 
points  A  et  B  égale  un  rapport 

donné  —, 
n 

Discuter  le  problème, 

II  faut  recourir  au  lieu  des 
dont  le  rapport  des  dislances  aux 

points  A«  Bégaie  ^.   (G.,  n<»307.) 

Oïl  détermine  d*abord  les  points 
conjugués  M,  N  (G.,  n^  304),  et  Ton 
décrit  la  circonférence  dont  MN  est  le  diamètre. 

^  AC  m 


Fig.  880. 


t.  (a)  L^emploi  du  lieu  donne  une  solution  tout  à  fait  générale; 
ainsi  la  circonférence  peut  être  dans  une  position  quelconque  par  rap- 
port aux  poiiits  A  et  B  ;  elle  peut  même  être  remplacée  par  une  courbe 
quelconque. 

(b)  En  reprenant  les  données  de  la  question ,  on  reconnaît  quUl  y  a 
deux  points  symétriques  G  et  G'. 

(o)  Quand  m  ei)t  >n,  il  y  a  toujours  deux  solutions,  car  le  point  M 
est  entre  A  et  B,  tandis  que  >i  est  hors  de  la  circonférence;  donc  le 
cercle  MN  coupe  le  cercle  BlI. 

tn 

(d)  Quand  m  est  <  h,  le  rapport  —  nu  JoaL  pas  descendre  au-des- 
sous d*uoe  certaine  valeur  minima  qu'il  faut  déterminer»  car  il  faut  que 
le  point  N  ne  soit  pas  dans  la  circonférence  HB« 


Donc  le  minimum  de  -~  est  donné  par  -gg- 
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GA  HA 

En  prenaot       =        le  lieu  HLG  est  tangent  au  cercle  donné. 
Les  deux  points  G,  G'  se  confondent  en  un  seul  H. 

(e)  Le  problème  qui  ron^isle  à  liivis.T  un  arc  on  deux  parties,  dont  le? 
cordes  aient  un  rapport  donné  (a'»  1418;,  est  un  cas  particulier  du  pro- 
blème proposé  (a''  1419). 

(f)  Les  points  A  et  B  peuvent  avoir  une  position  quelconque,  dûs 
seulement  sur  le  diamètre  HB,  mais  même  une  positian  quekinqiu 
dans  le  plan  du  cercle  donné.  Le  problème  aura  deux  solutions,  noe 
seule,  ou  aucune,  suivant  que  le  lieu  géométrique  MGNC'  coupera  eo 
deux  points  la  ligne  donnée  HGBC,  lui  sera  tangente,  ou  ne  la  rencco- 
trera  pas. 

1419  (a).  Problème.  Construire  deux  circonférences  tançâtes  entn- 

elles,  tangentes  chacune  à  mie  droite  donnée,  en  un  pu  lut  donnéfvi  dont 
les  rayons  soient  dans  un  rapport  donné. 

Voir  Mawfcl  du  conducteur  des  ponts  et  chaussées,  par  EMORàs',  et 
Mathésis,  1884,  p.  42;  solutions  diverses. 


Ezerotm  447. 


1420. 


d*où 
d'Où 


Prolilèaie,  Dans  le  plan  d'un  triangle,  mener  une  droile  leUe 

que  les  perpendiculaires  abaissées  des  fcm- 
mets  du  triangle  sur  celte  droite  wient 
proportionnelles  à  des  grandeurs  demiéa 
I ,  m ,  n. 

(Glilmw**,  Exercices  de  Géemétrii, 
livre  III,  82.) 

Solution,  Admettons  qu*on  ait 

AL  _  BM  CN 
l       m  n 

Les  triangles  seaiblables  DAL,  DBM 

donnent 

DB  _  BM  _  m 

TÏT—  AL  — T 


DB— DA      m  — I 

-=:— 


—UT 
DA=AB. 


l 

m —  l 


*  >r.  ENr>itf^^,  !ngL-n!cTir  en  chef,  puia  impectonr  génlnil  Sm  ponte  6(( 
connu  des  can.liiiats  |>ar  son  ilanuel,  rappelé  cl  dessus. 

**  M.  GciLui.N  ,  auteur  fécond  d'ourra^  de  maUiémAtiquct  Uéaaat^x^i  :  Otomttn^ - 
Âlffèàrt,  etc. 
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uvBB  in  5âZ 

EB      BM  m 


EB-*EC  _  w  —  n 
EC     ^  n 

d'où  EC  =  BC— 1-^  (2) 

On  peut  donc  coDslruire  les  loogueurs  AD,  CE  et  joindre  D  au 

BMuqM.  ^  LonqcM  la  droite  demandée  doit  eouper  le  triangle, 

D'B      BM'      M  +  B'A     m  +  l 
'^'^^  T?Â="A!r»  — WÂ — =~l 

d^où  AD'  =  AB.  ' 


l  +  m 

de  même  GE's=BG .  -  " 

î>?  -j-  n 

On  peut  résoudre  le  problème  d'une  manière  plus  générale,  en  procè- 
danl  comme  il  suit  : 

iA90  («).  9p  Solution*  Si  Ton  décrit  deux  circondbrencea  des  centres  A 
et  B  avec  des  rayons  respectivement  proportionnels  à  {  et  et  qu'on 
détermine  leurs  centres  de  similitude,  soit  L  le  centre  extérieur  et  L' le 
centre  intérieur,  les  distances  des  points  A  et  B  à  toute  droite  menée  par 
L  ou  L' seront  dans  le  rapport  de  f  à  m  ;  car  la  détermination  des  points 

conjugués  de  A  et  B  ne  dépend  que  du  rapport  ^ .   (G-,  n<*  304  et  305  ; 

Ex.  de  G.,  no  1257.) 
De  même  pour  B  et  C,  soient  M  et  M' les  points  conjugués  relatifs  au 

rapport  donné  —,  le  point  M  étant  le  centre  extérieur  de  similitude, 

et  M'  rintérieur. 

Enfin,  pour  CA»  soient  et  M' les  poinls  conjugués  relatifs  au  rap- 
port  -J-. 

Diaprés  le  théorème  de  d'Alemberl  (ii^  l-iiàO),  les  six  centres  donnent 
lieu  aux  quatre  droites  LMN,  LM'N',  L'MN',  L'M'N. 

Or  charuM*'  (1o  rrs  lignes  répond  à  hi  tjurftfinyf  proposée  (n**  1420). 

Il  y  a  donc  quatre  solutions;  la  seule  droite  LMIS  e^t  extérieure  au 
triangle  ABC. 


1421.  ProMème.  On  donne  dextx  points  A  et  B  sur  une  circonférence  y 
ainsi  qu*une  corde  fixe  EF  ;  déterminer  sur  la  circonférence  un  point  G 
tel  que  les  cordes  CA ,  CB  interceptent  sur  la  corde  fixe  EF,  à  partir 
du  milieu  0,  des  segments  OM,  ON  qui  soient  entre  eux  dans  un  rap*- 
port  donné. 

{ Voir  Méthodes,  no  275.) 

EsOTeIce  449. 

1488.  FfsMiina  On  donne  un  triangle  quelconque  ABC  ;  on  demande 
de  memr^  pwr  un  pomi  do  la  base,  des  droites  limitées  otis  doux  côtés. 
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On  doit  avoir  OB.OCsl^;  au  triangle  ABC,  eireooterhroM  me cir- 

coDféreDce,  menoiifr  ÂOD  et  CD. 

Le»  deux  cordes  AD  et  BC 
donooDt  OA.OD  =  OB .  OC  =  i^. 
Gomme  on  connaît  ÂO,  on  peui 
trouver  OD ,  car  on  a 

kO  _  k 
TT""  W 

Les  deux  angles  ioscrits  m  et  n 
sont  égaux;  on  peut  donc  décrire 
sur  OD  un  arc  OCD  capable  de 
^.^  ^  Tangle  m,  qui  est  connu  ;  la 

contre  de  cet  arc  avec  l'un 
côtés  donnés  détermine  le  point  C«  et  par  suite,  la  droite  COB« 

1427.  Problème.  Par  Tvn 

des  foiiits  il  intersection  de 
detiœ  m  Conférences  f  mener 
une  i-'t  t  ante  telle  que  le  jjno- 
duii  iks  cordes  interceptée* 
égale  un  cun^  donné. 

On  peut  recourir  aux  lieux 
géométriquee.  {Méthod€9,  n* 

97.) 

Sur  le  diamètre  GAC»  pren- 
dre CExCG  =  *«  et  mener 
la  droite  £N  perpendiculaire 
àCG. 

EsmiM  459.  —  U. 


Fig.  606. 


A  et  B, 


donc 

d'où 
donc 


a.  Problème.  Étant  donnés,  sur  une  circonférence  0,  deux  points 
métier  une  tangente  telle  que  le  produit  de  ses  distances  cmx 

points  Aet  B  égale  un  carré  donné 
^  P    k*.  (Mathèsis/189-2,  p.  238.) 

On  mène  des  parallèles  à  AB 
qui  soient  éloignées  de  cette  li^e 
de  la  diritance  A;/  Icb  [  oints  tiVinter- 
sectioa  sont  les  pomls  de  cuuldct. 

Soit  C  un  de  ces  points;  pro- 
jetons A,  B  sur  la  tangente  et  C 
sur  la  corde  AB. 

Les  triangles  DAA\  DBB',  DCC 
sont  semblables, 

,     DR  DC 

el  TTRT 


Fig.  897. 


DA  _ 

ÂÂ7  — 


DC 


AA'  =  CC'. 


DA 


—  a? 


et  13ir=::=CC'.- 


DB 


DÎT 


AA' .  BB'  =  ce'* .  =  ce» 
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Eserooe  454. 

1488.  PiroUèM.  DwUêr  une  droite  en  deux  segments  dont  la  somme 
dee  carrée  égale  a*. 
Soit  AF*+BF«=:o« 

Pour  avoir  la  somme  des  carrés, 
nous  pouvons  porter  FB  sur  une 
perj)encliculaire  FD,  alor:>  on  a 
AD  =  a,  et  le  triangle  FDB  est 
isocèle  rectangle;  donc  on  peut 
procéder  comme  il  suit  : 

Gonslruisons  un  triangle  isocèle 
rectangle  BAC  en  prenant  sur  une 
perpendiculaire  Al.~AD;  du  point  * 
A  comme  centre,  avec  a  pour 
rayon,  décrivons  un  arc  DE  et 
proje  tons  les  points  D,  K  sur  AB. 

On    ,  en  effet. 

Au  ^  +  BG'  =  AG'  +  GE«  =  «»         "  **"  *    ^^'Sf  """^ 

MuLius  Peteusen.  Méthodes  et  théories,  p.  iO.) 
Disotusion.  11  v  a  généralement  deux  solutions. 
Le  miDiiaum  a'  est  donné  par  la  perpendiculaire  AL,  car  alors  Tare 
eat  taogent  AL' = 2A0> = 7.  AB> 

Lorsque  a  est  <         ou  AO^Î  >   il  n'y  a  pas  de  solution. 

Enfin  a  peut  aroir  une  valeur  supérieure  quelconque.  Mais  pour 
AC^ = AB*,  un  des  segments  est  nul,  et  pour  les  valeurs  supérieures 
à  AB',  on  a  des  segments  soustractifé 

F'A*  +  F'B^  =  G'B«  +  (yA«=  XE'  =  a* 

455. 


145fe9.  PkobUiBe.  Dhiaer  une  droite 
en  deux  segmente,  dont  la  différence 
dee  carrée  égale  un  carré  donné  a*. 

Soit   BF«  — AF«=a«. 

Si  l'on  prend  un  point  quelconque 
de  la  perpendiculaire  FD,  on  sait 
qu*on  a 

BD«  —  AD«  =  BF*  —  AF«  î=  a« 

Donc  on  peut  élever  une  perpendi- 
culaire AG  égale  à  la  ligne  a;  du 
centre  B  avec  BG  pour  rayon ,  décrire 
an  arc;  flu  centre  A  avec  AB,  couper 
le  premier  arc  en  D,  B  et  mener  la 
ligne  DFE. 

En  permutant  les  rayons,  on  ob* 
tient  D'E'  et  un  point  6  symétrique 
de  F,  par  rapport  au  milieu  0. 


rig*  890. 
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Hcm*  l^La  différence  peut  être  nulle;  on  obliealalorâ  le^oiùtO' 
luilieu  de  AB.  I 

2o  GénéralenûCDt  il  y  a  deux  solutions  F,  0. 

30  Lorsque  a= AB,  les  points  A  et  B  répondent  à  la  quesUon;  an  4les 
segments  est  nul* 

40  Des  yaleors  plas  grandes  que  AB  donnent  des  segments  sous-' 
tractifs. 

5»  Le  maximum  de  a  correspond  à  deux  circonférences  tangentes  ii 
dans  ce  cas,  BH  =  2AB,  BH>  =  4AB* 

donc  BH*  — AH«=s3AB* 

Ainsi  le  maximum  e^t  =:  3AB' 

1430.  PiroUème.  Sur  un  des  côtés  d'un  angle  quelconque  (j,  ou  ^o}'tû\ 
une  longueur  OU,  que  Von  prend  pour  unité',  Chi  porte  sur  l'autre 
une  longueur  OA,  représentant  un  nombre  quelconque  a.  Ou  trace  UA, 
et  Von  reproduit  Vangle  OUA  en  OAB,  en  OBG,  eii  OCD,  et 

On  demande  d'cxprun  r  les  Ion-, 
gueurs  OB,  OC,  OD,  OE...  en  lom- 
iion  du  nombre  a. 


Désignons  par  i( ,  a ,  b ,  c,  d,  e. , 
les  dislances  OA,  OB,  OC,  etc. 

î!  résulte  de  la  construction  que 
les  droites  UA,  BC,  DE...  sont  pa- 
.  Fîg.  m.  niHcies,  aussi  bien  que  AB,  CD,  etc., 

el  que  lous  les  trian^des  OUA,  OAfî, 
OBG,  OCD...  sont  semblables.  Si  donc  011  considère  successivement  le 
premier  triangle  avec  le  second,  le  second  avec  le  troisième,  le  Iroibième 
avec  ie  quatrième,  et  ainsi  de  suite,  on  obtient  une  suite  indéfinie  de 
rapports  égaux,  savoir  : 

OU  _  OA  _  OB  _  OC  _  OD 
OA      W  "~  TmT  ~  OD  ~  ÔE 

u       a       b       c  d 

â  =  T  =  T=  d-  =  T- 

On  prendra  .successivement  le  premier  rapport  avec  le  deuxième,  ie 
deuxième  avec  le  troisième,  etc.,  et  ou  en  tirera  : 

ti2)  =  a^i  et,  comme       1,  on  a   6  =  a' 

ac=:&*=:aS  d^où,  eu  divisant  par  a.  .   .  c  =  a' 

6d  =  c«  =  a^  ou  a*c^  =  o^  d'où   d=^a* 

ce=:d^=i  o**,  OU  a^e  =  a%  d'où   e  = 

Et  ainsi  de  suite. 

Remarque.  On  peut  voir  divers  articles  du  J.  M.  E.  et  notamment 

pp,  246  et  265. 
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Recherche  des  Relations  numériques. 

ExerdM  456. 

1431.  Problème.  Par  le  sommet  A  d'un  parallélogramme  ÂBOD,  on 

mette  une  se'cantc  AMN;  elle  coupe  les  côtés 
CBy  CD  ou  leurs  prolongements  en  M  et  N. 
Quelle  est  la  relation  qui  existe  entre  les 
distances  BM,  DN  et  les  côtés  du  parallé- 
logramme f 

Soient  AB  =  GD^a«  AD%BG  =  6. 
Les  trîaogles  semblables  ABM,  NDA 
donnent 

BM  __  h 


Fig.  901. 


d^où  BM  .  DN  =  ab 

Le  proiU^U  des  segments  est  cotistant. 


(1) 


1432.  Remarque.  Les  poiiUs  M  et  N  décrivent  sur  les  côtés  de  Tangle  C 
deux  divisions  homographiques  (n"^  1298). 

1433.  ProUéme.  lielulion  entre  CM  et  CN. 

Dans  (1)  remplaçons  BM  et  DN  par  les  Tsleurs  trouvées  ci-dessus,  on  a 

(CM  —  b)  (CN  —  a)  ~  ah,    CM  .  r;N  —  a  .  CM  —  6  .  CM  -f  ab  —  ab 
OU  CM.GN  =  a.GM  +  fc.Ci\  (î) 

1434.  Problème,  iielaliou  entre  CM  et  GN,  lorsque  lepoi9%l  A  est  sur 

la  bissectrice* 

Dans  ce  cas,  la  flgure  ABGD  est  un  losange,  6  s  a.  La  formule  (â) 

devient  CM  •  CN  =  a'C  M  +  CN) 

Le  produit  des  segments  égale  la  somme  de  ces  mêmes  segments  mut- 
tif  Jics  par  a. 

Ou ,  en  divisant  chaque  membre  par  a .  CM .  CN , 

143t(.  Rmtfqae.  Maclaurin  d  appelé  moyenne  harmonique  de  plu- 
sieurs quanlités,  la  quantité  dont  Tinverse  est  la  moyenne  arithmétique 
des  inverses  de  toutes  les  autres.  Ainsi  a  est  la  moyenne  harmonique  de 
CM  et  GN. 

Po.NcBLBTf  dans  son  Traité  des  propriétés  projectxves  des  figures  (tome  II), 
a  étendu  la  notion  de  moyenne  harmonique  en  l'appliquant  &  un  nombre 
quelconque  de  points  en  ligne  droite,  et  en  Tutilisant  pour  étudier  les 
courbes  algéln-iques. 
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Exeroioe  457. 

1436.  Problème.  On  divise  le  côté  AB  d'u7i  trapèze  quelconque  en  deut 

partieê  AD,  DB  proporUonnelU»  àmet^* 
Par  le  point  obtenu,  on  mène  une  pa- 
rallèle aux  bases  a  et  b.  Exprimer  le 

longueur  de  cette  parallèle  en  fonedon 

des  bases  et  de  m  et  d. 

La  question  a  déjà  été  traileo  comme 
théorème  (n^  1200),  en  vue  dus  applica- 
tions ultérieures;  mais  il  convient  de  la  proposer  comme  problème  à  ré- 
soudre. 

Soient     AE=:a,  BC  =  6,  DPs=d  et    ^  =  -^ 

Menons  la  diagonale  AC,  nous  aurons 

DG  _  AT>  ^  

~BG      AB  6  —  m  +  n 

F<S  _  BD         FO  _  « 
EA  a  -  m-f» 

<roù  F0=«-,4«: 

Remarque,  La  partie  GII  comprise  entre  les  diagonales  égale 

DH-DG  =  i'G  — DG 

donc  GH  =  ^!L^^r^  (fl 

ilTT.  Coronaire.  Pour  avoir  la  vaieur  de  lo  parallèle  ROS»  menée  psr 
le  point  de  concours  des  diagonales,  en  recourant  à  la  formule 

,       an  4-  bm 

il  faut  remplacer  n  par    et  m  par  car 

ainsi,  dans  ce  cas  particulier, 

Valeur  déjà  connue  (d°  1199). 

».  Pour  justifier  la  Mibatitatioo,  on  peut  écrire 

,      an  +  bm  _    an     .  6m 
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Or  la  relation  (3)  donne 

n 


m  +  n      a  +  6        ^i-j^n      a  +  6 


dooc  la  relation  (5)  devient 


a5 


+ 


ha 


ï^pïT  ^  a-pi» 


2ab 


I43B.  PirobMme.  5ur  le  prolongement  du  câiéAB  d'un  trapèze,  on  prend 

un  point  l)  tel  que  -gp  =  — .  Par  le  point 

obtenu,  on  mène  une  parallèle  aux  bases 
a  ei  b.  Exprimer  la  longueur  de  la  ligne 
GH  comprise  entre  les  diagonales  pro* 
longées 

GH  =  DH  +  nG 

Les  triangles  semblabies  DBH,  ABË 
donnent 

DH       DR  n 


DHs=: 


AB      m  —  n 
an 


m  —  n 

Les  triangles  semblables  ADO,  ABC  donnent 

DG  _  DA  m 
TT"^  AB  ■ 


w — n 


d'où 
donc 


DG  = 


bm 


m  —  n 


donc 


  a;i  -|-  6m^ 

m  —  n 

DG=rFH 

6m  —  an 


DF=D6  — DUs= 


m  — n 


(7) 


14311.  Corollaire.  Pour  ayoir  la  longuear  de  U  »  il  sufflt  de  lamplacer 

dans  la  formule  (6)  n  par  6  et  m  par  a,  car    -j^  =  — . 

3afr 


Donc 


Valeur  déjà  conntte  (n«  1199). 


(8) 


Exeraoe  458.  —  I. 

1440.  Problème.  En  fonction  des  quatre  i()/t\s  d'un  trapèze ,  exprimer 
la  droite  qui  joint  tes  milieux  des  côtés  parallèles. 

Soient  a,  c  les  bases  du  trapèze,     d  les  deux  autres  côtés. 
Par  le  point     menons  des  parallèles  à  DA  ei  GB. 

On  aura  LM=sMO  =  Vt(a  — «) 
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Le  triangle  ONL  est  délermioé,  car  ses  trots  côtés  sont  connus. 
Pour  avoir  la  longueur  de  MN,  il  suffit  d'employer  le  théorème  dei 
médianes. 

«MN« = 6*  +    -  2M 0«  =  5*  +  <P  -  Vs  (a  —  «)* 


d'où 


On  peut  écrire 


1441.  ProUème.  Ea^rimerMi^^  en  fonction  des  bases  cet  des  d^m-^ 
gonales  f  «  g.  j 

En  menant  par  le  point  N  des  parallèles  aux  diagonales,  on  forme  un  j 
triangle  dont  la  moitié  de  la  base  =  Vs  (/*+  ^r)  ;  on  a 

MN*= — -y  + 

Ezetdoe         ^  U. 

1442.  ProUème.  Un  triangle  isocèle  reclanyle  est  inscrit  dan^  uyie  cir- 
conférence,  on  décrit  une  circonfrirncc  tm- 
gcnte  à  la  preiï}ièrc  et  tangente  nur  deus 
côtés  de  l'angle  droit  du  trituifile  donne; 
exprimer  le  rayon  d€  cette  circonférence  m 
fonction  de  la  première. 

Soient     BO  =r  AO  =  OF  =  a 

AD=DM  =  MP=:è 

AE.AF  =  AD-   ou   {2a  —  îb}^  =  b'' 

4a>  — 4ad  =  6^  ou  6<  +  4a6=4a* 

Telle  e»t  la  relation  qui  existe  entre  a  et  è. 


Fig.  905. 


1443.  PkoblèaM.  Deux  circonférences  se  coupent;  par  Vun  des  points 
d'intersection,  on  mène  une  sécante  commune.  Quelle  est  la  relatiofi  qui 
existe  entre  les  longueurs  des  deux  cordes  obtenues,  ta  distancedes  centres 
et  les  Tintons  des  circonférences? 

(Méthodes,  n«  308.) 
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Eti  désignant  par  d  la  distance  des  centres,  par  jset  y  les  demi-cordes, 
par  r  et  R  les  rayons,  on  a 

cl«=    +  1/;^  +  (v/K'^  —  î/'  —  ^r'-x^y 
Esmioe  498. 

1444.  PkoUèoM.  Lorsqu'on  a  deux  points  fixes  keiB  sur  une  eireon- 
férenee^  ainsi  qu'une  eorde  EF  dùnnée  de  position,  et  qu'on  joint  un 
troisième  j^oint  G  quelconque  de  la  eireonférenee  aux  points  A,  B,  on 
divise  la  corde  EF  en  trois  segments  EM,  EN,  NF.  Trouver  une  relatian 
entre  ces  trois  segments, 

(Voir  Méthodes,  n»  326.) 

Csmîoe  46Q. 

1445.  nroUèoM.  Exprimer  la  longueur  de  la  corde  de  la  somme  et 
celle  tle  la  différence  de  deux  ares,  en  fonc- 
tion des  cordes  de  ces  arcs  et  du  diamètre  du 
cercle. 

Soient  a,  (>  deux  cordes  données,  d  le  dia-  b 
mèlre,  }n  la  corde  de  la  somme  et  n  celle  de 
la  diiïérence. 

Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  le  produit 
def»  diagonales  égale  la  somme  dts  rectangles 
lormés  par  les  côtés  opposés  (n^  1209);  donc 

md  =  a.DC  +  6.B0 

Mais  à  cause  du  diamèlre  AOD,  le  triangle  ABD  est  rectangle;  ainsi 

DC  =  V*  —  ^*  ; 
d 

^  

Eaetoioe  461« 

1446.  Problème.  Deux  cireonfêrences  extérieures  ont  pour  centres  res- 
i'ectifs  A  et  B,  pour  rayons  r,  s  et  d  pour  distance  des  centres.  En  fonC' 
tien  de  ces  données,  exprimer  les  distances  AO,  130  de  chaque  centre  au 
point  0  de  concours  des  tangentes  extérieures,  la  longueur  des  cordes  de 
contact  et  la  distance  de  chaque  carde  au  centre  de  la  circonférence  cor- 
''cspondante. 

Menons  BL  parallèle  à  CD. 

AL  =  r  — «,  l^^d^^(r--s]^ 


'ie  même 

doQc  on  a  m  = 

n  = 
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1«  Les  iriaDgles  semblables  AOC,  ABL,  BOD  donoeul  : 

AO  __  AC      AO  _     r  frf^ 

êd 


BO  _  BD       BP  _  8 


B0  = 


Od  aurait  de  môme 


C0=  D0=-^ 


2<»  Le  triangle  rectangle  AGO  donae 


d*où 

de  môme 
3» 

or 


AP  = 

rd 


AO 


r — •  a 
CP»=AP.PO 

po=Ao-AP= - -î:iîi^ii- 

r  —  8  a 


(3. 

^4, 


(3' 


Les  triangles  semblables  ACP,  ABL  condsiseat  rapidemaal  à  cette 

CP  PL 


valeur;  en  effet, 
d*où 

de  môme 


AC  "~ 
CP  = 


AB 
rl 
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4°  Longueur  de  PQ  ou  de  AB  —  AP  +  BQ. 

PQ=^--^"  +  -^^  =  -d  

On  peut  écrire       PQ  =s  ^^^^plill  =  (7) 

Le  triangle  recta no-le  ABL  conduit  au  même  résultat,  car  BK  =  PQ 
comme  projection  des  droites  égales  et  parallèles  BL,  DC. 

Or  BK-        -  ^ 

Remarque.  Les  dfoiLes  GP,  DQ  Bont  les  polaires  du  centre  extérieur  0 
de  similitude,  et  G  P',  D  Q'  les  polaires  du  centre  intérieur  L 

1447.  Problème.  Même  question.  Pour  le  centre  intérieur  de  simili- 
tude ^  on  sait  que  le  point  1  e^t  obtenu  en  menant  les  tangentes  inté- 
rieures. 

ti  Butûi  de  remplacer  r^«parr+«>rs=  ^«P  — (r+«)*\ 


x^P^lir+ji        (3^^        30'=^^*:-+-*)  (4') 

C'I^^-^  (5')  D'Q'=4- 

P'Q'  =  (7) 

1448.  PkoblèaM,  Que//e  la  longueur  du  côté  $i  de  l'apothème  du 
dodécagone  régulier  inscrit  en  fimcHon  du  rayent 

Le  côté  C  d'un  polygone  inscrit  d'un  nombre  double  decùlés  est  douu4 
[»ar  la  formule 

C  =  f  2r«  -  r^4r2^^  (G.,  n«  286.) 

Le  etié  G  de  Thezagone  régulier  égale  le  rayon;  donc 

C  -  f-^va  =  r  1^2  —  V3      côté.  . 

L'apotbème  a'  est  donoé  par 


0*  =s  ^  V'Î+VI^       apothème . 
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1440.  ProUèoM.  Troutter  une  relatwn  entre  deux  cordes  parallèles, 

la  carde  équidiatante  et  ta  distance  de* 
deux  premières. 

Si  Ton  appelle  r  le  rayon,  2m  la  corde 
AB»  2n  la  corde  CD»  2^  la  corde  EF,  2s  U 
distance  des  deux  premières  cordes,  et  e  la 
distance  du  centre  à  la  corde  médiane»  on  a 

0A-  =  AG«  +  OG2 

ou  r*=m*  +  {e  — 2)*  =  m*  +  fi'  +  »*  — 2e*  (1) 

De  même      r*=n»+(e  +  «)*=n*4-è"+«*  +  2c«  (2> 

r*  =    +      et   t2r»  =  2s*  +  2c*  (3| 
La  somme  des  deux  premières  relations ,  diminuée  de  la  Iroi&ième, 

donne  0=m*+n*  — 2»»+2j* 

d»où  2««  — 2««  =  m«+n» 

Si  Ton  multiplie  par  4,  il  vient  : 

ou  2(2a)«-'2(22)*=:(2m)-2  +  (2«y-f 

ou  bien  2EÏ-  —  2Gir-  =  AB«  +  CD' 

Ainsi  la  somme  des  carrés  de  deux  cordes  parallèles  égale  le  donhh 
du  carré  de  la  corde  équidisiante ,  moins  le  double  du  carré  de  la  di^ 
tance  des  cordes  données. 


I4ij0.  Problème.  Connaissant  le  rayon  d*un  cercle  et  une  corde  de  ce 
même  cercle,  on  demande  d'exprimer  : 
1»  La  distance  du  centre  à  la  corde,  ainsi  que  la  flèche  de  cette  même 

corde; 

2<>  La  conle  qui  sous-tend  Vare  moitié; 

La  tangente  parallèle  à  la  corde,  et  limitée 
par  les  mêmes  rayons  prolongée. 

Soit  AB  ou  a  une  corde  donnée ,  ainsi  que  ie 
rayon  AO  ou  r  du  cercle. 
Dans  le  triangle  rectangle  ADO,  on  coiiuail 

Fig.  m  rhypoténuse  OA  et  le  côté  AD  égal  à  -j-;  on  peut 

donc  calculer  OD  distance  du  centre  à  la  corde  XB. 


a' 


Ob-  =  r*— -5-  d'où 


Uaèche 


OD  =  y^ 
DC  =  OC-OD 


T 
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2«»  La  corde  ÂC  qui  sotts^tend  Tare  AG,  moitié  de  ACB,  est  Thypoté- 
nuse  d*un  triangle  rectangle  ADG  dont  on  connaît  les  côtés  de  Fangle 
droit;  donc 


S*"  Four  calculer  EF,  on  a  recours  aux  triangles  semblables  EOF, 
AuH. 

(^es  triangle»  donnent  : 

EF  _  OC 
■  OD 


AB 


d'où 


EF  =  - 
EF=: 


ABxOG 


OD^ 
ai' 


Exeroîoe  465. 


I4i>l.   Problème.  Kxpnmev  en  fonction  des  catTvs  des  côUs  d'u,i 
tiianyle,  la  sonune  des  carrés  des  distances  aux 
trois  sommets  du  point  de  concours  des  mé- 
dianes, 

Dè&ignoos  les  trois  côtés  par  a,  b,  c  et  lea  dis- 
tances AG,  BG,  00  par  m,  n,  p. 
Le  théorème  des  médianes  donne 

«AD«=6«  +  c«-^ 
mais      AGs=|  aD  ou  AD  =  <|-AG 
donc  AD*=|^AG«=4«»» 


2AD«=-|i>i« 


On  a  donc 


•j-n'  r=5a'+  c*  j- 

««  +  6» -4 


9 


m«  +  tt«  +    = -g- (a*  +  6»  +  c«> 


Aint?i  la  sotnine  des  carrés  des  distances  du  point  de  coïicours  des  mé" 
dûmes  aux  trois  sommets  égale  le  tiers  de  la  somme  des  cannés  des  côtés 
citi  triangle, 

26 
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Fig.  m. 


On  a 
Mais 


On  divise  la  hase       iria»^  en  1iihti$ 
^      les  deux  points  de  division  9omi'\ 
met  opposé.  Exprimer  la  somme  âe9 
deux  lignes  ainsi  menées,  en  foncHon 
des  côtés  du  triangle. 

En  appliquant  le  lliôorème  relatif  au  carré 

iu  liiédiaiic  ((!.,  n°  25 'i  s  on  a 

'ir  +  t>f/*  =  6«  +  rf« 

Ajoutons  les  égalités  ^  réduisons  et  traaqKK 
sons. 

d*  +  ^  =  6*  +  c«  — V 


a 


d'Où 


donc 


La  somme  des  carrés  des  droites  qui  joignent  un  somtnet  aujr  poûifs 
situés  au  tiers  et  aux  deux  tiers  de  la  base  d'un  triangle,  égaU-  la  sotnmr 
des  carrés  des  côtés  qui  aboutissent  au  sommet  considéré,  moièis 
du  carré  de  la  base. 


8oolî«.  Lorsque  BD  ;=  FG  =    >  on  irouro 


14^.  Exprimer,  en  fonction  des  côtés  d'un  triangle,  les  trois  mé^ 

dicDies,  les  trois  bissectrices,  les  trois  hauteurs 
et  Us  distances  des  trois  côtés  au  centre  du  cercle 
circonscrit. 


Fig.  912. 


ou 


I.  Le  calcul  dmimééUaneê  repose  sur  ce 
principe  :  La  somme  des  carrés  de  deux  côté.< 
quelconques  égale  deux  fins  le  carré  de  la  médiane 
du  troisième  côté,  plus  deux  fine  le  carré  de  U> 
moitié  de  ce  même  côté,  (G.,n^  254.) 

Appelons  a',  b',  c',  les  médiaaes  respectives  da^ 
côtés  a,  b,  c. 
Ou  a  successivement  : 

2a'»  +  V«a'  =  i»*  +  c» 


On  trouTsrait  de  même  : 
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(«j.  Bissectrices.  Lo  calcul  des  bissccirices  repose  sur  ce  principe  : 
Le  produit  de  deux  côtes  quelconques  d'un  triangle  égale  le  cart'é  de  la 
hi^secirire  de  l'angle  eomprin,  plus  le  produit  des  deux  segments  qtie 
cette  bissectrice  détermine  sur  le  troùième  côté,  (G.«  268.) 

Appelons  a',  V,     les  bissectrices  qui  tombent  sur  les  côtés  a,h,e, 
et  Os,      et  \,  C|  et  c,,  les  segments  déterminés  sur  les  côtés  a,  b,  c, 
Les  segments  du  côté  a  sont  entre  eux  comme  les  deux  autres  cùiés 
6  et  e.  (Gm  n»  Î15,  fig.  913.) 

Les  formules  générales  de  ces  segments  sont  : 


Pour 
Pour 
Pour 


a,  et  0% 
fri  et 
Cj  et 


ah 
6  +  c 

ba 

oHPc 

ca 


et 
et 
et 


ac 
b  +  c 

a+  c 

cb 
a+b 


Pour  calculer  la  bissectrice  a*,  on  posera  : 

a'^-^-a^^bc;  d'où  o'*  =  6c  — aïO,  et  a'z^yjbe 

Oa  trouverait  de  môme  6'  —  Kiac 


—  b^h^ 


fig.  914. 


Et  si  Ton  exprime  les  segments  en  fonction  des  côtés ,  on  a 


Telles  soiil  les  expressious  générales  des  bissecirivea  en  foncliou  de* 
côtés  du  triangle  doimé. 
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On  peut  donner  à  ces  valeurs  une  forme  qui  facilite  les  applicalioDà 
numériques I  car  on  a  successiveoieQt  : 

^     .  /Tu     a  +  h  +  c     64-c  — a 
«  =  6  +  c  V  ^  '  •       â  ~  •       î  " 

enûa  a'  =  yàcp  {p  —  a) 

i4<>a  (b).  Hauteiart.  Le  calcul  des  hauteurs  se  déduit  du  théorème  de 
PyUiagore.  (('..,  n<>  249.) 

Appelons  a',  b',  c',  les  hauteurs  correspondantes  aux  côtés  a,  6,  c,  et 
a,,  &,  et  c, ,  l'un  des  segments  déterminés  sur  chaque  côté  (fig.  Î^14). 
On  a  iG.,  n«  251) 

c«=a*+6*  — ScMi,  d'où  2aO|=a*  +  6«— c«,  et  «1=  ^-gg  

On  trouverait  de  môme  :  «>i  =  ^5  

Le  triangle  rectangle  qui  a  pour  cétés  5,  a'  et  a,  donne 

Soit  a  +  b  +  e=2p 

retranchant  2c,  a  +  6  —  e  =  2(p  —  c) 

de  môme  a  —  b  +  c  —  2{p  —  b) 

et  — a  +  6  +  c  =  2(;)  —  a) 

L^ezpression  trouvée  plus  haut  pour  la  hauteur  devient  : 

4a     =  1 2a6)«  —  (a«  +  6«  —  c«)« 

=  (lob  +  a^  +    -  c^)  (iab  —  a«  ~  6«  +  c*) 
=  [(a  +  b)*  -  c'J  I  c«  —  (a  -  6)«1 

=:  (a  +  6  +  c)  (a  +  6  —  c)  (c  +  «  —    <**  —  "  +  ^' 

=  Sjp  •  2(p  —  c) .  2(p  —  d) .  2y9  —  ai  :^  lôpu?  —  aj  (|>  —  i»)  — 

En  divisant  les  deux  membres  par  ka\  il  vient  : 
a'=-^p(p-o)(p— 6)(i?-c)  d'où  a=-||^pô>-'a)(p-6)(/>-c> 

2  1 

On  trouverait  de  môme  ^'  —  y  sPiP    «)  (j»  —    (p — 

2  ■  

et  ^'  =  c"       ~       ""^J' ^  ~  ^  * 

Voir  Exerciceê  de  Trigamélrie,  p.  131 ,  problème  340. 

iWQ  (o).  Diftanoet.  Le  calcul  des  distances  des  côtés  au  ceolrt  da 
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cercle  cireonscrit  exige  la  connaissance  du  rayon  de  ce  cercle;  le  prin* 
cipe  soÎTantlG.tD^'Slë,  111)  le  donne  inMnédiatemeDt  :  Le  produit  de  deux 
côtés  quelconques  d'un  triangle  égale  la  hauteur  relative  au  troisième 
côté,  multipliée  par  le  diamètre  du  cercle  cireonserii, 

hc 

On  a  donc  2R/i=6c,   d'où   R  =  -2j 


Fig.  9t5. 


Désignons  par  a',  b',  c',  les  distances  des  côtes  a,  6,     au  centre  da 
cercle  circonscrit. 
Le  ti  iangle  rectangle  OCD  donne 

On  a  de  môme  b'  =  yjR^  —  V*^* 

Si  l'on  veut  exprimer  directement  ces  trois  distances  en  fonction  des 
cùtés  et  de  leur  demi-somme  p,  on  reprend  l'expression  2B/is=:&c,  d*où 
1 00  lire  4R'A*:sbV;  en  remplaçant  h*  par  sa  valeur  trouvée  plus  haut, 

il  Yient  4R*    i^fp  -  a)  (p  -  d)  (p  -  c)  =  6V 

de  là  on  Ure         R«  =  i^ipZ^ {f^h)ip^c) 
d'où  R=  • 

—  a)  (p  —  6)  (p  —  c) 

expression  remarquable  du  rayon  du  cercle  circonscrit. 

En  portant  la  valeur  de  R*  dans  les  formules  qui  donnent  les  distances 
des  côtés  8tt  centre  du  cercle  circonscrit,  on  a 

V  i6p{p^aj{p^b){p^e)  T 

V'^  \6pip  —  a\ (p  ^b)  (p —  c)  T 

.        /  i(fbc)^    c* 

V  16/>(p  —  a)     -  6)  (p  -  <?)  X 
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EXERCICES  DE  OBOMCTBlfi 


i4iS4.  nroblèoM.  Dans  un  triangle  ABC  on  joint  chaque  pcitU  de  cenr 
tact  E,  F  du  cercle  inscrit  au  sommet  opposé;  la  droite  AD  rencontre 
le  cercle  inscrit  en  un  second  point  D',  ete.  On  demande  quelle  est  Ut 

valeur  de  la  somme  des  produits 

AI).  AD'  +  BE.BE'  +  GF.CF' 

en  fonction  des  côtés  a ,  b ,  c  du  tiHangle, 

AD .  AD'  =  AF« 

BE.BE'=BD» 

CF .  CF'  =  CD* 


mais 


Al 


  h-j-  c  —  a 


(G.,  188, 


donc  la  somme  S  des  produits  ou 


AD .  AD'+  BE .  BE' + GF .  CF=  (^±^"-)  %  (^^-^  )  '  +  (  iî+|=£y 
OU,  en  opérant  et  réduisant,  la  somme  a  pour  valeur 

S  =  -|  icr  +  6*  -f  c2)  —  -^(«6  +  ac  4-  bc) 


EseroÎM  467. 

i^S6»  PiroUème.  Étant  données  deux  circonférences  concentriques, 
exprimer  la  différence  de  leurs  longueurs,  en  fonction  de  la  distance  1 
qui  les  sépare. 

Appelons  r  le  rayon  de  la  circonférenee  intérieure;  celui  de  la  circon- 
férence eitérieure  est  r-^l;   les  longueurs  sont  : 
pour  la  circonférence  intérieure  2rr, 

pour  rextérieure         27r(r  +  /)    ou  27:r-f2::;. 

Ainsi  la  différence  de  longueur  entre  deux  circonférences  concentriques 
éijalc  la  circonférence  qui  aurait  pour  rayon  la  distance  des  deux  ctr- 
conférences  considérées, 

f      (a).  Soolie.  L*arc  de  n  degrés  a  pour  expression  : 

dans  la  circonférence  intérieure 

et  dank  l'exUrieure  Jii^  ««  W  +  W 

Ainsi  la  âiffvroicc  iJe  longueur  entre  deux  arcs  semblables  apparti-- 
n<int  à  (les  rircot/frroiccs  concentriques,  égale  Varc  semf/lahh'  de  la  cir- 
coiifcrence  qui  aurait  pour  rayon  la  distance  des  deux  circonférmces 
considérées. 
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i4i56.  Problème.  Étant  dunnées  deux  courbes  AHG  et  A'B'G'  formées 
cIb  ijlusieiirs  cercles  co)fceittriqucs  deux  à  deux,  exprimer  la  différent 
Ll4i  loïifjucu)'  de  ces  deux  courbes  entre  des  normales  communes. 

1°  Soir  ni  m  et  n  les  angles  formés  par  les  rayons  des  deux  arcs  AB 
et  BC  {ùg.  917),  et  soit  l  la  distance  des  arcs  parallèles.  On  a  (q<>  14o5,  «)  : 

Arc  A'B'  =  AB  +  "j'^ 
ArcB'G'=BG+^ 

Donc    Arc  A'B'G'  =  ABC  +  -  =       +  ^ 

Ainsi  la  différence  des  deux  courbes  égale  l'arc  abc,  qui  a  pour  rayon  l, 
et  pour  angle  au  centre  Tangle  P  formé  par  les  rayons  extrêmes. 


FIg.  dl7. 


Flg.  91& 


2<>  Considérons  trois  arcs,  correspondant  aux  angles  m,n,  o  (fig.  918). 
On  a  :  Arc  A'B'  =  AB+  -^^^ 

ArcB'G'  =  BG+ 

Arc  G'D'  =  GD  + 

Donc   ArcA'B'C'D'^ABGD+  «««»+^  +  ^)  =ABGD  +  a6c<i 

Ainsi  la  différence  des  deux  courbes  égale  Parc  a6cdquia  pour  rayon  l, 
et  pour  angle  au  centre  Tangle  P  formé  par  les  rayons  extrêmes. 

30  Soit  le  cas  où  la  courbure  des  arcs  n'est  pas  de  même  sens  (Ûg.  91U); 


on  a  : 


Arc  A'B'  =  AB+ 

Arc  B  C'  =  BG  + 

TtlO 


Arc  G'D'  =  CD  — 


180 


Donc 


Are  A'B'C'D'  =  ABGD  +        f^^        =  ABCD  -\-ab -\- bc  —  cd  =  AbCD  +  ad 

Ainsi  la  diffôrenee  des  deui  courbes  égale  Tare  ad,  qui  a  pour  rayon  Z, 
et  pour  angle  au  centre  Tangle  P  formé  par  les  rayons  extrême». 
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Donc  «  deux  eourhen  9ont  finrmées  dê  phisieurs  are$  caneefUriqum 
deux  à  deuXf  fa  différence  de  longueur  de  ee$  deux  courbes  égale  un  cm 

mrùulaire  qid  muraii  pour  rai^ùâ 
la  distance  de$  deux  C4wrbe»p  d 
pour  angle  au  eenire  la  vaieur  an* 
gukdre  eoinprise  entre  les  retyonf 
extrêmes. 

Pour  trouver  la  valeur  omgu^ 
laire  comprise  entre  les  rayem 
extrêmes,  il  faut  coosidérer  U 
mouvement  angulaire  que  ferait 
le  premier  rayon ,  dans  le  seiia  des 
arcs,  pour  prendre  uoe  potitîoo 
parallèle  au  dernier  rayon. 

'  I4tf7.  8ooKe«.  1»  Celte  propriété  est  vraie  pour  deux  courbes  parallèles 
quelconques,  AEG,  Â'Ë'G',  dans  lesquelles  il  peut  même  y  avoir  de  parties 
droites  FG,  F'G'. 


Fig.  '.>20. 


Les  rayons  sont  remplacés  par  des  droites  AA',  BB',  GC.  normal» 
aux  deux  courbes,  et  d'une  longueur  constante  L  La  différenee  de  lon- 
gueur des  deux  courbes  égale  ab  +  bc  +  cd-^de^ ef^ af. 

Car  on  peut  tracer  des  normales  assea  rapprocbées  pour  que  les  élé- 
ments courbes  puissent  être  confondus  avec  des  arts  de  cercles,  ee  ^i 
ramène  au  cas  précédent. 

2«  Le  rayon  mobile  Pa  passe  successivement  par  les  positions  P6,  Pc, 
Pd,  Pe,  Pf.  Si  ce  rayon  revient  sur  lui -mônne  jusqu'à  reprendre  sa  posi- 
tion primitive  Pa,  son  mouvement  angulaire  est  nul,  et  les  deux  cotirbes 
sont  rtjales;  alors  les  normales  extrêmes  sont  parallèles. 

3o  Si  le  rayon  mobile  Pa  qui  suit  le  mouvement  de  la  courbe  décrit  un 
demi-cercle,  la  dillôrence  des  deux  courbes  égale  7:1,  ou  la  demi-circoQ- 
férence  de  rayon  /. 

¥  Si  le  rayon  mobile  Pa  décrit  un  cercle  entier,  la  différence  des  deux 
courbes  égale  2::^,  ou  la  circonférence  qui  a  pour  rayon  L  Si  le  rayon 
mobile  fait  plusieurs  tours  dans  un  même  sens,  la  dilTérence  des  deux 
courbes  est  d^autant  de  circonférences  de  rayon  l  qu'il  y  a  de  tours. 

1457  (a),  note.  La  surface  comprise  entre  deux  courbes  parallèles  quelconques 
se  nomme  bandeau.  Nous  venons  d'indiquer  la  manière  de  calculer  uoe  des 
coQfbes  en  fonction  de  l'autre  courbe  et  de  la  largeur  /;  puis,  au  livre  IV (s**  I8B4 
à  tSSG),  nous  apprendrons  à  évaluer  la  surlSice.  Les  bandeaux  se  rencoatwat 


Ftg.  m. 
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tréqueamM  dans  las  eonslruetioa»*  Toul  ce  qui  est  rehUf  à  la  mesure  des 
courbes  et  de  la  surface  des  baodeaux  est  indiqué,  sans  démonstralion ,  dans 
le  Traité  de$  me$urage$  et  die»  métiVffes,  etc.,  par  M.  E.  Seroen't,  ingénieur 
civil. 

Exerdoe  468. 

14i>8.  Problème  Étant  doum'^  Jes  périmètres  p  et  P  de  deux  poly- 
gones réguliers  semblables f  Vun  uis- 
ct*it  et  l'autre  circoy^!<rrit  à  im  même 
cercle  j  exprimer  hs  périmctres  p'  et 
F*'  des  polyfjf^tff"<  r''^['>h'ers  inscrit  et 
circomcrit  d'un  nombre  double  de 
côtés. 

io  Les  premiers  polygones  étant 
Mmblablosy  leurs  périmètres  p  et  P 
sont  entre  eux  comme  leurs  rayons 
OA  et  OC,  ou  comme  les  droites  OE 
et  OC. 

La  droite  OF  est  bissectrice  de  l'an- 
gle EOG;  ainsi  les  droites  OE  et  OG 
sont  entre  elles  comme  les  segments 
EF  et  FC. 

p  _  EF 
P  FG 


Fig. 


On  a  donc 


'2mFG 
2mEG 


ou 


F 


Augmentons  les  dénominateurs  de  leurs  numérateurs,  et  doublons 
ensuite  les  numérateurs,  il  vient  : 

_  FG  _ 

Des  rapports  exlrèmes  on  lire 

2o  Les  périmètres  inscrits  p  et  p'  sont  entr*^  eux  comme  Ail  et  .\E;  les 
triaogies  rectangles  AHE  el  Eli'  sont  semblables,  car  ils  ont  en  A  et  £ 
des  angles  égaux  comme  allernes-inlemes. 

p       AH       El        4mEI     ^  p 
— -"ET  =  -  -    ^«  ^ 


On  a  donc 


P'       AK  ' 
Les  rapports  extrêmes  donnent 


4mËF 


P' 


p'*=pP  d'où   p'  =  >/pF 


Bemarqtie.  Ce  problème  permet  de  calculer  facilement  le  nombre 
Les  formules  (a<  et  ib  sont  dues  à  Saurin  (1659-1737),  membre  de  TAca- 
dômiedes  sciences,  en  1723.  (N.  A.,  i8i2,  page  190.) 

Circonférences  tangentes. 

Exercice  46S. 


fW.  PMbMme.  Décrire  une  circonférence  tangente  à  deux  droites 
OA,  OB  et  à  une  circonférence  donnée  G. 

26* 


Digitized  by  Go  ^v,i^ 


EXERCICES  DE  oéOlléTRIB 


Soit  D  le  cercle  demandô.  Son  centre  doit  se  trouver  sur  la  biasectrke 
ÛD  de  l'angle  0. 


ng.  922. 

Menons  CE  perpendiculaire  à  OD,  et  DF  perpendiculaire  à  OB:  da 
point  D  aTec  DG  pour  rayon,  décrivons  Tare  EGF,  et  menons  FO  per- 
pendiculaire à  DF,  et  par  suite,  parallèle  ft  OB.  On  a  : 

DF=DC 

retranchons  D  H  =  D I 

a  Tient  HF  =  lC==r 

Ainsi,  il  faut  tracer  la  droite  indéliDie  (iF  parallèlement  à  OH,  et  à 
une  diftancc  t;giile  à  déterminer  E  symétrique  de  C  par  rapporta  OD. 
et  enfin  décrire  l'arc  ECF  par  les  deux  points  E  et  C,  et  tan^^eiitiellemeûl 
à  la  droite  CE.  (G.,  n"  298.) 

Le  ceutie  de  cet  arc  est  le  centre  de  la  circonférence  demandée. 

Hmwqne.  Un  second  arc  pouvant  ôtre  tracé  par  les  deux  points  E 
et  C  tangentiellement  à  6F,  il  y  a  une  seconde  solution.  Deux  antits 
solutions  seront  obtenues,  si  Ton  prend  le  centre  sur  la  bissectriee  de 
Tangle  obtus  formô  par  les  deux  droites.  —  Si  les  deux  droites  données 
étaient  parallèles,  la  bissectrice  serait  remplacée  par  la  droite  équidia- 
tante. 

Bseroifle  470. 

1460.  PkdblèoM.  Décrire  une  dreonférence  tangente  à  ima  dmtt- 
fërence  k  et  A  une  droite  donnée  CD,  et  qui  passe  par  un  pomi 
donné  B. 

Soit  l  cette  circonféreoce.  La  droite  Ai,  qui  joint  les  deux  ceoirei, 
passe  par  le  point  de  contact  E. 

Par  le  centre  A,  menons  OG  perpendiculaire  à  CD,  puis  OED,  OBU, 
\b  et  El . 

Les  triangleti  i&uccks  UAE  et  EID  ont  leurs  yni^les  en  E  égaux;  donc 
leurs  angles  0  et  D  sont  aussi  égaux.  Ainsi  ID  est  parallèle  à  OG,  et. 


Digitizedby  Go  -v,.^ 


u?aB  lu 


6ii 


^ar  coQséquent,  perpendiealaire  à  CD;  et  le  point  D  est  le  point  de  con- 
tact  de  la  circonférence  l  avec  le  droite  CD. 

L^angle  inscrit  OEP  est  droit;  donc  le  quadrilatère  EFGD  a  deux  angles 
opposés  E  et  6  droits,  et  ce  qua- 
drilatdre  est  Inscripttbie.  On  a  donc 

OF .  OG  =  CE  .  OD  =  OB  .  Ull 

D  ou    -^^^  =       ,  proportion 

qui  permet  de  trouver  OH,  et  par 
suite  le  point  H. 

Le  problème  se  trouve  ainsi  ra- 
mené à  celui-ci  :  Décrire  une  cir- 
conférence qui  passe  par  ks  deux 
points  R  et  H,  et  qui  soit  tangente 
h  la  droite  CD.  On  sait  que  ce  pro- 
blème pst  susceptible  de  deux  so- 
lutions. (G.,  n«  298.) 

.  La  longueur  OH  pour- 


rait être  portée,  en  sens  inverse  sur  le  prolongeaient  de  BO;  ce  qui 
fournirait  deux  autres  solutions. 


Bsmdfle  471. 

1161.  Problème.  Décrire  une  circonférence  tangente  à  une  droite  AB, 
et  à  deux  circonférences  données  G  et  D. 


Fis.  924. 


Soit  EGH  cette  cireonféreoce.  Menons  OC,  OD  et  CD;  puis  OF  perpen- 
diculaire sur  AB. 

Du  point  0,  avec  un  rayon  égal  à  la  plus  petite  des  distances  OG  et 
OD,  décriTODs  la  circonférence  CFL: arec  DL  pour  rayon,  décrivons  une 
autre  circonférence;  et  par  le  point  F,  menons  MN  perpendiculaire  à  OF, 
et  par  suite  parallèle  à  AB. 

Il  fout  donc  tracer  MN  parallèle  à  AB,  à  la  distance  r;  décrire  du 
point  D  la  circoiiférence  auxiliaire  qui  a  pour  rajon  la  différence  des 
rayons  des  circonférences  données. 

Pois  décrire  une  circonférence  qui  passe  par  le  point  C ,  et  qui  soit  tan- 
gente à  la  droite  MN  et  à  la  circonférence  auxiliaire.  (G.,  209.) 
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Le  centre  de  celte  circoûférence  est  aassi  le  centre  de  la  circonfèms^ 
demandée. 

Remarque.  Comme  00  pcut  iDeiier,  par  le  point  C,  quatre  ci rcoo fereotc- 
tangentes  a  MN  t-i  à  la  circonférence  auxiliaire  DL,  le  problème  actue 
a  auôsii  quatre  solutions. 

m 

1462.  Problème.  Décrire  une  drconféretice  tangente  à  deux  circûmft' 
renées  donnéee  ket  h^et  qui  pane  par  un  point  donné  G. 


Fîg.  925. 


Ce  problème  et  le  snivant  (n»  1463)  ont  déjà  été  résolus  (n««  46  ei  47^ 
néanmoins  il  est  bon  de  les  traiter  de  nonveau. 
Soit  CDM N  la  circonférence  tangente. 

La  ligne  MN  des  contacts  passe  par  le  centre  de  similitude  S  dei 
cercles  donnés  A  et  B;  il  faut  donc  déterminer  ce  point  S,  par  exemple, 
en  menant  la  tangente  commune  FES, 

Le  cercle  mené  par  G«  F  détermine  snr  SC  un  point  D  qui  appar- 
tient à  la  circonférence  demandée ,  car  on  a  : 

SC.SD=:::SM.SN  =  SE.SF 

Le  problème  est  donc  ramené  à  la  question  coniiu<^  :  Par  deux  pomi? 
C,  D  faire  passer  une  circonférence  qui  soit  taiigeale  au  cercle  Ih 

Oïl  s;iil  qu'il  faut  faire  passer  un  cercle  par  C  et  D  qui  coupe  le  cercle  h. 
mener  UUL;  par  L,  mener  une  tangente  LN  au  cerrle  B.  Puis  la  circoû- 
férence qui  passera  par  les  trois  points  G,  D,  .N  répond  k  la  queâûoû. 

R«auirque.  On  peut  déterminer  directement  aussi  le  point  de  contact  V. 
Les  tangentes  LT,  IJ,  déterminent  un  cercle  GDIT  qui  répond  aoaai  i 
la  question. 

Le  centre  intérieur  de  similitude  de  A  et  B  fournirait  à  son  tour  dooi 
autres  solutions;  donc,  en  tout,  le  problème  comporte  quatre  solalioD?* 
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ExmSoe  «73. 


i4SS$,  Problème.  Décrire  une  eircmférenee  tangente  à  trois  etrconfé- 
rence»  données  A,  B,  G. 

Voir  AfèlA<MlM,n«46. 

Remar<|ue.  Il  y  a  huit  solutions^ :  lorsque  les  trois  cercles  sont  extérieurs 
l*un  à  Tautre,  les  circonCt  roiii  cs  ohtrnues  sont  conjuguées  deux  à  deuxi 
ain^i,  h  la  rirconference  tangente  txtt  rieurement  aux  trois  cercles  don- 
c  js    cor^e^i  on  1  une  circooféroDce  tangente  intérieurement  aux  trois 

mêmes  cercle?. 

A  la  circonférence  tangente  extérieurement  aux  cercles  A  et  B  et  inte*- 
neurenicnt  h  T.,  correspond  une  circonférence  tangente  intérieurement 
aux  deux  premièreb  et  extérieurement  à  la  troisième,  etc. 

1463  (a).  Sète.  Ainsi  que  nout  TavonB  déjà  dit  (n*  46),  la  aolulion  ci -dessus 
est  de  ViBTTi;  le  probitaie  avait  été  traité  par  Apollonius,  dans  un  OQvnge 

dont  le  litre  seul  a  été  transmis  par  Pap!  !  s.  Après  Viettk,  les  plus  grands 
géomètre-.  Descartes,  Newton,  Eulkr,  etc.,  s'en  sont  occuftés;  f»n  connaît  la 
belle  î-ulu:ioû  de  Gehconse  et  Boiiillkii.  (Voir  Traite  fir  (inntiétrif ,  par 
MM.  l^oucuÉ  et  DB  CosjBEROUsï'E.)  De  no3  jours,  le  même  i»roblème  a  dooiié 
lieu  à  de  nouvelles  éludes;  il  a  môme  été  traité  comme  cas  particulier  de  la 
question  plus  générale  qui  consiste  à  décrire  une  circonférence  qui  coupe  trois 
cireonféreinces  données,  sous  des  angles  déterminés;  voir  à  ce  sujet  N.  A.,  i883« 
(tages  27â  et  348;  1881,  p.  316;  1886,  page  539;  1891,  p.  339;  1892,  pp.  227 
et  331.  Comme  extension,  on  arrive  à  décrire  un  cercle  tangent  h  trois  cercles 
d'une  sphère  et  à  décrire  une  spliére  tangente  à  qnatre  sphères  données,  1892, 
pages  40f>  et  410. 

Knfin,  M.  Emile  Lemoi.ne  (1ï<92,  page  '•53),  comparaDl  lo^  diverses  èolulions 
du  prohlf'itw  d'ApolUmhifi ,  au  point  de  vue  de  la  âimplicile  et  de  Texactilude 
des  constructions,  place  en  premier  lieu  la  solution  donnée  par  M.  Manmiel^i 
n885,  page  W),  puis  en  second  lieu  celle  de  Viittb,  ci -dessus,  et  celle  de 
M.  Poucai^  (1892,  page  227)  et  comme  la  moins  bonne,  an  point  de  vue  dn 
tracé  graphique,  la  solution  si  élégante  et  si  remarquable  d'ailleurs  de  Geroonste 
el  BosiixBn. 

Bmteke  474. 

14^.  Problème.  On  donne  deux  points  A,  B  et  une  droite  xy  ;  sur  cette 
ligne,  déterminer  un  point  C  tel  que  la  somme 
des  carrés  des  distances  AC,  BC  soit  minima.  y; 

Oo  sait  que  le  lieu  des  points  dont  ta  somme 
des  carrés  des  distaocea  à  deux  points  A  et  B  est 
roDstante,  est  une  circonférence  décrite  du  point 
milieu  0  comme  centre. 

Le  minimum  de  la  somme  des  carrés  a  donc  Fig.  iias. 

lieu  pour  la  circonférence  tangente. 

Donc  il  suffit  d'abaisser  la  perpendiculaire  OC  sur  xy. 

Remarque.  Pour  Une  somme  de  carréa  égale  à  une  valeur  donnée  k\ 
on  prendrait  an  rajfon  OM  donné  par 

0M«  =  ^  -  X0\ 
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On  obtient,  comme  dans  tous  les  problèmes  du  second  degré,  deux 
solutions,  une  seule ,  ou  aucune,  suivant  que  la  circonférence  décrite 


4 


coupe  xy  en  deux  points,  e^t  tangente  à  cette  ligne,  ou  ne  la  rencontre 
pas. 


Problème.  On  donne  lUttx  points 
et  une  circonférence;  déterminer  sur  h 
courbe  un  point  C  tel  que  AG*  +  BC^  soU 
minimum  ou  masdmum. 

Il  faut  joindre  le  milieu  0  au  centre  do 
cercle  donné.  G  correspond  au  miDimom 


Fig.  928.  et  D  au  maximum. 

1466.  Probldnie.  Mêmes  données;  déte)*miner  G  de  manière  que  la  éif' 
férence  des  carrés  soit  minima  ou  maxima, 

11  faut  mener  des  tangentes  perpendiculaires  à  AB. 

1°  Lorsque  OL  ne  reiicoulre  pas  la  circonférence  donnée,  M  corres- 
pond iwi  minimum  et  N  au  maiimum. 

2^  Lor  qiîo  OL  coupe  la  circonférence,  chaque  tangente  donne  un  maxi* 
mu  m,  et  la  différence  décroît  lorsque  le  point  s^approche  de  OL. 
La  différence  est  nulle  pour  les  points  où  OL  coupe  la  différence. 

Exeroâoe  475, 

1467.  Problème.  Trouver  un  point  dam  ^intérieur  dTun  triangle  id 
que  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ce  point  aux  trais  sommets  $»( 
minima, 

{Méthodes,  3ô8,) 

1468.  Problème,  htant  données  dauv  circonférences  A  et  B,  trouver  un 
point  tel  que  les  tangentes  menées  à  Vum  et  à  Vautre  soient  égales  et  $6 

coupe td  sous  un  angle  donné. 

Soit  0  ce  point. 

Por  les  points  de  contact,  menons  Ie<^  rayons  CA  et  DB,  protongés 
qu'à  leur  rencontre  en  F,  et  traçons  Ol^l. 

Le  qnndrihitère  ()i  \VX)  ayant  deux  angles  droits  G  et  D,  les  deux  aatm 
angles  0  et  Ë  sont  supplémentaires. 
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lies  triangles  rectaDgles  OEG  et  OED  sont  égaux  comme  ayant  môme 
)ypoténuse  OE,  et  un 
iQtre  côté  égal  à  OG» 
DD;  on  a  donc  BC=::ED 

iu    a-|-r=:6  +  R, 

o  — 5=R  — r 

quantité  connue. 

Ainsi  *  dans  le  triangle 
KBE^f  on  connaît  la  base 
KBj  Pangle  opposé  E 
[supplément  de  Tangle 
donné  O),  et  la  diffé- 
rence (a  —  6=R  —  r) 
des  deux  autres  cétés. 

On  peut  donc  cons- 
truire ce  triangle  ABE 
(n^  989) ,  prolonger  AE 
et  EB,  et  mener  en  C 
et  D  les  tangentes  qui 
dètermfneat  le  point  0. 

Remarque.  On  sait  que  le  lieu  des  puinLs  «i'où  Ton  peut  incncr  des  tan- 
gentes c'^'olc?  à  deux  circonférences  est  l'axe  radical  (G.,  n*-  833;  K.  de  G., 
n«  1398  ;  ainsi  le  point  E  peut  s'obtenir  par  Tintersection  de  Taxe  radi- 
cal MK  des  deux  cercles,  et  par  le  segment  AEB  capable  d'un  angle  sup- 
plémentaire de  Tangle  donné. 

£xeroîce  476. 

I 

14^.  Problème.  Sur  une  hase  donnée  EF,  on  roïtstruit  den  triuii'/Ics 
EMF  dont  fa  somme  des  côtes  \\\\  ^  MF  est  constanlc.  Sur  chaque  côté 
KM,  MF,  pour  dinuiètre,  on  décrit  des  circonférences.  Quelle  est 
L' enveloppe  de  ces  circonférences? 


Fig.  829. 


Fig.  990. 

L'en?eloppe  est  évidemment  symétrique  par  rapport  à  KF,  car  le 
triangle  peut  être  construit  au-dessous  de  cette  ligne  aussi  bienqu^au- 
dessus*  Le  point  0«  milieu  de  EF,  doit  être  le  centre  de  Tenveloppe,  car 
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à  tout  triangle  EMF  correspond  un  triangle  égal  tel  que  la  longueur  El 
aboutirait  au  point  F  et  la  longueur  FM  aboutirait  au  point  E. 

Noua  sommes  donc  eonduite  à  joindre  le  point  0  aux  eentret  C 
et  D,  milieux  respectifs  de  EM  et  MF;  la  figure  DOGM  est  un  parailâi- 
gramme. 

Ainsi  OH  =  OC  +  CM  =  OD  +  DM  =  OG  ! 

donc  Tenveloppe  est  un  cercle  décrit  du  point  0  comme  eentre»  aiee  oc. 
rayon  OU  égal  à  la  demi-somme  constante  MC  +  MD. 

I 

IAvec  les  données  précédentes  (n»  1469). 
Les  trois  points  G,  M,  H  sont  en  ligne  drmU, 
Les  trois  points  M,  G',  H'  sont  au99i  en 
droite, 

« 

Emrdoe  477. 

1471.  Problème.  On  donne  deux  cercles  dont  lea  centres  A  et  l\  $omI 

fixes  et  dont  les  trayons  a 
et  h  doivent  sulisfaire  à  ia 
relu  l  ion 

an  4*  bm  =  p^ 

danê  laquelle  m«  n«  prt- 
présentent  des  lignes. 

On  demande  Penveh^ 
des  tat^gentes  commune*  à 
CCS  deux  cercles.  (N.  A.  1851, 
Fig.  m.  p.  340.) 

Difisons  AB  eo  parties 
inversement  proportionnelles  &  m  et  &     c*est«à-dire  prenons 

AD  _  m 

BD  ~~n' 

Pour  Je  trapèze  ABCE  formé  par  les  rayons  des  points  de  contact,  oa 

aura  (n-  1200)  d=         ^  1^ 

m-\-n        tit  -f-  ft 

Or  ^  j^ij^'  est  uno  quantité  constante;  donc  Tenveloppe  des  tio- 

génies  est  la  circonférence  décrite  du  point  D  comme  centre  arec  d  pour 
rayon. 


Droites  et  Circonférences  sécautes. 

EKerdoe  478. 

1172.  Problème.  D'uH  point  (l  donné  coinmc  centre,  décrire  HHectrcofi- 
ferrure  qui  coupe  les  côtés  d'un  angle  0  de  manière  qw  la  C4nrde  obleim 
»oU  parallèle  à  une  droite  donnée  xy. 
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En  supposant  le  problème  résolu,  on  leconnaît  que  le  point  milieu  D 


A* 


Tig.  992. 

le  la  corde  demandée  doit  se  trouver  sur  la  médiane  OGD  du  triangle 
)EF  et  sur  la  perpeodicttlaire  COH  abaissée  du  centre  G  sur  xy. 

1473.  Pkoblèniv.  Avec  un  rayon  donné,  couper  les  côtés  d'nn  angle 
êonné  de  manUre  à  obtenir  un  trapèze  isocèle  dont  le»  bases  soient  dans 
un  rapport  donné. 


Fig.  ifâ3. 

Le  centre  doit  être  sur  la  bissectrice;  les  bases  sont  perpendiculaires 
à  cette  ligne» 

On  emploie  les  figures  semblables.  On  mène  deux  perpendiculaires 
AB,  CD  dont  les  longueurs  soient  dans  le  rapport  donné;  on  cir- 
conscrit une  circonférence  au  trapèze  isocèle  A6GD;  soit  0  le  centre, 
0A=sOB=OG=:OD  le  rayon.  On  détermine  facilement  la  position  du 
centre  0'  tel  que  O'A'ssr.  Il  suffit  de  prendre  OEsr  et  de  mener  EA' 
parallèle  à  la  bissectrice  SO. 

1474.  FMUéme.  On  donne  une  droite  XY 
deux  points  A  et  B  situés  de  part  et 
fVantre  de  cette  droite;  par  les  denx  points, 
faire  passer  une  dreanférence  qui  intercepte 
ntrXY  la  plus  petite  corde  possible. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  OB 
\t  rayon  du  cercle  qui  délcrinine  la  corde 
minime  MN. 

On  sait  que  dans  un  cercle  donné,  la  plus 
Petite  corde  qu'on  puisse  mener  par  un 
point  C  est  perpendiculaire  au  rayon  qui  passe  par  ce  point. 
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Donc,  pour  déterniiner  le  centre  0  du  cercle  demandé,  il  faut  êkm 
une  perpendiculaire  sur  XY  au  point  C,  puis  une  perpendiculaire  DO  n 
milieu  de  AB. 

Le  point  0  sera  le  centre  demandé. 


Exercice  478. 


147^.  Problème.  Par  deux  points  doiini-s  A  et  ii,  /t/ùv  pcfs^»  r  une  t  ir- 

cniiferciict'  (jut  coupe  en  ilcux  parùn- 
égales  une  circonférence  donnée  C. 

Soit  le  problème  résolu  et  FE  un  dît- 
mètre  du  cercle  donné  G. 
En  menant  AGD,  on  a  (G.,  n<»  259) 

AC.CD  =  CF.CE  =  f» 

Donc  DC  est  une  t^oîsî^^^^>  propor- 
tionnelle il  i'A  pI  i%  i  l  1.'  |>ivi blême  est 
ramène  a  faire  passer  une  circonlèreocfi 
par  les  trois  points  A,  B,  D. 

Pour  trouver  la  loncrueur  de  CD»  on 
peut  décrire  une  deuii- circonférence 
ayant  son  ceulre  sur  AC  et  passant  par  A,  et  par  le  point  U  extrêioité 
du  rayon  CH  perpendiculaire  à  AC,  car  on  aura 

(G.,  no  247,  2"... 


¥i%.  96Ô. 


AG 


ti7(5.  Problème.  Par  deux  pont  (s  A  et  B,  faire  passer  une  circonfc- 
rcncc  qui  coupe  une  cii  confcrcme  C  de  manièrv  que  la  corde  comntuM 
ait  une  longueur  donnée  1. 


î"  En  supposant  le  problème  résolu,  et  MN  =  i,  on  reconnaît  qu'il 
faut  déterminer  le  point  0,  où  les  cordes  AB,  MN  doivent  ae  couper. 
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Il  suffit  de  décrire  une  eireonférence  ABDF  qui  coupe  le  cercle  C  et  de 
ener  ABO,  FDO. 

En  désignaDl  OM  par  a;,  ON  =   —  /. 

La  relation  connue  OM.ON  =  a*  demui  x{x—l)^{fi^  et  Ton  est 
mené  à  la  question  connue  :  Déterminer  les  eôiés  d'un  rectangle,  con- 
imant  leur  différence  1  et  leur  produit  a*.  (6.,  ffi  341.) 
2o  On  peut  aussi  prendre  une  corde  KL=  ^  décrire  une  circonférence 
t  centre  G  tangente  à  celte  corde ^  et  par  le  point  0  mener  une  tangente 
NM;  enfin  faire  passer  une  circonférence  par  les  quatre  points  A,  B, 
>  N  qui  donnent  lieu  à  la  relation 

OA . OB  =  OM . ON 


Espace  481. 


I. 


Fig.  037. 


1477.  ProUème.  On  donne  trois  points  A,  B,  C;  par  dcuœ  de  ces 
nnts  A  et  Bt  faire  passer  une  eir- 
mférenee  telle  que  la  tamjente  menée 
s  troisième  point  C  ait  une  longueur 
wmée  1. 

En  supposant  le  problème  résolu,  et 
T  =  /.  on  voit  qu*en  joignant  le  point 
au  point  A  on  â 

CD.  CA=;GP=i* 

Oq  peut  donc  déterminer  CD. 
Pour  cela»  décrivons  une  demi-cir- 
imférence  sur  le  diamètre  AC,  pre- 

ons  CE=:^;  et  abaissons  la  perpendi- 
ulaire  ED. 

Il  faudra  faire  passer  une  circonfé- 
enee  par  les  trois  points  A,  B«  D. 

Problème.  Par  deux  pointa  donnés  ket      faire  passer  une  etr- 
^>'j*rrenœ  qui  coupe  orthogonalement  un  cercle  domté  C. 

C  est  la  même  question,  car  la  longueur  de  la  tangente  CT  est  connue, 

lie  égale  le  rayon  du  cercle  C. 

Mais  on  peut  traiter  la  question  en  suivant  une  marche  plus  générale 
[ui  sera  utilisée  assez  fréquemment. 
Joignons  le  centre  O,  supposé  connu,  aux  points  A,  C,  T. 
Ona        0C«  — OT«=Cr=l*;   donc   0C«  — OA^^/^ 

Aioei  le  centre  0  est  sur  la  perpendiculaire  PO,  telle  que  la  différence 
tes  carrés  d.  s  distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  G  et  A 
igale  un  carré  donné  /*. 

D'ailleurs  le  centre  se  trouve  aussi  sur  la  perpendiculaire  élevée  au 
mlieudeAB. 

Ezeraîee  4SI.  —  O. 

1470.  Problème.  IMcrlr  une  circonférence  telle  que  les  tangentes 
^'''^èei^  de  trom  points  donnés  A,  B,  G  aient  respectivement  pour  lan^ 
i^eur  des  lignes  données  a ,  b,  C. 
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Le  problème  proposé  revieot  à  décrire  un  cercle  qui  coupe  orthog^ 
letncnt  iroi9  cercles  donnés. 

Le  eenire  du  cercle  demandé  est  le  point  de  concours  des  axes  radkii 
des  cercles  considérés  deux  à  deux.  (G.t  n^  837.) 

1480.  PtobléuM.  Décrire  une  cireonférence  qui  passe  par  un  poimi^ 
qui  coupe  orthogonalemenl  deux  eercùs  dotmés. 

G*e8t  un  cas  particulier  du  précédent. 


1481.  PtroblèoM.  Décrire  une  circonférence  qui  coupe  orthogonalett*n 
trois  circonférences  donn^. 

Le  centre  du  cercle  deinajuié  CbL  le  crnfre  radical  des  trois  crTcV. 
donnés,  car  les  tangentes  menées  de  ce  point  sont  égales  entre  ellôf;! 
suffit  de  prendre  la  longueur  de  ces  ligiieô  pour  ra^on. 

(G.,  n'^  837,  Ilemarqtws  !<>.) 


Exercîoe  483.  —  I. 

Probiéme.  Décrire  «^le  circonférence  qui  coupe  twis  certies  «i^ 
nés  suimnl  un  tliamètre» 

Lorsqu'un  cercle  en  coupe  des 
aulres  A  et  B  suivant  des  dil 
mêlres,  le  centre  0  se  trouve  ml 
une  droite  DO  perpendiculaire» 
la  ligne  Ali  Jes  c-  nlres  et  Idl 
que,  pour  un  poiul  quelconque, 
on  ait  la  relation  i 

o*  — 6«  =  m*~Z*  (n<»  14(Hi  'i 

De  même,  pour  B  et  G,  il  iti^ 
qa^on  ait 

LMnLerseclion  des  perpen<iifi' 
laires  Du,  EU  esi  le  centre 
Fig.  mandé. 

1483.  Théorème.  Ia^s  trois  Uettu:  DO,  EO,  FO  se  coupent  au  saf^ 
point. 

C'e^t  une  simple  conséquence  de  la  question  précédente,  car  le  poiot 
où  se  coupent  1)0,  FO,  appartient  au  lieu  des  centres  des  cercles  4* 
coupent  A  et  G  suivant  un  dian.être. 

Les  formules  (I)  et  (2)  conduisent  au  môme  résultat. 

En  effets  en  les  additionnant  membre  à  membre,  elles  donnent 

relation  qui  caractérise  chaque  point  du  lieu  FO. 

1484.  PtMèmte.  Par  deux  points  dotmés  B  et  faire  passer  unteni^i 
qui  coupe  un  cercle  Â  suivant  im  diamètre. 


Il 


1 
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Les  lietu  DO,  FU  sont  déterminés  par  les  lêlaliotis  (fig.  938) 

a«-6«  =  — i<   (4W«)  ou   6»-^a»  =  i« 

a«  — c^=  — 1«  (3  5â)  ou  c«— a«  =  î* 

D'ailleurs,  il  suffit  de  coDsiruire  un  seul  des  lieux  DO,  FO,  car  le 
nlre  est  aussi  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  liC. 

148(>.  Problème.  Par  un  point  C,  faire  passer  nue  circonférence  qui 
mpe  deux  cercles  donnés  A  et  h  suivant  des  diamètres. 

Les  lieux  sont  déterminée  par  les  relations  suivantes  : 

DO   (fig.038)  a«  — 6«  =  m*  — 

EO  6»  — c*=— m« 

FO  c«  — 6*=  — 

On  construit  deux  quelconques  de  ces  lieux. 


EMToioe  483.  —  II. 


1486.  Problème.  Dvcrirc  un  cercle  qui  coupe  f>rfho<ioiialeutenl  les  deux 
ttcle»  A  et  a  et  qui  cvape  le  cercle  C  suivant  un  diamètre. 


Ak'A 

A 


Pour  A  et  B,  le  lieu  DO  est  Taxe  radical  des  deux  cercles. 

Four  A  ei  C,  B  et  G,  la  relation  a  été  déterminée  {n^  1401  et  1482). 

00  — a«  =  m«  — 

FO  a*  — c«  =  »^  +  f* 

On  oonslmit  deux  de  ces  lieux. 

Oo  peut  se  proposer  les  problèmes  suivants  : 


1487.  rVwlilémrii  I.  Un  cercle  doit  passer  par  un  point  A,  couper  oi^ 
IhogûmUement  B  et  couper  C  suivant  un  diamètre* 

IL  Un  cercle  doit  couper  orthoyonalement  un  cercle  A  et  couper  B  et 
C  suivant  des  diamètreê. 
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Exeroàoe  484. 

1488.  Par  deux  poinia  AetB,  faire  passer  une  circonférence  qui  atft 
une  mUr»  eiremférence  donnée  sous  un  angle  domié, 
(Voir  Méthodes,  228.) 

Mote.  On  lira  avec  inU'rêt  dans  les  Nouvelles  aimoh's  mu (hè iixittujve^ ,  î'"5ï 
pp.  227  et  331  la  belle  éluiif  sur  les  cercles  qui  lourhvnt  troh  rerrlt^s  dou**- <^ 
OU  qui  les  coupent  sous  vn  angle  donné,  par  M.  Fouché,  agrégé  de  TUniver^ 

Voir  aussi  dans  le  compte  rendu  du  troitième  congrès  scient i/ujue  mlox' 
iiotuil  des  caihoUques,  tenu  à  Bruœelles  du  Z  au  S  septembre  1894,  la  reaar 
quabld  étude  du  R.  P.  Poulaih,  S.  J.,  sur  Quelques  propriétés  tmgulaim  ^ 
cercles. 

Figures  Inscrites  ou  circonscrites. 

EsaveSee  488. 

1488.  Problème.  Par  un  point  de  Vhypote'm^se  d'un  triangle rectanglt, 
mener  des  parallèles  auz  côtés  de  l'angle  droit,  de  manière  que  le  m  • 
(angle  réalise  certaines  cotulitions  imposées. 

Le  rapport  des  côtés  doit  égaler  -™  .  (Voir  Méthodes,     99,  c.) 

La  somme  des  carrés  des  côtés  adjacents  doit  égaler  k*.  {d .\ 
Le  produit  des  côtés  adjacents  du  rectangle  doit  égaler  k*.  (V<Nrif4^ 
thodeSp  99,  e.) 

1480.  PirobUme.  Inscrire  un  carré  dans  un  triafigle  équUatéral  ABC 

Menons  &  Tun  des  e6t^8  une  perpendiculaire  quelc3Dque  E'F'  (fig.  940;, 
achevons  le  carré  ETG'D',  et  menons  B'D'C  parallèle  à  BC.  La  droiK 
indéfinie  ADIT  fera  connaître  le  point  D  sur  BC;  les  parallèles  DE,  D(i et 
EF  donneront  le  carré. 


Fig.  m.  Fig.  941 


En  effet,  les  deux  figures  ABC  et  AB'C  sont  semblables  ;  les  droites  AD 
et  AD'  sont  homologues,  aussi  bien  que  OG  et  D^G';  et  puisque  D'G'  est 
le  côté  du  carré  inscrit  dans  le  triangle  équilatéral  A'B'C,  W  est  k 
côté  du  carré  inscrit  dans  le  triangle  AB'G'. 

Solution  alfji'Wique.  Considérons  un  carré  DEFG  inscrit  dans  un 
triangle  équilatéral  ABC  (fig.  941).  Appelons  2a  le  côté  du  triangle  équi- 
latéral, h  sa  haut,  ur,  2x  le  côté  du  carré  ÎDscrit,  et  z  la  partie  Al  deli 
hauteur  qui  se  trouve  au-dessus  du  carré. 
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l^e  triangle  AhK  est  cquilaLéial,  ainsi  sou  côté  AE  ~2a;;  et  le  triangle 
elangle  AKI  donne  : 

5^=(2^)2  —  a?^  =  4ïr^— a-^  =  3a?*;  d'où  2  =  a;JÎ 

Ainsi  la  hauletir   AH  =  2x  +  xy/S=^  a<2  +  ^W) 

h 


De  là  on  tire 

Li  autre  part  on  a 


07  = 


2  4~  v'^ 


où 


Donc 


BH^  ou  /i''=(2a)^  — o^  =  3a- 
^£=a>/9^. 

a;=  ,  valeur  facile  à  calcnler. 

2  +  v/3 


On  obtieut  pour  une  expression  plus  simple  en  multipliant  numéra- 
iir  et  dénominateur  par  2  —  ^'3  -    vient  alors  : 


a 


2J3— 3 


X 


1480  (a) .  Mmnmnfam.  L'inscription  d*an  carré  dans  un  triangle  quelconque 
si  aussi  simple  que  Tinscription  dans  un  triangle  équilatéral. 

Géométriquement,  on  construit  un  carré  sur  la  base,  hors  du  triangle, 
l  Ton  joint  un  des  sommets  du  carre  au  sommet  opposé  du  triangle; 
»ar  le  point  de  la  base  où  la  baso  est  cou]iée  par  une  ligne  menée,  on 
lève  une  perpendiculaire,  etc.,  (voir  n^  1495). 

Ahjcfn'iquement.  En  désignant  par  h,  h,  x  la  base  et  la  hauteur  du 
naagle,  et  le  côté  du  carré,  on  a  la  relation  : 


1401.  Problème.  Thins  un  ccrçlc,  inscrire  un  rectangle  qui  nul  scm- 
fiable  à  UH  rectcuiyie  donné. 

(Voir  Méthode»^  nf»  100,  c.) 

1481  (tt).  Problème.  i/c}nt'  question,  inscrire  le  rectangle  dans  un  demi' 
»rcte. 

Il  but  recourir  aux  figures  semblables , 
Il  aux  lieux  géométriques. 

!•  Prenons         =     ;  menons  CO, 

M  aura 


DF 


CA 


m 
n 


c' 

r 

< 

1 

t 

11' 

* 

\ 

i 

/ 

f 

l/V 

\" 

^  Si  la  peUte  base  du  recUngle  doit    B    «   e^  o   r'  t  a 


^  sur  le  diamètre,  on  peut  prendre  Fis.  sis. 

talque 

OH       m        ,     F'G'  m 


1 
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EXERCICES  DE  G&OMBTJUE 


PtMèm».  Dam  un  cercle,  ûtiicrire  un  recta  n  g  te  fhnt  ia 
renée  des  carrés  des  aWs  adjiîcents  ('(jale  k'. 

(Voir  Méthodes,  no.iUU,  e,) 

Eaeroioe  467. 

1193.  ProblèRM.  Dam  uèi  trumgle,  imcrire  un  rccianyle  de  périmcm 
donné  2p. 

Discuter  le  problème,  en  «Uribuaat  à  p  toutes  les  Taleurs  possibles  d 
en  prenant  pour  le  triangle  donné  : 

!•  h<h,   20  h  =  h,   3«  h>h, 

(  Voir  Méthodes,  a»  256.) 

IlîM.  Problème.  Dam  un  triangh',  nirurr  une  fjuradèle  MN  à  h  ba^^ 
j>ar  /<  .s  jnfints  M,  \,  mener  tl/'s  droites  /Kirullèle:*  à  ia  ligne  donnée, 
manière  que  le  périmètre  du  par  allé  Unjvumnu:  iHi^^ril  ait  une  longfi^^ 
donnée. 

{\oir  Méthodes,  m.) 

Escfdoe  488. 

I48t$.  Problème.  Dans  un  triangle  tlonné,  inacrin 
un  rectangle  ayant  pour  diagonale  une  longèuia 
donnée, 

(Voir  Méthodes,  n«  193.) 

1486.  Problème.  Dans  un  triangle  lUmné,  inseriit 
le  rectangle  de  diagonale  minima. 

(Voir  Méthodes,  n«  196.) 

1487.  Problème.  Dans  xn  triangle  queîconqH(t 
inscrire  un  rectangle  semblable  à  un  rectangle  domtè, 

(Voir  Méthode  géotnétrique,  n»  209.) 
(Voir  Méthode  at^brique,  n9  903,  c) 

EMffdœ  488. 

1488.  ProUAme.  Dans  un  triangle  isocèle  ^  inscrin 
un  rectangle  dont  le  périmètre  soit  le  doubie  du  pé- 
rimètre du  triangle  isocèle  partiel  qui  surMonU  k 
rectangle. 

Soit     2(MP  +  MN)  =  2(MN  +  2BM)   (ûg,  943 
d'où  MF  ~  2BM 

Le  problème  est  ramené  à  trouver  un  point  M  tei 
que  ia  hauteur  MP  soit  égale  à  deux  fois  MB. 

Il  suffit  de  recourir  aux  figures  semMnbles  std^éie- 
ver  une  perpen  ii'^ulaire  AL  égale  à  2Âii. 
La  droite  LB  détermine  le  point  P. 
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1109.  Problème.  D(ui$  un  triangle  isocèle,  insanre  un  rectangle  tel 
f/(fc  le  périmètre  du  triangle  partiel  soit  les  %  du  périmètre  du  ree- 
Icingle, 

BeprésentODs  la  longueur  de  la  baae  par  26,  la 
bauleur  par  h  et  ÂB  par  l. 

Prenonfl  la  diataoce  BD  pour  iocoDOue. 
Il  suffit  de  conaidérer  la  moitié  des  périmèlres. 
On  doit  avoir 


Of 


BM+MD  =  73(MP  +  2MU) 
d'Où  BM=  -^- 


(1) 


BM 

X 

T" 

MD 

X 

MP=;i— « 


Ix   .    bx       2  /,  ,25. 

d'ou  (1)  deYieot         +      =  -g-  / /i  — a?+  -y^ 

En  réduisant  au  même  dénominateur,  et  simplifiant,  on  obtient 

Six  +  36a:  =  27**  —  Vix  +  khx 
«(3^  +  2A  — 6)  =  2/i* 
_  W 

Qualriètue  proportiouDelle  facile  à  coostruire. 

Remarque.  Oii  procéderait  d'une  manière  analogue  pour  un  rapport 
quelconque. 


I^$00.  MêoM  ptdblème.  La  somme  des  périmètres  du  triangle  partiel 
et  du  rectangle  doit  avoir  une  mleur  donnée  8. 

£o  utilisant  les  valeurs  trouvées  précédemment,  il  suftit  de  poser 

Ix  -j-  bx  4"  — ^  f'^  +  26^  =  hs 
x{l  +  3b  —  h)=^iut^h^ 

^—  r-f  36— A 


IWM .  Mène  proUèM.  La  différence  des  périmètres  du  rectangle  et  du 
triangle  doit  égaler  à» 

Si  le  périmètre  du  triangle  doit  être  retranché  de  celui  du  rectangle, 


il  suffit  de  poser 


,  ,  2hx  Ix  hx  j 
h^x+-j^^j^^^.=zd 

h^'—hx+Thx-^lw^hxzszdh 
b^l^h    ^"  h  +  l—b 


II. 


27 
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ProUènie.  Inscrire  dans  un  iricMgle  un  autre  triangle  dotU  le» 
eMés  wimt  parallèles  à  des  dh^ectiotis  données.  (Paul  Sbrrst,  des 
n  Méthodes  en  Géométrie,  H.) 


Il  faot  mener  une  droite  E'P  parallèle  à  ane 
des  lignes  données  ;  par  les  points  E',  F',  me- 
ner  des  parallèles  E'D',  FD'  aux  deux  autres 
droites  données. 

Le  triangle  D'E'P  répondrait  à  la  question, 
si  le  sommet  D'  était  sur  ÂB;  il  suffit  dooc  de 
mener  CiyD,  puis  DB,  DF  parallèles  à  D  E  , 


Fig.  9V5.  DT,  et  le  côlé  EF  sera  parallèle  à  ET'. 

liSOS  (a).  RflOMrqoe.  Le  problème  comporte  trois  autres  solutions  : 
Ainsi  en  menant  la  droite  ET'  parallèle  à  fiP,  puis  E'iy,  et  Fiy, 
ifig.  946),  enfln  GD'«D|,  on  obtient  le  triangle  D|EiF|  qui  répond  i  la 
question.On  peut  Vêppelw  eû>inserit  par  rapport  au  tariangle  doimd  ABC. 


Fig.  m. 

Dans  Texemple  proposé,  la  î»rcmicre  droite  it;tr.ill«?le  E  F',  est  iDscritc 
dans  Tangle  C;  or,  si  Ton  inscnl  dans  i  angle  A  uiio  parallèle  à  D  P.  on 
retrouvera  le  triangle  inscrit  DEFet  un  ex-iogcrit,  relatif  au  cùté  l.t; 
puis  une  parallèle  à  D'E'  insente  dans  Taugle  B  dooaera  eocure  DEF  et 
un  cx-inscril  relatif  au  côté  AC. 

^  Lorsque  le  triangle  inscrit  DEF  est  connu,  on  oblient  facilement  les 
trois  (rianglcs  ex-inscrits  :  il  suffit  de  tracer  le  triangle  anlicompléaMB* 
taire  defde  DEF.  Le  sommet  d  détermine  CdD^.  La  ligne  eX  donnerait 
le  sommet  d'un  ex-inserit  sur  le  e6iô  GB  et  /B,  celui  de  rex-inscrit  rela- 
tif au  cèté  AC. 

3*»  Lorsque  les  droites  données  comme  direction  sont  respeciivement 
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parallèles  aux  côtés  du  triangle  donne,  le  triangle  inscrit  n'est  autre 
chose  que  le  triangle  tnédian  ou  (nanrjh'  complémeniairc  de  AliC  ^n'^  432, 
Rem.);  mais  au  point  de  vue  géométrique  il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher 
les  ex-inscrits,  car  G  et  d  coïncident.' 


4«1. 


IIJ08.  KoblèBM*  Dans  un  cercle  donné,  inscrire  un  triangle  isocèle, 
connaissant  la  somme  de  la  hase  et  de  la 
hauteur. 

Dieeuter  le  problème, 

(a)  Conatruclion,  On  Bail  qu'on  prend 
BE=  -5-,  BL=Î,  et  qu'on  joint  EL  (nofH). 

Il  peut  y  avoir  deux  solutions  BAC,  BA'C. 

Pour  discuter  le  problème,  il  suffit  de  me- 
ner des  droites  parallèles  à  une  ligne  £L  telle 
que  BE  =  '/,BL. 

(b)  Maximum  de  l.  Le  mazimom  de  la 
somme  l  est  donné  par  la  tangente  GH. 

Les  triangles  POM,  B6H  sont  semblables: 
ainsi  OP  =  V,PM. 

Donc  ■  ™' 

d'oii 


s  0 


Or 


0H  = 


OW       ,  r 

ôp  =^-7r=^>/^ 


BH  ou  /=0H  +  0B  =  r(#+i) 


donc 
(•)   (fig.  948) 

Une  solution  est  déterminée  par  le  point  M- 
1  autre,  donnée  par  le  point  H,  se  réduit  à  une 
droite. 

(d)  (ûg.948)   Kir;  soit  hL^l 
Â'  donne  une  solution  telle  que 

A'C'  +  BD'=:/ 
A  donne  en  réalité  BD  —  DL 
ou  BD— AC=/ 

Ainsi  lorsque  la  droite  EL  coupe  le  diamètre,  et  non  son  prolongement 
supérieur,  c'est-à-dire  quand  on  a  /  <2r,  mais  ?>zéro,  une  des  solu- 
tions correspond  à  l'énoncé  direct,  tandis  que  l'autre  solution  correspond 
au  problème  suivant. 


Fig.  948. 


u  Inserire  un  triangle  isocèk  tel  que  la  hauteur  diminuée  de 
w  hase  égale  1. 
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l  peut  décroître  de  2r  à  zéro, 

(•)  Z  =  0 

La  solution  de  la  somme  se  rédait  à  ua  point; 
celle  de  la  différoDce,  ou  BU,  donne  un  triangle 
tel  que  la  hauteur  égale  ta  base  (  Gg.  948). 
(f)  ;<0,  c'est-à-dire  I  porté  à  l'opposé  de 

BH  (fig.  949). 

On  prend  encore  BE  =  Vî^   BL  =  i 
Ainsi  A'C  =  D'L 

d'où  A'C-BD'  =  BL  =  I 

de  même        AG  —  BD  =  BL  =  i 
Ainsi  il  y  a  généralement  deux  solutioni». 
Elles  répondent  à  la  question  suivante. 

I4j04.  Problème.  Inscrire  un  triangle  i$aeile  tel  que  la  base  dimttm 
de  la  hauteur  égale  1* 

(g)  Maximum  de  la  différence  I. 

Le  maximum  de  BH  correspond  à  la  tangente  MH. 
Or  OB  =  r  et  0H  =  rV8' 

donc  BH  —  i\\0  —  1) 

ISOtS.  VgMèmt,  Dam  un  cercle,  mener  une  corde  parallèle  àune  tan* 
fjente  donnée,  de  manière  que  le  rectangle  iitsmf  qui  aurait  cette  eortk 

pour  côté,  et  le  côté  opposé  sur  la  tangente,  ait  un  périmètre  donné. 

Le  périmètre  du  rectangle  est  double  de  la  soninie  de  la  ba-e  et  de  la 
hauteur  du  trianc^le  isocèle  qui  aurait  la  corde  pour  base  et  le  poiot<i£ 
contact  pour  sommet. 

£xerGio«  492. 


l;î(M».  Problème.  Oti  (loiine  une  cirronfrrence  et  une  droite  ;  ruener 
coi'th'  telle  q\i.f  le  carré  (/Ht  agirait  ieftc  lîfjne  pour  uv  »lc  ses  côtes. 
h:  cniè  opjiosv  sitr  la  droite  dountr.  Discuter  le  problème ^  en  admettant 
que  la  droite  varie  de  position  par  rapport  au  centre  de  la  circonjt- 
rence. 

\  (>îr  Méthodes  y  255;  on  peut  consulter  aussi  :  Exercices  d'Àlgè^* 
4«  édition,  n<»  1460,  p.  143). 

id07.  Problème.  Question  analogue.  La  corde  doit  être  un  des  coUi 
d*un  rectangle  sembUible  à  un  rectangle  donné. 

Même  solution,  sur  XY,  on  construit  un  rectangle  semblable  à  cdui 
qui  est  donné,  mn  par  exemple. 


I.  Soit  m  >  n 

Il  y  a  deux  parties  principales  : 

Lorsque  la  corde  doit  élrc  Thomologuc  de  m; 
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29  Lorsqu'elle  doit  être  rhomologae  de  ti. 

Chacune  de  ces  parties  donne  lieu  à  une  discussion  complète  analogue 
à  eelie  du  earré. 


493. 


11908.  Problème.  On  dêtuM  une  eivccnférence  et  une  droite;  mener  une 
corde  telle  gtie  le  rectangle  qui, 
aurait  cette  ligne  pour  un  de  ses 
côtés,  ait  le  côté  opposé  sur  la 
droite  donnée  et  que  le  périmètre 
ait  une  longueur  2p. 

Discuter  le  problème  : 

i**  Lorsque  la  droite  est  fixe  de 
poeition  et  que  2p  varie; 

79  Lorsque  îp  est  constant  et  que 
la  distance  de  la  droite  au  centre 
est  variable. 


Le  problème  connu  :  Da^^s  un 
cercle ,  inscrire  un  triangle  isocèle 
dont  la  Si  DU  me  de  la  base  et  de  fa 
hauitifi'  ait  une  longueur  don  net  1 


JJ' 

0 

r 

J) 

a 

.A, 


K    £  G  Y 


Fig.  950. 

(n^  211  et  1503},  conduit  immédiatement  à  la  construction  suivante 
Il  faut  prendre  BE=        BL=:p,  et  mener  EL. 

En  effet,  AC=DL 

donc  AC  +  BD=:BL=l) 

Ainsi  2AC  +  2A.N  =  tp 

INteoMloa.  Pour  une  position  don- 
née de  XY,  lorsque  p  varie,  la  dis- 
cussion est  analogue  à  celle  du  Irian- 
gle  isocèle;  le  maximum  de  on  BH 
est  donnée  par  la  tangente  GMH. 

En  désignant  par  a  la  distance  OB, 

on  a  OH  =  2V5,  OB  =  a 
donc    BH  ou  p^a-^-r^ 

2»  Soit  p  inYariabte  et  a  variable. 

La  discussion  nWre  aucune  diffi- 
culté; ii  suffit  d'Indiquer  un  moyen  très 
simple  de  reconnaître  immédiatement 
les  solutions  au  simple  aspect  de  la 
figure,  en  déplaçant  XY  à  partir  du 
Centre  et  d*un  seul  côté  de  la  figure. 

En  prenant   OE  =  OF  =  Vti> 
OL  =  UK  =  p 
en  a       EFsp,  LK=2p 

Déplacer  XY  revient  à  faire  glisser  le  losange  le  long  de  UZ. 
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i<»  Ily  a  autant  de  solution»  quHl  y  a  de  cordes  commune»  au  cenk 
et  au  haange.  Ainsi  il  peut  y  en  avoir  quatre. 

2«  Lorsque  le  côté  même  du  losange  n  ncontre  le  eerde,  la  èo^c  plus 
la  hauteur  égalent  p.  Ainsi      b-{-h  =  p 

df^  Quand  les  prolongements  des  côtés  aux  points  L  et  K  coupent  k 

cercle,  on  a  h  —  6  =  p 

4°  Lors>jiit'j  pur  suite  de  la  valeur  donnée  à  p,  les  prolongements  dts 
côtés  aux  points  Ë,  F  coupent  le  cercle^  on  a 

h  —  hs=:p 

5^  Quand  deux  côtés  tels  que  EL,  FL,  par  exemple,  deviennent  taih 
gentSf  deux  solutions  se  réduisent  à  une  seule,  et  pour  la  position  de»' 
née  à  XY,  la  longueur  P  est  un  maximum. 

6°  Suivant  les  valeurs  i^elatives  attribuées  aux  gratideurs  Sl^  T^ùt* 
peut  avoir  quatre  solutions,  trois,  deux,  une  ou  aucune. 


Exercice  494. 

1800.  Problème.  On  donne  deux  points  et  une  circonférence;  trouver  im 
point  sur  la  circonférence  tel  qu'en  le  joignant  aux  deux  points  damà 
la  corde  noit  parallèle  à  la  ligne  gui  joint  les  deux  points, 

i^''  Solution.  UappeioDS  sominairemeDl  la  solution  développée  auxif^ 
thodes  (no  140). 

En  supposant  le  problème  résolu,  menant  la  tangente  AE  (Jfj.  . 
tout  revient  à  déterminer  le  point     or  les  triangles  ADi!],  FOC  sont  sem- 

KUKi.o  ^>^'      I>E       DA     „      DA.DC  HP 
blables,  d^ou     î^c'  =  W  '       =     DF     =  "ûT 

quantité  que  Ton  sait  construire. 


Flg.  968. 

2<'  Solution  (fi^^^  953  .  Ou  sait  que  les  circonf<^rences  tangente?  inter- 
ceptent  des  cordes  parollrle?  AB,  \H\  sur  tout  angle  dont  le  sommet  C 
est  au  point  de  conlacl  ;  donc  le  problème  revient  à  d»^crire  une  circon- 
férence qui  papse  par  deux  points  E  et  qui  soit  tangente  à  une  circôû- 
férenco donnée  ABC.  (G.,  u"  299.) 

Construction,  Par  Ë  faisons  passer  un  arc  qui  donne  lieu  à  la  sé- 
cante MNO. 

Menons  la  tangente  OC;  G  est  le  point  demandé.  La  tangente  OC 
donne  une  seconde  réponse» 
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Remarque.  Oq  peut  être  conduit  à  la  solution  précédente  en  remarquant 
que  le  point  C,  supposé  connu,  est  le  centre  de  similitude  des  triangles 
CAB,  CDE  et  des  circonférences  circonscrites  à  ces  mêmes  triangles; 
donc,  pour  obtenir  le  point  C,  il  faut  faire  passer  par  D,  Ë  une  circon- 
férence qui  eoii  tangente  à  la  circonférence  donnée  AMB. 

Exerdœ  495. 

ItflO.  PiroblèoM.  On  donne  deux  points,  une  circonférence  et  une  droite; 
déterm  iner  sur  la  courbe  un  point  tel  qu'en  îe  joignant  aux  deux  pointa 
la  corde  soit  parallèle  à  la  droite  donnée, 

(Voir  Méthodes,  nf*  52.) 

1811.  Problème  de  Castiilon.  On  doanc  I rois  puinls  et  une  cin  onfércîice ; 
inscrire  dana  cette  circon(t'renc€f  un  trianyle  tel  que  chaque  côté  passe  par 
un  (les  points  donnés. 

(Voir  Méthodes,  n»  51.) 

■o«».  Pappus  résolut  le  problème  lorsque  les  trois  points  donnés  sont  en 
ligne  drille.  Gabriel  Crauer,  l'auteur  des  formules  de  ce  nom,  généralisa  la 
question  en  prenant  trois  poinU  quelconques,  et  1^  proposa  à  Cabtîllon;  ce 
dernier  en  donna  une  solution  synlhcliijue  en  1776,  déduite  de  celle  de  l'appus. 

La  uicuiu  année,  Lacbange  publia  unu  buiuUon  analytique  très  siaipiu;  mais 
la  construction  la  plus  élégante  est  celle  que  nous  avons  donnée;  elle  est  dne 
à  un  jeune  Napolitain,  Annibalb  GioanANO  ni  Ottauno.  (Cit.  N»  A.»  1844,  p.  464.) 

Laobangb,  né  à  Turin  en  1736,  mort  à  Paris  en  1812.  On  lui  doit  le  Calcul 
des  variations,  un  traité  de  Mécanique  analytique,  la  Théorie  des  fonctions 
analytiques,  la  Résolution  des  équations  numériques. 

£zeroi«e  496.  — >  II. 

.  1512.  Problème.  A  un  quadrilatère  ABCD  circonscrire  un  quadrilatère 
semblable  à  un  quadrilatère 
donné  egfb.  (Làuk*,) 

En  [>rocédanl  d'une  ma- 
nière analogue  à  celle  qu'on 
a  ciiiployée  pour  une  ques- 
tion connue  (  n°  1020  ),  on 
est  conduit  aux  consiruclioDS  ^ 
suivantes  : 

Sur  AD,  décrire  un  seg- 
ment capable  de  l'ank'Ie 
8ur  AB,  un  segment  capable 
de  Ttingle  he>/ ,  et  sur  DG, 
un  segment  capable  de  yfh. 
Actuellement,  il  Ta  ut  trou- 
ver un  point  H,  tel  que  le 


*  Lauk  (i:?r>-i<<70),  auteur  do  :  Mxamm  des  différenit$  miXkoûtê  smplojféta  pomr  réaomârt 
^  ptoUèmes  de  Géométrie. 

CHooTrago  ett  cité  par  MIL  Rrrr  (ProbUnu»     Géométrie)^  Paul  SBiuurr  (Deê  Uè- 
t*oifef  m  Oé^wkMs),  Ch.  &■  Oohbiboows  (  Court  4s  JfatMMaîfflww  à  Vma^s  été 
<Uali  à  VÈoolls  «enlrole,  tome  II). 


Fig.  964. 
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triangle  FIÎl'  soit  semblable  à  ehf.  Pour  cela  il  faut  diviser  Tare  A-Vi 
en  deux  pdîlics,  telles  que  AEM  = /ie/",  et  par  suite  MFR  =  />f7. 

Il  buffit  de  l'nire  Tangle  AE'M  égal  à  hef.  De  même,  il  faut  iiir^ 
DF'N  =  A/t',  pms  mener  MN;  celte  droite  détermine  le?  «omnaelà  E,  F 
Les  quadrilatères  EfiFll,  egfh  sont  semblables  comme  formés  de  Iriaogiei 
respectivement  semblables. 


Cuusiruciiou  des  Triaugles. 


Szercioe  497. 


Il>i3.  Problème.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  l'a»;' 


opposé  €l  le  rapport  des  deux  auttti 
Cotés. 


Fig.  950. 


Soit  ABC  le  triangle  demandé. 
Le  sommet  G  se  trouve  sur  le  segment 
capable  décrit  sur  AB  ;  les  bissectrices  in- 
térieure et  extérieure  de  Tangle  C  donceDî 
deux  points  M  et  N  constants.  (G.,  n^  113 
et  217.) 

La  circonférence  décrite  sur  MN  comme  diamètre  est  le  lieu  du  point  C;; 
donc ,  après  aToir  déterminé  les  deux  points  M  et  N  tels  que  | 

MA     .    NA  _  m 

on  décrit  sur  M\  une  */j  circonférence  et  sur  AB  le  segment  capable  de 
ranf^iô  donné,  et  le  point  C  sera  déterminé  par  la  rencontre  des  deux 
lieux  qui  doivent  le  contenir. 

lol4.  Problème.  Construit  e  mi  triauiflr^  cviuiaisfiaiit  drux  côU's  et  k 

pied  Je  la  bisficctrice  tjui  ("inlyc  sur  i'^n 
d*cux. 

Soit  ABC  le  triangle  demandé. 
Menons  CN,  bissectrice  de  Taiigle  exté* 
rieur  en  G.  On  a 

MA       NA         .      MA  — MB  _  AB 

MB'    ^  W 


Fig.  95t). 


d'Où 


m  — "NE' 

Ainsi  une  quatrième  proportionnelle  donnera  le  prolongement  BN. 

Le  troisième  sommet  «  .  a  pour  lieu  la  circonférence  décrite  sur  MN- 
On  le  déterminera  en  coupant  cette  circonférence  par  un  arc  décrit  Jii 
point  A,  avec  la  longueur  AC  comme  rayon. 


Itfitf.  Pnkâèmt,  Comiruire  un  triangle ,  connaissant  la  hase,  fomU 
op^toséet  les  produits  des  deux  côti^s  qui  comprennent  cet  angle, 

(Voir  Mvthodcs,  106.) 
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Exercice  499. 


"tlSIO.  PvofcUflM.  Construire  un  triangle,  connaissant  un  anyle,  le  pro- 
duit des  côtés  qui  comprennent  cet  angle,  et 
sachant  que  la  longueur  de  ta  base  doit  être 
minima. 

Construisons  un  triangle  isocèle  AiiG  et  uo 
triangle  quelconque  DBF  tels  que 

AB.BC=DB.BF 

Soit  AB  =  BC=:a/  prenons  deux  grandeurs 
égales  ÂD  et  CE^  soit  œ  celte  longueur. 

Le  produit       Ali .  BC  —  a- 

D  B  .  BK  =  (a  —  a?)  (a  +  a?)  ^  o«  —  0^ 

Quelque  petit  que  soit  x,  ce  produit  est 
moindre  que  aK  Or  pour  que  DB.BF  =  a^  H 
faut  donc  que  CF  soit  plus  grand  que  CE;  donc  DF  >  DE  ;  mais  on  a  vu 
(no  581)  que  AC  est  <  DE;  donc,  à  fortiori,  on  a  AC  <  DF. 

Par  conséquent  y  le  triangle  isocèle  est  celui  dont  la  base  est  minima. 


Fig.  057. 


MO, 


MUèM.  Construire  un  trianyle,  connaissant  la  base,  in  ho.u- 
leur  et  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés. 

(Voir  Méthodes,  107.) 


501. 

1^18.  Problème.  CoètMntirc  un  triangfp,  cr>v)}(tissmit  tk'tfjc  vùtcs  et  la 
lonruuetu'  dr  In  bisftevlrice  de  Vangle  compris  entre  ces  côté», 

(Voir  Méthodes,  n»  43.) 

A  celte  solution  on  peut  rattacher  la  suivante 
i Journal  des  Mathématiques  élémentaires  et 
pédahs,  iHlly  p.  303)  : 

On  mène  DE  parallèle  à  AB. 

CE  _  CD  a 
ClT'"  CA  ~"  a  +  c' 

CD  _  a 


On  a 


car 


CE 
a 


a 


o  +  c  ' 

D'ailleurs  BEr^a-- 


«-          a^-^ac-^a^    ac 

a  +  c  '  a  -|-  c     ■      â  +  c 

On  peut  construire  le  triangle  isocèle  DEB,  dont  les  trois  côtés  sont 
coanus,  puis  prendre  BG=a,  etc. 

Rein«r<2iie.  On  peut  encore  donner  la  solution  ci-après  (UoucuÊ  et  de 

27* 
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On  a 


mais 


GoMBEROi  ssE,  Cot'rs  de  Mathématiques,  àVusayc  des  carididats  à  VÉcdi 
ceittnilr ,  l.  il ,  y.  224^  : 
Supposons  le  problèaie  résolu. 

Prenons  BE  =  BA;  la  droite  AE  est  perpendiculaire  à  la  bisscctncc 

liD;  menons  la  parallèle  MDN. 

g  _  CD 
c  ^  Ùk 

CN       CB      .  a 
"NE  =1BÂ=^''*'  T 

Ainsi  on  peut  connaître  le  point  N,  car  îl 
suffit  de  dÎYÎser  CE,  diffèrenee  des  edtës  don- 
nés, en  segments  proportionnels  à  ces  mêmes 
côtés  a  et  c. 

Puis  construire  un  triangle  rectangle  NBD,  connaissant  la  hauteur  BD 
et  rhypolénuse  BN.  Ce  triangle  fera  connaître  Tangle  CDD  et,  par  suite, 
l'angle  ABC. 

1IM9.  Problème.  Construire  un  triangle  rectamjle,  connaistant  fhypo^ 
ténuse  et  la  différence  des  carrés  des  côtés  de  Vanglc  droit. 

Soient  a  l'hypoténuse  et  ni*  la  ditrérence  données. 

1«  Moyen.  On  a  6^  +    = a* 

6*  — c«=m» 


d'où 


et  c«= 


a*  —  c 
2 


.2 


On  peut  donc  connaître  6  et  c  et  constroire  ^ 

triangle. 

Comme  construction  graphique,  le  moyen  soi* 
vant  est  plus  rapide. 

2c  Moyen.  Sur  riiypulénuse  donnée  liC,  décri- 
vons une  demi-circonférence;  puis  »  onstruison? 
le  lieu  !J-éornétrique  DA  des  j>oints  donl  la  diffé- 
rence des  carrés  des  dislances  aux  points  B  et  C  égale  m-  [w^  71  ). 

Le  point  A  où  DA  coupe  la  demi-circonférence  est  le  sommet  de  TsMk 
droit.  ^ 


Exeroîoe  603. 


IH20.  Probip.ne.  Constridvr  un  tnangfe  semblable  à  un  trian'ih  Jrn>:n 
T,  et  doni  /rs  sommets  se  trouvent  sur  trois  parallèles  données  N, 
ou  sur  irous  circonférences  concentriques  données, 

l«r  Gu.  Soit  ABC  un  triangle  semblable  à  T.  Considérons  trois  panl- 
lèles  quelconques  M,  N,  P,  menées  parles  sommets;  traçons  la  circoofi- 
rence  circonscrite,  et  menons  CD  et  AD. 

L'anç^Ie  inscrit  BDC  =  BAC  =  A',  qui  est  donné;  de  même  Panide  iss- 
crit  BD A  =  BGA  =  C,  qui  est  donné/  ^ 

On  peut  donc  prendre  le  point  D  à  volonté  sur  la  droite  du  milieu  N, 
construire  Tangle  A'  au-dessus  et  Tangle  CT  au-dessous,  et  déeriie  m 
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ii  couférence  par  les  trois  points  A,  D,  C.  Le  triangle  ABC  sera  le  triangle 
emandé. 

On  remarquera  que  les  deux  an^^'les  qu'il  faut  construire  de  part  et 
'outre  de  la  droite  du  milieu,  sont 

nx  dont  les  sommet»  doivent  être 
ur  les  deux  autres  lignes. 


Fig.  9U1. 


.  Le  triangle  ABC  potr- 
ait  glisser  sur  les  parallèles, 
t  y  oecaper  «ne  infinité  de  pœi- 

(OBS* 

Oo  peut  d'ailleurs  construire  Pan* 
le  A'  au-dessous  de  la  droite     et  Tangle  C  au-dessus;  ce  qui  donne- 
ait  une  seconde  solution* 

Enfin  f  on  peut  réserver  pour  la  ligne  du  milieu  Tun  quelconque  des 
rois  somoiets  A,  G;  et  ainsi  ron  peut  avoir  six  solutions  différentes, 
juant  à  la  grandeur  des  triangles  obtenus. 

2^  Cas.  Soit  ARC  un  triangle  semblable  à  T.  D'un  point  i^ueiconque  I , 
ivec  les  distances  lA,  IB,  10, 
lécrivons  Irois  circonférences 
on.  entri(jues. 

>ar  A'ii',  conslruisouà  le 
tiaagle  A'B'I'  semblable  à 
Viil  :  le  point  1'  est  homologue 
le  1,  les  disUnces  TA'  et  l'B' 

mi  dans  le  rapport  -p,  et 

le  point  r  ap^jartient  à  un  lieu 
géométrique  connu.  (G.,n<'307.  ) 
t)e  même,  les  disUuces  TA'  et 

rc  sont  dans  le  rapport 


Fig.  962. 


et  le  point  1'  appartient  à  un  second  lieu  géométrique  analogue  au  premier. 

Ue  ces  considérations  résulte  la  construction  suivante,  (jui  suppose 
donnés  le  tii.uigle  T  et  les  trois  circonférences  ayant  pour  rayons  r,  r\  r". 

Construire  sur  A'B'  le  lieu  des  points  dont  les  dislances  aux  deu.x 

poiots  A'  et  B'  sont  dans  le  rapport  -p-,  et  sur  A'C  le  lieu  des  points 

(loal  les  distances  aux  deux  points  A'  et  G'  sont  dans  le  rapport  -pr  ; 

joindre  le  point  de  rencontre  dea  deux  lieux  aux  trois  sommets  du  triangle 
T;  mener  lA  quelconque;  oonatruire  les  angles  AlB  et  AIG  égaux  respec- 
tiTement  à  ATB'  et  A'I'C,  et  achever  le  triangle  ABC. 

Remarque*.  Lo  triai)L;le  AiiC  puurrait  tourner  auLuur  du  centre  I,  et 
'/Ccaper,  sur  les  circonférences  données,  une  infinité  de  publiions. 

On  peut  d'ailleurs  prendre  pour  houioloeue  du  ceuti  e  l  le  second  poioi 
(le  rencontre  1"  des  deux  lieux;  ce  qui  donnerait  une  seconde  solution. 

tiiliu,  on  peut  réserver  pour  la  circonférence  extérieure  Tun  quel- 
conque des  trois  sommets  A,  B,  C;  et  ainsi  l'on  peut  avoir  douze  solu- 
tions différentes,  quant  à  la  i:randeur  des  triangles  obtenus. 

^1  leâ  Ueui  ne  se  rencontraient  pas,  le  problème  serait  impossible. 
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Hote.  On  j>eul  consulter  sur  ce  problème  une  Note  de  Géométrie ,  pri 
M.  CoMBiEH,  ÏDguaieur  eu  chef  des  pODlb  et  chaussées.  {Journal  de  MathéniO'^ 
tique»  élémisntairet  de  MM.  Bouroet  et  K4Biii.Bfi,  1879,  p.  120.) 

KaHLBB,  décédé  en  directear  des  études  dn  cours  préparatoire  de  Siiittj 
Barbe,  bien  connu  par  ees  Problèmei  de  géométne  aml}f tique  (J.  M-  S.*  iMl: 
page  68). 


m.  —  I. 


1521.  RroUène.  Cùnêtruire  un  triangle j  œmiamani  la  hase,  Vongk 
opposé  et  le  rapport  de  la  somme  à  la  différence  des  deux  autres  cpHf^ 
(Diplôme  de  fin  dMiadee,  Clermont-Ferrand,  1871.) 

Supposons  le  problème  résolu;  bAC  1- 
IrianL'lr  de  m  an  dé. 

Le  iieu  du  point  D  tel  que.  pour  to'J 
triangle  inscrit  dans  le  segment  BA'\ 
ait  BD  =  AB+AC»  est  Tare  de  stîgiueût 

capable  de  Tangle       (no  921). 

Le  lieu  du  point  E,  pour  lequel 
BË  =  AB--AC, 

esl  l'arc  de  segment  capable  de  90-r  T 
(no  922).  i 


Fig.  968. 


On  connaît  le  rapport  -g^-  =  -~ . 

Donc,  par  rapport  au  point  B  et  à  Tare  BDG,  il  faut  décrire  le  ti€C 
des  pointe  qui  divise  les  cordes  telles  que  BD  dans  le  rapport  donné. 

DM 

Ainsi,  on  peut  mener  le  diamètre  BM,  prendre  BN  tel  ^iue-gjjj-  = 
et  décrire  une  circonférence  sur  le  diamètre  BN. 

LlûterseclioD  de  ce  lieu  et  de  Tare  de  segment  capable  de  B0-|-  y  ^ 
connaître  le  point  E. 


Exercice  503. 


II. 


Fig.  mi. 


i*>22.  Problème,  (ion^iiutire  un  triang!^ 
ABC,  connitissanl  la  bisscci nce ,  l*i  ftou' 
teur  qui  paillent  du  sowwef  A  f  t  le  jit"^ 
duit  des  côtés  issus  de  cr  ntëme  sounttci. 

En  supposant  le  problème  résolu,  ' 
construit  le  triangle  rectangle  llAi  apji- 
la  bissectrice  pour  iiypoténuse  et  h  pour 
un  de  ses  côtés;  on  sait  que  la  bisse> 
trice  divise  en  deux  parties  égalas  Tanglt; 
formé  par  la  hautt  ur  et  le  diamètre 
cercle  circon-crii;  donc,  en  prenant  1^ 
droite  symétrique  le  h  par  roppoilà  Al. 
on  aui^a  la  direction  jiiû^diamêtre;  d*«ii* 
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leurâ ,  on  sait  que  le  produit  de  la  hauteur  par  le  diamètre  égale  celui 
des  deux  côtés  b  eic=^k\  produit  connu,  donc 

La  clrcoDféreDce  décrite  sur  le  diamètre  ÂD  détermine  les  sommets 
B  et  G. 


5M.  ~  I. 


iiS83.  Pirobléme.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  rayons  ie 
detix  des  cercles  tangents  aux  trois  côtés  et  le  rayon  du  cercle  circons- 
crit. (Van  Aubel,  XouveUe  correspondance  mathématique,  1876,  p.  315.) 

Soii  ABC  ie  triangle  demandé. 


On  sait  que  les  quatre  points  B,  0,  C,  CV  appartiennent  à  une  circon- 
férence dont  le  centre  est  au  point  F;  par  suite,  DF  =  R  {li^  1259). 
D^ailleurs,  le  théorème  d'Euler  (n»  327)  donne  : 

0D«=R(R--2r) 

0'D«=R(R  +  2r') 

Ainsi,  dans  ie  triangle  OW,  on  connaît  deux  c6tés  OD,  O'D  et  la 
médiane  DF  du  troisième  cété,  et  i^on  peut  construire  ie  triangle 
(n^  980,  2»). 

Puis  on  décrit  les  cercles  0  et  0',  et  l^on  mène  les  tangentes  com- 
munes ÀB,  AC,  BG. 

Emroicw  504.  —  II. 


itSM.  PkoUèoM.  Cotîstruire  un  triangle 
rectangle,  sachant  que  la  différence  des 
carrés  des  côtés  de  Vangle  droit  égale  un 
carré  donné  k*i  et  que  les  satnmets  du 
triangle  doivent  se  trouver  respectivement 
sur  trois  droites  parallèles  données, 

Soil  Al^r.  le  liiangle  demandé,  î/j,  n  les 
distances  données  parallèles,  et  k-  la  valeur 
de    -  c\ 

Où  peut  prendre  un  sommet  A  à  volonté 
sur  l'une  deà  droite^.  Le  triangle  scra  détermine;,  si  l'on  connaît  BD. 


Fig.  966. 
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Soit  donc    EC  :^j:    et    BD  —  y. 
On  a  les  relations  suivantes  : 

6*  =  m*  +  0?* 

M  — c*  ou   M  =  fn*  +  a7»~n*  — y* 
ou  a;*  —     ==     +     —    *  ' 

Les  triaDgles  rectangles  Âi^C,  ABD  sont  semblables,  car  Tangie  ACE 
égale  BAD;  donc 

^  =        d'où  xy^mn;  y*  =  ^'^^  9} 
En  mettant  cette  Taleur  dans  Tèquation  (i),  on  trouve  : 

^  —  "le*    =  ^"  +     ~  ^ 

a?*  —  ni«n*  =     +  n*  —  w*)a5* 

a:*  —  xHk^  +     —  nv)  —  ,n''n^ 

Équation  hi-carree  que  Ton  sait  résoudre  et  dont  on  peut  conâLrttire 
les  racines  (n^"-  *205  et  300  i 
Le  problème  peut  donc  être  regardé  comme  complément  résolu. 

ReoMi^.  Ce  problème  donnerait  lieu  à  une  iotéressanle  discussii». 

Exercice  504.  —  III. 

1^24  \ai).  Problème.  CviibLruire  un  reclanyle  avec  les  données  sui- 
vantes : 

\"  Le  périmètre  et  la  somme  des  carrés  des  côtés  adjacotts; 

'2^      périmètre  et  la  différence  îles  carrée  des  ilenx  cotés  OiljacenU; 

3°  Le  périmètre  et  le  rapport  des  côtés. 

(Voir  Méthodes,  104.) 

2o  On  construit  le  triangle  isocèle  ADË  (fig.  60),  et  Ton  mène  le  lieu 
PM  de  la  ditîérence  des  carrés  de  manière  que  P£*  —  PA^  =  AE*;car  oa 
trouve  aÎDsi  PM>  —  P A>  ii^. 

30  On  construit  le  triangle  isocèle  ADE;  par  le  point  A,  on  mine 
la  droite.  Heu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  AX,  AY 

égale  — . 

JBxmioa  50S. 

ProUènM.  Construire  un  trapèze,  connaisMnt  les  angle*  H  le* 
diagonales» 

(Voit  Méthodes,  110.) 

PïïMémt  de  Slvnn.  Construire  un  quadrilatère  insciiptibk, 
connaissant  les  quatre  côtés. 

(Voir  Méthodes,  ri»  lôl.) 
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Exercice  506.  —  U. 

f  tfS7.  Goitre.de  maâlhnèt»  Déterminer  le  centre  de  similitude,  ou 
>int  double,  de  deux  figures  directement  semblables. 

Déterminer  Vaxe  de  symétrie,  ou  ligne  double,  et  le  centre  de  simi^ 
iude  de  dettx  figures  inversement  semblables. 


Fig.  966  bis. 

1^  Gaj.  l  igures  directement  semblables.  On  saiL  qu'on  nomme  ainsi  deux 
fiLiures  semblables  ARC,  \'B'G\  qu'on  peut  aiuentr  à  être  hornotliéliques, 
par  la  rotalluo  de  l'une  d'elles  autour  du  centre  de  sitnililude  S  iii  "  1146). 

Considérons  deux  seguieulb  lecUligiics  homologues  AB  et  Ali',  ils  se 
rencontrent  en  L»'. 

1*"^  Moyen.  DelenuiuuQâ  le  point  de  Miqnel  du  (luadrilatère  convexe 

ABB'A'  (n**21    par  exemple,  en  décrivant  les  cercles  circonscrits  Ax\'D' 

et  BB'D'.  Le  point  de  Miquel  S  èht  le  point  double  demandé,  car  les 

Inaugles  S  AU,  SA'B'  sont  directement  semblables,  parce  que  les  angles 

SâB,  SA'B^  ont  même  mesure,  et  que  les  angles  SBA,  SB'A'  sont  aussi 

.         .  ?A       SB  AB 

égaux;  donc  =^r  =  ^  3^. 

L€s  cercles  DAB,  DA'B'  donneraient  le  même  point  S.  Ces  qti aire  cercles 
peuYcnt  ôUe  nommés  cercles  de  Miquel  du  quadrilatère  AA'B'B. 

2*  Moyen.  Dèlorminons  les  points  conjugués  M  et  M' tels  qu'on  ait  : 

MA  _   M'A  _  AB 
MA'^     WÂT  A'B' 
Le  cercle  dont  MM'  est  le  dtamôlre  est  le  lieu  des  points  dont  le  rap- 
port des  distances  aux  pointa  fixes  A  et  A'  ^le  le  rapport  des  c6tés  ho- 
mologues AB,  A'B';  donc  ce  cercle  passe  par  le  point  S.  De  même  pour  le 
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cercle  analo^rue  ayariL  iNN'  pour  diamètre;  ainsi  le  point  doubie  SfB^ 
élre  obtenu  par  l'intersection  des  cercles  MM'  et  NN'.  ' 

Ce  moyen  donne  aussi  le  centre  ^S'  de  similitude  pour  deux  figiipetii' 
verses  ABC ,  A'B'G". 

Le  point  ilc  MiqiuH  S  étant  aussi  le  centre  de  similitude  directe  pm 
AM  el  BU  ,  il  eu  ic^uUc  qu'en  déterminant  P  et  Q,  puis  P'  et  Q\  de» 

,  PA       OA       AA'      .     P'A       O'A  _ 

mère  quon  ait:   -pg  =  -gg  =  -g^r  «         —  ^  — 

les  cercles  ayant  pour  diamètre  respectif  PQ  el  P'Q'  passent  par  le  poin  t  - 
Les  quatre  cercles  dont  on  vient  de  parler  peuvent  être  nommés  r>*r<»i> 
d'Apollonius  du  quadrilatère  ABB'A'.  ()n  a  donc  huit  cercles  qui  p^^aati 
par  le  point  double  de  deux  figures  directement  semblables. 

30  Moym.  On  peut  tracer  la  droite  qui  est  le  lieu  des  distances  fte- 
porliooneUes  aux  deux  segments  AB  et  A!B\  ainsi  que  la  droite*  lin 
des  divisions  proportionnelles  (Toir  ci-après  et  2396)  ;  chscmi  de  ces 
lieux  passe  évidemment  par  le  point  S,  puisque  ce  point  réalise  à  la  ftîs , 
les  deux  conditions  de  ces  lieux.  Il  en  est  de  même  des  droites  analo^es 
pour  les  segments  A  A'  et  BB';  Toilà  donc  quatre  droites  lliciles  à  tracer 
qui  passent  par  le  point  double  S. 

Enfin ,  on  trouve  aussi  les  huit  droites  suivantes  : 

4«  Moyen.  En  supposant  connu  le  point  d*  mandé  S,  on  voit  qjr  I 
Tangle  ASA'  égale  Pangle  connu  b  que  font  les  deux  segments  considé- 
rés :  il  faut  d'ailleurs  qu'on  ait  les  rapports  égaux 

SA  AB 
SA''  —  A'B' 

donc  le  point  cherclié  est  sur  la  bissectrice  EMS;  de  là,  la  constructios 
suivante  :  On  décrit  le  segment  AD'A'  capable  de  l'angle    des  deux  seg* 
ments;  on  divise  A  A'  en  parties  proportionnelles  aux  côtés  AB,  Â'B',  el 
i^on  joint  le  point  milieu  Ë  de  l'arc  AEA'  au  point  M,  afin  d'obtenir  S. 
Ce  moyen  a  été  indiqué  par  M.  G,  Tarry.  {ifathésis,  1895,  pp.  19  et  S3.i  1 

NI 'A        S  V 

Un  peut  déterminer  aussi  le  point  M' tel  que  =  -gj^r  •  on  obticC:î 

la  bissectrice  extérieure  M'Ë^  et  cette  droite  passe  encore  par  le  point  5. 
Avec  le  cercle  BB'D\  on  pourrait  utilis  T  les  bissectrices  NS  et  N'S. 

Pour  chacun  des  autres  cercles  de  Miquel ,  on  aurait  aussi  deux  bis-  ' 
sectr  ices ;  donc  en  tout  huit  bissectrices,  et  i*on  peut  énoncer  le  théoréoti 
suivant  : 

ii>27  (a).  Théorème.  Huit  cercles  cl  (hnce  fhoites,  facHea  à  deft  niiiner, 
passent  par  le  point  double  de  deux  /lyurcs  directeinetit  semblables,  ; 

Itt27  (b).  RoBstqoe.  Nombre  de  constructions  distinctes.  Deux  ligne», 
droite  ou  cercle,  suffisent  pour  déterminer  le  point  S;  mais  le  tracé  de  U 
bissectrice  EMS,  par  exemple  «  comporte  aussi  le  tracé  du  cercle  AAT 
Il  n'y  a  donc  pas  lieu  de  tenir  compte  de  rintersection  de  EMS  et  de  IVn 
quelconque  des  sept  autres  cercles,  car  en  réalité  on  aurait  cooslnul 
deux  cercles  et  une  droite.  Ainsi  les  bissectrices  ne  donnent  lieu  qu'à  huit 
con8ti*uetions  distinctes;  quant  aux  huit  cercles  et  aux  quatre  suites 

12  11 

droites,  ils  donnent  lieu  à  — ^ —  =66  constructions  distinctes i  dooe. 


Digitized  by  Go  -v, .^^ 


LIVRE  III 


641 


Vout,  on  peut  obtenir  le  poiot  S  par  66 +  8  =  74  tracés  graphiques 
[Térents. 

Pour  deux  triangles  ABC,  A'B'C  directement  semblables,  \p  point  S 
lit  Ctre  déterminé  à  laide  de  V63  conslructions  distinctes;  du  moins 
rsquc  ABB'A'  est  un  quadrilatère  convexe,  seul  cas  que  nous  ayons 
.aminé.  (Voir  ci-après,  n°  1548  (h),  page  651.) 

lo27  (o).  a«  Gai.  Figuren  inverêemeni  semblables. 
Soient  ABC  et  A  W. 

Les  eereles  ayant  pour  diamètres  MM'  et  NN'  donnent  immédiatement 
\  c«ntre  S'  de  similitude  taveree,  car  les  triangles  AS'B  et  A'S'B'  sont 
iversement  semblables;  il  en  serait  de  même  de  AS'G  et  A'S'C". 

Le  lien  des  poinis  des  distances  proportionnelles,  et  celui  des  divisions 
roportionnelles  donneraient  aussi  parlear  intersection  le  point  double  S^ 

L^aze  de  symétrie  est  la  bissectrice  des  angles  tels  que  BS'B',  AS'A',  etc.; 
et  axe  est  donc  facile  à  déterminer  loraquMn  connaît  3'. 

On  peut  aussi  déterminer  d*abord  Taie  et  Tutiliser  pour  arriver  à  trou- 
ver S'.  En  eflèt,  pour  obtenir  Taxe  de  symétrie,  il  sufût  de  mener  MN, 
iuisque  chacun  des  points  M  et  N  divise  AA'  ou  BB'  en  parties  propor* 
jonnelles  aux  cétés  homologues  AB,  A'  B'.  Ayant  tracé  Taxe»  on  prend 
le  symétrique  B|  du  point  B,  et  Ton  mène  B'B|S'.  Enfin,  on  peut  obtenir 
5'  par  rintersectîon  de  MN  et  de  M'N'. 

Par  une  rotation  de  180*  autour  de  MN\  d'une  des  figures  données,  on 
obtiendrait  deux  figures  homotfaétiques. 

(d).  Remarque.  Figures  égales.  Pour  deux  figures  égales,  on  peut 
employer  la  construction  de  Chasles  (n<>»  770  et  920)  ou  celles  que  Ton 
rient  d'indiquer  pour  deux  figures  semblables,  mais  avec  les  simplifications 
convenables;  ainsi  le  tracé  des  bissectrices  intérieures  et  celui  des  cercles 
ayant  pour  diamètres  MM'  et  NN'  reviennent  à  la  construction  de  Chasles, 
car  on  obtient  les  perpendiculaires  élevées  au  milieu  de  A  A'  et  de  BB'» 


Appllcatious  des  Uelations  iiuuiériques. 


607. 

>.  Par  deux  points  donnés  sur  une  drconféretice,  mener 
deux  cordes  paraUèles  dont  le  rectangle  soit  équivalent  à  un  carré  dotmé* 

Soient  A  el  B  les  pointa  donnés  et  m*  le  carré 
dooné.  Le  trapèze  inscrit  ABCD  est  symétrique 

AB  =  CD,   AC  =  BD   (n^  699). 

Or.  dans  tout  trapèze,  la  somme  des  carrés 
deô  diagonales  (^crale  la  somme  des  carrés  des 
côt^s  non  parai  h  les,  plus  deux  fois  le  produit 
d«a  bases  (n"  12U7U  donc,  en  désignant  les 
fcâses  par  a  cl  h,  chaque  diagonale  par  d  et  le 
cOté  cooDU  AB  =  CD  par     on  a  : 

%àl^=2%i^+2ab,  mais  o&s=m* 
doae  «pssc'  +  m* 

Il  suffit  de  construire  un  triangle  recUngle  ABM,  ayant  m  et  o  pour 
e6téB  de  rangle  droit,  puis  porter  AM  de  A  en  G. 


Fig.  967. 
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EXERCICES  DE  GÉOMETRIB 


ItttB.  FfofcH— .  On  donne  deux  ia$igenies  à  un  eereU;  nu-ner  m 

trainème  ia9igeHte  telle  que  le  ^e^rni^ 
intercepté  sur  cette  ligne  par  les  «H 
premières  ait  um  longueur  donnée, 

U  On  pent  employer  une  relatios  «i^ 
brique  (n®  329).  i 
f«  On  sait  que  Tangte  MON  est  tÊSh 
elant,  car  il  eai  la  moitié  de  POQ ,  suppl^ 
ment  de  Tangle  comia  C;  donc,  par  le  pr^ 
blême  eoniraire  (a*»  213),  od  est  raam 
k  constraire  un  triangle  MON,  coasab- 
saot  la  looguenr  de  la  base  MN,  rwgk 
au  sommet  MON  et  la  baoteitr  OH  (a*  ICS^ 


0 


Fig.  968. 

30  On  peut  recourir  aussi  à  une  question  déjà  traitée  (n^*  262). 


K  PiroUèiM.  Diviser  un  arc  de  cercle  en 


de 


que  les  cordes  des  ares  «Inn  déterminé  scient  entre  elles  dans  un  ro^i 

port  dontié  — . 

n 

Ce  problème,  déjà  résolu  (ii"  l  il!^),  nVst  rappelé  qu'à  cause  du  group* 
naturel  qu'il  forme  arec  les  questions  suivautes  (n^*^  1531  à  1535}. 

Î1SBU  PïïMème,  La  somme  des  cordes  doit  égaler  une  longtœur  is»-^ 
née  l  I 

La  question  revient  à  construire  un  triangle,  connaissant  la 
l'angle  opposé  et  la  somme  des  deux  autres  côtés.  I 

(Voir  Méthodes,  no  lio  et      921 ,  989.) 


.  La  différence  des  cordes  doit  égaler  une  lofigum 


1832. 

donnée  d. 

La  question  revient  à  la  suivante  : 

Construire  tin  tria  nglr,  connaissant  la  base,  l'angle  opposé  et  la  diffc- 
rcnce  des  deux  fintvr<^  côtés» 

(Voirn<»«922et9d9.) 


Itt33«  Ptroblème.  Diviser  un  arc  de  tenk 
en  deux  parties  de  manière  que  la  $mm 
des  carrés  des  cordes  ainsi  déterminée 
égale  k". 

On  emploie  le  lieu  géométrique  des  poiais 
dont  la  somme  des  carrés  des  dittaoees  aux 
extrémités  de  la  corde  donnée  égale  l^ 
(no  69). 

Du  point  B,  milieu  de  lacordedoooéeAB,» 
décrit  une  circonrèrence  ECF,  avec  un  rayon  DG  tel  que  2CD*-f  2ilD'=K 
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^34.  mMUèmc.  La  différence  des  carrés  égale  k'. 

n  a  recours  au  lieu  de  la  difTérence  des  carrés  (n^^  11), 

tiSa,  Problème.  Le  produit  des  deux  cordes  doit  égaler  k-. 

rn  Bail  que  le  produit  des  deux  c^téa  d*uD  triangle  égaie  le  diamètre 

ttlplié  par  la  hauteur  ( G.,  n«  370) ;  donc  CH  =  . 

e  [troM-me  revient  h  construire  un  triaugle»  connaissaot  la  base, 
igle  opposé  et  la  liauteur  (n^  105). 

EaceMÎM  509. 

Itt96.  PraUtao.  Par  le  point  milieu  d'un  arc  de  cercle,  mener  une 
nie  telle  que  le  segment  compris  entre  la  corde  de  Varc  et  Vautre 
rite  de  la  circonférence  ait  une  longueur  donnée  (4  solutions),  (Fran- 
un.  Coursée  Mathématiques,  t.  I.) 

,  Voir  Méthodes,  û«  320.) 

Bxemiee  61#. 

I2S37.  PtMème  de  Puppot .  Par  un  point  pris  sur  la  bissectrice  d'un 
igle  donné,  mener  une  sécante  limitée  aux  côtés  de  cet  angle  et  telle 
ut  le  segment  intercepté  ait  une  longueur  donnée. 

La  soluLioQ  algébrique  (n*^  309)  se  rapporte  au  cas  où  Tangie  est 

A  l'aide  rlu  prohlèiNe  contraire  (n<»  213),  la  question  se  ramèue  aux 
robiècaes  connus  (u<>*  321  et  320). 

1538,  Vole-  Le  problème  de  Pappus,  daus  le  cas  le  plus  général)  celui  où 
poÏDt  est  inégalement  éloigné  des  côtés  de  Tangle,  ne  peut  point  être  résolu 
n^employant  que  la  règle  et  le  compas.  Il  comporte  quatre  solulions  diffé* 
mtet,  et  par  suite  on  obtient  une  équation  complète  du  quatrième  degré  dont 
0  ne  siil  pas  construire  géométriquement  les  racines.  On  peut  résoudre  la 
uestion  par  rinlereeclion  d'une  hyperbole  et  d'un  cercle  convenablement 
h  IMS  {Mathési^,  1889,  page  JG,  par  Busso,  professeur  à  Cantaozaro,  autre 
oluUon  indiquée  par  M.  Neubekg). 

L.'$  points  milieux  des  quatre  i>c<imeuts  éyaux  à  l,  appai  itennent  à  une 
rtéme  rirconfércuce,  et  le  cmtra  est  fixe  quelque  soit  1,  lorsque  le  point  donné 
levant  pus.  Ce  théorème  e«l  dû  à  STsmaa  {Mathésis,  1889,  page  183}. 

On  peut  voir  aussi  la  noie  du     321  (b)  des  Exercices  de  Géométrie,  page  160. 

11  est  facile  de  résoudre  mécaniquement  le  problème  de  Pappus,  ainsi  que 
^ui  de  la  trisection  de  l'angle  (n«  91!)  et  de  la  duplication  du  cube  à  Taide 
î'iu  instrument  qui  décrirait  une  convhotde. 

conchoid*'  rs;  fin-  à  Xi*  omède,  géomètre  d'Alexandrie,  {\\\«^  P  ii  rroit 
r^ntemporain  du  celebr*^  «ji  o^'j  Ebatosthène  (270-190  av.  J.-<".'  i  c  ii«Mni*  r 
*  iiwiiqué  iiD  |»ror^dé  connu  sous  io  nom  de  crible  d'Kratosthinc ,  pour  trouver 
1m  Bombrett  premiers  tiilérieurs  à  un  nombre  donné,  10000  par  exemple, 
(b'après  I^Bistoire  des  MathenuUiques ,  par  PEaniitAND  Hoefbr,  page  242.) 
^1-  MAiiattnif- Maris  >  indique  comme  date  probable  de  naiasanee  pour  Nico- 
»Èr>E,  TaD  100  av.  J.-G.  {Biêtoire  des  sciences  mathématiques  et  physiques, 
tome  1,  page  219.) 
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Exeroioe  511. 

'  iS39.  PM»blëine.  On  donne  une  demMreonférence  ADC  et  une  ptr^i 
âîculaire  au  diamètre  AC;  mener  une  tangente  EDF  limitée  à  cf$^ 
droites,  de  manière  que  tes  acgmenti  DE,  ÛF  Boient  égaux  entre  en 

{\oÏT  Méthodes,  ny  Ui,) 

EiMNioe  512, 

iMO.  Problème.  Le  sr,jnn-nt  DE  doit  être  double  de  L)F. 
(Voir  Méthodes,  n<»ai5.) 

DE  ni 

itt4i.  PtMtme,  On  doit  avoir        =  — . 

(Voir  ^Ivthoiles,  no  310.) 

Exerdoe  513. 

ii>42.  Section  de  nûton.  St(r  deux  droites  concourantes  OX,  OV,  « 
donne  deux  points  fixes  D,  F.  Pur  un  point  A,  «tencr  wtte  «énante  Ma5 
de  «mniére  qiœ  les  segments  DM,  FN  soient  dans  un  rapport  do*^ 

(Apollonius.) 

(Voir  Méthodes,  n«  332,  a.) 

Exeroîoe  514* 

iJ>43.  Section  de  Tespaoe.  Le  produit  dcs  distances  DM,  DF  doit  r^'^* 
un  carre  donné  k*.  (  AroLLONius.) 

(Voir  Méthodes,     332,  b.) 

(o)      /  DM  +  FNss:!,       somme  donnée. 

(d)      I       (  no  333 j      DM  —  FN  =         différence  donnée. 

/  X      I  OD .  DM       m  ^  4  j  ^ 

(•)      [  OF.ûrr^ir'   «Pporl  donné. 

EMNiee  515. 

1^44.  Section  déterminée.  Etant  donnéf^  quatre  j>o\nts  en  Jhjm  ih'<H*'. 
OH  ih  inande  de  déterminer  nn  cinqnièrae  point  tel  qor  /,-  proif/'it  f^'^ 
distances  à  deux  des  points  donnés  soif  au  produit  des  distanu:'  <î'^'| 

deux  autres  dans  un  rapport  donné      .  (Apollonius.) 

{\oir  Méthodes,  n<>  334.J 

1544  (a).  Mote.  Les  principes  de  la  Géométrie  moderne  permelleot  de  ré*»*» 

les  problèmes  de  la  section  de  raison,  de  la  section  de  f espace  et  losi 
blèmea  du  second  degré  par  une  méthode  uniforme,  aus<;i  élégasU  qos  ttnpi^ 

due  à  CiiAPi  K^.  (Géoniêteie  scpèrieifre ,  n»»  2*.^)  à  296  et  298.) 

Le  problème  de  la  section  tfrt>'rï}iii(ér  revient  à  Hf^lerminer  les  potnts  rfou^v- 
ii'une  mvoiution.  (G.  S.,  n»  2si.  On  peut  voir  aussi  les  Élétnents  deGémét 
projectile  dç  Gremona  ,  n-^  207.) 
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Ez«mo«  516.  —  I, 

iSitf .  Problème  d'AbuuMB.  On  donm  un  billard  chxulaire  et  une  bille 
cée  en  un  point  donné  A;  dam  quelle  directimi  faut^il lancer  la  bille 
«r  qu'elle  repasse  par  le  point  A,  après  deux  réflexiotu  euceeêÊivesf 
3ncour8  général  des  eoUèges  de  Paris,  1842.) 

5up|)Osons  le  problème  résolu  et  AP.CA  îe  chemin  parcouru. 

_e  rayon  BO  est  la  noroiale  menée  à  la  courbe  par  le  point  de  con- 

t.  (G.,  no  i29.) 

[> ''après  la  loi  de  la  réflexion,  les  droites  AB  et  BC  font  des  angles  égaux 
se   la  normale  BO ,  donc  Tangle  ABn—*  Hn.  l»c  même  Tangle 
:0  =  DCA,  mais  BOC  est  un  triande  isocèle;  donc  il  en  est  de  même 
triangle  BAC.  La  droite  BO  est  perpendiculaire  à  OA, 


S 

Fig.  970. 


Si  ï\ou^  menons  les  tangentfs  aux  points  B,  C,  puis  une  perpendicu- 
fciire  EF  à  la  droite  An,  nous  lormerons  un  triangle  isocèle  EOF  ciicons- 
1  il  au  triangle  denjaodôy  et  chaque  hauteur  telle  que  FuB  est  bissectrice 

!c  Tantrle  ABC. 

lin  d  antre?  termes,  le  triangle  ABC  peut  être  considéré  comrn»?  obtenu 
■u  joi^'nant  «ieux  à  deux  les  pieds  des  hauteurs  de  DEF  (n°  (362;,  et  le 
riangie  inscrit  sera  déterminé  dès  qu'on  connaîtra  le  triangle  cir- 
•onscril. 

Or,  pour  ce  dernier»  il  suffit  de  trouver  la  longueur  de  AF  ou  de  OF. 
Soit  OA=:a,   OB  =  r 

Les  triangles  rectangles  PAO,  FBE  sont  semblables,  car  ils  ont  un 
aogle  aigu  commun  ;  donc 

OF       FE  OF  __  2AF 

d^où  2AF»  =  0F{0F  +  *-) 
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Afin  de  n'avoir  qu'une  seulo  iaconnue,  remplaçons  2AF*  {>ar  sa  w^fa 
20F^ — 2a%  nous  obtiendrons  : 

20F«  — 2a»  =  0F«  +  0F.r 
00  Of  — r.OF  — 2a*=a 

Quantilé  facile  à  construire.  I 

1H4^  (a).  Remarque.  La  soIulioD  précédente  est  feeile  è  Imaginer  i 

à  retenir.  Il  en  est  de  même  de  celle  qu*on  obtient  en  prenant  OPpov 
inconnue. 

La  solution  ci-après,  donnée  par  LéoN  ânnb  (N.  A.  1842,  p.  96),  a'cad^ 
pas  la  considération  des  tangentes. 

Secourir  solution.  Prolongeons  les  bii^scctrices  BOF  jusqu'à  la  reocdoif 
delà  perpendiculaire  AF  meiiée  à  la  droite  AO. 

Gomme  précédemment,  i!  suffit  de  detei iniiier  le  point  F. 

Or,  si  nous  déi'rivoiis  uiic  (Jemi-circonf«^renco  OMN  av^^r  a  pour  rijoc 
et  si  nous  joignons  N,  A  au  point  M,  où  celte  demi-circouférence  coii;^ 
OF,  nous  obtiendrons  deux  triangles  rectangles  semblables  AuF,  0>LN 
car  Tangle  0  est  commun;  donc  I 

OF       ON  OF        2a  ! 

d'où  0F.0Mais2a«  î 

Or  le  triangle  MAO  est  isocèle;  il  en  est  de  même  de  BAF,  car  Tan^ 
F  égale  CBF  égale  donc  ABF. 

Par  suite,  FM  =  OB  =  r 

il  mai  les  inconnues  OF,OM  $ont  les  côtés  d'un  rectangle  dont  on  cm- 
nait  la  surface  2a*  et  la  différence  r  des  deux  côtés,  et  Ton  est  ramené  4 
une  question  connue.  (6.,  n^  341.) 

1546.  Vote.  La  question  de  concours  posée  en  18^1  est  connue  sons  la  vm 

de  hilfnrd  circulaire;  elle  a  ét<'  résolue  par  l'Arabe  AniiASEN,  ou  m'eas 
Aljuzen  (iLi^'  siècle).  On  peut  demander  que  la  bille  pirle  d*uii  point  doiu«é  À. 
et  pagBo,  après  une  réflexion,  par  un  autre  point  donné  B. 
Lo  {troblème  peut  être  énoncé  romme  il  suit  : 

On  donne  un  crrcir  cl  deux  poinf!>  A  el  B;  trouver  le  poi*U  bnliunt 
cercle t  dam  le  cm  d'un  point  lumineux  A,  l'observateur  étant  place  en  l» 
Ou  bien  :  Inscrire  dans  le  cercle  un  triangle  isocèle  dunt  lea  deux  cclé^  éQ<iHt 
passent  par  l&  deux  points  donnés.  On  peut  dire  aussi  :  Déterminer  un  f^- 
G  sur  la  chroonférenee,  tel  çue  la  somme  AC  4*  BC  soit  maxima  ou  mtnûita. 

Le  problème  général  a  été  résolu  successiveaient  par  IJlyuens,  le  mar^i^  » 
de  L*H(»prrAL,  Riccati,  Sihson,  Puissant,  QuéTSLiT,  etc.  {Aperçu  histeriçwt, 
page  478.  Nouvelles  Annales,  18^,  page  36.) 

Une  étude  élémeotaire  très  complète  a  été  faite  par  Lio»  Annb  (N.  A., 
page       L'étude  analytique  est  de  M*  Gerono  (N.  A.,  1844,  page  242). 

Les  solutions  sont  obtenues  par  Tintersection  d'une  hyperbole  et  vie  la  civrob 
férence  donnée.  11  y  a  quatre  solutions  quand  les  deux  points  ^oui  à  l^mtérkiif 
de  la  circonférence,  el  deux  seulcmcot  quand  ils  sont  à  l'extérieur. 

On  peut  consullor  aussi  les  arlirlcs  suivants  :  N.  A.,  L'^oO,  page  3i0,  y».: 
A.  Tbanson;  aiiuée  1870,  pp.  133  et  ii3,  aunée  1894,  p.  215,  nulo  par  M.  AubK. 
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génieur  des  ponts  et  chaussées. —  J.  M.  £.  de  M.  de  Lo^iochaiips,  1S95,  p.  36, 
lir  le  de  M.  G.  Tavmy.  On  peut  voir  aussi  Matltrsis,  1890,  pp.  217  et  219. 
Aluatts  est  le  même  que  IIassan-ben-IIaïthem,  né  à  Pr)<??ora,  vers  980,  mort 
■  Ciire  en  1(l38.  Il  a  lais''^  un  Traitp  d/'s  Connues  gëoïnétr'Kfur^ .  ayant  de 
n;«!ogiô  avec  les  DuHnét.s  ou  Poristitei>  ti' Kui  iide .  Il  e?;t  suitoul  connu  par 
I  Tt  aité  d^Optique,  où  se  trouve  le  problème  du  miroir  circulaire.  (  D'après 
Iî«Awv  des  I(athimatiq¥e$,  par  If.  Hoefer.) 

HuTGEMB,  né  à  La  Haye  en  1629,  mort  en  1695;  fit  eennattre  dirersea  pro- 

iétée  de  la  cycloïde  (G.,     890)  et  la  théorie  des  développées. 

L.*UopiTAL,  né  à  Paris  en  16G1 ,  mort  en  1704.  On  lui  doit  VAnalyse  des  tn/î- 

nient  petits  et  un  Traité  anahjiiquc  des  sections  coniques. 

BiccATi  (  ir>7r>.î7r>'i),  géomètre  italien,  célèbre  par  Tintégration  de  Téquation 

lî  porte  son  nom. 

HoLîhRT  SiMSON,  g«^omètre  écossais,  dt5jà  cité  fn»  22). 

Puissant  (176'J1843),  membre  de  l'académie  des  sciences,  bien  connu  par  son 
'^té  de  Géodéiie. 

Qo^TSLBT  (1796-1813),  membre  de  Tacadémie  desacienoea  de  Belgique,  auquel 
I  doit  rëtode  des  focalet»  (Voir  V Aperçu  historique  de  Chasles,  et  i'HisUnre 
'S  scieneet  mathématîque$  et  physiqttes,  de  M.  Maximilien  Marie.) 
A.  Transon,  autour  de  notrihreux  et  remarquablee  articlea  dans  iea  Nouvelles 
nnala  mathématiques,  fera 


Questions  diverses» 

Exeroioe  516.  —  U. 

Itf46  (a).  Théorème.  Sam  recourir  à  la  mesure  des  aires,  déinanirer 
*e  les  hauteurs  abaissées  du 
rnimet  AetB  d'un  triangle  sur 
9  côtés  Opposés,  sont  en  rap~ 
yrt  inverse  avec  ces  mêmes 
\tés;  en  déduire  qu'il  en  est 
9  même  des  perpendiculaires 
baissées  cfnn  même  $H>int  de 
f.  médicme  C. 

Les  triangles  rectangles 
CF ,   BCQ  sont  semblables, 

^  =  i  C.Q.F.B, 

2«  11  suffit  de  cooaidérer  le  i  ^>7i 

ted  M  de  la  médiane;  or  x  est  la  moitié  de     y  la  moitié  de  i,  donc 

|.  =  i  C.O.F.J>. 

BwnamMe  On  sait  que  la  proposition  est  une  conséquence  immédiate 
A  théorème  de  Taire  d*un  triangle ,  car  Iea  trianglea  ACM,  BGM  sont 


quivalents,  donc 


ax=zhy  ou  -y—-^ 


Exmîoe  516.  — 

1^46  (b).  Théorème.  A  partir  des  sommets  d'un  triangle  on  prend  des 
ttatideui*8  égales  ^ur  les  diamètres  du  cercle  circonscrit  ;  de  chacun  des 


Digitized  by  Go  ^v,i^ 


m 


EXBRCICËS  DE  GEOMETRIE 


Fig.  97i. 


trois  pomi9  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  denx  côtés  earra^ 
dantê,  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  projections  obtenues  v 

parallèles  et  proportion hcIU  '^  * 
côtés  opposf's  du  triangU',  il  '  hi 
de  même  des  diagonales  de  Cha 
gotie  fermé  par  les  six  prçjeetiin 

Où  a  les  quadrilatères  sa 
blahles  CIHJ«  CAFB;  dooc  lU 
parallèle  à  AB,  de  plus 

IJ  _  CH  _  BL  _  Py 
AB  "  CF  ~  W  'A. 

C.  (J.  F-  il 

Pour  lea  diagouales^  on  a 

BN      BJ       .  , 

La  droite  N.l  est  parallèles  Al 
et  sa  longueur  dépend  du  rspf  33 
B  N  :  B  A  égal  à  A  P  :  A  Li ,  e  te. ,  de  ne J 

u  Lea  Iriangles  ABC,  HKL  ont  le  poiot  0  pour  centre  (Hi 
motbétie. 

Les  perpendicolairea  MK«  QL  se  coupent  sur  le  diamètre  correspa 
dant  et  GB  =  AS. 

1^40  (c).  Lieu.  On  do>u<'  i.i 
triangle  AB'^;  sur  les  votéf  A 
CE,  on  prend  des  gmiidenrièiy  '^ 
AA'=  BB'  =  1.  On  de^nandc  le  i 
du  point  de  concours  D  des  t^'^'j- 
nales  AB',  BA'  lorsque  l  »^n> 

Si  Ton  prend  AC = BC,  BC  =  ''^ 
les  poîDla  GS  C"  appartieooei  t  i 
Heu  demandé;  mats  le  trian.ii 
CC'C"  est  isocèle,  donc  CC  ^ 
parallèle  à  la  bissectrice  CI 
l'angle  C;  c'est  la  bissectrice  « 
Vangle  E  du  parallélogn»»^ 
ACBE ,  car  AC  s=  BC = AE. 

n  sufOt  de  démontrer  qu^  ^ 
point  D  appartient  à  celle  ti^H- 
trice  EC;  or  soit  F  le  point 
teraection  de  EB  et  de  AB*,  oo  < 

EA  _  BF  _  A\ 
TF  — BP""^  WTi' 

donc  ED  est  bissectrice  de  l'anb  ' 

mtowMTW.  Oo  Fait  que  le  li^^ 
do  point  mlHctt  M  de  A  B'  ^ 


Fig.  973. 
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nte  MNM'N'  parallèle  à  la  bissectrice  de  Tangle  C  et  qui  passe  par  le  point 
,  miiieu  de  CC;  CuASLEfi  l'a  nommée  :  Droiu  des  milieux  (q<»  1358). 

EmeSce  516.  —  V. 

1^46  (d).  lâeu.  On  donne  en  grandeur  deux  côtés  opposés  d^un  qua- 
ilatère  inscrit  dans  un  cercle  donné;  ces  deux  côtés  sont  mMles  et 
issent  sur  la  circonférence;  on  joint  le  point  ou  se  coupent  les  deux 
lires  côtés  au  point  de  concours  des  diagotudes  :  quel  est  le  lieu  des 
ttpiis  otf  la  droite  ainsi  menée  est  rencontrée  par  la  perpendiculaire 
^vée  au  milieu  d'une  des  cordes  données? 


flg.  974. 


Soient  CD  les  côtés  donnés  en  grandeur,  M  et  N  les  poioU  où  IJ 
encontre  les  perpendiculaires  OM,  ON,  et  P  le  point  où  CD  renconlre  AR. 

l  e  point  P  est  le  pôle  de  IJ,  et  les  pôles  des  cordes  AB,  CT)  se  trouvent 
urlj,  mais  ils  sont  aussi  sur  les  perpendiculaires  OM,  ON;  donc  M  cl  \, 
*^'|es  respectifs  des  cordes,  situés  sur  les  tangentes  AM,  CN,  sont  les 
)oints  de  concours  demandés  ;  or  le  triangle  rectaogle  OBM  est  invariable 
1^  çrandeur,  car  Tangle  MOB  ne  varie  point,  donc  il  en  est  de  môme  de 
'M;  par  suite,  le  lieu  des  points  M  et  N  se  compose  de  deux  circonfé- 
^Qcea  concentriques  au  cercle  donné.  (J.  M.  £.  1891,  p.  140.) 

Excffdoe  516.  —  VI. 

(e).  Théorème.  Les  trots  cercles    Apollonius  d'un  triangle  ont 
"ne  corde  commune, 

u.  28 


Digitized  L 


Kl  EXERaCES  DE  GEOMETRIE 

On  nomme  cercle  d^ApoUoitius  éTun  triangle,  par  rapport  em  é 

AB ,  le  cercle  gui  «  M 
diamètre  le  Hgmmt  ién 
miné  sur  le  côté  oom^ 
par  les  hù»ectrke$  d»  m 
met  opposé  C.  | 

Soient  a,  2'  les 
des  bissec triées  de  Yiî-^ 
A ,  sur  le  côté  oppOî^  < 
p,     pour  TaDgle  B;  \ 
pour  C. 

Désignons  [tàï  W,  Vli 
points  commuos  aux  Jec 
cercles  décrits  sur 
mètres  yt'  et     j  oû  ta 

AW  _  c 
GW  ~~  a 


AW 
BW 


a 


cw 


=  donc 


Ainsi  le  point  W  appartient  aussi  au  cercle  décrit  sur  le  diamètre»^ 
De  même  le  point  W  est  commun  aux  trois  cercles. 

Soolie.  Les  points  W,  W  ont  été  nommés  centres  isodynamiquei'  i 

triangle,  à  cause  des  égalités  : 

AW.a=BW.6  =  GW.c  et  AW\a=BW' . 6=rCT^.« 

Les  distances  de  chacun  de  ces  points  aux  sommets  sont  entre  eli 
comme  les  inverses  des  côtés  opposés,  car  on  a  : 


AW:BW:CW=-  :  4  :  — 

a     o  e 


Exerom  618.  —  VU. 

1^16  (f).  Théorème  de  Sylvetter.  La  (Jroih'  OH  qui  joint  le  ctnU-t  ''^ 

cercle  circonscrit  A  VorthcnrM 
(Viin  tnangle  ABC  est  la  n^^'' 
tante  de  trois  forces  égale*  Oij 
OB,0G.  ' 

On  sait  que  GHs:s2.0P(o«7^ 
d  aiUeurs  les  triangles  CHA  ^ 
POR  sont  semblables,  or  A€  H 
le  double  de  PB,  donc 

AH  =  2.0R,  CH=:2.0P 

Déterminorjs  le  point  syniétr^'J' 
D  du  point  O  [  ar  rapport  aa  c*^ 
BC.  la  figure  iiOCH  est  un 
rallélograiiime ,  donc  OH  e?* 
rf^«u]t.'nite  (les  force.-  '^aies  OB. 
Fig.  976.  OC  ;  mais  UÛHA  est  aussi  m  ^ 
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tllélogramme,  car  AH  =  2.0R  =  0D,  donc  OH  est  la  résultante 
3  OD  et  de  QA,  ei»  par  suite,  la  réeuliaote  de  trois  forces  égales 
a,  BO,  CO. 

11140  (g).  Remarque.  On  peut  généraliaer  le  théorème  : 

Soit  un  point  quelconque  0  que  fon  joint  aux  trois  point»  milieux  A\ 
%  C  des  côtés  d'un  triangle;  par  chaque  sommet  Â|  B,  G  on  mène  des 
araiièies  à  OA',  OB',  OC*  ;  ces  lignes  se  coupent  en  un  même  point  H,  et 
f  droite  OH  est  la  résultante  des  forces  OA,  OB,  OC.  La  généralisatloa 
a  de  GÂRONO.  (N.  A.  M.  1883,  p.  m.) 


£xer«io«  51g.  VUI. 

iMQ  (hK  Théorème.  1°  T0U8  lea  ceirles  (I\\ponoi(i"S  h'l>  '/  /t'  MM', 
\S\  décrits  sur  les  droites  \.\\]M]\CC'  >jni  jounif^tt  les  somtncts  homo- 
xjut'i^  de  dei'..''  fh/tirrs  directement  semblahirs  ABC,  A'fVC,  (tufai  qtte 
ih  cercles  d*Ap(tU<ifH((Sf  tels  qtie  PQ,  P'Q',  relatifs  ù  ehinjue  côte  des 
(jures  données,  passent  par  un  même  ijoait  S'  (  fig.  %ô  bis,  page  639). 

^  Il  en  est  de  même  des  cercles  de  Miquei  tels  que  AA'iy,  BB'D' 
yrsque  le  quadrilatère  ABB'A'  relatif  à  deux  côtés  homologues  est  con- 
exe  (aeul  cas  que  nous  ajons  étudié). 

C'est  évident  diaprés  une  question  précédente  (n^  1827)  :  tous  les 
ercles  passent  par  le  point  double  S  des  deux  figures  directement  sem- 
ilables. 

Pour  deux  triangles  donnés  ABC,  A'B'C  il  y  aurait  à  considérer  neuf 
«Tcles  d^ApoUooius  et  neuf  cercles  de  Miquei. 

Les  neuf  cerdes  de  Miquei  et  les  deux  bissectrices  relatives  à  chaque 
«rcle  fournissent  dix -huit  constructions  différentes;  d'autre  part,  pour 
es  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  en  prenant  les  côtés  deux  à  deux,  par 
nerople  BC ,  B'C  et  les  droites  BB',  CC,  on  obtient  en  tout  douze  lieux 
les  pointa  des  distances,  ou  des  divisions  proportionnelles;  soit  en  tout 
iix-huit  cercles  et  douze  droites  (non  compris  les  bissectrices)  qui 
passent  par  le  point  S,  ces  trente  lignes  donnent: 

30.29  .0:* 
—g— =  4^ 

ionc  en  tout  on  a  435 -|-18=:éK3  constructions  distinctes  pour  dôter- 
pûoer  le  point  double  S. 


L 
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Aire  des  figures. 

Ii>17.  Dans  les  Éléments  de  Gcoftirtrie  \  IV^  livret,  les  aires  soni  i  - 
duiles  de  celle  du  rf'clangle  par  la  comparaisou  dirccLe  de  la  surfaw  ' 
évaluer  à  une  surlace  déjà  connue.  Ainsi,  on  pruav*:-  qu'un  parallèî- 
gramriie  est  équivalent  à  ua  rectangle  de  même  base  rt  lir  mùme  haulfi^f. 
donc  on  peut  prendre  pour  inesnre  du  parallélograiurne  le  {troduit 
nombres  qui  mesurent  la  base  et  la  hauteur  de  la  figure  donnée. 

On  procède  d'une  manière  analogue  pour  le  triangle  et  le  trapèze:  roaif 
pour  le  cercle,  il  a  fallu  recourir  aux  considérations  iuliiiilésiniaies 
considérer  cette  tiçure  comme  la  liante  des  polygones  réguliers  daal'^ 
nombre  de  cùlés  augmente  indétiuimenl. 

Apchimèoe  *  est  le  principal  auteur  de  la  (If'oint-trie  de  la  me,<>nr.^^- 
lui  doit  l'expression  de  l'aire  du  cercle  et  la  quadialure  du  sciirntnt  i^a- 
rabolique  ((î.,  iv>  947).  Jusqu'à  lui,  les  géomètres  n'étaient  parvenu-  «.  ù 
évaluer  len  polygones.  On  pouvait  citer,  il  est  vrai,  les  lun'th:i  d'IUii^- 
crafe  (  n^'*  1577  et  4578  i;  mais  ce  n'était  qiie  la  ronslalalioii  d'une  rù^-' 
raience  heureuse  entre  une  figure  à  périmètre  curviligne  el  un  Iriari^s^ 
rectiligae,  mai^  non  une  mélfiode  qui  pût  conduire  à  révaluatiOQ  ^'^ 
surfaces  planes  limitées  par  une  courbe. 

La  Mrtliodf  d'exhausiion  f  due  à  Ahcuimêde,  et  appliquée  à  la  parahO', 
ain^i  qu'à  la  mesure  des  solides,  est  indiquée  au  livre  Vli  {n*  S.^-  • 
il  en  est  de  même  de  la  Méthode  des  ijidiri^ibles ,  de  CAVAUtRi.  '-^ 
de  la  Méthode  de  sommation,  que  Ton  peut  rattacher  aux  de^ii  pre- 
mières. 

Les  formules  de  quadrature  approximative  que  nous  avons  employiSà 
sont  dues  à  Thomas  Sivn'^oN  (G.,  et  à  Poxcelet.  (0.,  iV  357' 

Cette  dernière  formule  a  clé  Uiodiûée  avantageusement  par  le  capital^- 
Parmrntirr (G.,  n»  995.) 


•  Au-  iMMKDr  de  Synicn«c  (2»7  av.  J.-C,  à  212).  Ce  grand  gct>Qi('tro  a  traité  d»" * 
et  du  cyltitdte;  dea  conoidt$  et  d(9  Jlgur(S  tpJUiX^dtëi  deg  tpirairs;  d*^  la  mitun^ 
«relft  ete.;  11  •  créé  la  JiéLhoilt  dVxAaMflo»  et  «  laM  un  Um»  de  Lêmmtt, 

TRéoDoitE  PAIIMK.NTJER,  «ipltftine  dii  giéiile,  aide  de  cenp  Aa  naréeluU  Holm  CA- 
mte.  (N.  A.,  im,  pege  970.) 
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Exercice  517* 

IS48.  Théorème.  L'aire  d^un  polygime  eirconscrU  à  un  cercle  égale  la 
moitié  du  produit  du  périmètre  par  le  rayon  du  cercle. 

Car  un  tel  polyik'one  est  décompoàable  en  triangles  a^anl  tous  pour 
hauteur  le  rayou  r  du  cercle,  et  pour  bases  les  divers  côtés. 

Es«roiM 

Ir>1îi.  Théorèmes.  1"  Les  droites  menées  des  sommets  d*un  triangle 
ABC  an  point  de  concouru  G  des  médianes,  divisent  ce  triangle  en  trois 
triangles  équivalents, 

2<»  Les  trois  mMianes  dtwenl  le  triangle  en  six  triangles  équivalents. 

Exercice  519. 

MSO.  ThéoiéoM.  P,  Q,  R  étant  des  carrés  c&nstruits  sur  les  trois  colés 
d^un  triangle  rectangle  : 

io  Chacun  des  trots  triangles  S,  T,  IJ,  que  l'on  obtient  en  joignant  les 
sommets  extérietirs  des  carrés,  est  équivalent  au  triangle  rectangle  pri- 
mitif; 

2»  La  somme  des  carrés  des  côtés  de  l'hexagone  obtenu  égale  hvit  fois 
le  carré  de  l'Hypoténuse^ 

Prolongeons  LB,  et  menons  sur 
celte  droite  la  perpendiculaire  GM. 

1o  Les  triangles  D  et  S  sont  égaux, 
comme  ayant  en  A  un  angle  égal 
ronipris  entre  des  côtés  respective- 
ment égaux. 

Les  triangles  rectangles  D  et  E 
sont  égaux,  couinie  ayant  les  hypo- 
ténuses égales  et  un  angle  égal  en  B. 
(Ces  angles  en  B  sont  égaux,  comnoe 
ayant  rn»5me  complément  r.)  il  en 
résulte  que  BM  =^  BA  —  c. 

Les  triangles  T  et  E  sont  équiva- 
lents, comme  ayant  même  hauteur 
*jM,  et  des  bases  égales  LB  et  BM. 
Donc  les  triangles  T  et  D  sont  équi- 
valenls. 

El  Ton  prouverait  de  môme  l'équivalence  des  triaDgles  U  et  D. 

2»  Le  triangle  BGL  donne  (G.,  n°  2o2) 

n»=c*+a«  +  2BL.BM  =  c«  +  a«  +  2c«  =  a«  +  3c« 
On  aurait  de  même         m*  =  a<  -f-  dft* 

Lei  carrés  des  quatre  autres  côtés  de  Thexagone  donnent 

2a*  +  6*  +  c^ 
On  a  donc  pour  la  somme  des  carrés  dea  six  c61é8 

4a«  +  46*  +  4c«  ou  4a»  +  4a«  ou  eoQii  8a«  C.Q.F.D. 


Fig.  977, 


I 
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îiSSi,  Théorème.  Un  triangle  rectangle  est  équivalent  an  rectangle  de* 

deux  segments  faits  sur  Vhypoiénme  par 
te  point  de  contact  du  cercle  in*rr' 
(BuRLBT,  de  Dublin,  N.  A.,  iâ56,  p.  m. 

Soient  m,  n  lee  segmeoU  faits  »r 
l*hypoténnee,  t*  le  rayon  du  cercle  inaent 
On  sait  que 

AE  =  AF=:r/    CE  =  m;    hF  =n 

Le  double  de  Taire  du  tnangb  est 
donné  par  AG  .  ÂB 

(AE  +  EC)  (AF  +  FB) 

2  .  S  =  (r  +  wî)  (r  +  n)  =  r*  +  r(m  +  n)  4-  n^n 

Or  rhrr  -\-n)    est  Taire  du  triangle.  r.\r  mr  est  le  double  iii 

triangle  liOC  ou  bien  l'aire  du  quadrilatère  DUE<^:  de  môme  maiprinK 
l'aire  de  DOFB,  et    complète  le  triangle  rectangle. 

Ainsi  2S:=  S -)-mn;  d*où  Ssmn 


Fig.  978. 


iim. 


Flg.  979. 

Ou  â  donc 


•21. 

.  L'aire  d*un  triangle  ABC  peut  ê'ohtenir  en  amU^- 
pliafit  le  raym  du  cercle  eireofiserit  par  k 
demi-périmètre  du  triangle  arthique. 

On  î«aiL  qu'on  nomme  triangle  orthiqui  k 
triangle  obtenu  en  joignant  dcui  à  deui  ^ 
pieds  des  hauteurs  du  triangle  donné. 

Joignons  le  point  (  )  aux  trois  sommets  A, 
C  et  aux  points  \K  E,  F. 

Le  rayon  Ati  du  cercle  circonscrit  e?t  ptr- 
pendiculaire  à  DF  ^n^^^  292  et  663*;  donc  l'aire 
du  quadrilatère  ADOF  s'obtient  en  muUipiiaot 
Au  ou  R  par  la  moitié  de  DF. 

DF 

ADOF=:R. 


BDOE  =  R . 


CEOF  =  R, 


2 
DE 


FE 


d'où 


Ilfi$2  («).  floolie.  En  désignant  les  trois  côtés  du  triangle  donné  ptf 
a,  h,  c,  et  ceux  du  triangle  DEF  par  d,  e,  f,  on  a 

snrf*  ABC=^^^ 
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ahc 


=  R.  t)F:f  DE  +  EF         DF+DE  +  EF= 


nhc 


t  t»i^i  $0)11  inc  des  droites  qui  Joignent  deux  à  deux  pieds  des 
titeuvs  s^ubticnf  en  divisant  le  produit  dca  trois  côtés  du  triangle  par 
double  du  carré  du  ray&n  du  cercle  circonscrit, 

l2So2  (b).  Théorème.  Soient  P,  Q,  R  les  projt  cf ions  du  centre  de  yra- 
€  d*un  triangle  ADG  sur  les  côtés  a,  b,  c  de  ce  triangle,  on  a 

iimvelle  eorrespiméUmee  mathématique,  1874-1815,  p.  407.) 


(e).  ThétfféHM.  le  triangle  ayant  pour  sommets  les  pieds  des 
tuteurs  du  triangte  podaire  du  centre  du  cercle  inecrit  à  un  triangle 
mné  ABC  ouT  a  peur  mesure  $oit  : 

a^l^a^+¥+^^  ou  T.^jïr; 

I  représentant  par  R  et  r  les  rayons  des  cercles  circoD«crit  et  inscrit 
ABC.  (N.  C.  M.,  1874-75,  pp.  75,  i87-6o  et  224.) 


\tSS3.  Théorème.  Un  donne  un  frianyle  et  le  cercle  circomci*it; 

xaqne  rotjon  qui  aboutit  à  fin  des  som- 
lets  est  protonqé  jusqu'à  la  circonfé- 
mce,  et  Von  joint  deux  à  deux  les  r rtrc- 
ùtén  des  trtns  diamètres  atn.si  iticnés; 
'n>"i'f'v  que  l'hexagone  obf^'rvf  rsf  double 
H  triangle,  (N.  A.,  1844,  page  317.) 

Les  deux  quadrilatères  AFBD,  DCEA 
eut  égaux,  car 

DC  =  AF.   CE=:FB   et   EA  =  BD 

îî  suffit  donc  de  prouver  que  le  triangle 
ionné  cât  équivalent  à  Tun  de  ces  quadri- 

alères. 

Or  les  triangles  (lu  môme  base  et  de 
:iiéme  hauteur  sont  équivalents; 

kuc  AOB  =  AOE 

BOC  =  COE 

AOC  =  COD 

eo  eietttaat,  on  trouye     ABC»  ADCE  C.  Q.  F.  D. 

lifiM.  Théorème.  L'hexagone  qui  correspond  aux  trois  hauteurs  pro^ 
Umgées  est  équivalent  à  l'hexagone  obtenu  en  proUmgemt  les  trois  ragons 
du  9mle  areonscrit» 
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En  effet,  Thexagone  des  troU  hauleurs  prolongées  est  anssi  le  Mi 
du  triangle  primitif. 

ilfiftS.  TliAoffèBM.  L'hexoffcm  de  surface  mamna  est  obtenu  par  kfn 
Unigement  des  hisseetrices  du  triangle  donné,  ou  par  le  proUmgeuF^^ 
des  trois  perpendiculaires  élevées  au  milieu  des  côtés  du  triangle. 

La  bisseclrice  de  Pangle  A  passe  au  milieu  de  l'arc;  il  en  est  de  w'-z 
de  la  perpendiculaire  OM  élevée  au  milieu  de  BC;  or  le  triangle 
est>BDC,  etc. 

Exerdee  ft38« 


itfttS.  Th^fteM.  Les  trois  hauteurs  d*un  triangle  se  coupent  au  po*s 

H;  sur  AB  on  construit  un  triangle  mto^i 
ayant  le  sommet  de  l*angle  droit  sur  la  psrpe*-r 
dieulaire  CD  ;  prouver  que  la  surface  du  fnaiia« 
rectangle  ALB  est  moyenne  proportieimi^'i 
entre  les  surfaces  ABC  et  ABH. 

if  Mnonstration.  Les  triangles  ABC,  AEL 
ABH  ayant  même  base,  il  suffît  de  proc^^i 
qu^on  a 

DL*  =  DC.DH 

Or  DL*  =  DA.DB 

ii  faut  démontrer  que 

DA.DB  =  DC.BH 

Les  triangles  ADH,  CDB  sont  semblables,  tu 
les  angles  en  A  et  en  C  sont  égaux  ;  donc 


AD 


DH 


TSC"  — "BÎT 


d'où    DA  .  DB  ou 


DL-  =  DC  .  DH 

C.  0-  f.  i>. 


Autre  drinonslraiion.  Si  Ton  considère  la  fîjrure  HABG  comme  Is  pr> 
jection  d'un  tétraèdre,  dont  le  trièdre  II  serait  tri -rectangle,  le  triarfv* 
ALB  peut  être  regardé  comme  le  {abattement  de  la  face  projetée  en  AllB 
Relovons  ce  triangle.  Le  triangle  CDL  de  l'espace  est  rectangle  eu 
par  suite,  on  a 

DL*  =  Dii .  DC 

Théorème.  Sur  chaque  côté  d'un  tviaufjîe  AHC  on  con^lrmi  " 
triaut/lr  rcciafïfjle  atfant  le  sommet  ih'  l'unfjle  droit  sur  la  hautrur  cc'- 
reSjxnn'dKtc  ou  sur  ^onproto)i(j('n>rnf;  jnvuver  (juc  lo  >vuimc  des  (*«im* 
des  trais  triangles  rectangles  éyaie  le  carré  de  la  surface  du  tnan^j^ 
donné  ABC. 

Représentons  les  trois  triangles  rectangles  par  L,  M,  N,  et  ABC  psrT; 

on  a  L«  =  T.ABH;    M*  =  T.ACH;  N'=:T.RCH 

donc  L*  +  M*  +  N«a:T(ABH  +  ACH  +  BCH)s=T« 

C.  0.  F, 
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1i5î>8.  Théorème.  Quand  deux  triangles  ont  même  hauteur,  les  vcc- 
tcDigles  itiscrits  qui  ont  même  hauteur  sont  dans  le  même  rapport  que 
le^  Irituigles  donnés. 

(Voir  Méthodes,  200.) 

Saerdoe  515. 

IK<I8.  Théorème  de  Clairaut  *.  ^ur  deu.r  des  côtés  AB.  AC  d'un 
triangle  quefccniquc  on  construit  d''<  parallélogrammes  quelconques; 
on  joint  le  sommet  A  au  point  de  ron- 

cours  H  des  côtés  DE,  FCi;  on  pro-  S 
longe  IIAM  d'une  quantité  MN  égale 
à  AH,  et  Von  construit  un  paraUélo* 
gramme  sur  BCN. 

Prow^er  que  ce  pu  raliéloyramme 
BCN  est  éifuivalent  à  la  .sonime  des 
pantlleiixjrainmes  construits  sur  les 
autres  côtés  du  triant /le. 

Déduire  de  ce  tlH'orème  que  le  can^i 
de  Vhypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
est  équivalent  à  la  somme  des  cannés 
des  deux  autres  côtés, 

\^  Par  l6s  sommets  B  et  G  meDOns 
des  paralldles  LBP  et  KGR  à  NH. 

Les  parallélogrammes  de  même  base  et  de  même  hauteur  sonl  équiva- 
lents ;  donc 

BC1J  =  BUKL5  ABDK=:ABPHi   AGFG  =  AGRH 
Or»  par  suite  de  rëgelilô  des  lignes  AH  et  MN,  on  a 

BMNL  =  AHPH   et  CM\Kr=:AURH 
donc  ABDE  +  ACFG  =  BGI J  C.  Q.  F.  D. 


*  Le  théorème  e»t  MiiTcnt  attribué  an  frère  de  Clauuitt  (voir  MUiion  dt  faits,  p.  isO, 
et  cous  le  lalwoTi»  «ons  ce  nom  afin  de  rappeler  un  mnthi^maticicn  dlâtlngnî<5;  inai>  11  est 
dû  k  Paitus.  (D'après  les  Bécréaiiom  unathématiqua  d'OzAÀ'Aïf,  rééditées  et  augmentées 
par  MoNTUCL.v,en  1778.) 

CLAXRAirr,  né  fc  Fisia  en  int,  mort  en  ITM,  publia  de  nombreux  miicolrea  rélatlfa  ft 
ristreiioinie.  Ses  EUmenit  de  gioniitrif  se  distinguent  par  de  grandea  qaa]ltéa.8on  frère  moamt 
f^rt  Jeune,  apr^<  nrnir  fait  pnrattn',  ;^  vci/.c  ans,  en  1731,  un  petit  OQTratO  OÙ  se  tnmYe 
BQ  iliéorèine  ingénieux  qu'on  lui  doit  probablement  (n>  1561). 

OzAjîAM»  né  ea  1640,  dans  les  Dombes,  mort  à  Paris  en  1717,  est  siirtoot  conna  par  son 
IHctionnaite  été  mtMmaHque*  et  par  sea  Jlëeréaffona  maXkétMiîqvtê  n  phytiquéêXn  de 
iet  anlèra>petlta'iieveiix,  FuIdkric  O/.anam  nsn-is.^s),  a  occupé  la  chaire  de  iittéruture 
«étrangère  à  la  Sotbonne,  et  a  été  rnn  des  londateon  de  Tadmirable  Société  d$  ISaint'ViH' 
caU-de-Paul. 

MoKTT  r  A  ,  oé  À  Lyon  en  I7iè,  mon  ù  Ver£aiUes  en  1800,  a  pubUé  divers  ouvrages,  et 
ea  oQiru  uuo  BUtoire  dtê  nuUMmalliq^n» 

28* 
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20  Pour  ramener  le  théorème  de  Pythagore  (fig.  963)  à  celui  de  Cto-j 

raut  (fig.  982),  il  suffit  de  proaw  ^ 
la  droite  AH  est  égale  et  perpendicubire 
à  rhypotémise  BG. 

Or  les  triangles  rectangles  ABC*  EAH  : 
sont  ^aui  comme  ayant  un  angle  égù 
compris  entre  les  deux  côtés  dgaux;  etr 

AB  =  AE;   AC  =  AG=EH 
donc  AU  =  BG 

En  outre  Fangle  EAH s=  ABC;  d'as- 
leurs  Tangle  EAH  =  CAM  comme  oppoié 
par  le  sommet;  donc 

aiiL^e  CAM  =  ABC 
dojQC  AM  est  perpendiculaire  sur  BC. 


FIf  «  983. 


marque.  (h\  |t€ul  dèmoiîtrer  k 
théorème  de  PvtbD^nre  de  bien  des  ma- 
nières; en  Tûici  eucoiÊ  quâtques  autres  : 

le  Démonstration  de  Terquem,  Sur  IJ  (Qg.  984)  on  coostnût  un  tmagi» 
rectangle  ILJ  égal  au  triangle  donné;  mais  IL  correspond  à  AB. 

Les  quatre  quadrilatères  DBCF,  DEGF,  ABJL,  AGIL  sont  ^aux. carOs 
sont  superposables;  donc  Thexagone  DBCFGED  est  équivalent  à  Flieii* 
gone  ABJLIGA. 


Fig.  984. 

Mais  ces  deux  figures  imt  une  partie  commune  ABC,  «t 

A£G  =  lU 
donc  lei  restes  sont  équivalents 

BCU=ABDE  +  ACFG 

Menons  les  perpendiculaires  ADE ,  FL  (fig.  985)  ;  les  triangles  BAC, 
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ilG  «ofll  égaux,  or  ASFH  eet  équivalent  «n  carré  If  et  AGGH  an 
rr6  Ny  donc. 

30  *  Soit  ABC  le  triangle  rectangle  donné  iHg.  980)  et  BCDE  le  carré 
tnstruit  sar  Thypoténase. 


1  / 

/  ' 

/  / 
y  / 
/  / 

f  ^ 
# 

L/ 

Fig.  997. 

En  meiiont  les  perpendiculaires  i»F,  VA  sur  AB,  puis  CM,  EN  sur 
^F.  on  obtient  quatre  triangles  rectaogies  égaux  ABC,  BG£),  ENÛ, 

Ôr,  si  du  pentagone  AGElx  l,  on  retranclie  les  triangle^  AI>C  et  BOE, 
}n  obtient  le  carré  de  l'hypoténuse  ;  tandis  que  si  Ton  retranche  du  naême 
;)eTït8gone  les  triangles  CMD  et  DNE,  on  obtient  pour  reste  les  carrés 
ées  eôtéa  de  l'Migle  droit;  donc 

CBED  ^  GAFM  +  FGEN 

4*  La  fçoluliun  {  récédenle  est  une  simplification  de  celle  de  Bhascara**. 
bCDE  est  le  eau  c  coi  ^U  uit  sur  l'hypoténuse  (fig. 987),  GN  etNII  les  carrés 
coiislruitâ  sur  les  eûtes  de  Fangle 


droit;  or  la  somme  de  ces  carrés, 
aui;uieDlée  de  quatre  triangles rec- 
tïini^les  égaux  entre  eux,  donne  le 
mt-nie  carré  AGFH,que  le  carré  de 
l'hypoténuse  augmenté  de  quatre 
triangles  égaux  aux  premiers, 

5°  Soit  le  triangle  rectangle 
AI^G  1  Og.  988  )  d'une  extrémité  B 
ée  Vhypolénuse,  avec  le  côté  c 
pour  rayon,  décrivons  une  cir- 
couiurenoea  a: 


 A.'' 


Flg.  QW. 


1981.  Théorème.  On  construit  des  carrés  sur  les  côtés  d*un  triantjle 
quelconque  BAC  (Ûg.  089);  âi  l'on  fait  Vangle  AMB  égal  à  BAC,  et  qu'an 


^  *  Ob  peut  Toir  le  traité  smvauL,  page  80  :  Lthrbuch  der  G^onntnt  von  D'  liiDuLt  bu.\: 
meut  fpfdat, 

**  BiujscAHA,  ven  1114,  géojliètre  nindoa  (voir  àperçu  hittoriqu^,  page  447). 
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mène  une  droite  MN  parallèle  à  BJ ,  /e  can^é  ABDE  sera  équivalent  m 
rectangle  BMNJ. 

£q  effet,  les  IriaDgles  BAC ,  BMA  sont  équiangles. 

lî>C2.  Théorème.  L'airr  d'un  quadrilatère  quclcouq^ic  Al'.CiD  égaU 
j)rn>liiU  d'ujxc  diagonale  AC,  par  la  demi-soinme  des  perpetuiicuistm 
abaissée»  des  sommets  opposes  B  e<  D. 


ilM.  ThéofèoM.  Lareque  deux  droites  de  Umgueure  données  se  couper' 
sous  un  angle  constant,  le  quadrilatère  formé  enjoignant  deux  à  étar 
les  extrémités  de  ces  droites  a  une  surface  constante. 

I 

(Voir  Méthodes,  n«  155.) 

H>64.  Théorème.       parallélogramme  EG,  qui  a  pour  soinmets  h 

milieux  des  côtes  d'iai  qaadrdaièff^ 
,'\  quelconque  AlîCD,  est  la  moitié  i!f 

ce  quadrilatère. 

Menons  les  diagonales  AC  et  f-L'. 
^'    ^J^    je''    ^^i^   \  P^**       sommets,  des  paraiièlô* 

à  ces  m^mes  diagonales. 

La  tiirure  I  I  KL  est  un  narallék- 
*;J*  gramme  dont  les  côtés  sont  re<pK- 
tivemrnt  ^eaux  et  parallèles  ai'ï 
diagonales  AC  et  BD.  Le  paralléi'> 
gramme  EF(iH  a  ses  côtés  parallèle- 
aux  diagonales  AC  et  BD,  et  ^rarr 
aux  moitiés  de  ^es  mêmes  dia^- 
nales.  (G.,  n»>  222.) 
Ainsi  les  deux  parallélogrammes  IJKL  et  EFGH  sont  semblables  U 

2 

rapport  des  dimensions  homologues  ebt  -j-,  et  le  rapport  des  sarfaces 
4 


est 


Les  droites  AC  et  \M)  divisent  le  parallélogramm*'  total  en  quatre  pa- 
rallélogrammes; et  dans  ciiacun  d'eux,  conmie  dans  AolU,  par  exemple, 
une  moitié  fait  partie  du  quadrilatère  ABGD,  et  Tauire  moitié  est  en 
dehors  de  ce  quadrilatère. 

Ainsi  le  quadrilatère  ABCD  est  la  moitié  du  parallélogramme  IJKL,  et 
le  double  du  parallélogramme  £FGH.  C.  Q«  F,  D. 

Remarque.  Celte  queslion  est  un  cas  particulier  du  théorème  de  Prof^ 
hel  (no  ib75j. 

Exercice  527. 

liMK».  Théorème.  Tonlc  droite  menée  d*une  hase  à  Vautiv  d*un  imp€:(, 
par  le  milieu  de  la  base  moyenne,  divise  la  figui*e  en  deujo  trapèui 
équivalents. 
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rig.  900. 


Soient  G  et  H  les  milieux  des  bases  Al)  et  \VC  du  trapèze  ABCD.  La 
droite  GH  détermine  deux  trapèzes  GHBA  et  GHCD  équivalents,  comme 
ayant  même  Iiauteur  et  des  bases  respeclivemenl  égales.  Donc  ces  tra- 
pèzes oiil  aussi  même  base  moyenne, 
et  le  point  0  e&l  le  aiilieu  de  la 
tiroilt  KP. 

Les  parallèles  AT),  Kl"  et  B(..  dé- 
lerimneiit  des  parties  égales  sur  AB, 
et  aussi  par  conséquent  sur  GH.  (G., 
n*^  2t0.)  Ainsi  le  point  0  est  le  mi- 
lieu de  GlI  comme  de  EF. 

Soit  MN  une  droite  menée  par  le 
point  O.  Les  triangles  OGM  et  OHN  sont  tgaux,  comme  ayant  un  côté 
égal  adjacent  à  des  angles  respectivement  égaux.  Donc,  dans  chacun 
des  trapèzes  équivale  ut  s  déterminés  par  GH,  l'un  de  ces  triangles  peut 
être  remplacé  par  i'aulie.  Donc  les  trapèzes  déterminés  par  M.\  sont 
équivaknlâ.  C.  Q.  F,  D. 

Autre  démonstration.  Soient  m  et  h  la  moitié  de  la  base  moyenne  et  la 
hauteur  du  trapèze  donné.  Chaque  trapèze  partiel  a  pour  aire  mh,  doue 
ils  BODt  ^uivalents. 

Remarque.  On  admet  que  le  point  M  est  sur  la  petite  base  et  non  sur 
le  prolongement  de  cette  ligne. 


EzeraSoe  328.  —  I. 


1860.  Théorème.  L'aire  d'un  trapèze  pfjale  le  produit  de  Vun  des  côtés 
non  parallèles,  par  sa  distatice  au  milieu  du  côté  opposé. 

Eu  effet,  menons  HG  parallèle  à  AB  par  le  milieu  £  de  DG;  les  deux 
trlaDgles  DHE  et  EGO  étant  égaux ,  le  trapèze  eai  équivalent  au  parallé- 
logramme. Or  ee  dernier  a  pour  sorfece  ABxEF;  done  le  trapèze... 


Fig.  991. 

Autre  dëèHonstration.  Les  triangles  rectangles  semblables  HBG,  PMN 

donnent  T  =  ^ 

d*où  dcssmk:=S 

ScoUe.  Les  dit^tances  de  chaque  imnt  milieu  dea  cOtvs  non  parallèles 
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à^un  trapèze  y  au  côté  opposé  à  celui  dont  ûn  eonmdère  le  wiiSm,  9m' 

inversement  proportionnelles  à  ces  mêmes  côtéB. 

En  effet,  soit  /'la  perpendiculaire  abaissée  du  point  milieu N  sur  le  cMé 
opposé  AD  (fig.  992),  on  a    / .  AD  =  (i .  BG 

d  BC 
7  ~  AD 


d'où 


C.  Q.  F,  J). 


Exercice  628.  —  II. 

I.  Les  triangle!^  qui  ont  pour  bases  les  côtés  non  paral- 
lèles d'uii  trapèze  et  qui  ont  pour  sommet 
commun  le  point  de  concours  dei  diago- 
nales, sont  équioalents. 

Il  faut  prouTer  qu*on  a 

AOD  <  >  BOC 

Ea  effet,  ADB  et  ACB  sont  équivaieût>; 
si  Ton  supprime  la  partie  commune  AÙB. 
les  restes  tout  èquifaleata;  doae..^ 

Théorème.  Tj^s  trianyli'fs  ALD,  BLC  qui  ont  pour  }>aM\<  les  f4f-> 
lion  parallèles  et  dont  le  sommet  eonimun  est  sur  la  droite  qui  Joint  ie^ 
milieux  des  bases,  sont  équivalents. 


1S60.  Théorème.  Par  un  point  pris  sur  la  diagonale  d'un  paraUSû' 

gramme,  on  mène  des  parallèles  aux  côtés  de 
cette  figure;  prouver  que  les  deux  paraît^ 
grammes  obtenus  sont  équivalents. 

La  diagonale  divise  la  ficrure  donnée  en  deux 
triangle?  (^iraux;  il  en  est  de  même  des  parallélo- 
graium(^s  qui  ont  pour  diagonales  AU,  OC;  donc 
le  parallélogramme  OB  est  équivaleot  à  OD. 


Fig.  994. 


830.  —  I. 


io70.  Théorème.  On  joint  ehaqiœ  sommet  d*un  parallélogramme  à 

point  pris  à  l'intérieur  de  ce(te  figure  ;  pro^' 
ver  que  la  somme  des  tHaugles  aijant  pouf 
bases  deux  eôtés  opposés  eei  égale  à  la  sotntni 
des  deux  autres  triangles. 

Soient        AB  =  DC  =  a. 


donc 


A0I3=  ''•P^  ;   DOC  = 


a  .  ON 

— ^ 


AOB  +  DOC  =:  Y .  MN  =  y  ABGD    AOD  +  BOC 
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Autre  dëmomtmlwn. 


A  B 

Fi£.  W6. 

OAB  +  OCD  =  tn  ^    +  ;j  +   =  OAD  +  OCB 

l;»7l.  Théorème  î.ovsqiCon  johit  un  point 
ts  sur  une  diayonaic  aux  qwUre  sommets 
ftaraliélogrammc,  oit  dt  composc  la  figure 
quatre  triangles  équivalents  dmtx  à  deux. 
En  effet»  les  triangles  ADO,  CDO  sont 
uivalents»  car  ils  ont  mémo  base  DO  et 
8  àsMteiirB  égales  AM,  GN. 

4i572.  Thc'orfme.  Im  somnw  des  deuw  triangles 
Il  ont  pvn  sommet  co)>nnuii  un  point  du 
'riiihjfrc  iiHii  iKirallélogrnmme ,  et  pour  base 
Huiuc  diagonale,  est  constante. 

l  a  Foranne  AOG+BOD  est  constante. 
En  etret  AOC,  BOG  sont  équivaleoU;  donc 
AOG  +  BOD  =:  BOD  +  BOG  =  BCD 

ExeroBoe  530.  —  U. 


Ffg.  997. 


Fig.  096. 


Mr3.  ThéOTioM.  Lortqu^on  joint  un  peint  quelconque  0  aux  quatre 
mmett  é^un  parailétogramme,  le  triangle  qui  a  ce  point  pour  sommet 
*  une  âiagonaie  pour  bote,  esl  la  somme  ou  la  différence  des  triangles 

ont  même  sommet,  et  pour  bases 
^pectives  les  deux  côtés  adjacents  qui 
hoyttimnlt  à  um  de»  extrémités  de  la 
io^onaiè  considérée^ 

1°  Considérons  la  diagonale  AC  et  les 
^  AB,  AD;  on  doit  avoir 

(>AC^  UAH  +  OAD 

P  ur  cnrn[)aror  les  triangles  qui  ont  AO  FUr  999 

'our  base  commune,  il  suffit  de  mener 

*«  haïUenri  CE,  BG,  DF  et  de  prouver  qu'oo  a  GE  =  BG  +  DF 

Or  meamiB  la  paralldle  8H.  Les  triangles  rectangles  AFD,  BHG  sont 
gam,  car  les  b^rpoténcnes eoM  égalas  et  parallèles;  tous  les  angles  sont 

giux;donc  GH  =  DF. 

Aîoti  CE  =  BG  4-  DF  C.  Q.  F.  D. 

Lorsque  le  point  est  pri^  dm^  Tiniurieur  de  Tancrle  B  \D  ou  dans  son 
'P[>osé  au  sommet,  le  triangle  (KM]  est  la  différence  des  deux  autres. 

3oLorsqu(  K.  point  0  est  sur  AC  ou  sur  son  prolonf^'ement,  le  triangle 
^AC  est  nui,  les  deux  autreb  tnaugleà  âoat  équivaleats. 
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I)R74.  ThéorèoM  de  Brane*.  Si,  dam  un  quadrUatère  quelam^ 
Â6GD»  <m  mène,  par  les  milieux  M^fi  de  chacune  de$  diagonaki,  u 

parallèle  à  Vautre,  et  qu'en  joigne  k 
point  de  concoure  0  aux  milieux  E. 
0^  H  des  càtée  du  quadrilatère^  m 
figure  eera  partagée  en  qua^  quahî^ 
latères  équiwUents,  \ 

Soient  MO  paraiièie  à  Bû,  NO  fifi-i 
ièle  à  AC.  I 
Il  suffit  de  prouver  qu^uoe  des  Ji^i* 
sious,  (  iFCG,  par  exemple,  est  k  quâij 
du  quadrilatère  total.  ' 

Joignons  le  point  M  aux  pointa 
D,  G.  I 
1*^  M  étant  le  milieu  de  AC,  la  ligne  brisée  BMD  divise  le  quadrilatère 
en  deux  parties  équival(  nies. 

2o  F  et  G  étant  les  milieux  de  1)C  et  de  DH,  la  ligne  brisée  FMu  a:.i!« 
le  quadrilatère  CBMD  en  deux  parties  équivalentes;  donc  CFMG  est  là 
quart  de  la  fitrure  totale.  ' 

Mais  FG  csl  parallèle  à  MD  et,  par  suite,  à  Mu;  donc  le  quadrilatcrt 
CFOG  est  (équivalent  à  CFMG. 
Ainsi  CFoG  est  le  quart  de  ABCD.  C.  Q.  F.  H 


Fig.  1000. 


1^7^.  Théorèmet  de  Prouliei.    Deujc  polygones  qtielconqites  de  2o 


sont  équivalents ,  quatul  U^r 
côtés  ont  les  mêmes  miUf-'' 
(E.  Prouuet  **,  A.,  1^51 1 
p.  181.) 

Soit  un  polygone  ABCD  de  ^ 
de  côlés;  E,  F,  G,  H  les  point» 
milieui. 

JoîgnoDB  le  aonmiet  A  an  mb- 
mel  correspondant  A*. 

On  a  par  coostroction 

AE  =  EB;  A'E==Eff 

donc  Br>'  est  une  droite  égaiett 
parallèle  à  AA'.  i  G.,  8<"';> 

Il  en  est  de  même  du  CC\  ^ 
DD\  etc. 


*  iiHUSK,  ant  xeu  coiuolUer  à  la  chambre  Uôi»  coojpt*»  de  BerUn.  Le  ihéorèM  t  élèp«Ki 
dam  le  Jùumal  dê  Cnlle  en  ISil;  depuis  cette  époque,  U  e  pera  dast  ploitoaii  laUii*' 
tioDg  périodlqnea  et  dans  quelques  recueils  <1e  problèmes. 

Ë.  PBOiniR,  répétitear  *  rÉoole  polxtecboiqtie,  coUeborateur  de  U,  6xao.vo  de 
à  1868. 
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Projetons  les  sommeU  et  les  poioLs  milieux  sur  une  droite  xy  perpen- 
diculaire à  AA'. 

Les  trapèzes  sont  équivalents  deux  à  deux;  ainsi  Aiiba = A'B'ba,  car 
ils  ont  même  base  moyenne  Ee  et  même  hauteur  ah. 

Or  les  deux  polygones  sont  équivalents,  parce  quUls  sont  la  somme 
algébrique  de  trapèzes  équivalents  ;  ainsi  : 

ABCD  =  BCc6  +  CDdc  —  DAoJ  — AB6a 

A'H'(  :'D'  =  b'Ccb  +  CDdc  —  D'A'ad  —  A'H'6a 
donc        '     ABCD  =  A'B'C'D' 

EnfdM  aSS. 

11576.  2o  La  surface  d'un  polygone  de  2n  côtés  ne  change  pas  lorsque 
tous  les  sommets  de  rang  pair  décrivent  dans  la  même  direction  des 
lignes  droites,  égales  et  parallèles.  (Prouhbt.) 

Soit  /  la  longueur  des  droites  parcourues  par  les  sommets  B,  D,  etc.  ; 
les  sommets  de  rang  impair  A,  G,  etc.,  ne  changent  pas.  Les  points 

milieux  E,  l\  etc.,  avancent  d^une  même  quantité  obtient 

un  polycrone  tel  que  AB'iCD', ...  avec  E,,  Fj...  pour  points  milieux, 
(lonservons  ou  polygone  la  forme  ABiCD|  ;  mais,  par  un  mouvement 
contraire  au  premier,  ramenons  les  points  milieux  à  leur  première 
position  ;  nous  aurons  un  polygone  A'B'C'D'  équivalent  à  ABCD,  d'après 
le  théorème  ci -dessus  ;  donc 

AB|CD|rsABCD 
Ezercioe  534* 

11577.  Lanulet  d'Hippocrate  *.  sur  les  trois  côle's  d*ini  triangle, 
rcctanglr  ABC  pris  comme  diatnètre»,  on  décrit  des  demi'Circonfé' 
renées^  la  sO)nme  des  surfacrs  des  deux 
croissants  M  et  iN,  compris  entre  les 
demi-circonférences  f  est  égale  à  la  «ur- 
face  du  triangle  rectangle  T. 

En  eifet,  les  trois  demi-cereles  sont 
semblables  :  ils  sont  donc  entre  eux 
comme  les  carrés  des  diamètres,  c^esl- 
à-dlro  comme  les  carrés  des  cèlés  du 
triangla  T.  Ainsi  le  demi-cercle  construit 
sur  l*bypoténase  égale  la  somme  des  demi-cercles  décrits  sur  les  cètés 
de  Tangle  droit. 

On  a  donc  M  +  I  +  N  +  J  =  T+I  +  J 

D'où  M  +  N  =  T  C.Q.  F.  D. 


*  HiprocBATB  de  Chiot,  Qa*U  ne  firat  p«â  eonfondre  ma  le  ettèbn  aédeehi  de  mêaie 
MB,  €il  Dé  ven  OS  tufnt  Tèn  tMOmne.  Fftr  rétnde  de  la  htmOê  (n*  1171),  U  donna 
le  pranier  eieiiple  deqnadnftare  d*ane  flgvre  onirlUtne. 
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ii>78.  Autre  lunule  d'Hippocrate.  ])ans  une  de  mi  -  ctreoiifcrence  ACP. 
on  imcrit  un  trianyle  rectangle  isocèle  MON  dont  la  base  MN 

parallèle  à  AB;  sur  MN  comme  diatnefr- 
on   di'crit  nne  eirconfen-nce  ;   la  Inn  'k 
MCNI)  rst  e(ju  ira  lente  au  triatujle  MON 
La  /injure  eumliyne  AuEM  =  BbFN  =  iÉ 
triuiujle  MON. 

On  pourrait  opérer  une  yérificatkm  de 
formule  ;  on  peut  aussi  se  borner  à  com- 
parer entre  eiiee  les  différentes  parties  de 

la  figure. 

MN  étant  le  côté  du  carré  inscrit  dans 
le  cercle  dont  AB  serait  le  diamètre,  en  t 

MN  -  =  2r«  =    AB-  et  trian^  MON  =  ^ . 

Ainsi  le  demi-cercle  MDN  est  la  moitié  du  demi-cercle  ACB. 
Le  segment  OEM  est  la  moitié  du  segment  M(JN  ;  donc  ; 

lo  Lnnnic  MGND  ou  demi-cercle  MiND  — segment  MGNssdemi^eeRk 
MON  —  segments  (OEM  +  uFN). 

Ainsi  lunule  MCND  =  triangle  MON 

^  AOEM + BOFN = secteun  (AOM + BON) — segments  (OEM + OFN), 
par  suite,  AOEM  +  BOFN  =  secteur  MONC  —  segment  MCN 
donc  AOEM  +  BOFN  =  triangte  MON         C.  Q.  F.  D, 


Itf79.  ^néovènM.  On  donne  un  denii-ccrele  a)/ant  AB  pour  diamèti^; 

d'un  point  C  pria  sur  ce  diamètre ,  on  élève  une  perpendiruUuve  CM 

ju.squ*à  la  circonférence,  et  oèi  décrit  tk'*" 
demi -circonférences  ayant  AC  et  CB  f^fur 

diamètres. 

Démontrer  que  le  demi- cercle  AB, 
minné  des  demi-cercles  A<  :  »•/  CB,  c'jak 
la  surface  du  cercle  qui  a  CM  pour  dé^ 
mètre.  (Arciumède*,  Lemme  4.) 
C'est  une  simpie  rérification  de  fomok. 
Soit  AC  =  a,   BC  =  6  et  0M  =  « 

L'espace  cmnriligne  compris  entre  les  trois  demi-eirconférences  égale 

V8^(a  +  6)'  -  V8^a^  -  ';>6'         (  G..  n«  322.) 
Le  cercle  CM  est  donné  par   ^I^tzc^  ou  Veicc*. 

En  supprimant  le  facteur  commun  ^ ,  il  suffit  de  Yërifier  TégriK^ 

hypothétique  suivante  : 

+  âa6+ fr<  _  a>  _  frt  _ 

2a&=2t* 


ou 
ou 
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)r  oa  sait  que  le  produit  ab  des  segments  de  i^hypotéause  égale  c%' 

lot©.  L*e?pnce  ciirvilipne  conjpris  entre  les  trois  demi -circonférences  a  élé 
nanif'  arbelo  (serpe,  serpet!*^  jiar  ArchimèJe,  et  i.elui  du  théorème  suivant 
'  t580)  a  élé  nommé  saluton.  (^Balt/^ek,  l*{(iiiiioétrip,  §  Xll,  û«  3,  page  84 
l'édition  allemande  et  pnge  lAO  de  IMdilinn  italienne.)  - 

\rchimrde  :  287-212  avaul  J.-G.)  naquit  en  Sicile;  il  s'occupa  surtout  de  la 
ornétfHe  des  mesures;  il  donna  la  qucidrature  de  la  parabole,  étudia  les 
trale$,  détermina  le  rapport  de  la  circonférence  an  diamètre.  Les  procé» 
3  qu'il  employa  oonstltnent  la  méthode  d'exhauêiion  <m  d'épuisement.  Il 
ionna  que  Ton  plaçât  ear  son  tombeau  une  sphère  inacrite  dans  un  cylindre, 
onme  pour  rappeler  un  de  ses  plus  beaux  théorèmes.  (G.,  n«  574.) 
Arobimède  fut  tué  par  un  soldat  romain  lors  de  la  prise  de  Syracuse.  — 
iviron  un  siècle  ot  demi  plus  tard,  UicéfiON  retrouTa  le  tombeau  du  grand 
«mètre.  (  Voir  aussi  n°  1547.) 


tK80.  Théorème.  On  décrit  deux  demi^circonférenceê  ctmceniriques 
B,  CD  e<  deux  demv^sireonférenees 
^aleêACf  BD;  prouver  que  la  eU' 
erficie  comprise  entre  tes  quatre 
enti^  circonférences  égale  le  cercle 
^.  (AncHiuftDB,  Lemme  14.) 

AC  =  BD  =  r  —  s;   FE  =  r  +  s 

On  doit  avoir 


2r* + 2« « — r» + 2r»  —  s«  =  (  r + 

Or  cette  égalité  hypothétique  se  raïa^e  à  l'identité 

.  {*•  +  «)•  =  (/•  +  s)*     donc. . 

\IjS\.  Théorème.  Oti  prend  un  point  C  nu  tiers  du  diamètre  AB  (rnn 
Citxlc  fig.  1006),  et  Von  décrit  sur  AC  et  sur  CH  coinynf  diamètres  les 
tkini  -  rirconft'rrnres  situves  de  côtés  différents  du  diamètre  AB. 

hémontn'.r  ffue  la  courbe  ACP»  divise  le  cercle  pi*imitif  en  deux  par- 
iies  qifi  soïif  dans  le  rapport  de  i  à  %  —  Démontrer  que  si  le  point  C 
liivisait  le  diamrtrc  oi  hioijenyie  et  extrême  raison,  le  cercle  primitif 
imùt  lui^méufèe  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison, 

i«  Appelons  n  et  2n  les  parties  ÂG  et  CB  :  le  diamètre  entier  sera  3»; 
et  les  trois  demi -cercles  qui  ont  pour  diamètres  3n,  n  etâni  ont  pour 
expressions  : 

\  «t:  .  9H^   '/giîn*  et  V»^  • 

On  a  donc  : 

ACEBF  =         +  Vew»^  —  V%^n*  =  «/s'^»* 
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Aiosi  ces  deux  parties  sonl  entre  elles  dans  le  rapport  de  1  à  2. 


Fig.  1006.  Fig.  1007. 

20  Soit  r  le  rayon  du  eerele  primitir  (fig.  1006),  et  i  la  dUtaaeeè 
point  G  an  centre.  Les  deux  segmente  du  diamètre  sont  r+tetr-i 
Les  (rois  demi-cercles  qni  oot  pour  diamètres  2r,  r+t  et  r— i,  «H 

pour  aires   '/X2r;^    i;Xr  +  iy,  Vh^(>'-'^'. 

=  Vï'^C^»^ +    +    + 2ri r« 4- 2W)  ==  V««(r*  +  n) 


Donc 


r  —  t 


lie.  P  e/  Q  «on/  en<re  eiiop  comme  les  seginetits  AC  e(  CB  du  tl»^ 
mètre  (flg.  1007), 

De  P  _  AC 


on  déduit 


P 

P  +  Q 


AC 


OU 


p  AC 
cercle  AB  diaoï. 


-  AG  +  CB 

Donc,  si  AC  est  la  plus  grande  partie  du  diamètre  divisé  en  moyer:» 
et  extrême  raison,  P  sera  aussi  la  plus  grande  partie  du  cercle  dirbée 
moyenne  et  extrême  raison.  C.  Q,  F.  h. 


.  —  I. 


iïS6H.  Théorème.  Vairc  d'une  comunnie  cierulaive  ('(/aie  la  c\yc-u<f<^ 

roice  intérieure  multipliée  par  la  lat^yar  r 
la  couroiitw,  plus  le  cercle  ipn  dunut  jx^f-f" 
raifon  cette  mêiue  laryeur  de  la  courotiti^. 

En  appelant  r  le  rayon  du  cercle  totériear. 
/  In  largeur  de  la  couronne,  le  rsjon  t' àn 
cercle  extérieur  égule  r-{-l. 
Or  Taire  de  la  couronne  égale 

Tcr't^^cr*     (6.,  a* 88); 


donc 


Flg.  1006. 

A  =  7r(r  +  /)'  -  rr'^  =  r.r^  +  2T.rl  +  7t/«  —  wr» 

A=2irW  +  «/«  C.Q,FI> 

iô83.  Théorème.  L'ait^  d'une  couronne  circulaire  égale  la  drcw- 
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?>ice  extérieure  ynultipliée  par  la  largeur  de  la  couronne ,  moins  te 
qui  aurait  pour  rayon  celte  même  Utrgeur  de  la  couronne, 

ù  Ttr'*  -  Tcr'^  +  'Iryi  —  ici* 

A  =  llif^l  —  7C/' 

io84.  Problème,  ^^an/  données  dcwr  c<»,rbcs  ABCDE  A'irC'D'E', 
'ftn'^"^  de  }dusi('t(rs  arcs  *ie  cercle  cintcentrifitic^ ,  fX/iriiKer  l'aire  du 
mlijuu  limité  par  cea  deux  courbes  entre  des  noi*matcs  communes  % 

Soient  m,  n,  t,  s,  les  angles  formés  par  les  rayons  des  ares  censé- 
lifs. 

Le  bandeau  considéré  est  la  somme  de  plusieurs  fecleurs  de  couronnes 
'colaires  ayant  aiôme  largeur     et  les  direrses  courbes  moyennes 
-meni  ensemble  une  courbe  moyenne  continue. 
On  a  donc  pour  Vaire  du  bandeau,  selon  la  formule  que  Ton  prend 
<ur  le  secteur  de  couronne  circulaire  : 

i«  L'arc  moyefi  multiplié  par  la  largeur  tlu  bandeau. 
On  peut  rattacher  celle  formule  au  théorème  de  Guldin      et  dire  : 
aire  égale  la  ligne  génératrice  ou  1,  multipliée  par  Vare  que  décrit  son 
yini  milieu, 

petit  arc  ou  le  grand  arc  muliiplii'  par  la  lar^jeur  du  bandeau, 
ON  inniiiit  le  aecteur  qui  (lu)-ail  pour  ragon  la  lanjruy  du  handeau, 
angle  au  centre  la  valeur  angulaire  comprime  entre  les  rayons 

Cti  CtHCfl. 

Pour  trouver  la  valeur  angulaire  compH^^e  entre  Ir^  rayon^^  cxivcmeSf 
I  faut  considérer  le  mouvement  angulaire  que  ferait  le  premier  rayon, 
ans  le  seos  des  arcs,  pour  prendre  une  position  parallèle  au  dernier 
a^on. 

SooBe.  Cette  propriété  est  Traie  pour  te  bandeau  compris  entre 
ieux  courbes  parallèles  quelconques. 

On  peut  tracer  des  normales  assez  rapprochées  pour  que  les  éléments 
eourbes  puissent  être  confondus  avec  des  arcs  de  cercles,  ce  qui  ramène 
au  cas  précédent. 

2'^  ?i  le  rayon  nnjbîle  revient  sur  lui-uiOme  jusqu'à  reprendre  sa  posi- 
tion primitive,  son  mouvement  ant,'ulaire  est  nul,  les  deux  courbes  sont 
c'ales,  et  les  normales  rxict  inrs  sont  jxnudlîUes  et  de  même  sens  ;  alors 
\e  bandeau  équivaut  au  rectangle  qui  aurait  pour  dimensions  Tune  des 
courbes  et  la  largeur  du  bandeau. 

3»  Si  le  rayon  mobile  qui  suit  les  directions  des  normales  succès- 


*  Los  théorèmes  relatif»  à  Vaire  du  bandeun  ne  trouvent  énoacét  dtna  le  TraUi  de  métrage 
il  de  meswoge  de  IL  Sergent,  ingéaiear  ci?iL 

**  Lct  théoTèmeê  de  Oultfln  (G^  n«*  M8  et  iOi}  ae  tronreot  menUonnéM  dm  PAP^tre,  mais 
^&na  dàaoostratloii  ;  lia  étaient  complètement  Ignorai,  lonqu*an  xvi«  alèele  le  P.  Goldis 

r*niint  aux  mf-mos  Ihrorômcii^  :  dès  lors  In  conD.iI«î?nncc  s'en  réparulit  proniptomcnt ,  et  ce 
0'e»t  que  de  nos  Jours  qu'on  :i  pu  IcuY  attribu' r  une  origine  plus  ancicniif.  iHistobx  iics 
^^^t^t  ituUhématiqwB  et  phyaiqurit,  (lar  M.  Maximilikm  Mahik,  tome  III,  page  IC9.) 

<^VLDiir,  né  à  SalAt^allen  U7T,  mort  à  GnMto  eo  1649,  entra  dimi  Vorùn  dea  ]é»Qite». 
npQbUt  à  Tlenat  ka  théorèmea  célébrée  aosqn^la  on  a  doané  aon  dcnb. 
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tf'tt.n  pnj;/(jnnc  t'égulier  dr  n  côtés,  «m  ahai^ise  des  payendiciilaif-^ 
st(r  choque  côte,  la  somme  de  cea  lignes  égale  n  fois  l'apothème 
polygone. 

Soit  le  polygone  de  cinq  côtés,  a  rapothème,  b  le      et  h,  l, 
n  les  perpendiealairei. 
Le  double  de  Taire  da  polygone  est  donné  par 

5a6    et  par    hh     bk  -\-bl -\- 
d'où  5a  =  A4-/k-^24-m4-n 


12t03.  TbéofféM.  Dan»  un  triangle  rectafigle,  ta  somme  des  tirarnrs 
des  carrés  des  côtés  de  Vangle  droit  égale  ^inverse  du  carré  àe  la  Jka«* 
teur  h,  abaissée  du  sommet  de  Vangle  droit  sur  l'hypoténuse. 

111 
Il  faut  prouver  qu'on  a        +  -,  =  -p- 


«1 


ou 


r«     ,     6»  1 


a*        1  . 


Or  a/i  =  6c,  car  c'est  le  double  de  Taire  du  triangle  ;  donc... 


Exercice  543.  —  II. 

li>94.  Théorème.  Les  dislaticcs  d'un  point  quelcorvpœ  d'une  méditv^' 

auic  côtés  qui  parlent  du  rnrntt'  >Qm»^^' 
sont  inversement  proportion  ne  Ue$  à  en 
côtés. 

La  proposition  a  déjà  élé  démonlr^ 
dans  le  livre  III  (n^  1546  — i),  mii-^ 
c^est  la  considéralioii  des  aires  qui  four 
Dit  la  démoost ration  la  plus  naturelle- 

D'ailleurs,  il  suffit  de  prouver  la  pro- 
position pour  le  point  M  ;  or  les  triangles 
CMB,  CMA  sont  équifalenls,  donc  : 

apz^bq,   dou  =7* 


Fig.  1011. 


Bsttdoe  sa. 


Ittdtt  («).  néoffèBM.  Par  un  point  fixe  0  pris  sur  la  bissectrice  é^us 
angle  droit  A ,  on  mène  une  sécante  qtteîeonque  MON  ;  prouver  que  b 
i  i 

somme  inverses  des  côtés  de  Vangle  droit  est  unt 

quantité  constatiie, 

(Voir  Mrihodes,  279.) 

iiîîWî  b].  Théorème.  Même  quenlivii,  lot'sque  ratiglc  A  o^t  quelconqi': 
{ Voir  Méthodes,  280.) 
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liM.  Théorétte.  Par  un  point  fixe  0  />m  dans  le  plan  d'un  amjlv 
voit      on  mène  une  sécante  quelconque  BOB',  la  somme  -^4-  ^.  des 

nverses  des  aires  des  triangles  ABO,  AB'O 
sî  eonsiante,  quelle  que  soU  la  sécante 
^enée.  (Mannhbiii*,  N.  A.  1856,  p.  383.) 

Soit    AH  =  6,   AB'  =  6'. 

Abaissons  les  perpendiculaires  h  et  h\ 

Le  double  de  Taire  de  chaque  triangle 
st  bh  et  b'h!;  il  faal  donc  prouver 
|ii*on  a 

112  2 

"S+^^'W+W^  constante. 

Or  pj-  +  l'i^r  —  — ^7t'    /  double  de  Paire  de  BAB'  e&t 


looné  par  6^; 

66^Sr~=66'3</J7r  =  "SF  qaantiU  consume. 


iODC 


ItfBT.  néofèflM.  Aféme  énoncé  pour  un  angle  quelconque. 

Le  double  de  Taire  du  triangle  HAB'  est  donné  par  bb'  sinus  A.  On  a 

.1,1  2{b'h'  +  bh)  266'8inA  2  sinus  A  .... 
4mc  ^  +  ^,  =-J^^^,  T^^,L  quantité 

coDstante. 


ExMÎoe  545*  — 


l.iOii.  Théorème.  Par  un  point  0  prw  c/ar*^  un  triangle ,  on  mèiœ  lc8 
Iransversalcs  AUL,  I>OM,  CON:  on  «/tvise 
ninsi  b^  triantjle  doiuic  m  si-r  tnati<ib's,  La 
5om»j#"  d("<  inrerses  do  trois  inaixjit'.H  tiun  con- 
^i^Htifi  vyale  la  somnie  drs  tiwerses  des  trois 
autres  triangles.  (Mannheim.) 

<  .e  théorème  n'est  qu'un  corollaire  d'un  autre 
ibécHrème  du  même  auteur  (n<^  1597).  En  effet  : 

Pour  un  point  fixe  Oet  un  aogle  A,  deux  sé- 
cantes BOM,  (JÛiN  donnent: 

1     .     i  1 


Flg.  1013. 


AUM 


+  TiiF  —  ANC  +  AOC* 


*  On  doit  à  If.  MiLsmmM  un  grand  novtara  de  nlAtloni  nnmériqnei.  (Voir  Traaiui/orma' 
'ion  dflt  yropHMf  mélHaiieff  di»  ^Içureê  à  VaMê  âe  la  théarU  d«t  poiaim  r^eiproffUM, 
l'^r  A.  Uann-hboi.  Lô  théofimo  (n*  ti9S)  wt  dv  inêaM  •ntanr,  p.  19,  n*  l«  de  l'ourniee 

ciséd-detsui.) 

H.  29 
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Oli  a  de  uiciiiC  : 

BON  ^  "Hue  ~  "BOL  AOB 

^  ^   .  .  ^  ^  1_  . 

COL        AUC  —  COM  \10C 

Rd  additionnant  membre  â  membre  et  en  timplifianl^  on  a  : 

AûM      BOPT      CUL  —  AorsT     "BUT  "Bï» 

C.  Q.  F.  D. 

i^>&9.  Ttkéoréme.  Le  carré  du  rdiio))  du  cercle  iitsrrlf  ddms  un  tnanç'* 

v'ct II iitjle  égale  la  somme  des  carrth^  <-tj 
rayofis  th:<  cerele:>  iiiscrita  dam  les  frian^ 
gfcs  7rcl(i7Ujlcs  ohleniis  en  ahaissont  U 
hauteur  qui  part  du  sommet  de  l'ati^a 
droit. 

10  Les  Irois  triangles  ABC,  HAC,  HI  V 
sont  semblables;  donc  les  carrés  del 
lignes  komologues  sont  proportionudsi 
Fig.  1014.  donc  en  représentant  par  r  le  rayon  d 

cercle  inscrit  dans  ABC»  par 
du  triangle  ACH*  et  par  t  celui  de  ABH,  on  aura  : 

■5ï  =  F  =  "?-  T^^Tirf:? 

Mais  a*  =  6*-j-c*;   donc   r'  =  s--j-'* 

Autre  démotistration.  On  peut  dire  plus  simplement  : 

On  a  triaogle  ABC  =:  ABH  +  ACfl 

or  cette  relation  est  homogène;  d'aulic  pari,  les  trois  triangles  sem- 
blables sont  proportionnels  aux  carrés  des  lignes  homologues. 

Donc  r* +  C  0.  F.  D. 

On  peul  demander  de  vérifier  ce  résultat ,  et  l'on  obtient  ainsi 
/  roisième  démonstra  t  ion . 

3  "  On  paît  que  la  difl'érence  do  la  somme  des  côtés  de  Tangle  droit  à 
rb>poiéQUS6  égale  le  diamètre  du  cercle  inscrit  ; 

donc  2r=6+c  — a 

Il  faut  prouver  que 

fà=zs^-^t^   ou   4r-  =  4«*  +  4i* 
ou  (6  +  c  — a)»=(m  +  A  — 6)«  +  (ii  +  A  — c)« 

Défeloppons  : 

^    ^  ^        J  ti^  + /j*  +  2nA —Snc  -2/ic 


lyoa  m 
i  edoj 
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Or  dans  le  membre  de  droite 

donc,  en  simplifiant  et  supprimant   a«=:6*-f  c*,   on  trouve  : 
26c  —  2a6  —  2ac  =  2A(i»  +  n)  —  2i«6  —  2«c  —  2*(6  +  f) 
™i»  2A(m  +  n)  tfu  2oA=:2bc 

il  ne  reste  plus  qu'à  comparûr 

—  2a6  — 2ac  et  —  2m6  —  2iu»  —  2/i6 2Ac 
ou     ~  2m6  —  2n6  —  2mc  —  2nc  et  ^Tmb-^^ne^^hb'^^kc 
Mais,  à  cause  des  triangles  semblables  AHG,  AHB,  on  a 

mcrmbh,   nb  =  ch 
OODC  tout  se  réduit  à  une  identité 

—  2mc  —  2»6     —  2c/i 

ReuBMrqoe.  La  moyenne  rn^poriio.mcUr  <Je  deux  lignes  hwgales  m  et 
n  est  plus  petite  que  la  inouenne  anthnh  hijne  de  ces  niâmes  lirrrus.  V.n 
effet,  AI!  est  la  moyenne  pfoportiunaeiie  ilig.  1014  :  or  cette  ligne  est 
plus  petite  que  1  oblique  menée  du  sommet  A,  au  milieu  de  rhvooté- 
nuse.  ^'^ 

Esmiee  547. 

leoo.  ThéorèoM  de  du  Fmjm*.  La  différence  des  aires  de  deux  poh,^ 
gones  réguliers  semblables  drconscrH  et  inscHt  au  même  cercle,  éqale 
laire  du  polygone  régulier  semblable  inscrit 
dans  le  cercle  qui  aurait  pour  diamètre  le  côté 
du  polygone  circonscrit  donné.  (N.  A.  4845, 
p. 

Beprésentons  par  a'  la  surface  du  polvgone 
dont  AC  est  le  c6ié,  et  par  6*  celle  du  poly- 
gone BD.  ^-  Fig.  1015. 

Les  surfaces  sont  proportionnelles  aux  carrés  des  rayons.  (G.,  n"^  33i.) 


Donc 
d^où 


6*^  =- 


R0« 


Soll  c«  la  surface  du  polygone  semblable  inscrit  dans  le  cercle  qui 
Mrail  AE  pour  rayon ,  on  aurait 


c«  AE* 

Mais  AE*  =  A0«  —  OE*  =,  donc  AO*  —  B0« 

donc,  en  comparant  (4)  et  (2),  on  trouve 


(2) 


C.  0.  F,  D. 


desflcieuoea. 
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I0DI.  Théorème.  La  diffrrcncc  des  oh'ea  OU  a* — b*  C8t  t'fjtde  à  Vam 

dit  pohj(jot\c  setnblablc  qui  serait  circonscrit  à  une  circonférence  q^it 
aurait  pour  diaènètrc  le  côte  BD  du  polygone  inscrit  donné. 

ExcteUie  54t. 

1002.  Théorème.  La  différence  des  aires  des  pohjtjoucs  reyalifrn  de  *2q 
côtés  inscrit  et  circonscrit  à  un  cercle,  est  moindre  que  le  quart  de  /i 

différence  des  polygones  nyaliers  de  n  côla 
inscrit  et  circonscrit  à  ce  même  cercle.  ^N.  A,, 
1844,  p.  13.) 

Soient  AB,  DG  les  deaii-côl6s  des  polygonei 
de  n  côtés. 

La  dilR&rence  des  aires  égale  2n  fois  le  trapèn 
Fig.  me,  ^Bcp  ^ 

Soient  AD,  flF  les  côtés  des  polygones  de  %n  côtés. 
La  différence  des  aires  égale  2n  fois  le  triangle  ADF. 
Il  faut  prouver  qu'on  a    ADF  <  *  «  ABGD 

Le  triangle  et  le  trapèze  ayant  même  hauteur  BD,  il  sufQt  de  proom 
que  la  base  DP  du  triangle  est  plus  petite  que  le  quart  de  la  somme 
AB  4-  DG  des  bases  du  trapèze. 

Or  OF  est  bissectrice  de  Tangle  AOD,  la  figure  AFDG  est  un  losange  ; 

donc  I)F  =  AG   et  DF<FO 

Les  parallèles  AB,  CD  donoenl  la  relation 

BU"=W  AG*  =  BG.CF 

Mais  la  moyenne  proportionnelle  AG  est  plus  petite  que  la  demi- 
somme  des  côtés  BG  et  GF  (n^  1599,  Remarque). 

Donc  AG<Vt(BG  +  FC) 

d'ailleurs  AG  =  Vt<AG  +  DF) 

En  additionnant,  on  trouve  2A(  i  <  ^^(AB  +  im  !) 
ou  AG  ou  DF  <  74  (AB  +  DG)  C.  Q.  F,  D, 

Hzeroioe  S49. 

1603.  Théorème.  Par  chaque  sommet  d'un  triangîe,  on  mène  une 

droite  qui  divise  le  côté  opposé  en  segments 
proportionnels  aux  carrés  des  deux  autres 
côtés;  prouwr  que  ces  trois  droites  se  cm^pent 
au  même  point.  (P.  HossARD,  commandant 
dWt-major,  1848»  N.  A.,  pages  407  et 
454.) 

Soit  AD  telie  que  ^  = 

l^o  Démon^traiivn.  Abaissons  les  perpen- 
diculaires f  cl  y  sur  les  côlés  correspondaoU 
b  et  c. 

Les  triangles  A DC ,  ADB  ont  m«*me  bau- 
Fig.  1017,  içur,  lorsqu'on  prend  A  pour  bomiiKt;  ils 

sont  entre  eux  con[iaie  les  doubles  produits  de  ia  base  par  la  hauteur. 


D  H  n  B 
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hf 


m   


donc  ^5=^'  T=t 

Ainsi  le  rapport  des  perpendiculaires  /  et  ^  ou  OF  et  OG  égale  le  rap- 
port des  côtés  b  el  e. 

Soit  CL  une  seconde  droite  telle  que   -^g-  = 


On  aura  !<> 

OF 

UG 

h 

c 

OF 
UH 

b 
a 

ou 

OF 

T 

OG 
c  ' 

OF  _ 

OH 
a 

d'où 

OG 
c 

_  OH 

a 

OG 

OTT 

c 
a 

Donc  le  point  0  appartient  à  la  troisième  droite.  C.  Q.  F.  Z>. 

2"  Uémonstralion.  On  emploie  a?ec  avantage  le  théorème  de  Céva 
(n«  1240).  Soit  K  le  point  où  AG  est  rencontré  par  la  droite  issue  du 
sommet     on  a: 

AL  _  6«       BD  CK  a- 

■BIT  '~  "ô**'   Ud  —  6*  »    Ak  ~  ~^ 

^""^  BL.CD.AK  =^W=^^  CQ.F.D. 

Bcmarqne.  Le  point  0  est  le  point  dont  la  somme  des  carrés  des 
distances  aux  trois  côtés  du  triangle  est  minime.  (N.  A.,  p.  407.) 

1003  {a).  Théorème.  1.65  drolles  AL),  BK,  CL  se  coupent  au  niètiie  poiiU. 

t^^    1     *       AL        h'"       BD  CK  a"' 

lorsquona:    151:=^,    CBr=6^'    AK  =  ^ 

1103  (b).  s«ie.  Les  droites  AD,  CL...  sont  nommées  actaellement  symé- 
ditme$,  et  Ton  sait  que  les  trois  symédianes  d*uii  triangle  se  coupent  au  même 
point  (o*  2352). 

Le  point  de  concoora  des  symédianes  est  nommé  point  de  L&moine,  parce 
qnr»  M,  Lfmoîne  en  a  montré  Timportance  en  1673  (N.  A.,  pat:e  36^)  el  que  celle 
[■r'Miiière  élude  a  été  le  poinl  de  dépari  de  ('ff^n-,-,\/'tru'  rpcf^r^tp  (hi  trunïifh': 
mais  ce  même  point  avait  été  trouvé  aulénem 'Hi'ijt  par  plusieurs  auteurs, 
à  ï  occasion  de  recherches  diverses  que  rien  ne  rattachait  les  unes  aux  aulres. 
On  peut  citer  le  commandant  Mathiku,  eo  1865  (N..  A.,  page  403):  Cata.lan, 
es  Thà>rème9  et  problèmes  de  Géométrie,  i  édition,  page  161  ;  Hossabd, 
en  iS48  (N.  A.,  page  454);  en  Allemagne,  Orsde,  en  1B47,  à  roccaaioo  du  pro- 
blème des  carrés  construits  sur  chaque  eôté  d'un  triangle  donné  {t\^  23G0).  On 
a  pu  Tattribuer  à  Gauss,  comme  cas  partieulier  d*une  question  rolaltve  à  la 
méthode  des  moindres  carrés;  on  a  même  trouvé  mention  de  ce  point  dès  1809 
dans  !'^-  Fh'htf't>h  fi'finahjse  de  Simon  I  mïmi  fKn. 

l-es  détails  I  it-liographiques  qui  précèdent  el  beaucoup  d'autres  ont  rté  donnés 
par  M.  Lemuink  lui-même  ea  1885.  {Mathésk,  i^M^  3«  supplément,  page  23.) 
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Es€ff«ioe  5S#« 

4604.  Théorème.  Le  produit  des  rayons  du  cercle  itiacrit  à  un  tn- 
angle  et  des  trois  cercles  ex-inserits,  égale  le  carré  de  la  surface  de  ce 
triangle. 

En  effet,  on  a  (G.,  vfi  354)  : 

T  T 

donc        ^^'^"==  ;.(^-a)(/-6)(i>-c)  =T^=='^* 

Exercice  551. 

IMS.  ThéorèoM.  L'inverse  du  rayon  du  cercle  inscrit  égaie  la  somme 
des  inverses  des  rayons  des  cercles  ex  •inscrits, 

JL  ^  ^     JL  —  ete 
y  =  f  »  F  —    T  ' 

done 

p-+7r+-pTr^  -rj»-^-^  ^—         T         — T^r 

£xeroice  652. 

IGOG.  Théorème.  U inverse  du  rayon  du  cercle  mserit  égale  la  somme 

des  inverses  des  trois  hnnteurs  du  triangle. 

Soient  h,  h\  h"  les  liauleurs  qui  correspondent  aux  côlés  a,  6, 
Le  double  de  Taire  du  triangle  est  donoè  par  2pr  ou  ah,  etc* 
Donc  ^r  =  ah=:bh':=^ek" 

Mais  le  produit  ah  peut  s'écrire  : 

h  1    ^  a 

,  2p      a      h  c 

done  -=p=Y  =  -j-  =  -^ 

T    TT    "F  7?^ 

Or  2psza+b  +  e,  et,  ei  Ton  ajoute  terme  à  terme  les  trois  der^ 
nières  ftraetiona  égales,  on  aura 

2p  a+b-{-e 

donc  y  =     +     4-  Tpr 


*  La  MmoiMtraUon  géométrtqiM  às  la  f  omrale 


T     t/p(  p  -  a)  (  p  -    (  P  -  e  ) 

C6t  attn>née  h  Frr  oxAcci,  dit  Léonard  d»  Piês,  Oe  maUiématldea,  aé  en  llW»  m  mn 
ùvoM  le  milieo  da  xiii«  siècle. 
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1607.  Théorème.  La  somme  (frs  iïivcrses  des  rayons  des  cercles  eJ?- 
nscrits  égale  la  somme  des  inverses  des  hauteurs. 

Car  chacune  de  ces  sommes  égale  donc 

■?  +  "f^  +  7^  =  T  +  TT  + 


1006.  Théortee.  Si,  d'un  point  pris  dans  Vintérieur  d'un  triangle, 
*n  abaisse  des  perpendiculaires  I,  \\  V*  sur 
es  côtés  a,  b,  c,  on  aura  larelalion 

l       V  v 

Heprésentons  par  T  le  triaiiL,^le  total 
iBG;  par  L,  le  triangle  BOC,  etc. 

Les  trian^^les  OBC,  ABC  ont  môme  basa; 
Is  sont  donc  entre  eux  comme  leurs  hau- 
«eurs  l  et  A. 

L  l 

T  =  X 


Fig.  iota. 


le  même 
d*où  . 


Car  la  numéraleor  de  la  première  fraction  égale  son  dénominateur. 

Bemarque.  1^  T  e  (héorôme  (n«  1606)  u'ost  qu'utt  cas  particulier  du 
précédent,  car  on  aurait 


1 


t  +  F+TF=^i   d'où       +  ^  + 

2«  Le  théorème  subsiste  pour  trois  droites  /,  l\  1"  menées  par  un  point 
parallèlement  à  trois  droites  qui  partant  des  sommets,  passent  nar 

môme  poiot  D.  ^  r  r 

Ainsi  le  Uiéorème  (nM605j  peut  être  rapporté  au  précédent. 


Car 


AD   ,    BD   ,    CD  « 


(fig.  1018.) 


DH    ,   DH'   ,   DU"  , 


Or  !  J       â  r> 

h~  "1 — S^~*»  suite,  la  somme  des  six  fractions 

^ale  3;  donc  le  premier  groupe  a  2  pour  somme. 

Remarque.  Voir,  pour  les  relations  entre  les  éléments  tVtnt  triangUf, 
bourrage  de  M.  Yoibbrt  déjà  indiqué  (n*  1185,  •). 


DH 
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IGIO.  Thèofème.  La  moyenne  géomclriquc  des  deux  triangle»  $et*' 

blables  AGI  et  AMG  eH  le  triangle  AGG. 
Eo  eflet,  AGI,  A*  .G  oui  même  hauteur  ;  doue 

AGI  JA 
AC 
Af; 


De  môme 


AGG 

A  M  G" 


AM 


FIg.  1(H9. 


Les  derniers  rapports  des  deux  suites  étant  égaox. 
les  premiers  le  sont  aussi ,  et  l'on  a  : 
AGI       AGC^  T  V 

AGC  ^  AMG  =  T 

On  peut  remarquer  que  T"« = TT'  ;  d'où  T"  =  ylTF , 
Le  triangle  AGG  a  un  angle  commun  aux  deux  triangles  doonè». 
avec  un  côté  du  premier  et  un  côté  du  second. 

Remftrque.  Le  théorème  ci-dessus  n'est  qu'un  cas  particulier  du  âuiw*- 

ExareSce  554.  * 

161!.  Théorème.  (icii  r  friatujles  sont  namhlables ,  li((crit  "i->  /V»j  -< 
Vautre,  et  ont  les  côtés  hoinolngites  paralfcfrs ,  tout  triangle  cirvons  rt 
au  triangle  intérieur  et  inscrit  à  l'autrr  triangle,  a  une  mrrfffce  moyens  - 

proportionnelle  entre  celles  des  triangief 
donnéii. 

Joignons  le  sommet  B  aux  trois  son> 
mets  D,  E,  F  du  triangle  semblab!: 
dont  les  cùtés  sont  parallèles  à  ceui 
du  premier.  Pour  comparer  les  iriao- 
glOBf  menons  £G  parallèle  à  DF  etjot* 
gnons  D  au  point  G. 

On  sait  que  les  triangles  de  mèm 
base  et  de  même  hauteur  soat  équira- 
lents  ;  donc  on  a  : 

DGF  t=  DEF 
DME  =  DBE,  DLF  =  DHF, 
ENF  =  EBF 

En  additionnant  membre  à  membre  les  quatre  égalités,  oarecoana» 
qu'on  a  LMN-r  DBH 

Ainsi  les  trois  triangles  à  comparer  peuvent  Atre  remplacés  par 

ABC,   DBH,  DGF 

Les  triangles  GDF,  BDH,  ayant  même  hauteur,  sont  cnlie  eux  corortr 
leurs  bases  FG  et  BH;  mais,  à  cause  des  parallèles  £G  et  DF,  Icrai- 

p^rt  est  égal  au  i  apport  donné  par  ces  mômes  parallèles  cl  U 

perpendiculaire  BO  ;  cVsl-à-dire  que  les  lignes  FG  et  BH  sont  dan<  ir 
même  rapport  que  les  hauteurs  des  triangles  semblables  DEF,  Alit 
par  suite,  dans  le  rapport  de  deux  eût  "^s  îiomologues, 

DGF    ^„    DEF  _  DF 
"BDH 


Donc 


LMN  —ÂG 
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68i 


d^aîileura 
On  a  de  même 


BDH 

bUff 


BP 

BÛH 

abc; 


ou 


BDH  _ 
OH 


DF 
UH 


En  mulUpUant  membre  à  membre  ces  deux  proportions  et  simplifiant» 

BDH  ou  LMN  DF 


on  trouve   

Eq  comparaDt  (1)  et  (2),  on  a 

DEF      LMN  />  ^  r»  « 

xm  =  ÂBîr  ^'  ^'  ^' 

A^ftre  démonsl ratio tK  Posons  AC  =  ^,  BO  — /i»  DF  =  />',  aou  LMN 
è^uivaul  à  lil'ADB;  car  DEF  est  une  partie  commune,  puis 

BEFONEF,  A1>F<>LDF 


et 


Ainsi 


BEDOMED 


doue 


et 


Donc 


C,  Q.  F.  D. 


_S  __  b 
9—17 
9        h  _  h 

S  G 

Vote.  M.  Catalan  dana  tes  Théorèmen  et  Probtèmei,  6*  édil.,  p.  182,  ne  fait 
remonter  ce  théorème  qu*à  1868,  tandis  qu^l  a  élé  proposé  par  Gerçons,  et 
démontré  par  Léon  Anne  en  l8V'i.  p.  27  des  Nouvelle$  AnnaleB  maihématiguea, 
Dsns  bien  des  cas,  il  est  très  difficile  de  remonier  au  premier  auteur  d*ttne 
question  donnée,  ainti  que  le  montre  une  note  antérieure  (n«  1603,  a). 

I61S.  TbéorèM.  La  turface  d'un  triangle  est  moyenne  propariian' 
nelle  entre  celle  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  centres  des  cercles 
tt'inscrits,  et  celle  du  triangle  agcmt  pour  sommets  les  points  de  eon^^ 
iaei  du  cercle  inscrit  au  premier  avec  ses  côtés.  (N.  A.,  irâ),  p.  69.) 

Le  triangle  des  trois  centres  des  cercles  ex*  Inscrits  et  le  triangle 
des  trois  points  de  contact  du  cercle  faiscrit  sont  homothéliques,  et  Ton 
retombe  sur  le  théorème  précèdent  (n*  16tt). 

EMffoîoe  saa. 

Théorème.  Dans  tout  quadrilatère ,  le  lieu  géométrique  des 
potats  tels  que  la  sowmc  des  trian- 
gles ayant  œ  point  pour  Rommet 
et  deux  côtcfi  opposrs  pour  hase  est 
équivalente  à  celle  des  deux  autres 
tnanyleHf  est  la  droite  qui  joint 
ks  milieux  des  diagonales.  (Léon 
Anne.) 

Soit  MN  la  droito  qui  joint  les 
points  milieux  des  diagonales;  Ir- 
perpendiculaires  abaissées  des  som- 
mets sur  MN  sont  égales  deux  à 
deui;  donc  les  triangles  de  même  base,  situés  sur  MN,  sont  équivaleols 

29* 
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quand  ils  ont  leur  sommet  en  A  et  en  C  ;  il  en  est  de  même  pûur  ceu 
qui  ont  le  sommet  eo  B  et  en  D. 

Or  on  a 


(1) 


AOB  :=  AMB  +  AOM  +  BOM 
DOC  =  DMC    COM  —  DOM 

AUM  ^  COM ,  BOM  =  DOM 
AOB  +  DOC  =  AMB  +  DMC 
AOD  =  AMD  +  DOM — AOM 

COB  =  CMB  —  BOM  +  COM 

AOD  +  COB  —  AMD  +  CMB 

Or  les  triangles  AMB  et  AMD  des  formules  (1)  et  (2)  ont  même  somsfeei 
A  et  des  bases  égales  DM  et  BM  ;  donc  Us  sont  équivalente  ;  il  en  est  de 
même  de  DMC  et  de  BMG. 

Donc  AOB  +  DOC = AOD  +  COB  C.  Q.  F.  D. 


Mâià 
donc 
De  même 

Donc 


2"! 


Fig.  1022. 


Le  lieu  qui  répond  directement  à  renoncé  est  compris  dans 
le  quadrilatère  ;  au  dehors»  il  y  a  changement  de  signe.  (J.  M.  fiona- 
OET,  1879,  p.  29.) 

Escroîiie  556, 

1GI4.  Théorème  de  Newton.  La  droite  qui  johif  h'^  mille lu-  'le$  dia- 
gonales d'un  quadrilatère  circonscriptible         par  le  centre  du  cenk 

inscrit. 

Ce  théorème  peut  éU'c  eonsidiéré  eomoM 
un  corollaire  du  théorème  de  Léon  Ànm 

(n-  1613). 

£n  effet,  la  somme  dee  cêtés  opposée  AO 
et  GB  égale  celle  des  deux  autres;  doM 

COB  +  AOD  =  AOB  +  COD 

Car  tous  ces  trianj^les  ont  pour  hauleur 
le  rayon  du  cercle  inscrit,  et  la  >omir-eiJtS 
bases  CTî,  AD  des  premiers  égale  la  somme  AB-}-GD  de  ceileft  des 
seconds;  donc  le  point  0  se  trouve  sur  MN. 

Coronaire  (dû  à  GBROOliNB).  Dam  tout  triangle  ex'- inscrit ^  la  iroiit 
qui  joint  le  milieu  d'un  côté  au  milieu  de  la  distance  d'un  point  df 
contact  de  ce  côté  au  sommet  opposé  de  ce  triangle,  pas^  par  le  eeittf* 
du  cercle. 

La  démonstration  de  Newton  a  été  reproduile  par  Catai  an.  dan? 
Théorèmes  et  Prolilrincs  de  (Icomctrie ,  fî»  edil.,  p.  127;  (11»'  rt'|r  i5esur 
deux  Lomnes  à  établir  préalablement  p.  125,  corollaire  il  du  tiiêOfèzD£ 
LVi  et  théorème  LYllI. 

ExeroBoe  657« 

IOti>.  Théorème.  Li'  droite  la  piua  roffrte  BED  qu'on  pnis^e  nttiu'^ 
P'ir  int  y>f)h>t  doytné  K  dans  un  a>iglc  lioinu'  A,  Cf^t  dt'finir  ftar  eeii*^ 
condUioti  que  la  perpendiculaire  EU,  menée  à  cette  droite  pet  ^ 
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oint  E,  et  les  pctycutlictiloircs  BG,  DG  menées  aux  côtés  de  Vangle 
nr  les  rxtrémités  de  la  droite  B£D,  concourent  en  un  même  point  G. 

New  ton.) 

(Voir  Méthodes,  168.) 

1615  (a;.  Hote.  On  peut  rattacher  à  celle  qiie«iion  le  Théorème  de  lÀouviUe, 
émontre  par  I'all  .-tnaET  (X.  A.,  Isr»"-),  page  lii). 

Soii  AOB  un  angle  /ijcc  cucunM'nl  a  une  clUpae,  et  sûil  MN  une  tamjeute 
celte  courbe,  telle  que  la  portion  interceptée  MN  entre  les  côtés  de  l'angle 

xe  AOB  $oU  un  minimum,  le$  deux  pakUê  M,  N  90nt  équidiUanis  du  centre 

e  la  courbe»  • 

Pour  la  parabole,  la  taogante  aa  sommet  eat  celle  qui  laisie  dans  Tangle  flie 
n  segment  minimum* 


Construction  des  ligures. 

Exercsœ  558. 

1016.  Problème.  Construire  un  triangle j  connaissant  ses  angles  et  sa 
urface  m*. 

Avec  les  angles  donnés,  on  construit  un  triaDgle  quelconque  ABC, 
mblable   au    Iriangle  de- 
nandé. 

ProlongeoDs  la  base  AG 
fane  longueur  O  égale  à  la 
noitié  de  la  hauteur  h;  sur 
\\  déeri^ooe  la  demi-'Circon- 
ïrence  AFf  :  la  perpendicu- 
laire GF  ou  tt  eet  le  côté  du 
:arrè  équlralent  au  triangle 
iBG  ;  car  on  a  : 

u  -  ~  AC  .  Gl 

Sur  €F,  portons  la  longueur 
CG  égale  à  m;  menons  AFFÎ. 

pui^  GH  parallèle  à  AG,  HG  perpendiculaire  à  AG,  et  enfin  GB'  pa- 
rallèle à  BG. 

A  B  C'  est  le  triangle  demandé.  En  efTet,  les  deux  triangiea  ABG,  AB'G' 
étant  semblables ,  auaai  bien  que  AGF  et  AG'H,  on  a  : 

ABC  _  AC»       CF*  ou  tt* 

"SB^Cr  —  "ÂCr  =  T7H»  ou  m^ 

En  considérant  les  ra[)portB  extrêmes,  on  voît  que  les  numéraleurs 
sont  équivalents  j  donc  les  dénominateurs  le  boni  auaii... 

1617.  Problème.  Construire  un  triangle,  coi^iaissant  les  trois  ha»- 

teum. 

On  fait  un  Iriangle  avec  les  trois  hauteurs  données,  et  un  deuxième 
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triangle  avec  les  trois  hauteurs  du  précédent;  ce  nouveau  iri^^ 
seajblâbie  à  celui  que  l'on  demande ,  car  on  a  : 

b  e 


ou 


a 


"F" 


donc  le  triangle  demandé  est  semblable  à  celui  qui  aurait  pourcèibJ 
inreraes  des  trois  hauteurs. 


Enroîoe  560. 

1010.  Problème,  l'ui'  un  point  A  pris  dam  un  (oir^fe  XOV,  mentr 

Stj<  anfc  MAN  telle  gn-.  ' 
iiKui'jle  MON  aii  tfitc 
donnée  k*. 


i 

I 

Pour  fixer  la  positiotij 
pobt  donné  A  par  rappd 
aux  c6lés  de  Tangle  X'  T.! 
fo  rraons  le  parallèlogrtnBi 
ABOC. 

Abaissons  la  perptediA* 
latre  AU. 
Les  lODgueara  a*  ^ 


soni  cODDues. 

:  < 
f 


Soit  BM=x 

Il  sufOt  d'établir  utte  re- 
lation, à  Tel  le  de  la 
face  k'^.  entre  i'iocoaaw- 


Fig.  1024. 


et  les  données. 
Les  triangles  semblât:  - 
MON,  MBA  sont  entre  eux  comme  les  carré?  des  côtés  homoic^ei, 
d'ailleurs  le  double  de  Taire  de  M0N  =  2^^,  le  double  de  MBA=4*; 


donc 


o«  ^\}{^  —  a)  -  »J  =  a*  i2 

li  faut  déterminer  les  côtés  d'un  rectangle,  connaiuant  ta  smi^ 

!  k'  \ 

^VTî  ^^^^^  côtés,  et  leur  pt^duU  a*. 

Goiwtniclian.  Soit  /  la  quatrième  proportionnelle  portons  cti!< 
grandeur  du  point  0  en  L. 

A* 

BL=j^— a;  prenona  LD  =  LB,  afin  d'a?oir  BD 
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DécrÎTons  la  demi -circonférence  BD,  prenons  BË  =  a^  et  menons  la 

parallèle  l'.FG. 

On  obtient  généralement  deux  solutions. 

■tt.  L'équation  (2)  montre  que  le  problôine  n^eet  possible  qu'au- 


iaot  qu^on  a  -f^^a 
La  lioiite  inférieure  est  donnée  par  ^a; 

Or  ah  exprime  Paire  du  parallélogramme  ABOC. 
Dooc  le  triangle  minimum  POR  est  double  du  parallélogramme  qui 
correspond  au  point  Â. 

4619.  Problème-  ^frmf'  fft'estiou,  lorsque  le  point  donné  Ane  doit  pas 
être  dan»  ie  même  angle  que  le  Iriangle  demandé. 


A 


1  H 


Fig.  1025. 

Soit  MON  =  A*,    BM=::a;  ' 

2M0N  0\V^  _     —  «11 

d'où  — —  =  a;'  —  2ax  -j- 

Deux  soiulions  et     peut  varier  de  zéro  à  -{-oC. 

.  Pour  h*^ah,  le  problème  complet  admet  quatre  solu- 


tions. 

i6S0.  PkoUéoM.  A  un  rectangle  donné,  circonëcrire  un  losange  de 
turface  donnée. 

En  divisaot  le  rectangle  eo  quatre  parties  égales  par  deux  droites 
rectangulaires,  menées  par  le  centre  du  rectangle  et  respectivement 
perpendiculaires  aux  cétés  du  rectangle,  on  retombe  sur  le  problème 
précédent. 

Exeroioe  581* 

1621.  Problème.  Pur  le  point  milieu  0  (le  la  base  l'.G  d'un  triangle 
ABC,  mener  une  sécante  MUD  limUée  aux  côtés  AB  et  AG,  de  manière 

i' 
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Fig.  1026. 


que  la  différence  ilcs  aires  iks  triangles  OBM,  OCD  ait  une  valeur 

donnée  k^. 

Soit  OBM-OGD  =  it* 

En  meoaat  par  le  point  B  odo  parallèle  EL  à  AG, 
on  a 

triangle  OBL=OGD 

donc  BLM=::^2 

Le  problème  est  ramené  à  la  question  cob* 
nue  : 

Étant  donnéa  un  angle  LBM  et  un  point  0,  mener  par  ce  poini  une 

aéeante  telle  que  le  triangle  LBM  égale 
(no  1618). 

Remarque.  ^ n  peut  Te^oudrc  le  iiieiiie  pro- 
blème, quand  le  point  U  eH  im  point  quelconque 
de  BC. 

En  prenant  OD  —  OC,  el  menant  une  parallèle 
DL\  on  a  LDBM  =  /c^;  mais  l'aire  du  triangid 
BDE  peut  être  calculée. 
Soit  a*  sa  valeur»  le  triangle  total 

et  Ton  retombe  sur  une  question  connue  {u'^  IGIS). 


Flg.  1027. 


Problème.  Par  le  point  milieu  0  de  la  base  d'un  triangle, 
mener  la  sécante  DOM  telle  que  les  trianyles  OBM,  OCl)  aient 


m 


un  rapport  donné  - 


OM 


Par  le  point  O»  il  faut  mener  OLM  telle  que  -jjj-^  =  — 

1683,  Prdblème.  Couper  le»  côtés  d'un  angle  droit  par  une  droiU 
d'une  longueur  donnée,  de  manière  que  le  triangle  rectangle  mt  um  \ 
aire  donnée, 

(Voir  Méthodes,  u<*  117.)  ' 


».  On  peut  employer  la  méthode  du  problème  contraire,  mais 
nous  allons  rutillser  pour  la  question  plus  générale  ci*aprèe. 


1024.  Problème.  Dans  un  angle  dontié  XOY,  tnsm're  une  âroiu 
MN  de  longueur  donnée  I,  de  manière  que  le  triangle  MON  oïl  une  9Sre 
donnée  k\ 

L'emploi  du  prohicme  contraire  conduit  à  une  solution  peu  élégànitt 
mais  très  simple. 

1"  Sur  M'iN'  =  /,  décrivouô  un  segment  capable  de  Tangie  donoé 
XOY  (ûg.  1028). 

h  est  bonnu ,  car  Ih  =  W ;  d*où  h:=i 
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Portons  la  quatrième  proportionnelle  ainbi  ol  une  de  M'  en  J',  et  la 
àrallôle  J'O'  donne  un  Irianglc  M'O'A'  égal  au  U  iaiigle  demandé. 


Fig.  i03S, 


Fig.  1020. 


2^  PrenoDfl   UxM  =  0'iW  et  OiN  =  0'iY  (fig.  1029). 
3«»  Maximum  de  k'  pour  une  Ugm  donnée  1. 
Pour  une  droite  donnée,  le  plus  grand  triangle  qu*on  puisse  obtenir 
i*U^'  esi  isocôle;  done,  pour  une  base  l,  un  angle  au  sommet  XOY,  il 

*ut  qu*on  ait  au  plus       ==  =  — 

Donc,  pour  une  longueur  l,  le  triangle  isocèle  AOB  maximum. 

4f>  Minimum  de  l.ponr  une  valeur  duance  k*. 

C'est  la  base  d'un  triani^le  isocèle  ayant  Taire  k*. 

Uemmrquc.  Le  proLièmc  peut  être  résolu  par  la  méthode  algébrique. 
.8  cas  le  plus  remarquable  est  frailé  dan?  l'ouvrage  :  Arpentage,  levé 
les  plans,  nivellement,  par  F.  J,,     édition,     3?i,  p.  Iti8. 

Exercice  563.  —  I. 

lesti.  ]M»lème.  Déierminer  un  point  0  mr  la  hase  BC  d^un  triangle, 
ie  manière  que  le  produU  OM  .  ON  des  per* 
^endiculairee  ahaisiéee  de  ce  point  sur  les  cô" 
tés  AB,  AC ,  at^  une  valeur  donnée  k'. 

Abaissons  la  perpendiculaiit  Aii  âur  BG. 
Menons  AO. 

Le  double  de  l'aire  du  Iriann^lc  AlîC  peut 
être  exprimé  de  deux  manières  diirérentes. 


On  a  donc  Tégalitô 


d'ailleurs 


bin  4-  c»  =  oA 


(l) 
(2) 


Ces  deux  équations  permeltent  de  dèlermincr 
1»  et  n. 


<  

Fig.  i090. 


ah  —  bhi 


ah  —  bm 


Ainsi 


m . 


mah  —  6m*  =^  tk^ 
ah        .  0^* 
6 


—  m«  = 


^jiiâotilé  facile  à  couslruire. 
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ah 


En  effet,        est  une  qualrièoie  proportionnelle  que  nous 


pôorj 


représenter  par  d;  -p-  est  un  carré  t*  tel  que      =  y  •  i^-» 

L'équation  devient  donc 

dm  —     —     ou   {d  —  fn)m  = 

Il  faut  déterminer  les  Més  (d  —  m)  et  m  d'un  rectmgle  qm  «p'  I 
mrfaceW  (G.,  no  340.) 

Remarque.  Le  maximum  du  produit  des  perpendiculaires  a  lieu  lorî-^-! 
le  pouit  0  est  au  milieu  de  BC  (voir  ci -après,  1680), 

Exercice  563.  —  II. 

i626.  VwMkm»,  Par  un  point  danné  A,  dans  l'intérieur  ^un 

XOY,  mener  une  90te^ 
MAN  telle  que  la 
tion  mAn  de  cette  éréi 
sur  une  ligne  perpenH'* 
UUre  à  la  droite  AO  <*1 
une  longueur  donnée  l 

Supposons   le  probW 
résolu,  et  »jA«  =  /. 

L'aire  du  tnangte  M<>1 
est  connue. 

En  effet,  le  double  * 
celte  surface  est  dooné  n- 


Fig.  loai . 

AO .  Am  +  AO .  An= AO .  / 

Donc  W=kO,l  et  la  surface  MON  étant  connue,  on  retombes^ 
une  question  précédente  {n9  1618). 


Exeroioe  594.  —  I. 

fB27.  Problème.  Par  le  sonutu  t  d'uit  pdralicJogmmnh- .  menii 
sccaute  limitée  aux  côtes  opposes  ibf  jiarallélof/nnniite .  de  maniii'^  i 

le  Iridiif/lc  obtenu  .«?or/  nnititnum» 

{\oiT  MéUiodee,  349.) 


16S8. 


Exercice  5(fr4.  —  II. 

.  ITun  point  0  prit  cmmecf**^, 


sur  la  bissectrice  d'un  angle,  décrire  une  «r^ 
férence  telle  que  la  somme  des  triangle* 
pour  sommet  le  point  0^  et  pour  botes  1^ 
ments  intercepté»  par  le  cercle  sur  le*  f^lf*  ■ 
Vangle  donné ,  ait  utie  aire  donnée  k*. 

Il  suffit  de  considérer  un  des  triangles; 


Fig. 


soit 
donc 


AOB  ou  AB.Ar=Y 


AB  = 
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Il  faut  porter  la  moitié  de  cette  troisième  proportionnelle  de  M  en  A  et 
n  B,  et  prendre  AO=BO  pour  rayon. 


1620.  Piroblémea.  1*^  Construire  un  carré,  connaisiant  la  somme  dti 
été  et  de  la  diagonale, 

(Conatruction  directe.  Méthodes,  n<>4IJ 
(Emploi  des  figures  semblables,  Méthodes',  n^ 

2^  (Construire  un  carré,  cotuiaissant  la  différence  de  la  diagonale  et 
lu  côté. 

On  peut  recourir  aux  figures  semblables. 
{Méthodes,  n«  207.) 

Une  analyse  analogue  à  celle  qu'on  a  faite 
pour  le  problème  de  la  somme  (n^  41  )  don- 
neraii  une  construction  directe. 

Oo  peut  aussi  indiquer  la  solution  sui- 
vante «  très  simple  et  très  élégante. 

Sur  une  droite  AY,  formant  avec  AX  un 
angle  de  45  degrés,  on  prend  AE=:d;  du 
point  E  comme  centre,  avec  la  dlfllérence 
d  pour  rayon ,  on  coupe  AX  au  point  F,  et  Ton  porte  d  de  F  en  B. 

La  longueur  AB  est  le  eèté  du  carré  ;  puis  on  élève  la  perpendiculaire 
BG,  etc. 

En  effet,  le  triang^  AEF  est  isocèle  rectangle  ;  donc  EF  est  perpendi- 
culaire sur  AG.  Le  quadrilatère  EFBC  a  deux  angles  droits  en  B  et  en 
E,  de  plus  FBssFE;  donc  B3  =  EG« 

Aiûsi  AG  — BC  =  AE  =  <i 

1090.  Calcul  du  côté  a  et  de  la  diagonale  b  en  fonction  de  la  somme  1 

ou  de  la  différence  d. 

On  sait  que  6  =  a/2  ;  donc  a  +  ov'^=^/  1  + ^Y" 

b  b  l/^ 

De  même   a  =-7=1-;    d'où  — ^-|-6  =  /,-    d'où   6=  —J^  . 


2» 


a/7  — «=4;  d'où 


b-~r:=d;  d'où 
;2 


Exeroîoe  560.  —  I. 


1B3I.  Problème.  Construire  une  figure  qui  donur  les  côtés  des  carrés 
^^luicalents  à  2  fois,  3  fois,  4  fois,  etc.,  un  carré  donnée 

i""  Soit  OA  le  côté  du  carré  donné.  La  diagonale  OB  est  le  cèté  du 
carré  double;  on  construit  le  triangle  rectangle  OBG,  en  prenant  BG 
^gal  à  OA  ;  le  carré  qui  serait  construit  sur  OG  serait  égal  à  0B«  +  BCS 
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] 


et  icrail  par  eoDSéqnenl  triple  du  carré  dooné.  U  ligure 
indéfiniment. 


coptimi 


Fîg.  1084.  Ffg.  i085. 

^  Portons  le  côté  AB  du  carré  donné  de  B  en  C,  de  C  en  D.  ek'. 
Décrivons  des  demi*circonférences  sur  les  diamètrea  AC,  AB,  A£,  elc 
On  aura  BG*=a* 

Bl*=3tt«,  etc. 

ExtteÎM  ses.  —  U. 

1G32.  Daiis  un  trianylCy  inscrire  loi  rectatKjle  qui  soif  (''juiralent  a» 

triaNyic  partiel  qui  SHriHoafc  cf  recian^* 

Soit  ia  surface  BMI^scPMNQ 


ou 
d'où 


=  &CS.MP 


Ainsi  la  iianteur  ihi.   triangle  dûU  êit^ 
double  dit  celle  du  recta tujle. 
Donc  BD  est  les  Va  <Je  la  hauteur,  et  MP  en  est  le 


1633. 


I.  Le  triangle  dUnt  être  les     du  rectangle. 


d'où 


BD  = 
BD 


7 
4 


MP 


Ainsi  BD  est  les  V7  de  ia  hauteur,  et  MP  en  est  les  7,, 
1634.  Même  problème.  Le  triangle  doit  être  au  rectangle  dan*  <V 


rapport  — . 


doù 


BD       m      BD  2m 

BD      _  2m 

^D  4-  MP'       2m  -J.  n 

BD=  .  ^"'^  - 
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Exerdoe  567. 


63  .;  Proklèm.  Bail»  un  triangle,  inscrire  un  carré.  Quel  est  le  plus 
uhL  des  Irois  carrés  que  l'on  peiU  oblenirf 

jol  considération  des  figures  semblables  coa- 
it  immédiatemeDl  à  la  eoastruction  BuÎTante  : 
)d  construit  un  carrô  avec  AG  pour  côté,  et  Ton  ' 
ne  BPE  puis,  BM  et  MX, 
}n  a,  en  effet , 

MP  _  BM  _  MN^ 

AJ^:      HA  —  aC 

MP  MN 

lù  MP=:MN        C.O.  F.  jD. 

DUcussion.  Chaque  cùl6  du  triangle  doiiDc  lieu 
in  rrirr«'  inscrit.  Exprimons  le  côté  du  carré  en 
icLioii  de  la  base  et  de  la  hauteur  corrospon- 
ute  ;  soient  a,  6,  c  les  côtés  du  triangle,  a',  6',  c'  les  hauteurs  cor- 
àpoudantes,  x,  y,  z  les  côtés  des  carrés  inscrits. 

MP       HP  BH 


Fig.  1087. 


}  même 


aa'        .  ce' 
a?=  — ; — r   el   z=^      , — r 


Or  les  numérateurs  sont  égaux,  car  ils  expriment  le  double  de  Taire 
Il  triangle;  ainsi  aa'ssbV^cef 

I»onc  au  plus  petit  dénominateur  correspondra  la  plus  grande  fraction, 
'^^t-à-dire  le  plus  grand  carré. 

Soit  a>6 


De 


aa'  =  bb',   on  déduit        =  -y 

a  —  6'       6  —  a' 
~a  = — 5~ 

Mais,  puisque  a  est  plus  grand  que  6,  il  faut  qu'on  ait 

a— 6'>6  — o' 

Aiosi  au  plus  petit  côté  b  correspond  la  plus  petite  somme  b  4~ 


b  +  b'  >  a+lf' 

Dont  le  plus  grand  carré  e$t  celui  qui  correspond  au  plus  petit  côté 
^triangle. 


d'où  y  >  « 


i63ft.  Théorème.  La  somme  des  inverses  des  côtés  des  trois  carrés 
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égale  la  somme  des  côtés  et  des  hauteurs,  divisée  par  le  doMe  dt  ré 
du  triangle. 

X  ~  '  aa'    »    y  ^    hh'    '   T  c& 

Mais  aa'  =  bb'  =  ,,'  =  2^ 

donc  1+}  +  !="  +  ^  +  '^^°'  +  ^'  +  ^' 


En  représentant  le  demi* périmètre  du  iriaogle  par  p  é. 
demi-somme  des  hauteurs  par  p',  on  aurait 

a?  •  2/  ~  z  s 


1637.  Problème.  Construire  wi  rectaugle,  ayant  un  péi*imètrt  d'-m^ 
et  équivalent  à  un  autre  rectangle  donné. 

Soit  2p  le  périmètre  et  mn  le  rectangle  donné  ;  le  problème  reti* 
à  trouver  graphiquement  les  racines  de  l'équation 

X{p  —  X)Z=  m  li  (       ;2Q7  ^ 

1638.  Problème.  Même  quesliOD,  on  donne  la  différence  p  des  i  < 
adjacents  et  la  surface  mn.  ' 


Uû  détermine  les  racines  de  l'équation 

«(a?  —  jt»)  =  «in  (n»299). 

Exeroioe  569. 

1638.  PiroMéme.  Ikins  un  cercle,  inscrire  un  rectangle  de  wr/'' 
donnée* 

[\oïr  Méthodes,     100,  d.) 

I 

Autre  solution.  Le  rectangle  se  compose  de  deux  triangles  rectaod^ 
 R  ayant  un  diamètre  AB  pour  base  commune;  5*1 

y^^^  h  la  hauteur  abaissée  du  pnnt  C  ou  du  poinli 

^^é™^-- >\       sur  AB. 

^X^^^^N'^   'h  Donc,  en  prenant  ^in*  pour  surface  totale,  oo 

^r\^:*^fi  2ABG  ou  AB./i  =  4«* 

 d  ou  h  =  ! 

rig.  ios».  Prenons  BE = 2o 

cl  décrivons  sur  Al^F  une  demi-circonférence  passant  par  A,  E. 
On  aura  BF=  i*?!  -  i^i' 

Puis,  portant  BP  sur  la  perpendiculaire  élevée  en  B,  à  la  drotU 
on  mène  par  l'extrémité  de  cette  perpendiculaire  une  parallèle  à  Al^ 
Ton  obtient  le  point  C,  puis  le  point  D. 
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Problème.  Dtins  un  demi- cercle,  iêiicrire  un  rectangle  d'une  « 
'face  donnée  2k^« 

)n  a  recours  à  la  première  solutioo  (n*^  100,  d). 

Ezeroioe  S70. 

641.  Problème.  Dans  un  triangle  quelconqtie ,  inscrire  un  rectangle 
ét  ia  eurface  aoU  équimlente  à  un  carré  donné 

Méthode  géométrique,     i05.  ^  Méthode  algéMque,  d«  903,  d.) 

Exercioe  571.  —  I. 


iill2.  Problème.  JJans  an  triangle,  inscrire  le  rectangle, de  surface 
uvima. 

1^  Le  cas  du  triaogle  rectangle  isocèle  peut  être  étudié  directemeot, 
Q  de  conduire  è  la  solution  générale.  (Méthodee,  n"*  347.) 

2o  Le  triangle  est  quelconque.  {Méthodes,  no  351.) 

S*^  On  peut  regarder  le  maximum  comme  la  solution  limite  d  uno 
eslioa  déjà  traitée  (n**  205).  Le  maximum  a  lieu  lorsque  la  parallèle  LI 
l  tangente  à  la  demi -circonférence. 

La  parallèle  qu'on  mènerait  par  le  point  de  contact  passerait  par  les 
ilieux  des  côtés  Al>  et  BG  ^ûg.  i039.) 


4"  Le  rectangle  maximum  peut  être  obtenu  d'une  manière  directe  et 
lès  élégante,  comme  il  suit  (fig.  1040). 

Soient  y  la  base  et  la  hauteur  du  rectangle,  et  m,  n  les  deux  eeg* 
nents  que  la  parallèle  D£  détermine  sur  la  hauteur  h  du  triangle. 

Exprimons  x  et  y  en  fonction  des  données  et  de  m,  n. 

DE         ap  ^  m 
Aù         T  *^  m  +  n 

DG  M  n 

"m  m  +  n 

En  multipliant  (1)  pat  (S),  on  trouve 


bh 


mn 


m  +  «)•  ' 


d'où  xy=^bh,        =  -j-  mn 
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Or  la  produit  nin  est  la  j^eulc  quantité  variable,  car  la  somnei 
facteurs  rn-^-n  ou  h  est  coDStantc;  donc  le  maximum  a  lien' 
tw  = 

Ainsi  la  parallèle  DE  doit  diviser  les  côlés  AB,  BC  eu  dcai  p^: 
égales. 

Reniav^e.  En  considérant  chaque  côté  du  triangle  donné, 
basa  do  ce  Iriangle,  on  obtient  trois  reelanglei  de  surfbce  manat: 
rectangles  sont  équivalents  entre  eui ,  car  chacuo  dVux  est 

à  la  moitié  du  triangle. 


A    T»     D    j  e 

Fig.  lOli. 


Exercice  571.  —  II. 

1643.  PkoUéM.  Par  le  pied  1}  delà 
BD  d^un  triangle  ieoeèle  ABC,  mener  deux 
DM ,  DN  égalemeni  inclinées  sur  la  hauteet* 
manière  que  le  triangle  IdDN  ait  um 
donnée. 

Le  triangle  MDN  est  équivalent  au  rtclarçt 
DE\0;  donc  le  problènne  proposé  rcYient  4  ai^ 

question  connue  in**  •ir»42). 

Le  rna.rs,n"in  a  lieu  quand  M  ei  A  sotil  •& 
points  luilieux  des  côtés  ^u^3ol^ 


1644.  Problème.  Mcncr  une  droite  MN  parallèle  à  la  hase  AC  tiV 
triuiufle  quelconque  ABC,  de  mainère  qur  le  triangle  DMN,  ohfe^^'  -^^ 
joi(jnant  les  points  M  et  N  à  un  point  quelconque  U  donné  êur.lal'Ui 
ait  une  surface  donnée, 

MDN  est  équivalent  à.  la  moitié  do  rectangle  inscrit  dans  I( 
donné. 

164iS.  Piroblème.  Dans  un  losange,  inscrire  un  rectangle  ayanf 
surface  donnée,  les  côtes  étant  parallèles  aux  diagonales  du  imn^f 
Maximum  de  ce  rectangle, 

£n  considérant  le  quart  de  la  figure,  on  est  ramené  aux  proiiM» 
précédents  (n<>*  1641  et  1642). 

Le  rectangle  maximum  est  formé  par  les  droites  qui  joigoeot 
à  deux  les  milieux  des  cétés  du  losange  ;  la  surface  de  ce  ndanglicit^ 
moitié  de  celle  du  parallélogramme. 

Excrdm  971.  HÉ. 

1646.  Problème.  Ikme  un  carré ,  inscrire  un  carré  ayant  une  turfo^ 
donnée.  Étudier  les  variations  du  carré  Ytwerd. 

Soit  ft  le  côté  du  carré  donné,  h  celui  du  carré  demandé. 

Du  point  de  concours  des  diagonales,  il  suffit  de  décrire  un  ct\à 


avec 


^1 


pour  rayon  (n*^  1015,  i^).  On  aura,  en  effet  : 
EF«=:OE«  +  OF«=     +  ~  —h* 
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minimum  est  dooDé  par  la  circooférence  tangenle  aux  côtés  du 

re  tioDiié  AHCr» 


L>a  obtient  IJ  pour  côté; 


OI=:OJ  = 


a 


BC 


Le  earrè  mioimum  est  obtenu  en 
gnant  deux  à  deux  les  milieux  des 
lès  da  carré  donné. 
On  peut  donner  à  b  toutes  les  va- 

irs  plus  grandes  que  IJ  ou  « 

En  effet,  )a  circonférence  coupera  Fig.  1012. 

I  côtés  ou  leurs  prolongements; 

pour  &  >  a»  on  obtient  un  carré  ayant  KL  pour  côté. 

a* 

Toute  valeur  plus  grande  que  -n-  donne  deux  solutions. 

EffiM^ie.  La  construction  de  W,  CoUina  (n^  lOlô,  2"»)  conduit  aux 
ftmes  résultats. 

,a  .  Théorème.  Le  >ninimi(m  ffi(  ]>ol ij'jone  inscrit  dnus  nu  poly- 
>fte  réijtfUer  quelconque ,  conx'njioiid  an  cas  où  l'on  joint  deux  à  deux 
s  points  milieujc  des  côlvs  consécutifs  du  polygotw  donné, 

£0  effets  quel  que  soit  l'angle  A  du  polygone  régulier  donné  de  n  côté^, 
polygone  inscrit  en  prenant  AEsBF^GG,  etc.  (Ilg.  t04â),  égale  le 
»l^ne  donné  moins  n  triangles  égaux  à  HAE  ;  mais  les  triangles  tels 
M  HAE»  JAI  ont  un  angle  commun;  donc  les  aires  sont  entre  elles 
>mme  les  produits  des  côtés  qui  comprennent  cet  angle  ;  ainsi 

HAE  _  AH . AE 
J ÀF       AJ  .  Al 

Mws  AH+AE=a=AJ+Al 

Donc  le  triangle  A  JI  est  maximum  lorsque  AJ  =  AI  ;  par  suite  le  poly- 
one  règalier  inscrit  minimum  correspond  à  1  etc. 


Exercice  572. 

*W7.  Problème.  Construire  vn  rectangle  dont  la  différence  des  carrés 
^  côtés  ai}jucenti<  égale  une  quantité  donnée, 

i'ii  p. ni  recourir  à  la  méthode  algébrique  (n"  304,  f). 

^}  faut  renoncer  à  remploi  des  lieux  géomélriques,  car  le  lieu  des 
•omis  dont  la  différence  des  carrés  des  dislances  à  deux  droites  rectan- 
i^l'^ire^  est  constante»  est  une  hyperbole  équilatôre  ayant  ses  axes  sur 

(Iroites  données. 

bien  on  aurait  à  résoudre  le  problème  connu  :  trouver  les  points 

i^nierftection  d*utte  droite  et  d'une  hyperbole  sans  construire  celte 

'oiirbe. 
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1648.  Problème.  Établir  la  formule  de  l'aire  du  irapi'ze  en  k 
dvrani  comme  la  différence  de  deux  triangles. 

SoieDi  b|  y  ;  l,  V  les  bases  respeciiyes  et  les  baateurs  des  Irân^ 
obtenus  en  prolongeant  les  côtés  non  parallèles  jusqu'à  leur  reocoob» 

On  a    trapèze  =-^^^=^^;  or  7=  y  et  /-r  =  /k 

en  élimÏQant  l  et  l',  on  trouve  : 

trapôïe=— ^- —  ,h 

Eseffvsoe  a73. 

1640.  Problème.  Par  deux  pm'i^fs  A  et  B  pris  sur  un  de!^  côièf  <f'\ 
Q  angle  U,  mener  deux  droites  parallèles  ft'  ' 

A  que  le  trapèze  résultant  ait  une  surface  à« 

e/  \  née  k*. 

K/      \  ^    /  La  théorème  qui  établit  qu^on  peut  obtoi 

\  A  ^^^^  trapèze  ABCD,  en  multiplîtst  il 

*  /  :       ^  \  /  par  la  hauteur  GH  abaissée  du  point  milleo  à\ 

/"T'J—'/f  CD  sur  le  cèté  opposé  (n*  1666),  condaitàli 

a  /     I  '       \  solution  suivante  : 

— îtf         \  Il  faut  élever  une  perpendiculaire  EF  tettef" 

Fig.  im. 

Mener  la  parallèle  TG.  On  obtient  ainsi  ! 
puinL  milieu  G  du  côté  inconnu  CD;  joindre  G  au  poiat  L,  milieu <fc 
AB,  et  mener  AD,  BG  parallèles  à  LG. 

1648  (a).  ReoMr^.  Le  problème  peut  être  proposé  avec  les  doooè» 
suivantes  : 

1**  On  donne  A  et  B  sur  les  côtés  de  V angle  Q  et  la  longueur  de 
hauteur  BM  du  trapèze, 

2^  On  donne  XetB  sur  Us  côtés  de  l'angle  0  et  la  langueur  1  dut^ 
opposé  CD. 

Il  faut  mener  deui  parallèles  AD,  BC  qui  interceptent  sur  OX  un  sef- 
ment  CD  égal  à  la  longueur  donnée. 

Or  _  OB 

/    —  AB 

fixercioe  574. 

I6tt0.  Problèoie.  Par  deux  jwiuts  donnés  A  et  R  pi*fs  ^nr  Util  ifiVO/'/-' 
renée  y  méfier  deux  cordes  parallèles  telles  que  le  f  rapcze  qm  tawaH 
cordes  pour  bases  soit  équivalent  à  un  carré  donne  k^. 

Soit  ABCD  le  trapèze  demandé. 
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\^'aire  s'obtient  en  mttlttpUaiit  un  des  côtés  non  parallèles  AB  par  la 
luteur  NH  abaissée  du  point  millea  des 
liés  opposés  (n»  1566). 

Donc         AB.NH  =  ^«; 


oîi 


NH  = 


AB 


Flg.  lOIL 


Quairième  proportionnelle  facile  à  con- 

ru  ire. 

Portons  la  longueur  trouTée  sur  une 
erpendicttlaire  de  M  en  L. 

Menons  une  parallèle  Lfi  jnsqu^à  la 
îDContre  de  la  circonférence  décrite  du 
eotre  0,  avec  OM  pour  rayon. 

Dtscuisi'on.  1"  II  y  a  généralement  deux 
olutioiis,  parce  que  la  droite  LN  coupe  la  circonférence  OM  en  deux 
oints. 

9»  Le  maximum  a  lieu  lorsque  ML  ou  ~  =:  2M0  ; 

^où    /c'  =  2  .  MO  .  AB   tel  est  le  maximum  de 

3^  Le  Irapèze  se  réduit  à  un  triangle  ABK»  lorsque  la  quatrième  pro- 
lortionnelle  de?ient  égale  à  IJ* 

Alors  ft«=AB.IJ 

4»  Pour  des  valeurs  /:«<AB.ÏJ,  la  corde  Ali  nVst  plus  un  des 
îôtés  non  pai  alicks,  mais  elle  devient  une  des  diagonales  du  trapèze, 
lar  le  somniel  C  se  trouve  en  A  et  B. 

Avec  AB  pour  diagonale,  le  trapèze  peut  décroître  de  plus  en  plus 
jusqu'à  une  aire  nulle. 


575. 

tO^I.  Problèmes,  Ifun  point  0  coijiine  centre  ^  drcrirc  une  circon- 
f  renée  qfà  coupe  deff  c  jfarallèles  données,  de  matiière  que  le  irapèze 
MiCD  ait  une  aire  donnée  k*. 

En  supposant  le  problème  résolu,  on  a  (fig.  1044) 

MN.FG  =  fc«/  d'où  MN=:-j^ 

/.s 

Or  01*'  est  connu,  il  en  est  donc  de  même  de  £M  =    \ . 

<"»n  joindra  le  centre  0  au  point  M;  puis  au  point  M  on  élèvera 
la  perpendiculaire  AB  à  la  droite  OM,  et  A0  =  B0  sera  le  rayon 
demandé. 

2°  Avec  un  rayon  donné  r,  couper  deux  parallèles  de  manière  que  le 
^rapèie  ABGD  =  k*  (ûg.  1044). 

En  un  point  quelconque,  on  mène  la  perpendiculaire  GF,  une  parallèle 
^uidistante  des  deux  lignes  données  ;  on  prend 

h* 

ME  =  EN  = 
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ei  lûiii  trapèie  dont  Im  côtés  non  parallèlos  passeront  par  M,  N  i:n 
Taire 

Le  problème  est  ramené  à  construire  un  iriançiê  reetaa^ffU  AMD, 
naissant  la  longueur  r  de  Thypoténuse,  le  sommet  de  Tangle  èiè 
derant  être  en  M  et  les  antres  sommets  derant  se  trouver  sur  des  droiki 
données  AF»  GF  (n*  975). 

EmNioe  ft7«.  —  L 

l(>i>2.  Problème.  D'un  point  0  pris  comtne  centre  sur  la  hissecir^ 

d'un  angle,  décrire  une  circonférence  tdii 
(p<e  le  trapèze  déterminé  ait  um  én 
donnée  k^. 

Du  centre,  abaissons  les  perpeadjn- 
laires  Oli,  ON ,  puis  NP ;  MN  eit  U bm 
moyenne. 

i<»  Il  suffit  de  déterminer  la  baaiearFfi 
du  trapéie,  et  porter  sa  moitié  de  L  eif 
et  en  G. 

Or  MN.FG  =  ft« 


d^où 


FG  = 


SDfî" 


Fig.  IMS. 


Or 
d^où 


2»  On  peut  aussi  déterminer  AB  st  por- 
ter sa  moitié  de  M  en  A  et  en  B:  ctfte 
construction  est  même  préférable  à  la  pi^ 
cédante. 

AB.NP  =  it«  (n«15eS) 

k* 


donc 


Fig.  1046. 

ce  qui  permet  de  déterminer  le  rayon  LR  du  cercle. 


Ezerdoe  570.  —  D. 

idiSS.  Problème.  Décrire  une  circon^ 
roicv    tangente   aux  côtés  d'un 
donné,  de  manière  que  les  tangentes  f«r* 
pendxculaires  à  la  bisscctt'ice  de  fangii 
déiermincni  un  trapèze  d'une  aii^  donfwf- 

Soit  le  problème  résolu,  on  doit  avoir  : 
MN.FG  ou  4LM.LR=il^ 

Or,  si  Ton  mène  par  un  point  quekooqa^ 
0  de  la  bissectrice  des  droites  OW  A* 
respectivement  perpendiculaires  aui  pf** 
miôres,  on  aura  : 

LH^       LU ,  LR 
"UP*  —  OP.OQ 

LR«  _ 

XJP^—  4UP .  00 
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f  6K3  (•)•  Une  cirecnférence  e$t  tan- 
)enU  aux  côté»  d'un  angle  donné,mener 
ieux  tangentee  parallèlee  de  manUre 
p4e  l'aire  du  trapèze  obtenu  ait  une  «o* 
leur  donnée  k*. 

Soit  le  problème  résolu,  MN  la  base 
mo^eoDe,  r  le  rayon  du  cercle;  on  a  : 


roù 


On  est  donc  ramené  au  problcme  de 
!'<']>pus  :  par  un  point  0  pris  sur  la 
bissectrice  d*un  angle,  mener  une  droite 
MON  d'une  longueur  donnée  (n«»  309 
et  321,  note). 


Fig.  lOiT 


Ezeroîoe  577, 

16^.  Problème.  Cottstruire  une  figure  G  semblable  à  une  figm^ 
donnée  A  »  et  équivalente  à  une  autre  figure  donnée  B. 

Soient  m  ti  x  deux  lignes  homologues  queleoDqoet  des  figures  À 
etc. 

Les  ùgÊi9Ê  doaaées  A  si  B  peofent  éirs  tnnsfonuées  en  des  earréa 
équÎTaleots  a*  et  6*. 

Ainsi  les  deux  ûgures  A   et  C 

oui  pour  aires  respectives       a*  et  6* 

H  potiT  lignes  hoaurfogues      fn  tï  x 


m 

X 


Oq  a  donc  ^  =  -g-  =      ;  de  là  on  eonelut  y  = 

On  peut  trouver  la  ligne  x  homologue  de  m  ;  ce  qui  permet  de  eon- 
&tniire  la  figure  G. 


lOiSi.  Problème.  Sur  ut(e  droite  quelconque^  on  marque  deux  points  A 

ei  Li  dUtanls  de  d.  Drrrirc  deux  cercles  tanr/enti>  à  la  droite  en  A  et  D, 
et  tangents  entre  eua  ,  et  tels  que  la  somme  des  aires  de  ces  cercles  ait 
^ne  valeur  donnée  S. 

Soient  HB  et  DA,  ou  R  et  r,  les  rayons  des  deux  cercles  demandés. 
Menons  DF  parallèle  à  AB. 

Le  triangle  CFD,  rectangle  en  F,  a  pour  hypoténuse  CD  =  R  +  «*/  Is 
c6léGF  =  R  — et  DF  =  ABs=d. 
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Eolre  lea  deox  ineonnaes  R  et    on  a  uqb  première  relation 
irR«  +  icr*  =  S;  d'où  R*  +  r«s=:|^ 


0 


.2 


Ffg.  iOIS. 

Le  triangle  rectangle  CFû  fournit  la  seconde  équation  : 
cP=  (R  +  r)«-  (R  -  r)*  =  2R .  îr =4Rr 

d'où  2Rr  =  Vt<P 

La  somme  des  équations  (1)  et  (2)  donne  : 

Rt^,.t^2Rt-  ou   (R  +  r)»=|- 4- 

La  différence  de  ces  m^mes  équations  donne  : 

R«  +  r*  — 2Rr  ou   (R-r)«=|.  — 

Le  calcul  des  r»  lalions  (3)  et  (h  donnera  la  somme  et  ia  différence 
rayons  ;  ce  qui  permeUra  de  trouver  l'un  et  Tautre. 

ReoMT^.  On  peat  simplifier  en  se  reportant  à  une  question  pr^'^* 
dente  (n«  1305). 

Exereioe  579, 

IttW.  PMUènw.  Par  un  point  A  donné  dans  un  cercle,  mener  **' 
corde  MN  telle  que  le  secteur  correspondant  à  Vare  sous- tendu  ^ 

^/u  du  cercle  entier. 

Puisque  le  secteur  MONL  doit  être  les  Vu 
cercle  entier,  l'arc  MLN  ou  2<i  doit  olie  aussi 
"'/jj  de  la  circoiifiTcnce. 

Divisons  la  rircorif(^ronce  en  douze  pirt* 
égales;  menons  la  corde  CD  qui  corresponde^ 
cinq  douzièmes. 

11  sufOra  de  mener  par  le  point  A  uft^  ^ 
égale  à  CD  (no  850). 

Du   centre  0,  décrivons  une  cirronféres* 
tangente  à  CD,  et  menons  par  le  point  A  une  tangente  MA.N. 
Le  secteur  MONL  est  égal  aux  cinq  douzièmes  du  cercle. 

HeoMrqiM.  11  peut  y  avoir  deux  solutions,  une  seule,  ou  aucune, 
▼ant  que  le  point  A  est  hors  du  cercle  décrit,  ou  sur  ia  ciroonféreoee 
ou  dans  l'intérieur  de  ce  cercle. 


Flg.  1019. 
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Enrcioe  560. 


16^7.  Problème.  Par  un  peint  fixe  pris  $ur  une  eireonfirence,  on 
mène  deux  cordes  dont  le  produit  est  eonêtant.  Quelle  est  ^enveloppe  du 
triangle  formé  enjoignant  les  extrémités  des  deux  cardes  menées  par  le 
paifit  fixe? 

(Voir  Méthodes,  125.) 


f  W8.  P^oblAme.  Construire  un  triangle,  contÊUssant  le  produit  k*  de 
âeuic  côtés,  la  hauteur  correspondante  h  et  la  médiane  m  qui  part  du 
même  sommet. 

Le  diamètre  d  du  cercle  circonscrit  est  doonô  par  ds-^.  (6., 
no  270.) 

On  paurrait  construire  un  triangle  rectangle 
AMH,  car  on  connaît  Thypoténuse  AM=ni.  le 
côté  AH^h. 

Le  centre  du  cercle  circonscrit  doit  se  trouTor 
sur  la  perpendiculaire  MY  élevée  à  la  base  par  son 

poÎDl  milieu  M;  donc,  du  sommet  A  avec  -g-  pour 

rayon,  û  faut  couper  la  perpendiculaire  en  0,  dé- 
crire la  circonférence  qui  fait  connaître  les  som- 
mets B  et  G. 


Hener  la  Itautcur  AH  «lu 
triangle. 

Fig.  1050. 


Ezerdoo  581. 

ProUtae.  A  une  cireonférenee  donnée,  cireoneerire  un  triangle 
isocèle  tel  que  la  somme  des 
deux  côtés  égaux  soit  minima. 

Le  triangle  isocèle  dtmandé 
doit  être  tel  que  la  cli^taQce 
CB  égale  la  projection  BD  de 
la  moiliê  de  la  base;  en  cfTet, 
admettons  que  les  tancrentcs 
CEB.  CE'B'  réalisent  la  con- 
dition rappelée,  ton  le  droite 
PE'G  menée  par  le  puiiit  de 
contact  E'  sera  plus  grande 
que  CE'B'  (n»  168  -  donc 

CE'B'<Gh:'K 

et  par  suite,  à  plus  forte  raison,  on  aura 

CE'B' <  tangente  IJ 

Remarque.  Le  point  de  contact  Ë  divise  la  tangente  en  megenne  et 
extrême  raison. 


Fig.  1051. 


En  elTet,  les  triangles  BAC,  BDA  sont  semblables  ;  donc 

BC  _  AB 
AB  —  BD 


doù  BG.BDs=AB* 
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Mais  BD  =  CE  par  construction  ;  la  tangcnlti  BA=^BE;  donc 

BG.CE  =  BE*  C.Q.F,D. 

llonstruclion.  On  ne  sait  pas  mener  g^^oméli  i  iu(  nii  ;it  une  langat: 
qui  soit  divisée  par  le  point  de  contact  en  inoxenne  et  eilrki- 
raison  ,  mais  on  peut  construire  une  fii^ure  settiblablc  à  celie  qut  i  ji 
deaiaude,  et  trouver  celle-ci  à  Taide  de  la  méthode  du  probiém»  oûcr 
traire. 

Ainsi,  on  prendrait  ^nc  droite  quelconque  BG,  par  exemple,  divisée  ai 
point  E,  on  ()orlerail  CE  tle  B  en  D.  Au  point  D,  on  élèverait  m\t  jiff- 
pendirulaire  que  Ton  couperait  en  A  [)ar  un  arc  de  cercle  décrit  du  rentre 
B  avec  BE  pour  rayon,  nn  obtiendrait  ainsi  un  triangle  reclank'l'?  î^"^ 
semblable  à  la  moitié  du  triangle  isocèle  deiaaiuiè.  La  perpwwlifîtfiii" 
£0  donnerait  le  rayon  de  la  figure  auxiliaire. 

Division  des  figures. 

Exemoe  5B3, 

i6(k>.  Problème.  Par  un  poiiil  l>  donné  an r  ic  péfHttu'f  re  d'un  tnanj  - 
ABC,  memr  une  droite  qui  divise  ce  triangle  en  deux  parties  tàqui(ù' 
lentes. 

Vote.  Pour  les  exercices  suivants  :  582  à  592  compris,  on  peut  Toîr  la  8*  tft 
des  Exercicei  de  Géométrie,  où  ces  quettions  soot  développées. 

Il  sera  sarlout  utile  de  oonsuller  rouYnge  tuiTant  :  Arpentage,  és 
plam,  nixiélJemefU,  par  F.  J.,  *3*  édition,  pagea  154  à  169;  car  il  donne  nr 
grand  nombre  d'exemples  de  partage  de  polygones,  et  sartout  M  iait  oosasib»  | 
les  meilleures  solutions  pratiques.  i 

1661.  Problème.  Diviser  un  triangle  ABC  en  troi^  }nirtie$  cq^ivi- 
lenteft  par  des  droites  partant  de  deux  points  D  et  F  donnés  sur  k  ^* 
rnètre. 

Exeroioe  SS3« 

MKJ'i.  Problème.  Par  des  parallèles  à  l'an  r/c.<  ^  '  -^  d'uti  triangif, 
diviser  l  e  (rianyie  en  trois  parties  qui  soient  entre  elles  CL^mMe  l'* 
grandeurs  m,  n,  p. 

Exercice  5&4. 

1663.  Problème.  Diviser  un  triangle  AIîG  en  deux  parties  éqv^ 

lentes,  par  une  droite  EF  perpendiculaii*e  à  la  base. 

Kiti  é.  Prolilpme.  Dar  un  point  0  pris  sur  la  hauteur  d'un  tna»^^ 
isorrlr.^  r/ietii  e  une  droite .  autre  que  la  hauteur^  qui  divine  U  tria^jr  • 
t'/(  deux  partie»  équivalentes. 
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Soit  MON  la  sécaatG  demandée. 

On  doit  avoir  triangle  DOM  équivalent  à  ONC, 
)r  les  deux  surfaces  équivalentes  CBD,  CBMN,  ODt 
ne  partie  commune  GOMB. 

oCi  OC.NË=OD.DM 

DM      OD  . 

Mais  "NET^W» 

DM.OE  =  NE.OD 
En  multipliant  (i)  par  <2),  on  trouTa  : 

oc  .  UE^OI)'^ 

ouc  OE  est  une  troisième  proportionnelle  facile  à  construire. 
On  peut  prendre     OE=OD  et  abaisser  FEN. 

\(i(i6.  Problème  3/  /k>  question  pouT  un  point  0  pris  sur  la  médiane 
un  trianffle  quelconque. 


(2) 


flg.  1062. 


1666,  Pkroblëme.  Diviser  en  parties  équivalenteB  un  trapèze,  par  de$ 
[roites  joignant  les  deux  baies* 

Cveroioe  587. 

1667.  Problème.  Diviser  un  trapèze  donné  ABCD  en  trois  parties 
quivalcntes  f  par  des  droites  parallèles  à  Vun  des  côtes  non  parallèles  : 
i  AD,  j>ar  cjcemple. 


1668.  Problème.  Aux  bases  d'ut)  tvnpèzp-  ABCD,  mener  une  parallèle 
lui  ditdse  ce  trapèze  dam  un  rapport  donné  :      pf*^  exemple, 

Exercice  588. 

1669.  Problème.  Diviser  un  trapèze  en  deux  parties  équivalentes,  par 

une  droite  menée  par  itn  point  donné. 

Dans  quelle  région  du  plan  doit  se  trouver  le  point  donné  y  pour  quHl 
*j  ait  trois  solutions,  deux,  une  seule;  pour  que  la  droite  de  division 
rencontre  les  deux  bases,  les  deux  côtes  non  parallèles ,  une  base  et  un 
des  côU'.^  non  parallèles? 

(Voir  Métlwdes,  n^  234.) 

Exercice  590. 

1670.  ProUène.  Dimser  un  quadrilatère  ABGO  en  deux  parties  équi- 
vatentee,  par  une  droite  partant  d'un  point  Ë  donné  mr  te  périmètre. 

mwuéum  Ml. 

I*î7l.  Problème.  DirfVr  ftn  pofyjunc  qucJiOytque  ABC1>E  en  dt<f.r 
partws  t'qidraleutrs,  on  dans  na  rajtport  donné,  par  une  droite  partant 
d'un  point  K  donné  sur  le  périmètre. 
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1672.  Problème.  D*tin  point  P  donné  dmts  une  figure  qne^'-^fiÇi^'. 
mener  des  droites  qui  divisent  cette  figure  en  dewe  parties  équitsletsi^ 
ou  en  deux  parties  qui  soient  dans  un  rapport  donné, 

Ezeroîoe  ft98. 

1673.  Problème.  Partager  un  polygone  donné  eu  partim  proi-ortiat*' 

nclles  à  des  griuic^eurs  données,  en  menant  des  droites  par  un  pc^ttl 
intérieur  0.  (Soluliuu  d'Eu/Lti,  garde  du  génie,  N.  A.,  t8o4,  p.  Hi^ 


1 

Fig.  1053. 


Soit  un  quadrilatère  ABCD,  à  l  artai^'cr  en  trois  parties  j^roporti^t-; 
aelles  à  des  longueurs  l,  m,  n.  Ou  doone  la  droite  OP. 

lo  ProlongeooB  chaqae  côté  dans  une  même  direeitoo. 

Par  le  point  P,  il  faut  mener  une  parallèle  PE  à  la  droite  A0|  piv^ 
parallèle  à  OD,  FG  parallèle  à  OC,  et  6H  parallèle  à  OB. 

Le  triangle  POH  est  équi?alent  au  polygone  donné. 

En  effet,  le  triangle  OAE  est  équivalent  à  OAP;  le  imop»  EOD 
peut  être  remplacé  par  son  équiTalent  FOD;  FOC  est  éqninl^^'! 
GOG  ;  GOB  est  équlTalent  à  HOB  ;  donc  HOP  est  équifalent  an  polyp)^  ' 
donné. 

2o  Divisons  PH  en  trois  pnrties  PM,  MN,  NH  respecliFemeol  pfûpcr- 
tionnelles  mu\  grandeurs  données  /,  w,  n.  '  s 

Par  N,  IÏIC1  >ns  M  parallèle  à  HG,  puis  menons  IJ  et  enfin  JK.  1 

Dans  Texempie  donné,  la  parallèle  ML  rencontre  le  coté  BC. 
\  II  faut  prouver  que  les  trois  parties  du  quadrilatère  soot  équi va lef le? 

aux  trimgles  Of'M,  OM.N  ctOMI. 

Or  le  triangle  UBL  est  équivalent  à  OBM  ; 

donc  OPBL^OPM 

De  môme     CBN  =  OBI;    (u:i=rOGJ;   ODJ  =  ODK 
donc  OPBGDKO  =  OPi\ 

et  ainsi  de  suite,  quel  que  soit  le  nombre  de  parties. 
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1674.  Vote.  La  belle  solution  U'Euzft  a  été  publiée  en  1R*5'i,  dan?  le^^  Non- 
vefles  Annales  Mathématiqvrs ,  pnL:n  \Uf.  D<^puis,  elle  a  été  retrouvée  par 
M.  d'()cagnf^  voir  Journal  de  mathématiques  Bouryet,  lS78,f>age  332  et  iBSO, 
p.  |)ui^  Mat/écsis,  ls8l,  pape  1f)9. 

M.  u'OcAONE,  aujourdUmi  ingénieur  des  ponts  cl  chaussées,  a  déjà  justiÛéf 
par  les  ouvrages  remarquables  qui  loi  sont  dus,  les  espérances  que  faisaient 
Datire  les  articles  qu'il  publiait  même  avant  son  entrée  A  TÉcole  polytechnique, 
soit  clam  le  Journal  de  Malhémaiiqum  de  Jf.  Bourgei,  soit  dans  les  Nouvelle» 
Annalee  malhématiquee. 


MAXIMA  ET  MINIMA 


Polygones. 


18711.  P^oUènae.  Quel  est  le  plus  grand  des  triangles  qui  ont  même 
base  b,  et  même  angle  E' opposé  à  cette  btuef 

Le  triangle  est  maximum  lorsque  le  sommet  est  au  point  milieu  de 
i  arc  capabie  de  i'aogie  au  sommet. 


Eawrcioe 

1070.  Problème.  De  tous  /,  s>  triangles  qui  ont  même  base  et  tnéme 
périmètref  quel  est  celui  dont  la  aurface  est  maxima  f 

Considérons  deux  triangles  ABC  et  ABD,  Tun 
quelconque  et  Tautre  isocèle,  et  tels  que 

AD  +  DB=:AC  +  CB 

Par  les  somiiiets  C  et  D,  menons  des  parallèles 
CE.  DF  à  la  base  du  triangle. 

Par  rapport  à  (lE,  d«*lortninûns  ie  syjnétrique  M 
du  point  n  ;  et  par  rapport  à  DF,  le  symétrique  N 
du  même  point  B. 

On  a  AG+CM  =  AC  +  GB 

la  droite  ADN^AD  +  BB  ; 

d'où  AN  =  AC  +  CM 

donc  la  ligne  brisée  AC  -f  CM  qui  égale  la  droite  AN ,  doit  aboutir  à  un 
point  M  situé  entre  B  et  N,  sans  quoi  elle  serait  plus  grande  que  AN; 
donc  BN ,  double  de  la  hauteur  du  triangle  isocèle,  est  plus  grande  que 
BM,  double  de  la  iiauteur  de  l'autre  triangle;  ainsi  le  triangle  isocèle 
a  la  surface  maxima, 

Sxercioa  596. 

Problème.  Dc  tous  les  triangles  ayant  même  surface,  quel  est 
celui  qui  a  k  plus  petit  périmètre? 

Soit  A  un  iriaiigle  quelconque.  Soient  B  et  G  deux  triangles  équila- 

30* 
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téraux  :  Tan  iBOpèhmèire  «ree  A ,  et  Tautre  équivalent  à  A.  Appelou 
le  périmèlre  commun  aux  deux  IriaDgles  A  et  B,  el  3p'  l«  périttètnéi 
triangle  C. 

Les  deux  triangles  A  et  B  élant  isopèrimèfres,  c'est  le  triangle  éqnili^ 
t6ral  B  qui  est  le  pitis  grand.  On  a  donc  A<B;  et  comme  A  =  Ct  €ft  « 
aussi  G  <  B  ;  d^où  3p'  <  3p. 

Ainsi  le  triangle  équilaléral  C  a  un  périmètre  moindre  que  tout  trîasgjk 
irrégulier  équivalent.  Donc,  de  tous  les  triangles  ayant 
c'est  le  triangle  ëquilatéral  qui  a  le  plus  petit  périmètre* 


1678.  nrobléne.  Le  tau»  lee  triangles  isopérimètres,  quel  est  le  plm* 
grand  en  surface  f 

Démonstraltion.  Soient  y,  2  les  trois  côtés  yariables,  le  pén> 
mètre  constant,  et  S  la  surface  yariable.  On  a  x  -j-  y  +  ^  =  moum 
constante. 


La  surface   S  =:  ip{p  —  x)  {p  —  y)  (i?  — -  • 

Or  —  J^)  +  (P  —  y)  +  ™  =P/  d<>oc  le  maximum  du  prodad 
a  lieu  lorsque  les  fàcteurs  sont  égaux  entre  eux,  donc 

p  —  X^p  —  y=zp^Z 

2i 


Le  triangle  est  équUatéral  et  a;=y  =  s=  -^. 


Démonstration.  Admettons  momentanément  qu'un  d^  côtés,  x. 
par  exemple,  soit  invariable.  La  somme  des  deux  autres  côtés  v-^s 
serait  constante;  elle  égalerait  2p  —  x,  donc  le  triangle  devait  être  iâi> 
cèle  (n<>  1676)  ;  d*où  y  =  z.  Mais  lorsque  x  diffère  de  y,  le  triangle  obleou 
n'est  pas  le  plus  grand  possible,  puisque  le  triangle  Isocèle  qui  aorvt  | 
z  pour  côté  în?ariable  et  deux  autres  côtés  égaux  entre  eux  el  égaoz  | 

à  —  2       serait  plus  grand;  donc  il  laul  que  icb  Uois,  tùtés  soieal 

égaux  entre  eux. 

ExereÎM  S97.  —  II. 

I 

1678.  Problème.  Couper  les  ctAea  (Van  nnylc  XOY  par  une  droite 

paraUrIc  à  inic  ligtie  dunticc  .NJ>,  r'* 
manière  que  le  triangle  ABC,  forme 
eu  joignant  W  et  C  à  u)i  point  A  /ice 
donne  pour  commet,  ait  une  aut 
majcima. 

Soit  ABC  le  maximum  demandé,  cù 
menant  par  le  point  A  une  parallèle  £F  { 
à  MNf  les  triangles  qui  auront  BC  pour 
base  et  le  sommet  sur  EF  seront  éqat*  , 
Talents.  Or  le  parallélogramme  maxî*  ' 
mum  inscrit  DBOG  s^obtient  en  menant  ' 
par  le  point  D  milieu  de  EF  des  parai* 


Fig.  1055. 


ièles  OX,  OY,  et  le  triangle  CDB  ou  son  équivalent  ABG  est  la  Ottlié 


Diyuizca  by  GoOgle 


UVBE  IV 


707 


1  parallélogramme  OBDG;  donc,  par  le  poiot  A,  il  feut  mener  one 
iralldte  à  MN  ei  juiadre  le  sommet  donné  aux  poiote  B  et  G  milieux  de 
E  et  de  OF. 

bereioe  597.  —  m. 


t6W.  VrMènm,  l/un  point  0  pris  sur  la  base  d'un  triangle  quel- 
mquë  ABC,  on  ahmsêe  des  perpendiculaires  OM,  ON  sur  les  côtés 
I*  triangle;  pour  quelle  position  du 
oint  0  le  triangle  MON  est-il  nuuci" 
lum  f 

1"^  Lorsque  le  puint  mobile  est  en  A  OU 
Q  B,  le  triangle  e^t  nul;  il  y  a  donc  un 
\Mxiruuiu  pour  uDe  des  positions  iolermè- 
laires. 

2<»  L*angie  MON  est  constant,  car  il  est 
i  supplément  de  Tangle  B  ;  or  lee  triangles 
ai  ont  un  angle  égal  sont  entre  eux  comme 

is  produits  des  côtés  qui  comprennent 
et  angle  (G.,  n«  329);  il  sumi  .Innc  d'é- 
adier  la  variation  du  produit  CM .  ON. 

9»  Exprimons  CM,  ON  en  fonction  de  lignes  connues,  et  des  dis- 
ancea  AO,  CO*  Pour  cela,  menons  les  perpendiculaires  CD  ou  m  et  AE 

»U  II. 

OM  AO 

m  ^  ' 

ON 


Fff.  KM. 


On  a 


OM=-^.AO 


ON=-^.CO 


OM .  ON  = 


mn 


.  AU  .  GU 


La  Tariation  du  produit  OM .  ON  ne  dépend  que  de  AO .  GO. 
Le  maximum  a  donc  lieu  lorsque  AO  =  GO  (n«  343). 

Remarques,  i""  Le  problème  ci-dcssus  (a*  1680)  est  le  complément  d*ttn 
«robième  déjà  résolu  (no  1625). 

2«  On  peut  arriver  rapidement  an  résultat  précédent ,  en  s^appuyant 
m  un  principe  connu.  {Méthodes,     346 ,  einquièmê  principe,) 

1681.  Problème.  Pour  un  point  p  re  0  donné  sur  AC^  quel  est  le 
triangle  mimmutn,  lorsque  l'angle  MON  pioote  autour  de  son  sommet? 

(Test  le  triangle  MON  formé  par  les  perpendiculaires  OM,  ON 
[ûg.  1096);  cëT,  pour  toute  autre  position  M'ONS  Toblique  CM'  eat>OMt 
BtdemémeON'>'ON. 


I66ft.  PtablèBM.  lyun  point  0  pris  sur  la  base  d^un  triangle  quel- 
conque, on  mène  des  lignes  OM,  Ox\  parallèles  à  deux  droites  données; 
pour  quelle  position  du  point  0  le  triangle  MON  est-il  maximum  f 

Four  le  point  U  milieu  de  ia  base,  on  mène  des  droites  m  et  n  paral- 
lèles aux  deux  droites  doDuées. 
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1083.  Problème.  De  tous  1rs  rcctamjlcs  dont  le  périmètre  ai  coh^^ 
quel  est  celui  dont  la  surface  est  maximaf 

Ou  bien  :  Quel  est  le  maximum  du  produit  de  deux  facteun  doi^ 
somme  est  constante  f 

(Voir  Méthodes,  d»  343.) 


1684.  Problème.  De  tous  les  rcrtaugles  dont  la  surface  est  cousit'' 
quel  est  celui  dont  le  périniètre  est  minimum  ? 

Ou  bien  :  Quel  est  le  minimum  de  la  somme  de  deux  facteurs  doti-  * 
produit  est  constant  ? 

{\oir  Méthodes,  344.) 


168^.  Problème.  De  tous  les  rectangles  dont  la  sonnm  des  carré ^ 
deux  côtés  adjacents  est  constante,  quel  est  celui  dont  la  surfact 
maxima  f 

Ou  bien  :  Quel  est  le  maximum  du  produit  de  deux  facteurs  ifS^^ 
soinmc  des  carres  est  constante? 

(Voir  Méthodes,  345.) 

Exmîoe  601.  —  I. 

1686.  Problème.  De  tous  les  rectangles  dont  la  surface  est  etn^sts^ 
quel  est  celui  dont  la  somme  des  carrés  de  deux  côtés  adjacenti  f< 

mininia  f 

Ou  bien  :  Quel  est  le  minimum  de  la  somme  des  carrés  de  deuil^ 
teurs  dont  le  produit  est  constant  ^ 

{\ oit  Méthodes,  no346.) 

Exmîoe  601.  —  IL 


1687.  Problème.  Une  droite  de  longueur  donnée  a  est  divisés tl^^ 

parties  sur  chacune  desquelles  on  construit^ 
can'é  ;  quelles  sont  les  variations  de  te 
de  ces  carres? 


rti'  ■ 

\  ■         '                ■   '      /  , 

B 


JJ 


Soieot     AB=â;  et  BC  =  y; 
on  a  X'\'y's^a 
Sur  AC  construisons  un  carré:  on i 

d*où  «•  +  y«=«*— 2flcsf 

y.  Donc  la  somme  des  carrés  on  a*— 3ae|f  iWj 

^'  son  maximum  lorsque  2xt/  es!  inimarain,ct||^ 

ciproquement.  Or  le  minimum  de  0:1/  a  lieu  lorsqu^un  des  Wx^^ 
nul  ;  dan»  ce  cas     = a;      =  a'. 
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L»e  maximum  de  xy  a  Heu  lorsque 

«=y=Y;  donc... 

a^  +  y'  =  a«--2-  =  -^ 
Ainsi ,  quand  on  diyise  la  droite  en  deux  parties  égales,  la  somme  des 
carrés  estminima;  elle  égale        puis  elle  augmente,  et,  quand  une 
des  divisions  est  nulle,  le  carré  restant  égale  a*. 

neoMrquefl.  1^  Conformément  à  Ténoncê,  on  divise  la  droite  AG  en 
deux  parties  dont  la  somme  égale  a.  Dans  le  cas  où  le  point  B  serait 
inris  sur  le  prolongement  de  la  droite  limitée  AG,  on  aurait 

a* = ar' + 1/' —  2îcy 

d'où  +  y'  =  o*  +  2a  1/ 

La  somme  oc^  +  y*  croit  indéûoîment,  car  chaque  quantité  xeiy  croit 
ladéfiniment. 

2®  On  arrive  plus  rapidement  à  déterminer  le  minimum  de  la  somme 
des  carrés  en  s'appuyant  sur  un  principe  eonnu.  Le  minimum  de  iû 
somme  de  deux  carrés  dont  la  somme  des  côtés  est  constante,  a  Keu 

lorsque  les  carrés  sont  égaux  entre  eux. 

D'ailleurs  prenons  pour  côtés  des  carrés  y    ^       7  *^  ^' 

La  somme  égale  ^(  T"  ^" 

donc  lo  minimum  a  lieu  quand  z  est  nui,  c^est-à-dire  quand 

a 

x  =  yc=-j 


1688.  Problème.  En  menant  des  droites  égales  entre  elles  et  parai? 
Wes  aux  diagonales  d*un  rectangle,  on 
forme  des  parallélogrammes  inscrits;  quel 
est  te  parallélogramme  maximum  f 

Il  suffit  de  considérer  le  quart  ILJ  du 
paralIëloKramme  ;  le  maximum  a  lieu  pour 
le  point  F  milieu  dt*  AB  (n**  347  et  'SA). 
Le  lo:>ange  inscrit  EPGll  est  donc  maxi- 
mum. 


Exercice  603. 


Problème.  Construire  un  i'ectangle  maximum,  connaismnt  la 
iomme  de  trois  côtés. 

Soit  ABGD  le  recUngle  demandé,  tel  que  AD  +  AB  +  BC  =  MN  =  l, 
longueur  dqnnée. 


1 . 
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Kn  doublant  le  rectangle,  on  aura 

«(AB  +  BE)  =  2i 


M 


A  11 


Fig.  105U. 


r 


ou  AB  +  BE  =  ^ 

On  est  ramené  à  construire  le  m- 
tangle  maximum  ABEF,  ktnqa^en  «b- 
naît  la  somme  de  deux  tMê  âd^jaccsts, 
on  sait  que  le  carré  répood  à  la  «a» 
tion;  donc 

AB  =  BE=-j. 

BC  =  AD=^B£=-i 

.aia!  l""  et  la  somme  AD  4-BG  desdoi 

côlés  opposés  égale  la  base  AB.  au  T     a«  «" 


par  suite, 


(!) 


alors 


Bemarquet.  1»  En  représentant  BG  par  a;,  on  a 

AB=:/^2s* 
la  surface  égale  (l^2x)x 

Or  le  maximum  a  lieu  lorsque  a?  = 

dédu.sons  la  «leur  du  iSmiT"  P"^*""^"'  géométrique  do« 

de  lS£T«r  t'ïn.ïffi)'*  '"^^  a  éU  IraiW  eo  « 

nU^'J'^^f  ^  "  «cto^i/fe  ABCD;  o„  e«  parcourt  U  léh- 
mitre  en  prenant,  a  paru,-  de  chaque  sommet  et  dans  U  nUmim, 

iiiie  même  longueur;  aùui  on  tumJ 
A  E  =  HF  =  CG  =  DH  ;  da„s  quel  cas  k 

pay'llclcjramme  obtenu  EFGH  eU-il 

minimum  f 

Soient  AB=a,  80=6  el  AE=BF, 
etc.  =  X. 

Le  minimum  du  parallélogrammi  i 
lieu  quand  la  somme  des  quatre  triaogitf 
retranchés  atteint  son  maximum. 
Or  les  deux  triangles  égaux  EBF.  CDU 


nt .  «MO. 

ont  pour  so,mue  (  a  -  x)^  les  deûx'^ul^  ^^'^ 
«  Un  obi.ent  une  cquaUon  analogue  U'éqtt.Lrcomii«(T). 


(2J 
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Le  double  de  ^2)  serait  (a  +  6  —  2»)  X  2». 

Or    a  -f-  6  est  encore  une  quantité  constante;  donc  les  deux  facteurs 
2^  —  2a:)  et  2x  ont  une  somme  constante,  et  le  mazlmnm  du  pro- 

lït  a  lieu  quand  a-j-^  — d*où  g=         ;  <iîa^i 
aximam  de  la  somme  des  quatre  triangles  a  lieu  lorsque  a;=  -  . 

(.+6- ^+-^)  »  +  = 
Le  parallélogramme  égale 

a6  g   -  =  j  

P=  g   OU  ^  ^- 

I60O  (a).  DiftcuMîon.  Il  y  a  irois  cas  à  examiner  : 

a  +  b 


i<»  Soit 


Oa  peut  prendre  sur  les  petits  côtés  du  rectangle  la  longueur  -^-^ 
|ui  correspond  au  mlDlmum. 

^Soit  -?^+A=6 
Ml  eo  déduit  a =36. 

On  peut  encore  prendre  sur  BG  la  longueur  - 


Le  parallélograomie  minimum  a  deux  côtés  sur  AB  et  DC  (fig.  iOOi). 


Fig.  lÛSl. 


Fig.  1002. 


3^  Soit 


Au  point  de  toc  géométrique  «  le  minimum  s'obtient  encore  en  prenant 

AE=GG=& 

mais  la  courbe  qui  représenterait  la  marche  de  la  foncUon  n'aurait  pas 
de  minimum  en  ce  point;  elle  descendrait  encore  pour  des  valeurs  de 


*>6,  jusqu^à 


a  +  b 

a:=  -X  — 


=  BF 


On  n'a  plus  alors  qu'une  droilc  F(iEH  (fig.  1062),  le  paralléloirrammc 
mtérieur  est  nul  j  en  réalité,  le  triangle  CFG  est  soustrait  de  BËF. 
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Ml.  riolilflmfi  On  donne  un  point  B  et  une  droite  AG  déiermmà 

Umffueur  et  de  poeUion;  pei 
point  B  on  mène  une  iécanti^ 
iur  celte  droite ,  dee  pointé  A  H| 
on  aJtKMee  des  perpendieulm 
AD»  CE;  quel  est  le  traphê 
mum  qu'on  peut  former  amàf 

Soit  I)K  une  sécante  ;  du  inilj 
de  AC  abaiï^sons  la  perpendicU 
OH,  ce  sera  la  ba^e  moyenne.  * 
du  point  H  abaissons  IlL  ^-erp: 
diculaire  sur  AC,  et  meooos  i 
parallèle  à  DE. 

L'aire  eat  donnée  par  OHn^ 
OU  par  ACxLH  (n^  loô6);  car  les  triangles  semblables  HOL,  A( 
doDDent 

OH  AC^ 

d'où  AGxHL  =  OHxDE 

Or  AC  est  constaDt;  le  maximum  ne  dépend  donc  qae  de  la  perpeni 
culaire  HL  abaissée  Bur  AC  du  point  milieu  de  la  hauteur  du  trapèze. 

Or  le  milieu  H  apparlient  è  la  ci rconféreoce  décrite  sur  le  dian  èireOE 

La  perpendiculaire  PSM,  menée  par  le  centre  S  de  cette  circofliéreooe 
donne  donc  le  maximum. 

Le  point  B  étant  donné  de  position,  les  distances  BN  et  0\  softtcfls 
nues  ;  soient  BN  =  6  et  le  diamètre  OB = a;  on  trouve 

Soit  AC  =  2<i;  donc  Taire  du  trapèze  égale  d(a-f-6). 

Remarque.  A  la  perpendiculaire  PM'»  correspond  un  autre  msxiiDusi 
BM'  coupe  le  diamètre»  et  le  trapèze  est  remplacé  parla  différeDoeda 
deux  triangles  AVF'  et  VCG'.  La  différence  égale 

ACxPM'r=2d(''~^ 

I,a  somme  des  deux  niaxirna  égale  2<ia. 
On  peut  énoncer  la  problème  suivant  : 

Par  le  point  B  on  mène  une  corde  qui  coupe  un  diamitre  fi»  AC. 
de9  extrémitéê  du  diamètre  on  abaisse  des  perpendicuiaires  sur  te  wré 
Pour  quelle  position  de  la  corde  la  différence  des  triangUi  fomà<f^ 
elle  maxima  f 


Prnblrme.  A  1(1}  )rct(uigle  donne  ABCD,  circotiscrirc  le  f^' 
(anytc  }ncLcitnH)n  ;  exprimer  ce  maximum  en  fonction  des  cùté^  a 
rectangle  primitif. 
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Le  problème  revient  à  la  question  précédente  (no  1691). 
Sur  06  décrirons  une  circonférence; 
ir  le  centre  L,  menons  la  perpendicu- 
ire  MN  sur  AC;  joignons  le  point  6 
1  point  IS  ;  des  pointfi  A  et  C,  abaissons 
s  perpendiculaires  sur  BN,  et  EBNF 
t  le  côté  cherché,  car  le  trapèze  AEFG 
^  mazimum  ;  or  le  rectangle  circonscrit 
1  est  le  double. 

Ed  désignant  par  a  et  6  les  côtés  du 
eclaogle  primitif,  on  a 

AC  =  >/^?TÏ*" 


Soit 


kC  =  d,  BL=:^ 

B9.d=^ah;  d*où  BP=:-^ 


ab 


railleurs 


BP 


ah 


MN=:^  ML  +  LN  =        +  LB=  -g^  +  -j. 


L'aire  du  trapèze  AEFC  étant  donnée  par  ACxMN,  celle  du  rectangle 
ùrconscril,  étant  le  double,  sera 

En  remplaçant    par  sa  yaleur  a*  +  ^^  on  trou?e 

S-  — 5 — 

Réciproquement.  Un  angU  droit  BAD  pivote  autour  d*un  point  donné 
A(fig.  1064);  ses  côlrs  coupent  deux  parallèlea  EF,  HG  et  donnent  lieu 
à  un  triangle  rectangle  inscrit  BAD*  Pour  queUe  posiHon  de  Vangle  le 
^rian^le  obtenu  est  -  il  minimaf 

En  abaissant  la  perpendiculaire  AEll  sur  les  parallèles,  il  faut  prendre 
EB  =  EA  ;  alors  aussi  HD  =  HA. 


Figures  inscrites  ou  clrcouscrltes  au  Cercle. 


Emmim  606. 

t6d3.  PtMèm^,  Inscrire  dan»  un  cercle  le  rectangle  maximum. 
La  question  dépend  du  troisième  principe  (no  346). 

2^  La  langenle  donne  une  solution  très  simple  (n°  348). 
3^  L*étude  directe  n'offre  aucune  difûcuité. 

EserdM  M?.  —  I. 

1^4.  Prol»lème.  Aux  extrémitrs  k  et  h  d'un  diamètre,  on  élève 
^  ptfpendicuUdres,  et  l'on  mène  une  tangente  DC  limitée  à  ces 
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deux  lignes.  Quel  est  le  minimum  du  trapèze  ABCD  drcanscrU  dut 

cercle  ? 

Le  rayon  du  point  de  contact  et  les  droites  (>C, 
OD  divisent  le  Ir^ipèze  en  quatre  triangles  éi:.^Ji 
doux  à  deux;  donc  COD  est  îa  moitié  du  trapeiie, 
et  l'aire  de  !a  flirnre  totale  —  bC  .r. 

Donc  le  iiiinininm  de  la  surface  a  li^u  poor  le 
ininimuni  de  la  tangente  CD.  Il  puftit  que  cette  der- 
nière EF  soit  parallèle  au  diaîiif'  lre.  Le  demi-carré 
circonscril  AF£B  est  le  mioimum. 

I*     En  vertu  d^une  question  connue  (n^  iS66) ,  il  ûtut  et  îl 
sufDt  que  OH  soit  minimum,  c'est-à-dire  égal  an  rayon. 

2o  De  l'étude  de  la  surface  minitna  du  trapèze  circomcrit  on  d^il 
très  facilement  le  périmètre  minimum  du  trapèze  circonscrit. 

En  eCfet,         surface  ADCB         {XD  +  hC  +  CB) 


suriàce  AFEB  =  -g-  (AF  +  FE  +  BE) 

Or  la  surface  AFEB  est  plus  petite  que  ADCB;  donc  le  périmètre 
(AF  +  FE  -j-  DE)  est  plus  petit  que  (AD  f  DC  -f  CRl 

Ainsi  le  polygone  circonscrit  de  surface  miainaa  est  en  même  temps  le 
polygone  circonscrit  de  périmètre  minimum. 

Il  en  est  de  même  dans  les  questiouâ  suivantes  (n^  169u,  1699,  1107). 


Exercioe  «07.  —  U. 

I6&i$.  Problème.  Étudier  les  variations  de  la  surface  d'un  tmpkc 

iffocèle  circonscrit  à  un  cercle  donné. 
(Bacc.  Paris,  1878.) 

Celte  question  revient  à  la  précédeate; 
on  peut  la  traiter  très  aimplenMnt»  ooomm 

il  suit  : 

La  parallèle  LP  menée  par  le  centre 
est  la  base  moyenne;  donc 

surface  =  M  N.  LP 

PT;  ou  2.()L  est  la  seule  variable., 
donc  Paire  aui^inente  avec  rinclinuison  du  côté  AB. 
Le  minimum  a  lieu  quand  le  trapèze  devient  un  carré. 

Alors  surface = 4o^ 

IGOK  (ai  PrnMciiic.  CoHsfntire  un  trapèze  isocèle  circonscriptibkf  cOii- 
naissa}it  le  rayon  dit  cercle  inscrit  et  le  périmètre* 

Soit  8/»  le  périmètre. 

On  a  AH==AM,  BH=:BN. 

Donc  AM  +  BN  =  AB  =  -^  =2p 

Donc  la  La^e  moyeniic  UL=^. 


r 

-^t'—T 

A 

0  ËAT' 

Fig.  1006. 
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au  buitième  da  périmètre,  et  par  le  point  L 
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1006.  Problème.  Par  un  point  extérieur  donné  A,  mener  une  sécante 

ABC  telle  que  le  triangle  BOC ,  formé 
par  la  corde  et  ayant  son  sommet  au 

centre,  soit  maximum. 

L'aire  s'obtient  en  Tnulliplianl  le  rayon 
BO  par  !a  perpr  niiicnlaîro  r,l>  :  donc  le 
maximum  a  lieu  quand  Tangie  BOC  est 
droit,  car  alors 

CD  =  GO 

Alors  EF  est  le  côté  du  can  é  iiiscrit;  il  faut  mener  une  tangente  AEF 

**    pour  rayon* 


Fig.  1ÛG7. 


^  la  circonférence  décrite  du  centre  O  avec 


IGîli.  Problème.  Par  un  point  donné  A,  mener  mie  sécante  ABC  telle 
que  le  quadrilatère  formé  en  joignant  les  extrémités  de  la  corde  aux 
extrémités  du  rayon  OD  qui  lui  est  pet^endiculaire ,  ail  une  aire 
maxima. 

Soient  BC  la  corde  interceptée  par  la  sécante  ABC,  et  OD  le  rayon  qui 
lui  est  perpendiculaire. 

t  f  .  ODXBC  ^„  rxBC  . 
La  surface  =  ^         ou  — ^ —  ; 

donc  elle  sera  maxima  en  même  temps  que  la  corde  BG. 
Il  faut  donc  mener  un  diamètre,  et  le  triangle  obtenu  =  -îj- . 


1698.  Problène.  Sur  les  deux  parties  AB,  BG  du  diamètre  d'une 
demi-eirconférenee  ADG,  on  décrit  des  demi- 
cireonférences.  Quel  est  le  maximum  de  Vespace 
DËF  compris  entre  les  trois  arcsf 

Moyen,  Les  demi -cercles  étant  propor- 
tionnels aux  carrés  de  leurs  rayons,  il  suffit  de 
comparer  les  carrés  a^,     et  r*. 

Le  maximum  de  (x-  +  y*)  a  lieu  quand  la 
somme  a^-{-y*esï  minime  ;  et  comme  a?  -j-  y = r, 
il  faut  que  œ—y  (n«  1687). 

Dans  ce  cas,  a:*  +  y*  =       et  le  reste  égale 

r»— -y  L'espace  DKF  est  équivalent 

à  la  somme  des  deox  demi-cercles  égaux  décriU  sur  cbaque  moitié 
de  AC. 


(T\ 

A  *^ 

B 

Wm 

y* 

Fig.  1008. 


« 


Digiiized  by 


716 


EXERCICES  DE  GbUMKTRlB 


2<>  Moyen.  On  sait  que  l'espace  curfilignecoosidéré,  ou  arbeîo  d\]T 
chimèdc,  est  f^qni valent  au  cercle  qui  aurait  pour  diamètre  la  perpeti^ 
culaire  BD  (n»  1579)  ;  donc  le  maximum  a  lieu  quand  le  point  B  tôaaà 
avec  le  point  O  milieu  de  AG.  | 

Extension.  Sur  Irois  droites  AG,  AB,  BG,  prises  j'"ur  liqnpyi  how^"* 
logueSf  on  constmil  trois  /hfnrcs  nemblables  ;  le  majcimum  de  la  sur(»^ 
AÈBFGDA  a  lieu  lorsque  AB  =  BG. 


liiOii.  Problème.  Ciixonscrire  à  une  circonférence  un  losange 

l'aire  soit  minima. 

1^  H  sufût  de  s^occuper  du  quart  da  i^, 
sauge.  I 

Or  le  minimum  a  lieu  pour  la  tang^tt 
ABC  diTisée  en  deux  parties  égales  par  ^ 
point  de  contact.  (Méthodes,  367.) 

Le  carré  drconscrii  e$i  le  loaan^e  n»«»* 

mum  demande. 

2»  Ou  peut  encore  dire  :  L'aire  du  quart 

du  losange  égale  DF  X  -q-  ;  elle  wie  dooe 

avec  DF.  Or  DExEF  =  r';  donc  le  mi  ni  mum  de  la  somme  DF  (te 
deux  segmenta  a  lieu  lorsqu'ils  sont  égaux  entre  eux. 

1009  («).  Problème.  A  un  cercle  donné,  circonscrire  un  losange  à 
surface  donnée. 

Représentons  par  1^^  la  moitié  de  la  surface  donnée,  et  par  r  le  la^ûo* 


Fig.  1009. 


on  aura 


OE.DF  =  ftS  DF=-^ 

r 


Ainsi  la  longueur  de  la  tau^ciilc  DF  est  connue,  et  le  problème  6ll 
ramené  au  suivant  : 

1899  (b).  Problème.  Construire  un  losange,  connaissant  U  côté  et  U 
rayon  du  cercle  inscrit  ;  ou  bien  :  Construire  un  triangle  tectangUr 
connaissant  Vhypoténuse  et  la  hauteur. 

Pour  résoudre  la  questinn,  on  peut  recourir  au  problème  contrair! 
ou  à  la  méthode  algébrique. 

io  Le  problème  contraire  consiste  à  coniftruire  un  triangle  neteàgle. 
connaissant  rhypoléouse  DF  et  la  hauteur  OE  (n*  214). 

2^  Par  la  méthode  aljïébrîque,  on  peut  déterminer  les  segments  DE, 
ËF,  et  par  suite  OD  et  CF.  En  effet,  on  connaît  la  somme     et  le  pro* 

duit     des  deux  segments. 

3*>  Le  problème  de  Gerbert  (voir  ci-aprè?,  d9  1722)  fait  connaître  di^e^ 
tement  OD  et  CF. 
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1700.  Problème.  Une  circonférence  0  et  un  point  A  étant  donnés, 
i^ner  'paree  point  deux  droites  recta mjukiir es  telles  que  le  quadrila- 
ère  ituerit  qui  aurait  les  deux  cordes  pour  dia- 
gonales ait  une  aire  maxima, 
Soît  le  problème  résolu;  Taire  du  quadrilatère 

»6t  dooDé  par   ^^^^^    ou  par  2BG  x  FE. 

maiimum  de  Taire  a  lieu  pour  le  maximum 
lu  produit  dea  carrés  des  facteurs  variables  BG 

5t  EF.  FIg.  1070. 

Il  suffit  doue  d'étudier  GB^  X  FE* 
ou  (i^-OG«)(r»-OF«) 

Mais  les  deux  fadeurs  ont  une  somme  constante  -Ir^  —  a^  car 
0G*4-0F«  =  a%-  donc  le  maximum  a  lieu  lorsque  ces  facteurs  sont 
égaux  entre  eux  (n^  1685).  ^ 

Ainsi  OF^  doit  égaler  0G«= 

Les  cordes  sont  également  inclinéee  BUT  le  diamètre  AO. 
Pour  avoir  Taire,  on  a  :  ^ 

BG«=FE*=r*— ^ 

or  Taire  2BG  xFE  revient ,  dans  ce  cas .  à  2BG* = 2r^  — 

EMTcioe  610. 

1701  Problème.  Datis  utt  demi-cercle,  inscrire  le  quadfnlatère  d'aire 
nuurima;  le  diamètre  du  demi-eerele  doit  être  un  des  côtés  du  quadn- 

lut  ère. 

On  peut  obtenir  le  maximum  en  rci^ardant  d'abord  comme  constant 
un  dea  trois  cétés  inconnus.  (Méthodes,  n^  354.) 

1702.  Problème.  On  donne  mte  droite  xy,  une  circonférence  et  un 
diamètre  fixe  AB.  On  wène  une  corde  CD  pa- 
rallèle à  xy,  et  on  élève  des  })erpc)i(licf(h(ires 
CE,  DF  à  la  corde.  (Juel  est  le  trapèze  rnaxi- 
mum  déterminé  par  la  corde  et  les  deux  per- 
pendiculaires limitées  au  diamètre  fixe? 

Soit  ECDF  le  trapèze  maximum. 

Moyen.  En  prolongeant  CE,  DF,  on  ob- 
tient un  rectangle  double  de  la  surface  consi- 

déréc . 

Le  rectangle  est  maximum  lorsqu'il  est  carré. 
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2*  Moyen.  Le  IrapAxe  EGDF  a  pour  aire 

2.C(ixOG; 

le  maximum  a  donc  lieu  quand  les  facteurs  varinbtes  CG  ei  OG  wci 
^gaux,  car  la  aomnie  de  leura  carrée  égale  OC*  (n?  16âô). 


Donc 


OG  =  CG  = 


CùnutmctiQn.  Sur  la  perpendiculaire  0U|  il  fout  prendre  OG  égsl 
r 


•il.  —  I. 


1703.  PtoUéM.  On  donfie  une  cireonférence,  un  diamètre  fixe  AB  et 

une  direeiion  zy,  on  mène  une  eerie 
CD  parallèle  à  zy,  on  prejeUe  U» 
exlrémités  C  et  h  eur  le  diamkre 
fixe.  Quel  est  le  trapète  maxieeem 
obtenu? 

Soil'  ie  problème  résolu  et  CD  L 
parallèle  demandée.  Du  ceolre  0. 
abaissons  la  perpendiculaire  OM  sur 
xy  ;  elle  passe  au  point  G  milieu  -k 
la  corde  CD;  abaissons  la  perpcL 
diculâire  G II  ;  ou  a 

EF 

Puis  menons  GP»  cette  ligne  =  EH  = 

La  moitié  de  Taire  du  trapèze  est  donnée  par  GP  x  GH  ;  mais  les  tri- 
angles OGH,  CGP  sont  semblables;  donc 

GH  _  GO 
GP  ~  CG 

Par  suite,  le  maximum  du  produit  GPxGH  aura  lieu  eo  même 
temps  que  celui  de  GC  x  GO. 

Or  le  triangle  CGC  a  le  rayon  pour  hypoténuse  constante  ;  le  produit 
des  deux  cdtés  est  maximum  lorsque  ces  côtés  sont  égaux  entre  eoi  ; 


Fig.  1072. 


donc 


OGsCCf= 


Par  suite,  il  suffit  de  prendre  sur  OM  une  grandeur  ÛG  égaitî 


1703  (a).  Henurquet  :  1°  L*aire  du  trapèze  =  2PG  X  GH 


=  2 


—  ^'X  ilôt 
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2o  Le  rapport  de  réduclioa  -^jy   dépead  de  riûclioaisoD  a  et  n'est 

ftutre  que  coeÎD     Oa  a  doDC  pour  aurfiice  r*  coe*  a. 
En  employant  les  formules  trigonométriques,  on  arrive  rapidement  : 

GH  =  OG  cos  a  ;   GP  =  CG  cos  a  ; 


JODC 


2GH.Gr  =  2." 


— -  ces-  a  =    co»^  a 


3®  Pour  une  direction  donnée,  la  corde  CD  du  maxiniuoi  rencoolre  le 
dtaaiètre  en  un  point  L  qui  ne  dépend  que  de  Tinclinaison  de  xy. 

OL  1  0L,_    1_  ^ 

OG     am  «  r       sin  oê 


En  effet, 


sin  aV^~ 


BMetdoe  011.  —  U. 

170i.  Problème.  On  donne  deux  cercles  concentriques;  imicrirc  uii 
rectangle  dont  Vnn  des  côtés  soit  une  corde  d'u)i  des  cercles,  et  le  côté 
oppose  une  corde  de  Vautre  cercle  ;  la  surface  du  rectangle  doit  égaler 
un  carré  donné  k'. 

Supposons  le  problème  résolu  »    t  les  rayons  des  deux  eercles. 

Il  snIBI  de  considérer  PABQ  moitié  du 
rectangle  total  t  ou  même  le  triangle  AOB 
moitié  de  PABQ. 


Ainsi 


AÛ6  = 


Fig.  1038. 


Abaissons  la  hauteur  BH  ou  h,  on  aura  : 
rh=z^;    d'où   A=  ^ 

Ainsi,  on  peut  déterminer  la  longueur  h 
à  Taide  d^une  troisième  proportionnelle, 
puis  construire  un  triangle,  connaissant 
la  base  r,  la  hauteur  h  et  Tun  des  côtés  s. 

La  construction  du  triangle  auxiliaire  fera  connaitro  la  loiiLuinir 
de  OD,  et  il  sufûra  de  mener  AB  à  une  distance  du  cciiLie  ludi^uée 
par  OD. 

Discussion,  l.a  varinlion  du  rectan^^le  inscrit  dépend  do  celle  du  tri- 
angle AOH.  Dr  In  siiiTao.'  AOB  est  nulle  quand  r  et  s  coïncident. 

La  surfaff  augmente  avec  l'ant,'le  co  jti?]!fà  ce  que  cet  angle  égale  un 
firoit,  car  alors  h  — s;  puis  l'anirlp  continuant  à  rrnître,  !a  PurTace  dinii- 
ÛU6  et  devient  auUe  lorsque  les  rayons  r  et  «  sont  dans  le  prolongement 
Ton  dû  l'autre. 

Maximum,  r  et  s  étant  perpendiculaires,  le  double  de  Taire 

AOB  =  r»= 
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Donc  pour  le  maximum        Ar*  s=  2rs 

Alors  AB  =  Jr^8*    et  QD^-r-r^  .  # 

Remar^.  il  est  plus  expédilif  d'emplojer  la  uolatioa  Irigoocor- 

Irique, 

Le  double  de  Taire  du  triaogle  est  donné  par  rs  sin  (d  ; 

donc  r«.6iDo)  =  -^;   d'où  .610(0  =  ^,;^ 


Eseime  GIS.  —  I. 

170^.  ProUAma.  Jmcrire  dana  un  cercle  un  triangle  dont  l'aire 
maxima. 

Moyen.  Il  faut  que  le  triangle  soit  équilatéral.  En  elfet,  soit  ua 

triangle  quelconque  ABC.  Par  le  poial 
Af  menons  une  parallèle  à  BG;-  ai  k 
triaogle  n'est  pas  isocèle,  la  droite  AD 
sera  une  corde  et  non  une  tangenU; 
donc  le  triangle  OBG  est  plus  gmd 
que  ABC. 
Ainsi  OB  doit  égaler  OC. 
Par  un  raisonnement  analogue,  se 
démontre  que,  par  rapport  à  la  fasse 
OB,  il  faut  que  OC  =  BC;  ainsi  le 
triaogle  msximum  est  èqnilstéral.  ^ 

2"'  Moyen.  Soit  MON'  le  trianffle  i 
maximum,  il  cal  éc^uivaleot  aa  rti:- ! 
lanprIeOPML. 

Or,  pour  avoir  le  rectangle  ma.xiiiiiiui  a^anl  un  sommet  sur  Tare  ODMC. 
un  cùté  sur  OX  et  l'autre  sur  OV,  il  faut  mener  une  tangente  EMF  telle 
que  FM  =  MF.  {Méthodes,  360.) 

Or  OK  —  EM  ;  donc  le  triangle  EFG  est  équilatéral  ;  il  en  est  donc  dt 
mémo  de  O.M.N,  qu'on  obtient  en  joiirnant  deux  à  deux  les  miiieui  df5 
côtés  du  premier;  donc  le  triangle  uc^uilatéral  inscrit  est  maximum. 

Exerdœ  612.  —  H. 

1706.  P^oUème.  Deux  points  A  et  0  sont  à  une  distance  constante  t; 

de  l'un  d'ewr  O,  comme  centre,  décrire 
circonférence  telle  que  h:  triangle  ABC,  (ormé 
par  les  tangentes  cl  la  corde  des  contacts,  soit 
maximum.  Quel  est  le  miuurnum  du  quadfi' 
latère  AHOC  ? 

1°  Le  trianprle  isort>le  ABC  est  inscrit  dan? 

un  cercle  constant  AU  ;  donc  il  est  maximuD 

quand  il  est  équilatéral  (a^^  1588  et  VM). 

i  fi 
bans  ce  cas,  Uii  =^  ^  Ol^  — 

Le  quadrilatère  ABOG  est  le  double  du  triaugle  rectangle  A80 
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ioscrit  dans  uoe  demi -circonférence.  Le  maximum  a  lieu  quand  il  est 
recUDgle  ÎBOcèle.  c*e8t-à-dîre  quand  OD=AD.  te  quadrilatère  maxi- 
mum  eal  donc  carré. 

ExsMîoe  613. 

4707.  Problème.  Circansenre  à  un  cercle  le  triangle  d'aire  minimq. 
Le  triangle  équilaléral  répond  à  la  question. 

ier  Moyen*  La  surface  d'un  polygone  circonscrit  s^obtient  en  multi- 
pliant le  périmètre  par  le  rayon  ;  donc  ses  variations  ne  dépendent  que 
du  périmètre,  lorsque  le  cercle  inscrit  est  donné. 

Or,  pour  une  même  base, 
le  triangle  isocèle  a  le  pé- 
rimètre minimum  {ûf*  1060)  ; 
ainsi  les  côtés  doivent  être 
égaux  deux  à  deux,  et  le 
triangle  minimum  est  équi- 
latéral. 

2*  Moyen.  Considérons  la 
moitié  BAG  du  triangle  iso- 
cèle minimum. 

II  faut  mener  la  tangente 
ADH  telle  que  D  soit  le 
milieu.  .  . 

En  effet,  toule  autre  sécante  LDM,  menée  par  le  point  D  milieu  de  AB, 
donne  le  triangle  GML  >  GAI5  tn«  36');  donc,  à  plus  forte  raison,  le 
triangle  GIJ,  déterminé  par  une  tangente,  est  > GAB. 

GA  =  AD  =  DB;  ainsi  le  triangle  ABC  minimum  est  ôquilatéral. 

memmr^,  Att  triangle  inscrit  maximum  DFG  correspond  le  circon- 
scrit minimum  ABC  (n«  1705). 
Il  en  est  do  même  dans  plusieurs  autres  problèmes  posés  précédem- 

nenl. 

tÙBOtt&oe  614.  —  I. 

1708.  ProkIéiiM.  Dam  un  demi-cercle  ABC,  inscrire  le  trapèze  de  sur- 
face maxima, 

La  solution  générale  est  donnée  aux 
Méihùdeê  (n<»  365);  néanmoins  il  peut 
être  utile  d'appliquer  directement  cette 
solution  è  la  question  proposée. 

Supposons  le  problème  résolu,  ABDG 
le  trapèze  demandé  (fig.  1077);  élevons 
la  perpendiculaire  AY,  prolongeons  DB. 

triangles  DGF,  ABG  sont  égaux; 
donc  le  trapèze  est  équivalent  au  rec- 
tangle AFDG;  or  le  maximum  s^obtlent 
.en  menant  la  tangente  HDL  de  manière 
que  DH  =  I>L. 

Le  rectangle  AFDG  est  d'ailleurs  équivalent  au  triangle  ADK;  léur 

31 


Fig.  1077. 
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maximum  a  liflu  en  mf^me  temps;  ainsi  ADK  est  le  triangle  équil^térï 
inscrit  ;  donc  DC  =  AB  =  r  et,  par  saito,  le  trapèze  ABDG  est  4a  mmtà 
de  l*ii6zagoDe  régulier  inscrit. 

170Î).  Problème.  On  donne  deux  p9mt»  A,  C  êur  un  mâme  dimnHi^ 
et  à  égale  distance  du  centre;  mener  une  corde  parallèle  BD»  de  mamérf 
gm  U  frapète  hmnt  wtt  maximum  { flg.  iOTd). 


.X 


.flg.  im. 


On  procède  comme  ci- dessus;  on  mène  la  tangente  HDLtaUd^oaD 
eniBoit  le  milieu.  (  Voir  n»  1712,  neie,) 


Exercice  614. 


n. 


1710.  Problème. 


Flg.  1«79. 


On  nu  ne  une  corde  DE  paraîlcle  au  dta)t}ètre  /Lnr 
AC  d'une  fhnni  -  circonférence  ABC,  on  joint  k 
point  B  milieu  de  l'arc  aux  cxtrc>nit(!<  de 
corde  ;  de  ces  points  D,  K  on  abai&se  i/tz*  furpen- 
dic  niai  l'es  DG,EF  sur  le  diamètre  Pour  qitelk 
position  (te  la  corde  le  pentagone  GUBEF  <^->' 
maximum  f 

Lorsqn.»   BD  =  BE  =  R. 
En  effet,  dans  ce  cas,  le  pentagone  est  la  moitié 
de  Thexagone  régulier  inscrit. 


Remarque.  On  peut  employer  une  démonslrt 
tion  biialoirue  pour  le  trapèze  inscrit  dans  une  demi  -  circonfért-nre, 
pourvu  ()iron  ait  (It'moiilré  préalablement  que  Tnexagone  maximum  e>l 
réguht^r.  Hé(:i[)ro  iiirmenl ,  du  maxiumm  du  trapèze  inscrit  (n^  ITOS^ 
OD  peut  déduire  que  Tliexagone  inscrit  maximum  doit  être  régulier. 


Exercice  €14.  —  III. 


f7ll.  IMbléne.  Dan$  un  demi» cercle ,  oti  pt^enâ  êeux  eordo 
BD  =  BE  =  K  ;  dee  extrémitée  D  e<  E,  on  ahateee  du  perpemêkMbn 
DG,  EP  sur  un  diamètre  fixe.  Peur  guette  pmUUm  du  point  B  te ptedST 

gonc  GDBEF  est-tl  maximum  (fij^.  1079)? 

Le  «y»»i«»«tm  Aiteu  ionique  ie  point  B  oii  «u  nilian  4e  It  4cmi  ciitea- 

I  • 
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férence  <  ûg.  1079^  car  alors  le  peati^e  GÙBEF  est  la  moilié  4ù  Vktià- 
gone  régulier  inscrit. 


A 


11g.  1080.  flg.  lOBl. 


Le  miotmum  a  lieu  lorsque  G  (fig.  1080)  appartient  a«  diamètre; 
adors  la  pentagooe  égale  la  auiiUé  de  tliaxagooe  régulier,  omîqs  le  tri- 
angle  DAG. 

La  Taleur  est  intermédiaire  iionr  tonte  antre  position  (fig.  1081}. 
puisque  le  pentagone  égale  le  demi-bexagone  diminué  de  la  différencie 
des  triangles  BDL  et  LFH. 


Excroioe  ei&. 


47iSI.  IViHéMB.  Quel  est  le  trapHe  ieoeèle  mtucimmm  iloMf  mme  dett 
baeea  est  datmée^  amù  que  lat  eêtén 
égaux  f 

Supposons  le  problème  résolu; 
CPOD  le  trapèze  demandé. 

Le  trapèze  est  équi raient  au  rec- 
tangle IDBP. 

D*aîlleurs  le  sommet  est  sur  la 
circonférence  décrite  du  centre  O 
a?ec  h  pour  rayon;  donc  il  faut 
mener  la  tangente  F1>E  lelle  que  le 
pomt  de  ceniact  en  soit  le  milieu. 

Oo  aait(n«  311)  que  lorsque  o>r, 
cVst  la  seconde  racine  qui  donne  PE. 

On  aurait  donci  en  prenant  a  et  6  avec  leurs  valeurs  absolues. 

OE  ou  «=  +  f +  + 


26« 


1712  (a).  Swfaoe.  Pour  obtenir  la  surface,  il  faut  calculer  PU  et  DH. 

PH=-3?--h>/f±M_  ,a.312,fcnnule3).' 


ICT 


4 


(n«312,  formule  4). 
4 
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HemaM|ne.  Quand  dsa,  on  obtient  le  demi-bexagone  régulier 

Ainsi  PEF  est  alors  la  moitié  du  triangle  équilaléral  circooscrjl  au 
cercle,  car  OE  =  2.0P  =  2a 

PH.mi  =  -^.^^-â«!îil 


1712  (bj.  ïfote.  i*our  traiter  celte  que&ljou  (u^*  1712)  par  l'algèbre  élémenUiri;. 
il  faut  recourir  à  remploi  des  coeftîcients  indéterminés.  fVoir  Frerrires 
dWlgi'bre,  F.  J.,  102t  ;  Buhat,  Trailé  d'AUjtbie  èlémeuLaite,  page  ïtVl.] 

Une  remarque  analogue  pourrait  être  faite  pour  le  problème  de  f!éomé«rie 
du  n«  1709  et  pour  quelques  autres.  Le  problème  n«  t7!3  exigerait  remploi  de 
la  trigonométrie. 

Ainsi  que  nous  l*avons  dit  (n«  336),  to  méthode  la  plus  générale  et  la  plus 
féconde  pour  déterminer  le  maximum  ou  le  minhnum  d'une  quarUUé  œnsisl^ 
à  traiter  la  qxœHion  par  l'a^jf-bre,  et  à  discuter  le  résultat  d'après  les  rî^hy 
connue.^.  Mais  il  faut  avou-^r  que  la  méthode  géométrique  ofTre  er^^nd-i  îv.m- 
tatro-^  (lanà  uq  assez  trraiid  nombre  de  cas,  et  que  rien  n  a|.>proclie  de  la  mer- 
veilleuse eimpliciie  et  de  l'élégance  qui  caraclcli&enl  plusieurs  des  solutioas 
géométriques  que  nous  avons  données. 

La  méthode  d'élimination,  connue  sous  le  nom  de  méthode  de»  œeffieiaiU 
indéterminés,  est  due  à  Dssoof. 

Rf/out,  né  i  Nemours  en  1730,  mort  en  1783;  connu  par  son  Coun  œmplet 
de  Maifiêmatiqve^ ,  ouvrage  remarquable  par  la  clarté  de  Texpasition  dss  prin- 
cipes. On  doit  au  même  auteur  la  Théorie  générale  des  équations, 

1713.  Problème.  On  donue  une  circonférence^  un  point  A  et  une  drcifr 
ly  ;  mener  toie  corde  BG  parallèle  à  xy  et  telle  que  Vaire  d({  triangle 
ARC  soif  maxima.  Examiner  les  divers  cas  qui  peuvetU  se  présenter 
suivant  la  position  du  point. 

Par  le  point  A ,  menons  une  parallèle  à  XY. 

Le  triangle  ABC  eat  la  moitié  du  rectangle  BGDE. 

Le  problème  eat  done  ramené 
à  trouver  le  rectangle  maximom 
qui  a  deux  Bommels  sur  un  arc 
donné  el  la  base  sur  la  droite XT. 

Menons  la  tangente  GBH  telle 
que  B  en  soit  le  milieu. 
ABCeat  le  maximamdemandé. 

Discutmon.  Il  suffit  de  dt pla- 
cer \'V  parallèlemetit  à  elle- 
même  depuis  le  centre  0  jus- 
qu'en XY  au  delà  de  la  Circon- 
férence. 

(ft)  Quand  X'Y'  pas?e  par  le 
Fig.  loes.  eentre,  on  a  deux  demi-rircon- 

férences  ;  à  chacune  d*elies  cor- 
respond un  maximum  égal  à  la  moitié  du  carré  inscrit  dans  le  cercle. 
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(1»)  Lorsque  X'Y'  coupe  le  rayon  OF',  on  a  deux  segments  ;  à  chacun 
d^eux  correspond  un  ma^timum.  Voici  les  variaiions  que  Bubil  le  iriaogle 
suivant  la  position  de  la  corde  BC. 

Au  poinl  F  la  base  est  nulle,  Taire  du  triangle  est  nulle. 

2^  En  venant  en  IJ,  le  triangle  crott  jusqu^au  maximum  donné  par  BC. 

3»  Au  delà,  en  KL,  il  décroît. 

11  est  nul  quand  la  corde  est  sur  X'Y'. 

5»  Au  delà  il  augmente  jusqu'à  un  nouveau  maximum  AffC 

6o  Puis  il  décroît. 

7<»  Il  s'annule  en  F'. 

(e)  Lorsque  X'V  est  tanirenle  en  I  il  n'y  a  qu'un  maximum  éiiuiva- 
lent  au  Irianglc  rquilaleral  inscrit  I' (n"  1705). 

(d)  Au  delà  de  F'  en  XY,  il  n'y  a  plus  qu'une  seule  solution. 
En  désignant  01  par  a  et  le  rajfon  par  r,  on  a 


£zeroîoe  617* 

1714.  Problème.  Troiiver  le  plus  <jvand  des  trianrjles  inscrits  dans  mii 
ceiv/c  danuL  pour  lesquels  la  différence  des  deux  utnjles  est  cortf^fante. 
(Énoncé  du  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  et  s^teciales, 
tome  IV,  p.  70.) 

Supposons  le  problème  résolu;  ABC  le  triangle  demandé  et  A  — 
différence  donnée  d. 

On  sait  que  la  bi<%sectrice  BE  Tnit  avec  la  base  des  angles  dont  la  dif- 
férence égale  A  — G=:a  (no4U5); 
donc  menons  une  tangente  quel- 
conque DT  et  une  droite  DB  for* 
mant  des  angles  tels  que 

BDV  — BDTsrd 

La  base  du  triangle  doit  être  pa- 
rallèle à  DT  et  le  sommet  au  [  oint  U. 

La  question  est  ainsi  ramenée  à 
un  problème  connu  (n"  1713). 

Menons  BP  perpendicuLui  e  au  dia- 
mètre DOD',  et  une  tan^rente  FAG, 
telle  que  le  point  A  soit  le  milieu 
dôFG. 

OîMiiMton.  La  discussion  est  ana- 
logue à  celle  de  la  question  rappelée 
(n^  1713);  mais  le  sommet  B,  devant  appartenir  à  la  circonférence,  la 
parallèle  BP  coupe  le  cercle,  et  il  y  a  deux  solutions. 

Ainsi,  pour  une  base  très  rapprochée  du  point  D,  le  triangle  est  tré) 
petit;  il  augmente  quand  la  base  s^éloigne  du  point  D.  11  atteint  le  maxi- 
mum par  la  position  AG,  puis  il  diminue;  Il  est  nul  quand  la  base  est 
sur  BP,  puis  il  augmente  jusqu'en  a!C\  où  il  atteint  un  second  maxi- 
mum; Il  décroît  ensuite  et  devient  nul  quand  la  base  passe  par  0'. 
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Ezeroâce  618. 

17ltf.  Piroblème.  Dam  un  seeUut  circulaire  dtmtté,  inscrire  le  ivr- 
tangle  mcunmMm. 

(Voir  Méthodes,  304.) 

1710.  PgMèmm.  Étudier  Ui  wuriatione  du  rectangle  maximum  imariî 
dans  un  secteur  AOB,  lorsque  Vangle  au  centre  varie, 

A  un  secteur  donné  AOB,  correspond  un  autre  secteur  AOBD  plus 
grand  qu'un  demi^cercle  et  tel  que  les  deux  secteurs  oui  pour  somme 
le  cercle  efitîer.  Quelle  relation  existent' il  entre  les  rectangles  maxime 
inscrits  dans  chacun  de  ces  secteurs? 

1*^  Il  suffit  de  considérer  la  moitié  des  secteurs  et  la  moitié  de  clia»iue 
maximum. 

Pour  Tanglo  llOV,  le  point  T  est  le  milieu  de  Tare  et  donne  t  ne  taii- 

genle  telle  que  TS.  Pour  a;i  arc 
AK  plus  grand  que  le  premier, 
le  point  r\  milieu  de  rare, 
donne  une  l.mijcnte  telle  qoô 
un  ;  or  le  triangle  L'HU  est 
équivalent  au  rccUngle  MUX^. 
En  effet,  le  rectangle  est  la 
moiliôdu  triangle  HOZ  ('n'^  3o"2', 
et  il  en  est  de  même  du  triangle 
UOII. 

Or  UOIl  est  >Ï()S;  donc 
le  mnximtim  augmente  quand 
Tangle  au  centre  augmente.  Gé- 
néralement on  s'arrête  au  deaiî- 
cercle,  et  on  le  considrre  comme 
donnant  lieu  au  plus  tTaiiJ  maxi- 
mum  ;  mais,  si  Ton  admet  de«  secteurs  plus  grands  qu'un  demi-cercle, 
le  secteur  ADH,  par  exonipk',  domic  aussi  un  maximum,  et  l'angle  au 
centre  AOB  doit  varier  de  zéro  à  qu.dre  <lroits. 

Pour  celte  valeur  ll  iiilc,  le  quadrilatère  UFilZ  devient  inlim ,  U  en  est 
do  môme  du  maximum. 

2"  Le  rectangle  NGUX  est  «iquivalenl  au  trinngle  FOU.  De  même  le 
rectaogle  I  est  équivalent  au  triangle  OLJ;  U  suffit  donc  d^étudier  ces 
triangles.  Le  produit  des  deux  triangles,  ou  celui  des  maxima,  est 
constant,  il  égale  R*;  en  effet,  OGxFG  pour  le  premier,  étant  mal- 
tiplié  par  Ol  >cIL  du  second,  donne  H-  x  FG  x  IL  ;  or  les  triangles 
semblables  OGF  et  OIL  donnent  GFxlL  =  R*;  donc  le  produit  des 
deux  maxima  est  conslant,  il  égale  queL  que  soit  Tangle  au  ceotre 
considéré. 

£jcercioe  619. 

1717.  PrMème.  Dans  un  segment  circulaire,  inscrire  le  rectangle 

maximtun. 

iVoir  Mi  Uiudes,  n"  364.) 
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1710.  Problème.  Dans  un  demi'Cercle^  mener  une  corde  paraktèU  à 
une  ligne  donnée,  de  manière  que  le  quadrilatère  qui  aurait  pour  côté» 
opposée  le  diamètre  et  la  corde  menée,  ait  une  aire  maxima, 

(Voir  Méthodes,  no^M.) 

1710.  Problème.  Du  poml  df  contact  d'mic  tm^ijc tttc ,  pri^  pour  centre , 
on  décrit  ftne  demi  circonférettcc  qui  coupe  un  ccrcAe  donné.  On  joint  un 
des  points  d'intersection  aux  ext remités  du  diamètre.  Inscrire  un  tra- 
pèze maximum  dans  chacun  des  segments  circulaires  déterminés  par  les 
droites  rectangulaires  ainsi  menées^ 


Fig.  1086.  •  • 

Soieot  D  le  point  de  contact^  A  un  des  points  dlntersection  dv  cercle 
AD  et  de  la  defiii*eîreonlérence  EAF. 

£DF  est  une  tangente  divisée  en  deux  parties  égales;  chacun  des  points 
inconnus  B»  C  correspond  à  un  reclangle  maximum  inscrit  dans  le  seg- 
ment correspondant;  donc,  d  aprôd  le  théorème  de  Pollock  {n^  668),  tes 
(rois  points  B,  G,  D  sont  les  sommets  d'un  triangle  équilatérat  inscrit; 
on  détermine  donc  facilement  B  et  C. 

On  sait  d^aii leurs  que  le  trapèse  AGBH  est  équivalent  au  rectangle 
maximum  BPAL  (no*  365  et  1708). 

Remarques.  1*^  Quelle  que  soif  tu  po.<ilian  du  point  A  sur  te  cerctn 
iUtnué^  tu  dfmi-circonfvrf'ucr,  douL  AL)  est  te  nfyott ,  dclcrui'nie  un  scg- 
^l'Ciif  AlUl  tri  que  le  point  ii  est  le  sommet  fonunuii  à  chaque  trapèze 
n'iiri ni  >nn  inscrit  dans  les  divers  segments  .\l>l(;  de  môme  pnur  ('  ]  car 

»  i  C  <unt  les  somoitts  d'un  triangle  équtiateral  inscrit  donl  le  commet 
i»  Cùt  fixe. 

>  rprtangle  DLVK  est  maximum;  U  en  est  de  mâme  du  trapèze  è(|ttU 
vak-nl  Atii>J. 

3»  Le  problème  frénéral,  «Pinscrire  le  trapèze  maximum  d(ms  un  seg- 
nient  circulaire  quelconque  ABU,  ne  peut  pas  se  résoutire  en  n'employant 
Hue  la  régie  et  le  compas,  car  il  y  a  trois  segments  :  ABU,  HAK,  ACK, 
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Cl,  par  suite,  trois  réponses  données  par  les  sommets  B,  C,  D.  Ausv 
la  détermination  de  la  tangente  conduit  à  une  équaiion  du  troisiè^ 


Helatioiis  à  déterminer. 


nso. 


Pig.  t0§7. 


OU 

donc 


Exprimer  le  côté  et  lu  su  rface  du  triangle  équilcUérai 
en  fonction  de  la  hauteur. 


ou 


3a- 


d^où 
Ainsi 


a  = 


3 


Aires=-^  =  -  ^  ^.^ 

1  aire  =  — k —  on 

3  ij'd 


1721.  Remarques.  1^  L\th'c  de  Vhexagom  régulier  en  fonction  de  j 
l'apothème  h  est  domu'L  par    S  =  2li^v3^.  ' 
2o  Vaire  du  triangle  équilatcral  en  fonction  de  la  somme  s  du  c6U  d 

de  l'ujjotheme  est  donnée  par   S=  ^^^^ 
3"  L'aire  du  triangle  ëquilatéral  en  fonction  de  la  différence  d  est 


donnée  par 


S  = 


7- V3 


1 722.  Problème  de  Gerbert.  Exprimer  la  lûugfieur  des  côtés  de  fmigU 
droit  d'un  triangle  rectangle,  en  fonction  de  Vkypoténuae  et  de  Veirt  • 
de  ce  triangle. 

En  représentant  Phypolémise  par  a,  Taire  par  ^^^  on  sait  que  le  pro- 
duit 6c  donne  le  double  de  Taire;  on  a  donc  les  relations  suivantes  : 


6*  +  c«  =  a» 
6r  =  2a«;   d'où  26c=4«« 


(1/ 

9) 
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En  ajoulant  et  relranchanl  BuccessiTement  Téquation  (f)  de  (1),  on 


Touve 


roù 


dODC 


b'i  _j_  2bc  +  c-  =  a-'  +  ^s^',    {b  +  c)*  ^  a-^  +  ^s' 
6*  — 26c  +  c«  =  a«  — 4«S   (6  —  c)»  =  a«  —  4«« 
6  +  c  =  ^a*  +  4««   et  6  — cs=V«*--^* 


1723.  Problème.      côté  d'un  triangle  êquilatéral  est  a.  Exprimer,  en 
fonction  de  a  f  la  surface  du  carrd  inscrit 
dans  ce  triangle. 

DaD8  une  question  précédente  (n«  1490)» 
on  a  indiqué  le  moyen  d^inacrire  le  carré  de- 
mandé et  trouvé  que  le  demi -côté  du  carré 
èiale  le  demi -côté  du  triangle  multiplié  par 
(i^â— 3);  donc 9  ai  Ton  doubla  de  part  et 
d*aulre ,  et  al  Ton  désigne  maintenant  par  x 
et  a  les  côtés  respectifs  du  carré  et  du  triangle, 
on  aura  _ 

X  =  a(2>/3  -  3) 


D*où 


Fif.  106S. 


EBatdM  Mé.  • 

1724.  Problème.  Exprimer  Voire  ifufi  triangle  en  fonction  des  trois 

hauteurs. 

Soient  a,  h,  c  les  trois  côtés,  et  a,  6',  c'  les  trois  hauteurs  correspon- 
dantes. Si  on  appelle  S  la  surl'ace,  on  a  : 

S  =  Viaa'  =  VfW»'  =  '1^ 

o      b'  Vc 
aa'  =  hV;  dou    -5-  =  -^=^^ 

a'c 


Ainsi 


W=cfi  d'où  =  ^ 


C 


Donc  les  trois  côtés   a  b 

sont  proportionnels  aux  produite   W  a'<f  a*b 

.....  r»  » 

ou,  en  difisant  par    o  a 


Appelons    le  quotient       •  L'égalité  c"  =       donne      =  ce 


*  La  MlntloB  et-dMRi  a  été  doooée  par  QwBOcmi  U  prMèm  ui  nrnturçiÊM  pom 
r^poqiM,  iiMi  qns  la  fait  maniner  M.  CsAnLU,  parce  qsfû  dépaad  dTaiie  équation  do 

•econd  déparé.  (.4;)frçu  ftfaforlçt/*",  *2«  édition,  pugo  605.) 

Gkrhkut,  Dé  à  Auriliac  vor^  S)to,  mort  ea  lOOa,  fat  on  des  hommet  les  pin»  laTaats  do 
■oa  temps.  —  Il  iut  pape  do       4  1003,  boob  le  nom  de  SiLwarnui  IL 

31* 
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qui  montre  que  c'  eàl  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  droites 

i  \  h',  a'. 

Les  Irois  droUes,  b\  a',  c",  étant  proportionnelles  aux  trois  càUs 
inconnus  a,  6,     il  y  a  lieu  de  considérer  deux  triangles  seaiblables. 
Le  triangle  qui  a  pour  cùtêâ  b\  a',  c"  a  pour  aire  : 

S'  =  ^pf{pf  -a!}ijpf^  6')  (î/  -  c") 

Videur  que  Ton  peut  calculer.  (G.,  n^  352.) 
La  hauteur  h',  qui  tombe  sur  le  côté  b',  a  pour  expression  : 

h'^Y  ^^'^^P'  -  -         -  ^ 

Cette  liauteur  a  pour  homolofae  eetle  qoi,  dans  le  triaogle  iocoDOD, 
tombe  sur  le  côté  a,  et  est  désignée  par  o'. 

Les  deux  triangles^  étant  semblables,  soot  entre  eux  conme  les 
des  dimensions  homologues  ^  et  Ton  a  : 

.                  a'\/p'( p' ™^')  ( p'  - 6')  ip'  —  c") 
Ainsi       o=  ,7    ,    -    ~  t. 

yb'-^yp'ip'  -  a')  -  b'j  -  c")  j* 

ou  S  =  — ,  -  - 


a'b' 

Et  si  Ton  veut  remplacer  c"  par  sa  valeur  — ^  on  a  : 


V P'ip'  -  a')  ip'  -     {p'  -  ^) 
Pour  appliquer  cette  foruiule,  ou  se  rappellera  que  : 

p'  r=  V,{a'  +  V  4-  c^')  =  I     +  ^'  +4^) 
Autre  âémansiraUon. 

1  1 

doù  S=TOf:   S=  ^^^^^ 

1724  (a).  Note.  L'ex{jres5ion  de  la  Piirfnce  du  triangle  en  foiirlion  des  irute 
côtés  a  été  donuée  sans  démoDstralion ,  par  IIkhon  lh  Jeunb,  et  on  doit  la  lut 
altriboer,  dil  M.  Maximilirn  Mariis  {Histoire  de»  eâencei  maihémaiigues  et 
pkffsUfu^,  tome  1,  jmfe  177),  cODimlnsment  à  Topinion  qai  en  f«fsait  hoamw 
à  Hi  KON  l'Ancikn  (Aperça  kisiorigue,  page  64*.  —  NoiÊvelleu  Annales,  1861, 
pape  432.  Noie  de  li.  Vuiccnt,  membre  de  Vlastilut.  —  Hieimre  éet  if«l*é> 
matiques,  par  F.  HorrFcn,  psfîre  2-^11). 

Lat  df^monstralioft  géomelriqoe  (G.^      352)  est  doe  à  LioxARD  os  Pas 

(voir  rr*  1<)  >'i). 

lIi.iiuN  l'Anuien,  ou  IIiRON  d' A L }  ,\ A nhhi i: ,  vivait  dflns  1(>  n>i"r  «>f^clft  avaM 
l^ère  chrétienne  ;  il  t£t  couuu  par  i^ppareil  pneumatique  oomme  fantaoK  ux 
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'roV  LE  Jeonf.  fOin-6'»!)  vécut  Con<^^nUu><])\e.  II  a  piililié  tin  Traité  (te 
O^^  'iG  ,  oii  il  riie  iVr-quemniriit  i^on  iionionvine  el  A»"Chimède.  L\>i  \)i\r  son 
a^e  quô  la  formule  du  Uiangio  s'est  ré|>auiiue  eu  Grèce  ei  en  ÛcciileaU 


72^.  Problème.  On  doiim  im  triangle  par  $e$  trois  côtés  et  l'on  de^ 

lulc  V expression  du  rapport  de  sa  surface  à 
'e  {lit  triangle  qui  aurait  pour  sommets  les  pieds 
;  bissectrices  des  angles  du  triangle  (Voir  Re- 
'  rie  renseignement  secondaire  spécial  1879, 
123  y  et  Exercices  d'Algèbre,  a»  1261.) 

Soient  ABC  le  triangle  proposé  et  les  biBsectrices 
S  BH,  CE. 
feignons  HD,  ED,  RE. 

Les  triangles  HGD  et  ABC,  ayant  un  angle  égal 
ninuiB,  donneot 

HCD  _  HC  ><  CD 


ACB 

lie 


(i) 


un  aurait  de  même 


HC  = 

CD  = 


HA  ^  6 

e  a-\-c 

ab 
o-(-c 

ab 


6  4*c 


Par  Builc,  la  relatioD  (1)  devient 

iiCD  ab 
ACB  ^  \a  +  c)(b  +  c) 

On  trouverait  de  même 

ERD    .  oc 


ABC 

"BâlT 


hc 


m 


{a     b)  {a  -f^  c) 

A]outon8  membre  à  membre  les  relations  (2),  (3),  (4),  nous  aurons 

ABCj—HED      ab(a  +  h)  +  ocja  -f  r)  -f  bc(h  +  c) 
■       ABC  (a  -f  b)     -f  c)  {b  -f  c) 

Betranchooâ  chaque  déoomiDateur  de  son  numéraleur,  et  changeons 
s  signes  : 

HED  _  (a-i-b)  ja  +  c]  jb^e)  —  ab(a+ b)  —  ac(a-^  c)  ~~bc(b  +  c) 
ABC  {fl  +  à){a  +  C)  (6  c) 


*  Cette  reme  •  ec»«c  <lc  ivamltrc,  mais  elle  a  rfnd»  r^  /,  .^rrvlcft<  à  Vrnfftirjnrinertt 
«waf.  Dans  an  dp  i«9  articies.  elle  a  reproduit  ou  retrouve  U%  ùènhomiriàiiom  éJémen- 
fenee  qœ  oone  aviiMUi  doontee  dèl  ISTS,  dâiui  nos  Eléments  de  géométrie,  pour  obtenir 
I  TotttiM  des  byperbololdcg. 
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SimpliGant  et  reoTersant  iea  rapports,  il  vient  ; 

ABC  _  (a  +  h)  {a  +  c)_(M-  c) 
HED  2abc 

Telle  est  la  relation  cherchée. 

Remarque.  Si  a  =  6,  ce  rapport  devient 

ABC  _  (g  +  cT' 

c-         1.  ^  ABC  , 

Si  a  =  o=e,  on  a  llED"^ 


Problème.  Calculer  Vaire  d'un  trapèze  en  fonction  des  gMil 

côtés  a,  b,  c,  d. 

^  ^  Le  trapèie  est  décomposaliée  r  i 

un  parallélogramme  P,  qui  e  ( 
^        ^^^^^       P^^*^'*  ^  pour  hauteor,  et  1 1 

^         ^l'^^^     triangle  T,  qui  a  pour  côtés  «,  i 
^  .        et  m,  celte  dernière  ligno  élaf 

** égale  à  6— lî. 

Fiff.  1090.  a 

^  On  a  'Umh  =  T,  d'où    =  A'  J 

Aioâi  l'aire  du  parallélogramme  P  est  dh  ou  -^T,  et  Taire  do  to^ 
pèze  est  : 

P4-T  — — T4-T—  ^  +  ^  T 

Il  reslc  à  exprimer  T  en  fonction  des  côtés  du  trapèze.  Appelons  2/>  !  î 
périmètre  du  trapèze,  et  2p  le  périmètre  Uu  triangle  T.  L'aire  de  a 
triangle  est 

>/y(p'  -  «)  (/>'  —  m)  ip'  —  c) 
Nous  avons  ^'=a  +  t»+cs=       a+6-|-c— d  ^ 

d'où  |>'=Vt    (a  +  6+c-d;=p-<I 

Sî  Ton  retranche  a,  il  vient        — a  =        a  +  6+c~ti;=>^-M:(i-f-*  ^ 
Si  Ton  retranche  m,  ou6  — d,...|>'— m=7i   (a— t+c+*0=P~* 
Et  ai  Ton  retranebe  e...         ji'*  c  (a+^^^--^=P^(^+< 
L'aire  du  trapèze  &era  donc  : 

4^  J  [p  -  df(p^  d  -  a)  (  p  :^  d  ^  c) 

EeoMrqoe.  En  appliquant  cette  formule  aux  dODoéea  numériques  sa.* 
vantes  :  f 

a  =  13,   b  =  45,   c  =  49,  d  =  25mèlre8. 
on  trouve  pour  Taire  417"»*  01. 
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Autre  détnonstration.  Soit  S  la  surface  ABCD. 


733 


dODC 


3="  +  " 


Remarque.  L'aire  du  quadrilatère  inscnpUble  est  donnée  par  la  formate 

S  —  ylip—a)  {p-b)  ip  —  c)(p-d) 
(Voir  Exercices  de  Trigonométrie,  2«  édit,,  p.  34,  n«  29,  2«.) 

1727.  PMMêM.  Trott^er  Taire  du  <raj»é«e  formé  par  deux  cordes 

parallèles  situées  d'un  même  côté  du   

centre;  l'une  déciles  égale  le  rayon,  et   

Vaul%^  égale  le  càté  du  triangle  équila- 
téral  inscrit. 

Soieut    AD  =  r#     (G.,  no  277  )  et 

BC  =  f.  "^i—X  

L*apoibèine  OF  est  la  hauLcur  d'un 
triangle  équilatéral  BOC,  dont  le  côté 
égale  le  rayon;  donc 


Fig.  lOM. 


(i) 


d'ailleurs 

donc  FE  =  ^(>/ï-i) 

La  demi-somme  des  bases  ou 

AE+*BF  =  -jW5^+i) 

La  surface  =:  (l)  X  (2)  =  ^  - 1)  =x- 
La  surface  est  la  moilié  du  carré  du  rayon. 

rtm  P^léme.  Les  cordes  AD,  GH  sont  de  part  et  d'autre  du  centre, 
SoieDi  ÂO  et  GH=:r  (  Og.  1091)- 

-    -  (3) 


El 


U  surface  =  (3) X (2)    ^{^S  +  \ )^  -  ^  ^ +  ^ T  + 

ITW,  noMfimr  GH  OU  T  est  la  petite  base;  tes  diagonales  égalent  AD  ; 
exprimer  Vaire  du  trapèze  (Ûg.  1091  ). 
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On  oblîent  la  moitié  de  Hicjcagone  régulier. 

3 


MO  +  Gl  =  -|r,  Oi^-jv'î 


Aire  =  -T-  V* 


.  —  I. 


1730.  Problème.  Deux  circonférences  sont  tangentes  extérieurement; 

on  mène  les  deux  tangenia 


communes  extérieures; 
primer  la  surface  du  trapèse 
formé  par  ces  deux  taatgemim 
et  les  cordes  de  contact,  en 
fonction  des  rayons  des  cer- 
cles donnés. 

Menons  la  tasgeote  ïmU- 

rieure  GOL  et  la  perj 
laire  GH. 

GF=rr,0=GE 


Kg.  1092. 


Donc  G  est  le  poîot  mi- 

Heu  de  EF. 

Or  Taire  du  trapèzo  peut  8*obleoir  en  multipliant  un  des  côtés  €X>  |wr 
la  perpendiculaire  GH. 
11  suffit  d*exprimer  GH  et  CD  en  fonction  des  rayons  dooaèsr,  a. 

La  tangente  extérieure  égale  la  parallèle  BM. 
Or,  dans  le  triangle  rectangle  BMA , 

AB  =  r  +  s,   AM=:r  — « 
donc    BM*  ou  CD«=  (r+a)*-^(r  — a)»  =  4ra,  CD=:2V« 

Les  triangles  rectangles  BMA,  GHL  sont  semblables,  car  ils  ont  les 
côtés  respectivement  perpendiculaires;  d^ailleurs 

(ÎL  =  CD  =  BM 

(Ml-  _  PM-  GH*'  4r5 


donc 


Ali* 


ou 


4ra 
àrs 


(r  +  s)* 


CD  .  GH  =  ^'''p^ 
r-\-s 

AL  est  bissectrice  de  Tangle  CLO,  EL  de  DLO;  dooe  Tangle 
ALB  est  droit;  donc 

LO   ou   V»CD  =  v'AO  .  UB  ;   GD  =  2vrs 
ainsi  qa^oo  Ta  troinré  par  an  antre  procédé. 

1731.  FroblèM.  Calculer  les  bases  et  la  hautaur  du  trmpèsa proposé 

dans  la  question  précédente. 
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Les  Uiaiiglcb  APC,  AMB  sont  semblables  (Gg.  10i>i>;  donc 

»  raème  00=  ;'^''^  (2) 


AP      AM      AP  _  r  — s      ad—      — «) 


PO  =  AtJ  — AP  +  BQ 

^'  4-  2r.s  4-  S*-*  —     +  r«  4-     —  s' 
oac         PQ  =  —  i    -'  -  =  — i —  ioi 

La  demi-somme  des  bases,  ou  CP  +  DQ,  donne 

 -  —:==^^rs  (b) 

L*aize  da  trapèze  ou  (GP+  DQ)PQ  égale  doue  (5)  X  (6). 

trapèze  =  2>/r5  .         -  r-^-. 
£t  Ton  obtient  aiosi  Taire  du  trapèze  par  un  second  procédé* 

1732.  Problème.  Trouver  l'aire  du  trapèze  GLGF«  et  l'aire  du  trapèze 
LDËG  (fig.  1092). 

PO=r  — AP  =  L-i^  -  '    ==  ^  t      d ailleurs,  on  pourrait 

[)o?er  immédiatement  ce  résultat,  car,  à  cause  de  GL^LD,  on  a  aussi 

UL  =:::  '/jCD  ;    of    >;sCD  =  v^rs 
donc  (CP+OL)PO=(  ?î:>^+V^fir  )x/4^* 

trapèze  CLGF  =  -  -     _^  ^^.^    ;   LDEG  =  -  -  _^ 
donc  CDEF  =  -®^i^ 

Exercice  628.  —  II. 

1733.  Problème.  Deux  circonféreners  .^c  coupent  orthogonalement ; 
Quelle  est  la  surface  du  trapèze  formé  par  les  lauyentea  exténeures  et 
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leurs  cordes  de  contacta  Exprimer  Vaire  en  fonction  des  rayons  r,  s  du 

cercles  donnés. 

L^angle  ANB  est  droit;  donc  ia  dUlance  des  centras  AB  est  connue, 
représentons -la  par  d,  on  aura 


I 


Employons  le  second  procédé  (indiqué  à  la  fin  du  i731);  caleulo» 
CP,  DQ  ei  PQ. 

Dans  les  formules  obtenues  (1)»  (S),  (3)  et  (4),  il  suffit  de  remplacer  la 
distance  des  centres  r-f  ^  pard  ou  par  sa  Taleur  ^Ji^-fV. 


(V) 
(3') 


CP  = 


d 


r(r  —  s) 


(V) 


BQ  = 


d 

s(r  —  t) 


PQi=AB  — AP  +  BQ 


or 


AB  =  ^  ou 


ïL±É. 
d 


PQ  = 


r'  +  ^ — **-|-«  +  r» 

^   d  


2n 


l5l 


£sercioe  628. 

1734.  Problème.  On  donne  les  rayons  r,  S  <ie  detw  circonférences  eiif 
Heures,  ainsi  que  la  dlslutice  d  de  leurs  centres;  en  fonction  de  ces 
néeSf  exprimer  Vaire  du  trapèze  formé  par  les  deux  tangentes 
Heures  et  les  cordes  des  points  de  contact. 

Menons  BM  parallèle  à  CD  ;  BM'  =    ^  (r  —  s)<  = 
Ainsi  les  trois  cétés  du  triangle  rectangle  ÂBM  sont  connus* 
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On  a  eocore 
CP 


MB  r.MB 
1  d 


Fig.  Iûii4. 


iûDC 


(i) 


AP 
r 


AM 


r(r  —  s) 


,  BQ 


s{r  —  g) 


AP  =  g  ,   «V—  3 


.     fii  — r<  ,  rs  — s*         —  r*  —  s' +  2r« 
PQ==d-    -^^_+  ~^     =  3  


»)'] 


il,,  (2;  ou  CDEF  =  -  -   •       =-  -3,- 

Autre  démonstration.  Mêmes  iodica lions  que  ci- dessus  et  en  OUire, 
80ilCP  =  a,    Dr}  =  6. 

U  similitude  donne  :       = =  y  = 

d  ou  -7:r:n.Tï  —  ^ 


enfla 


(r  +  $)l 
S  =  (a  +  6)/i  =  -^^+'^^ 


I.  Les  problèmes  précédents  ne  sont  que  des  cas  particuliers 

de  celui-ci. 

Pour  retrouver  le  n«  1730,  il  suffit  de  poser  d  =  r+»  etdesim- 

pliûer. 

Exercice  630.  —  I. 


t73iî.  Problème.  Trouver  les  diagonales  d'un  quadrilatère  inscripiihle, 
connaiâsant  les  quatre  côtés. 
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8co[ie-  \'()ici  une  formule  applirablc  à  un  polygone  régulier  quel:ûa|| 
et  qui  exprime  la  surface  en  fonction  du  rayon  : 

S  =  VV**  •  sin  % 

C'est-à-dire  que  l'aire  d*un  polygone  régulier  quelconque  êgalf^ 
cai'ré  du  rayon  multiplié  par  la  moitié  du  nombre  des  côtés,  |NR>| 
le  sinu$  de  l'angle  au  centre. 

Appliquée  aux  polygones  Fégulîers  dont  il  a  été  question  cUùkss 
cette  formule  conduit  immédietement  aux  résultais  déjà  trouvés. 

On  peut  remployer  pour  d^autres  polygones  et  former  ie  tableau  ■ 
Tant  : 


Nombr*  ilt>s  o&tva. 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
10 
11 


Aira  du  pnly^iMi«. 

2,000  0  r« 
2,3776  r« 
8,5981  r' 
2,7364  r« 
2,8284  r» 
2.8925  r« 
2,9349  r« 
2.9735  r« 


Ifoabre  Am  dttém.     Ain  da  poTjfva^ 


3,000  Or^ 

13 

3,020 6r* 

14 

3,037  2r» 

15 

3,050  4r* 

16 

3,061  5r» 

17 

3,l)Tit  t>r» 

18 

3,078  Ir* 

19 

3,0i^6r* 

20 

3,090  Ir* 

EzerpioQ  €32.  ^  II. 

174i>.  ProUéme.  Calculer  la  surface  de  l  octogone  vtoilé*.  I 

Soit  r  le  rayon  du  cercle,  le  culé  i 
Toctogone  éloilé  où  AD  est  donné  par  . 

AB=fV2+W  • 

(G.,  733- 

I 

La  surface  se  compose  de  huit  Iriaor^ 
égaux  au  triangle  AOB;  mais  ces  itïauS'é 
ont  des  parties  comrauncs;  par  suitf,  fc* 
iopTono  int/TÏPur,  dont  MN  est  le  cô'é, €^ 
pri>  trois  fois;  en  eiï**t  1*^  huiUème,  MO^t 
se  irouvo  dans  les  trois  Irianglei 
AUH  et  FOG. 

Donc  la  surface  de  l'or logone  étoile 
tient  en  niullipliant  le  dcmi-pôrinièlre  ou  4AR  par  rapolhèmr»  01,  fl 
retranchant  du  résultat  deux  fois  Toctogone  convexe  dont  01  est 
thème  et  MiN  le  côté. 


01»=  ^^-^y+^'î) 


ou 


) 


*  Lm  polygones  ëtoilé^  ont  été  étUiltét  «Il  prai 

nier  Itoo  par  EArtn»  «s  ISI». 

Két'LBn  (Uu\-inyo  =?urtntit  oonnu  comme  aatronome  et  par  îc-s  fr£>it|jii 
pori«at  ton  nom  ;  n<htuiuoiiu  11  a  traité  dtfemt  qoet.ioDc  géamétrlqueft. 
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e  demi- périmètre  mulLiplié  par  01  doooe 

4r\/2  +      X  "5  V  ii  —  v2  =  2r*v4^  li  ^  2r-v2  (2) 

I  faut  calculer  la  surface  de  ToclogODe  convexe  intérieur. 

la  admcUaiit  que  OM  soit  connu,  on  a  : 

MN  =  0MV2  —         (0.,  no  733.) 

xMr^                4MQ*  -  M0*(2     v2 )  _  M0«(2  +  s 2  ) 
Oi*  =  MO' — ^T'"  4  — 

D'ailleurs  MP  =  OM- 01«=  ^^^-^^^ 
En  réduisant  et  simplifiant,  en  trouve  : 

W-^J^-}^1,  MN«=^^^-';®-  (3) 


4  +  2v2    '  4  +  2v'2 

On  sait  d*ailteurs  que  la  surface  de  I^octogone  régulier  en  fonction  du 
yiè  MN  est  donnée  par  la  formule 

MiV(2  +  2v5")     (no  1739) 

Donc  le  double  de  Toctogone  intérieur  égale 

4H(3-2v2)(2  +  2v2)  _  4r«(-  24-jv2  )  _  8r«(-  4  +  n/2  ) 

2  4-v2  2  +  v'2  2  +  ^2 

_     8rH- 1  +  V'2  )  _  4rH3  -  >/2  ) 
L'octogone  étoiié  égale  2r'-v2  — —  2  ^y'2       —  2+v^ 


fxercioe  632.  —  III» 

1740.  Problème.  Étant  donné  le  rayon  OX  ou  r  d*un  cercle,  et  le  cùlé 
ot<  a  d'un  polygone  régulier  de  n» côtés, 
'^primer  l'aire  de  ce  polygone,  puis  l'aire 
iu  polygone  régulier  imerit  de  2n  côtés. 

On  calcule  l'apothème  01  ou  s  par  le 
Lriaugle  rectangle  OAI  : 

Taire  du  triangle  AOC  est  ^^as,  et  Taire  i-'ig.  109». 

polygone  est 

S'il  s'agit  d*un  hexagone  régulier,  on  a  : 

L'aire  de  Thexagone  régulier  sera  dOttç  Vx^'V^  ou  r-i2,5981) 
taûl7<i4). 
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2»  Pour  calcolcr  le  côté  a'  da  polygone  relier  de  Su  cAlés«  et 
la  formule  eooiiue,  (G.»  n<>  2^.) 

Si  le  poljgooe  iNimUir  est  uo  hexagone  rêgoKer,  on  a  :  a=n  fi 

L'apothème  h  et  trouve  par  la  relation 

/i*=r:r3-(7.a')«  =  r»-Vy-;    d'où   A=vr^  — V* 
L'ail  e  4u  pol^'gooe  régulier  ile  2ii  Més  est  donc  : 

V,.^aV*^-^' on  naVf*  —  V*»'* 

Si  le  polygone  lirmiiiif  est  un  hexagone  régulier,  on  a  pour  le  doô^  ■ 
gone  régulier  : 

ou  6rVi2  — v3MVi+\<V^)  ,  ou  6rVV7»  ûu  6*-=*.  Vi»  oueaûûor 

Ewdfle  681.  —  IV. 

1747.  Problème.  Exprimer  le  aUé,  le  périmètre  et  la  surface  d€  Ihat 
gone  régulier  marrtf  à  un  cercle  dont  ie  rayon  est  r;  puis  le  M 
périmètre  et  la  surface  de  Vhexagime  régulier  cireomeerii  au 
cercle. 

L'hexagone  rérjnlier  inscrit  a  pour  cùlé  )\  pour  périmètre  6r,  dp 
apothème  s^r*  —  \  r-  ou  yj^,\r'  .  soit  y^r^à  ou  r  ^0,86602). 

LVireest  dr.V,r^'3~,  aoit  ^Ar>v3  ou  r>  1 2,096 08 )« 

L'hexagone  régulier  circonscrit  a  pour  apothème  le  rayoo  rdti  cerrif 
Les  deux  hexa^^ooes  étant  semblables  (G.,  237) ,  le  rappoK  des  dins 
aions  homologues  est  égal  à  eelui  des  apoibèmes,  et  le  rapport  desain 
est  égal  au  carré  du  rapport  des  apothèmes.  On  a  donc  : 

r  2 

Le  rapport  des  apothèmes   ou 

Vt»"v3  ^"3 

2  ^ 

Côté  de  l'hexagone  circonscrit.   .   .    .     r--;^  ou 


Périmèire  ôr ,  oq 


2  ISr 


Aire.  .    .    .    — — V  v^~/  — '  ^ 

Scolie.  L'hexagone  régulier  circonscrit  égale  les  Va  de  Thexagone réf^ 
lier  inscrit,  et  par  conséquent  rinscrit  est  les  V«  <Hi  circoaserit 


174S.  Finmme  ée  Gréftfry.  Étant  dmm^  les  aires  si  et  A  de  J^' 
polygones  réguliers  semblc^^,  l'un  inscrit  et  Poutre  drconserU  i  ^ 
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Ètne  «miffi  eg^^rimer  les  «ttvt  h'  ei  A'  dm  émtx  poiygmm  réffmliers 
serti  et  circonscrit  d'un  nombre 
iubte  de  eôffy. 


1^  Les  polygones  proposes  sont 
tre  eux  comiue  les  trinr)Lrlt'ï^  nAII 
<)AK;  ces  Irianîrles,  ayant  môme 
luleur  AH,  sont  entre  eux  coaimc 
UTB  bases  OH  et  OE,  rt  cps  lignes 
>nl  entre  elles  comme  oA  et  (»C,  à 
luse  des  parallèles  AH  et  CE:  or 
'.s  lignes  C»A  et  ()C  sont  enire  elles 
imoie  les  triangles  (  >AE  et  (  >CE  ,  qui 
il  même  hauteur  à  pariir  du  som- 
lel  £  ;  OD  a  doue  : 

a       OAH  OH 
"F""  OaE  ~"  UÉ'"" 


— 3 

1/ 

0 

OA 
OC' 


OAE 
OCE 


A 


De  Tégalilé  des  rapports  extrêmes,  on  tire  : 

Ainsi  VcÀre  a'  du  nouveau  polygone  inscrit  est  une  moyenne  géomé- 
riqm  mÊhre  les  dosas  polygosm  donnés, 

"1^  En  reprenant  le  premier  et  le  quatrième  rapport  de  la  suite  précé- 
Me,  on  m:  -jr—  ^  - 

Or  dans  roctogone  drconscrit,  comme  dans  tout  polygMa  régulier, 
es  apothèmes  et  les  rayons  font,  autour  du  centre,  des  angles  égaux. 

OË  EF 

iiosi  la  droite  OF  est  bissectrice  de  T^gle  EOC,  et  Ton  a  :  -jj^  =  • 

^s  dernières  lignes  sont  entre  elles  comme  les  triangles  EOF  et  FOC , 

fui  ont  même  hauteur  OE.  En  prenant  les  rappotts  extrêmes  dont  il 

.  EOF 
f^ieut  d  èlre  question,  oii  a  :  '^^'^^  • 

Augmentons  les  dènomînaleuTS  de  leurs  numérateurs,  et  doublons 

iûsuite  les  numérateurs,  iJ  vient  :   ^^^^  =  . 

Ces  derniers  triangles  sont  entre  eux  comme  les  polygones  A'  et  A, 
font  ils  sont  le  Vs*  ^  l^on  a  enfin  : 

2a        A'         ,  2oA 
a  +  o' 


=:-^;  d'Où  A'  = 


Eemarque*.  \^  Pour  Pappliralion  numérique  des  formules  obtenues,  on 
peutrecoarîr  A  Tezercice  642.  —  VI  (o»  1773«  o.) 

^  Ces  formules  peuvent  servir  à  la  délarmînalîon  de  «• 

t7»9.  iTofe.  Les  méthodes  él(^menlaires  pour  c«ilcul«'r  le  nombre  t>  sont  su 
tiomt)re  de  quatre  :  deux  sont  fondées  sur  la  formula»  C  -  2r.  H,  qui  donne  la 
l«^"gueur  de  la  ciroonfér»Bce  ;  et  deux  sur  la  formule  b=:icU*,  qui  donne  lairo 

du  cercle. 

La  première  mëihode,  due  à  An<:HiMLUE,  consiste  à  chercher  la  longueur  de 
1*  circoufercncc  oysal  1  pour  diamètre,  en  la  regardant  comme  limite  commune 
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dfs  périmèlTM  des  polygones  réguliers  insorils  et  eirconserîts  dont 
indéAoiment  les  côtés 

La  seconde  méthode  «  iotroduiU  |wr  Jacqubb  Gki'gort,  consisle  à  cbeitL' 
la  ourfare  du  cercle  ayant  !  paur  rayon,  en  regardant  ce  cercle  comine  b  litiu 
commune  dos  polvironcs  rt^p'u liera  ioscrils  et  circonscrits  dont  oo  deobie  ia^ 
riniment  le  nombre  des  côlés. 

La  troisième  méthode,  dite  des  isopérituètres,  attribuée  à  Schwab,  mais  «il 
à  Uescahtes,  consiste  à  chercher  le  rayon  d'une  circonfért^Dce  de  loogud 
conoiM  comme  Umîle  cosBOiune  des  rayons  et  des  apothèmes  d*aa  péiiaèir 
régulier  de  loognear  eonstaote,  dont  on  double  indéSoimeut  le  nombre  é 
côtés. 

La  quatrième  méthode^  due  à  Legendhb  (livre  IV,  prop.  XVI),  eoMiria 
cher  her  le  rayon  d*un  cercle  de  nurrace  connue  comine  limite  commoce  de 
rayons  et  des  apothèmes  d*un  polyeone  régulier  de  surface  ronstaote  dont  o> 
double  indéfiniment  le  nombre  de  côtés.  (N.  A.,  18'i4,  page  582;  ofAû  à 
M.  Armand  Farct,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique.) 

Grégohy  (1638-1675),  géomètre  anglais,  auquel  on  doit  le  télescope  qui  port 
son  nom. 


£xer«ioe  634. 


I7IM>.  PtMèmê,  Étant  donné  ^apothème  a  et  te  rayon  r  d'ttnpel^fm 

régulier  quelcanque,  exprimer  rapetMmt 
a'  et  le  rayon  r'  du  polygone  régulkr 
équivalent,  qui  a  un  nombre  double  de  tHà» 

Si  rt  et  r  sont  r;)piitlit}nie  et  le  rayon  d'ui 
polygone  considéré,  AB  est  le  denii-côléd* 
ce  polygone,  et  ÛAB  est  le  demi-tnaog^ 
central.  ' 

F^oiir  que  ce  polygone  soit  transformt  -t^ 
un  polygone  régulier  équivalent,  et  dm 
nombre  double  de  côtes,  il  faut  que  It. 
triangle  AOB  soit  remplacé  par  un  triaride 
isocèle  équivalent  COE,  ajraot  même  aogl* 
en  0.  I 
Ces  deux  triangles,  ayant  même  angle  (  ),  sont  entre  eux  comme  le^  prc- 
duits  des  côtés  qui  comprennent  l'angle  égal;  et,  puisque  les  triangki 
sont  équivalents,  les  produits  des  cùlés  qui  compreQoeDt  TaDgleUdOoti 
égaux ,  et  Ton  a  :  ' 

OG.OE  =  OA.OB  I 


Fig.l10L 


ou 


r^*=ar;    d'où    r'  =  ^ar 


Ainsi  le  nouveau  rayon  eet  une  moyenne  géométrique  entre  rapothim» 
et  le  rayon  du  polygone  précédent. 

•  I7ttl.  Pour  trouver  Texpression  du  nouvel  apothème  a',  rcmar^uoi 
que  les  triangles  roclangles  semblables  UDG  et  UAL  doooeut  : 


OD 
OG 


OA 
~0L 


a  a 


d'où  o'  = 


m» 
UT 
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Il  s'agit  (l'exprimer  OL  en  fonction  de  a  et  de  r.  Le  triangle  rectangle 

OAL  donne  : 


OL«:=;OA*+AL«  =  a«  +  AL«;  d'où  0L  =  V5^Ât<^  (2) 

AL  est  une  partie  de  AB;  la  biàseclrice  OL  duniie  : 

■EF  =  T'  ie^alr         AL  =  AB,  -«.^  (3) 

Cherchons  AB;  on  a  : 

AB*  =  r*  — a*=(r  +  a)  (r  — a);    d'où    AH  =  ,Jr  +  ayjr  —  a 
Uemontons  aux  relations  précédentes  (3),  (i),  (1)^  il  vient  : 




Ainsi  r^=:y]âr  et  ^'^^^^^ 


Et  enfin  a'=^ar' ;  ay^^^  =r'y/'''t** 


aemarqu«.  L'application  liuuiéiiquo  des  formules  obtenues  se  trouve 
à  l'eiercice  642.  —  VII  (n^  1773,  d.) 


Surlaces  à  périmètre  curviligne. 

Exercice  635, 

i7i>2.  Problème.  ExpHmer,  en  fonction  du  rayon,  la  surface  du  seg- 
ment qui  a  pour  corde  le  côté  des  poly* 
gones  réguliers  inscrits  suivants  : 

Hexagone;  2<>  triangle;  3®  dodéca- 
gone. 

Soit         AB  =  BG  =  GD 

puis  CE  =  ED 

AB  est  la  corde  de  rhcxagonc.  AC 
celle  du  triangle  *  et  DE  celle  du  dodé- 
cagooe* 


1° 


Secteur  AOB  = 


donc 

20 


triangle  AuB  =  ^^3    (G.,  n^  316,  I) 
segment  AGB  =  — J.^3c=r«.  ^^-^J^?- 


secteur  AOCB=sâAOBG= 


(a) 


32 
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EXBBCICSS  Oa  oâOHÊTRlB 


1 


Le  tnauglo  AUG  est  équivalcut  à  AuB  ;=        ;  donc 
segment  AIJC  =  -g  =  r*  '  42 


tecleur  ODFE  = 


42 


Le  triangle  DDE  a  pour  mesure  ViOË .  DU 


ou 
dooe 


triangle  0OE  === 


segment  DFE  =  ^  ~         r* . 


3r«  4   -  -  3 

12 


i76'd.  Problème.  Exprimer,  en  fonction  du  rayon,  le  sey^ncnt  dont  la 

corde  c>/ule  :  le  côté  du  carre  imcrii: 
2°  celui  de  l'octoyom  régulier. 


secteur  AOBD  = 


T,r^ 


4 


2r« 


triaogle  AUB=  -^  ou 


donc 

segment  ADB  =  ^  —  ^  =  ^(ic  -  2^  1^» 
AD=:DB 

Sans  rccoui  ir  à  la  formule  gùiiérak'  qni  donne  le  côlé  BD  du  polygone 
itjûcrit  <J'un  nombre  double  de  côléa,  conn  n^àaiil  AL>  et  DO,  ou  peut  cal- 
culer BD  à  l'aide  du  triangle  rectangle  DUo. 


rig.  1103. 

2o  Soit 


Oli 


-    2  » 


donc  DU 


donc 


On  pourrait  ensuite  calculer  Tapothème  OF  ;  maie  il  est  plus  siaiple 
de  prendre  pour  aire  du  triangle  AOD,  le  produit 

DO.  AH 


2 


ou 


secteur  AODE  ~ 


"8r 


segment  AED  =  -2^-.-Ç->/2  =r«.  ""-^y/^ 


171(4.  VffoUéMM.  Exprimer^  en  fonction  du  rayon ,  le  segment  dont 
la  corde  est  le  côté  :  h  du  décagone  régulier  inscrit;  ^  du  pentagons 
régulier  inscrit. 


l'»  Décagone.  Le  secUur  ABCO  =  ^. 
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Le  Irioncrle  AOC  à  sousiraire  a  pour  base  le  rayon  AO,  el  pour  hauteur 
la  aïoiiiô  AH  du  côlé  du  peutagone;  or  ce  côté  égale 


Flg.  110*. 


donc 


AO.AH 


segment  ABO  =  ^  — -g-YlO-  2^ô  =-5j-(4ic-^VlO  — 2^5  ) 


2<*  Pentagone* 


Secteur  AODC=: 


itf* 


triangle  AOD  =  AH.HO 

11  fttut  donc  calculer  Tapotlièiiie. 

IK j«     r*  -       =  r«         (10  ^2^)  =  ^  (16  ^  iO  +  2v  B^) 

AH  .  HO  =  ^  V/IO  -  2^5  X        +  2^6  =  -g  ^10  +  2v5 

^e^iiiciit   ACD  =  -'j^-  -     V^IO  +  2vf  ' =      (Sti  -  Î^IO  +  2v5  )  (y 


1785.  Pi^oblème*  iiirtf  liu  segment  circulaire  à  deux  bases,  limité  par 
un  côté  de  l'hexagone  inscrit  et  par  un  côté  du  triangle  équiîatéral 
scrit. 

c 

l.c  seguient  a  deux  bases,  ABDE  est  la  ditlcreuce 
de  deux  segmenls  à  une  base. 


ABCE  =  r«      ,0"^''     (no  1752,  h), 

'2.7*  —  3  V  ^ 


BGD  =  H 


42 


(no  1762,  o). 


1100. 
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Pour  avoir  AFHE,  du  cercle  entier,  il  laul  relrancher  AGE  cl  1  Gii. 

Ariii.—  — r      -jg-'  r-  — •  2 

AFHE  =  r«. 


Heaumiue.  li  est  (acile  (le  proposer  des  questions  analogues. 

iUercioe  6M.  —  1. 

ilôii»  Prol>lème.  Quelle  cf>t  la  surface  du  cwde  nnytrit  dans  un  sccft'ur 

circulaire  dont  Vanyle  au  centre  égale  6U  de- 

Pour  in84;rire  un  cercle  dnns  un  secteur  cireii- 
laire,  on  mène  une  tangente  DDE  par  le  poiol 
B,  milieu  de  Tare  ABC,  ei  Von  mène  lesbissee- 
iricetf  ÛM,£M,OM. 

Pour  le  secteur  de  60  degrés,  le  triangle  est 
équilaléral,  les  bissectrices  soat  hattlemv  el 
médianes. 


Donc 


d'Où 


cercle  inscrit  = 


1787,  FroUéme.  Quelle  est  la  surface  du  cercle  inscrit  dans  un  seelewr 

de  90  degrés? 

DE=:ÎOB=:2r;  OD=:OE  =  r>/? 

Ur  lu  cercle  inscrit  a  pour  diaoïètre  la 
somme  des  cotés  de  Tangle  droit,  diminuée 
de  riiypolènuse, 

ou  2r^2'— SSr 

d'où  BM=i=r(V2— i) 

cercle=:  r^V^"-  i)*  =  r»(3  -  2^2") 


17^8.  Problène.  QmIU  est  la  surface  du  cercle  inscrit  dans  un  secteur 
de  120  degrés  f 


D 


T/angle  LMN  de?  rayons  de  corUa  t  égale  GO  degrés;  donc  MO  est  le 
côté  d  uo  triangle  ôquilatéral  dont  MN  est  la  hauteur. 
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d^où 


UVRB  IT 

M0  =  -^   (G.,  û«  316,  i.) 

OB  ou  r^m+^=.m.^? 

cercle  M=.r».--|^,g.  ^.^^^^^^^ 
cercle  M  =  a3rr«(r-4vS^) 
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17ISU.  Problème*.  Pour  construire  l'ovale  au  tiers  point,  on  ditnie  kA! 

ou  2a  €)i  ti'ois  parties  égales;  C  est  le  centre 
de  Varc  ET;  H'  est  celui  de  EE'.  Quelle  est  la 
surface  de  l'ovale  en  fonction  de  a? 

La  surface  se  compose  de  deux  secleurs  de 
60^  ayant  DF  pour  rayon,  et  de  deux  secteurs 
de  120°  ayant  CF  pour  rayon;  le  tout  diminué 
de  deux  triangles  équilatéraul  ayant  CD  =  CF 
f>our  côté. 

S  =  -j-7;DF«  +  y  %0k  '  -  CDG'D'  (1) 


Or 


Mats 

donc 


DF  =  2cl  =  -ja;  CF  =  d  =  ^a 

.  Le  périmètre  de  i'ovale  est  donné  par 

-g-icDF  +  -|icCF  =  y  icd  =  -^ita 


(2) 


(3; 


1760.  Problème.  Quettion  analogue;  le  triangle  CDC  e$t  encore  iquif 
latéral,  maifl  c       jNnnf  la  moitié  de  d. 
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La  formule  ^l)  est  encore  vruie,  elle  devient  : 


1 


<4 


Fig.  1110. 

rayon  DF = 2c  +  d ,  car  le  o6t6  du  triangle  équUatéral 

ExerdM  6S8.  —  I. 


=2c. 


1701.  Piroblénie.  QwlU  e$t  la  $urface  dê  VovaU  obtemie  «n  dimêani 

AA!  ou  2a  en  quatre  par iie$  égaleef 

La  surface  se  compose  de  deux  quarts  de 
cercles  ayant  DF  pour  rayon,  plus  de  deui 
quarts  de  cercle  ayant  AC  pour  rayon,  moins 
le  carré  CDC'D'; 


Soil 


a 


CO  =  GA  =  d  =  -y 


ou 


CDzndVT;   DF=d  +  dj2=d(l  +  vï> 
S=V,^DF«+'/,-GF»-DC*  (1; 
S  =  V,7rd»(i  +  ^2    +  y^itd'  -  2rf2 
S  =  V,<4d«  +  2d^/2  )  -  2d«  =:  d«  [it(2  +  ^2")  -  2]  (2) 

Remarque.  Le  périmètre  de  l^OTaie  est  donné 
-par 

«DF  +  wCF 

p  =  7rr/(l  +  v2  )  +  ûd  =  7:d(2  + 

1762.  Problème.  Question  atialo(fuc;  la  figut^e 
CDC'D'  est  encore  un  carré,  mais  c  n'égale 
pas  d. 

La  formule  (1  )  devient  : 

S  =  yf:{csl^  +  d)*  +  V,7:d»  -  2f«  (4) 

Bxerotoe  638.  —  H. 

1763.  PrdUèiiie.  Qtielle  est  la  surface  de  Vanse  de  panier  formé  par 
trois  ares  de  60»? 


Fig.  1112. 
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On  t  onnaîl  la  corde   AA'=:2a   et  la  flèche  OB «s 6, 

Rappelons  la  construction  de  la  courbe.  (G.,     1004.)  On  déorlt  QPe 

elonii  -  circonférence  ADA';  on  inscrit  un  deraU 
hexoi^'one  régulier  ANN'A',  et  i  un  joint  D  à  N 
et  N'. 

Par  le  point  B,  on  mène  HM  parallèle  à  ON  et 
MCE  parallèle  à  NO,  etc.  Les  triangles  AMC , 
MEM',  A'M'C  sont  équilatéraux.  Les  points  G, 
E,  C  sont  les  centres  respectifs  des  arcs  AM, 
BM'  et  M'A . 

I.a  surface  se  compoBe  de  trois  secleurs  de  00«», 
moins  le  triangle  équilatér.Ml  CEC.  Tout  revient 
divine  à  calculer  les  rayons  A(.  et  EM  on  fonction  des  données  a  et  6. 

Supposons  que  AN  soit  prolongé  jusqu'à  la  rencontre  de  OBD,  soit  L 
le  point  de  concours;  oo  a 

OA  a 


donc 


IL  =  ^OL 


(0.,  ii<»3i6«) 


ou  IL  =  0I=-|^3 

d'où  OL^a^ 
DN  est  la  corde  d*an  arc  de  30^;  donc  DN  est  le  cM  du  dodécagone 

inscrit.   

Par  suite  DN  =^=0^2  —  v'3      1.0.,  n^^  734,  formuh  1.) 

Les  triangles  semblables  LBM,  LDN  donnent  : 

BM_LB    .  .    BM_  2.01-6 


Mais 

donc 
On  a  aussi 


01=:y#;  2.0I  =  a^ 
BM      a>/3  — 6 


DN 


ME 
^0 


a 

ME 
a 


donc 


ay'î  —  a'  >/y 
Pour  déterminer  AC  ou  AM,  on  peut  calculer  OP. 

LP      MP      BM       .    .     LP      a>/3  —  b 


(2) 


Mais 


donc 


L1=0I=-^-^^ 


(3) 


Donc  OP  ou  uL  —  LP  ou  ov/S"  —  LP  peut  être  connu. 
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On  en  déduirait  la  longueur  du  cAté  MC  du  triangle  équilaib^  AIK. 
dODt  OP  est  la  hauteur. 

Le  calcul  est  assez  long,  mais  n'offre  pas  de  daiicuUé. 


1764.  PwMèÊùm.  On  donne  trois  cercles  égaux  tangents  deux  à  deux; 

exprimer  Voire  de  la  surface  ourfriHgoe 
comprise  entre  les  trois  cercles,  en  foneHss 
du  rayon  r  de  ces  cercles, 

La  surface  curvilik'ne  égale  celle  du 
triangle  èquilaléral  AliC  didiinuce  de  trois 
secteurs,  dont  chacun  d'eux  est  le  sixiémt 
du  cercle  correspondant. 

lo  Le  triangle  (èquilaléral,  dont  a  est  la 
baae,  a  pour  surface 


a* 


Fig.  1114.  i      3^^»  Î-) 

La  base  égale  2r;  donc 

Les  trois  secteurs  égaux  correspondent  à  un  demÎHsercle  ou  -j-'* 
donc  DEFsrf*^^-^) 

1768.  Problème.  Quelle  est  la  surface  curviligne  comprise  enh'^qmtrt 
cercles  égaux  tangents  deux  à  deux  et  dont  les  centres  sont  les  sommeU 
d'un  carré? 

Soit  r  le  rayon.  Le  carré = 4r*. 

Il  faut  en  soustraire  quatre  secteurs  de  90*  ou  7rr*;  donc 

aire  curviligne  égale  H(4  —  ii) 

i766,  VtMèmm»  Les  centres  de  qtuttre  cercles  égaux,  tangents  dewt  à 
deux,  sont  les  sommets  d'un  losange  dotit  le  côté  égale  une  des  diago- 
nales; exprimer  la  surface  curviligne  comprise  entre  les^quatre  cerdett 
en  fonction  du  rayon  r. 

Le  losange  est  formé  par  deux  triangles  équilatéraui  dont  le  cùté 
égale  2r. 

a'  - 

En  fonction  du  côté  a,  le  triangle  èquilaléral  égale  ^  y/^  ;  donc 

losange  égale  2rV3 

Il  faut  en  soustraire  deux  secteurs  de  60**  et  deux  de  120^,  soit» 
tout  un  cercle  complet  ou  7:r-j  donc 

surface  curviligne  égale  r*(2V3  —it) 
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1767.  Problème.  Du  point  milieu  de  chaque  côté  d'un  carré,  avec  la 

noitic  de  ce  côté  pour  rayon,  on  décnt  quatre 
lemi- cercles.  Quelle  est  la  surface  des  quatre  feuilles 
iinsî  ohtcnxtes? 


Soit  r  le  rayon,  le  c6té  du  carré  sera  2r. 

La  somme  des  quatre  demi -circonférences  égale  le 
carré  plus  les  quatre  feuilles;  donc  Tespace  curviligne 
demandé  égale 

îw«  — 4r*=2r«(it  — 2) 


Fig.  1115. 


Hemarque.  L^espace  curviligne,  formant  une  croix  de  Malte,  égale  le 
carré  diminué  des  quatre  feuilles 

Soit  4r«  —  (27cr«  —  4r«)   ou   2r«(4  — 


1708.  Problème.  Un  trianf/lc  reclani/le  isocèle  MAN  et  un  triangle 

àiuilateral  MI3N  ont  mr)ne  base,  et  le  sommet 
A  de  l'anyle  droit  est  sur  la  hauteur  OB  du 
triangle  équilatv rai.  Du  point  A,  cojnme  centre, 
ovec  A  M  pour  rayon,  et  du  point  B  avec  BM, 
on  décrit  des  circonférences.  Exprimer  les 
^Tois  parties  curvilii/ncs  obtenues  1"  en  fonc- 
tion de  HM,  2'^  en  fonction  de  AM. 

Il  suffit  d'évaluer  directement  les  segments 
MCN,  MDN. 

Or,  en  fonction  du  rayon  b,  le  segment  MCN 
qui  correspond  à  Qû^  est  donné  par 


ng.  me. 


Calculons  a; 


-^(27i-3>/î)  (1)   (no  1762,  a). 


Or  le  segment  MDN  qui  correspond  à  un  angle  droit  esl  donné  par 

6« 


(t:  —  2)   ou  —  2) 

doDc  la  (wittla  HCND  =  (2)-^(i). 

MCND  = (t:  -  2)  -  ^  (2ie  -  3v/3r) 


(4) 


MCND         [-  ,1  +  6(- 1  +  v3^)] 


(3) 


ou 


6» 


MCND  =  ^       -  9,1416) 


23* 
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En  fonction  de  a,  le  moltipUeateur  derient 

2«  La  partie  MCNF,  commune  aux  deux  cercles,  égale  ra^  —  (3). 
3®  La  lunule  MËNF  égale  la  différence  dea  cerclea  plus  (3). 

Eierdoe  §41. 

1769.  ProUém».  Chaque  sommet  d*un  iriamjle  équilntéral  étant  fpr 

pour  centre  et  le  côté  étant  le  rayon,  al  Ta 
décrit  trois  arcs,  on  obtient  un  triangle  équ^i 
téral  curoiHgne  dont  on  demande  d'ejpprm 
l'aire  en  fonction  du  côté  r  du  triangle  équUe 
téral. 

1°  La  surface  curFiligne  ABC  est  composa 
d'un  triangle  équilaléral  augniMtéedi 
Fig  1117  aegmenta  de  60»  (n^  1782). 

.Donc   ABC  =  -J-  v3  +  ^'  •  =  ^(27c -  3>/3  +  ^3) 


a- 


ABG==-y(îï-v'3) 

2*>  On  peut  considérer  la  surf.ice  curviligne  comme  composée  de  Iroiï 
secteurs  de  GOo  moins  deux  fois  le  triangle  équilaléral,  ou  d'un  dtœ 
cercle  moins  deux  fois  le  triangle, 

1770.. Problème.  Surface  de  Vétoile  cuvriliijne  triaugulaii"^, 

AG'BA'CB'A   (flg.  1117) 

Cette  surface  égale  trois  fois  le  bi-segment  ABA'G,  moins  deux  fois  k 
triangle  curviligne  ABC. 

Mais  le  bi-segment  ABA'G  égale  deux  fois  le  segment  qui  correspond  ta 
triangle  équilatéral  ;  donc  les  trois  bi-segmenta  égalent  six  segments  de 
120»;  ainsi  la  surface  demandée  égale  (n<>  1752,  b)  : 


-y  (4ir 3^/3  )  -  ^    -     )  =  4     -  ^> 


Exercice  642.  —  I. 

ProUènM.  De  cliaquê  sommet  d'un  carré  comme  centre,  ateeU 
(.       côté  r  pour  rayon,  on  décrit  un  quart  de  cptk. 
Quelle  est  la  surface  de  l'espace  quadrançuUàrf 
'  '  curviligne  EFGH  compris  entre  les  quatre  ara  « 
coupant  deux  à  deux? 

On  sait  que,  par  la  conslruclion  effectuée, 
DGFB  est  divisé  en  trois  parties  égales  (no9Ui. 
Donc  la  figure  curvili.!<ne  se  compose  d'un  cirré 
Fig.  1118.  ayant  pour  côté  FG  la  corde  du  dodécagone  inscrit, 
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his  pegments  circulaires  teU  que  FOG  a^sinL  pour  corde  le  côté 

u  dodécagone. 

Or  le  côté  du  dodécagone  égale  r  ^2  —  ^    (n<>  1744). 

Carré  =  r*(2-Vî) 

it  —  3                                       ic  3 
Un  segment  FOG  =    .  — ^j—  i  quatre  segment»  égalent  r* .  ~  * 

lone       figure  eurriligne  EFGH  =  -^^^-^  ^^^3+  ^> 

+  3(1  -  v^3  )] 

3  " 

Bemarque.  PooF  eslouler  CGOF,  On  emploierati  AFGH. 

bi-segmentsf* 
(S)  —  (1)  donnerait  le  double  de  Taire  de  GGOF. 


>u 


(i) 


(2) 


Exefdce  643.  — 


1772.  Pfttbièm.  frian^fa  équilaiéral  a  potit*  o^f^  9  mé^rea.  De  cha' 
cun  de$  sommets  comme  eentrCp 
et  acec  1  mètre  de  rayon,  on 
décrit  un  eercle.  On  a  ainsi  trois 
cercles  égaux  et  tangents  deux 
à  deux.  Ilê'agit:  \^  de  construire 
U  cercle  qui  les  enveloppe  et 
celui  qu'ils  enveloppent  tan- 
genttellement;  2<»  d'évaluer  les 
rayons  de  ces  nouveaux  cercles 
et  de  prendre  leur  moyenne 
géométrique;  9*  de  comparer  ce 
rayon  moyen  avec  le  rayon  du 
cercle  inscrit  au  triangle.  (Bac* 
calauréat,  1857.) 

Afin  que  la  soliilion  soit  gé- 
nérale, représentons  le  côté  du 
thani^le  équi latéral  par  a. 

l«  Il  faut  dôlerminer  le  centre 

0  ilu  Uiaui^lc  éqiiilaléral. 


Fif.  iilO, 


OD  et  01  sont  les  rayons  demandé»;  OM  e»t  celui  du  cercle  ioacriU 


2o  On  sait  que 
Puis 
donc 


AM 
AO 

AO 


|V3 

|am 


(G.,  nt»3i6,  I.) 
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01  =  A0-4^  = 


Moyenne  géométrique 


V  [  |C-^V^+  3) .  I  (2V3  -  3)  ]  =  I  vî 

Ainsi  OM^v^OD.Ul 
».  Lorsque  a  =  2,  od  a  : 

AO  =  -g^(2>/î+3>  et  01  =    (2^3 -3) 


1 


1773. 


Par  les  deux  extrémités  d'une  droite  AB  et  d'««  tn^fM<>: 
cdf^  de  cette  droite,  on  lui  élève  deux  perper. 
.<î  diculaires  AC  et  BD  te/Z<>«  gwe  Taire  cîf<  tra- 
pèze ABGD  ait  U)ie  valeur  constante  dasmée^ 
/  I  Du  milieu  E  de  îa  droite  AB,  on  (ihmsse  mne\ 
perpendiculaire  EM  sur  la  droite  CD.  Trxmt^i 
le  lieu  décrit  par  le  point  M  de  cette  per-, 
pendieulaire ,  quand  on  fait  varier  les  loth 
gueurs  des  perpendiculaires  AG  et  BD. 

Même  problème  quand  les  lignes  AC  ei  BD. 
au  Heu  d'être  perpendiculaires  à  AB ,  sont  par  | 
rallèles  à  une  droite  fiœe  donnée.  (CoQCOors' 
géoérai  de  1880  «  classe  de  troisième.) 

Soit  ABDC  le  trapèze  ayaoi  Taire  donnée  i^. 
et  OE  la  base  moyenne  du  trapèxe. 

L*aire  égaie  AB .  OB  ;  donc  OE  =  • 

Donc  le  coté  CD  passe  par  un  point  fixe  0,  facile  à  délermîner. 
Soit  EM  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  milieu  E  de  AB  sur  CD 
Le  lieu  du  point  M  est  la  circonférence  décrite  sur  OE  comme  *ïià- 
mètre. 


^^^^        ■  '■'^^ 

1 

1 

j 

J     \B       •  / 

\  ^ 

A 

Ffg.  lia). 


ie«.  1<>  BAF  est  le  trapèze  limite,  une  des  bases  est  nulle;  ainsi, 
aux  termes  de  Ténoncé,  Tare  GMOH  répond  seul  à  la  question. 

Si  on  prenait  les  baaea  au-dessous  de  AB»  il  y  aurait  un  second  art 
symétrique  du  premier  par  rapport  à  AB. 

2<»  Soit  A'B'  le  cèlé  donné  et  les  bases  A'G,  B'D  menées  dans  la  dim- 
tton  Toulue.  Abaissons  la  perpendiculaire  ABB  sur  les  bases,  on  aura 

AB.OE=:*« 
d'où  = 

et  le  lieu  est  encore  la  circonférence  décrite  sur  OE  comme  diamèire. 
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Questions  diverses* 

Exercice  ô42,  —  IV, 

i773  (a).  Problème.  En  prenant  U  rayon  pour  unité  de  longueur,  cal- 
culer d'abord  l'apothhne  de  Vhexagone  régulier  inecHtf  puis  le  rayon 
et  Vapothème  des  polygonee  réguliers  isopériméiriques  de  12,  24,  48, 
96...  côtés,  et  déduire  de  ces  cateuîs  une  valeur  approchée  de  it. 

Soient  a  et  r  Tapothème  et  le  rayon  de  rhexapone,  a'  et  r  i  iipuUieme 
et  le  riiyon  iuconnus,  les  formules  de  Schivab  (G.,  289)  serviront  de 
base  aux  calculs. 

Voici  les  valeurs  que  le  calcul  fournit,  en  employant  les  tables  de  ioga- 
rilhiDes  à  cinq  décimales  : 


06t4B.  ApochèoM.  li^. 

6  0»866Û25  1,000000 

12  0,933012  0,963930 

24  0,949471  0,957660 

48  0,953565  0,955600 

96  0,954582  0,955090 

192  0,954836  0,954962 

384  0,954899  0,954925 

768  0,954912  0,954925 


Le  rayon  du  cercle  isopérimètre  e>l  compris  ou  Ire  r:ipotlièiue  et  le 
rayon  du  dernier  polygone;  on  peut  prendre  la  moyenne  des  doux  der- 
nières valeurs,  el  dire  que  pour  une  circonférence  de  6  mèlres,  le  rayon 
est  0'»9:j4',)18. 

La  circonférence  égale  2r.r,  et  la  demi-circonfërence  r:r. 

On  a  donc  ic(0,954918)=3;  d'où  ^=  0,9^4918 

On  peut  cooipler  sur  cinq  chiffres ,  et  poser 

3,1416 

ExmSoe  642.  —  V. 

1773  (b).  Froblène.  Appliquer  au  calcul  du  nombre  71  les  formules 

opp   

de  SAim-Ti   P'  =  ^     p  ef  p'  =  ^pP'  ,  en  partant  des  carrés  inscrit  et 

circonscrit  à  14 n  cercle  de  1  mètre  de  rayon  { voir  D**  1458). 

La  méthode  des  périmètres  ^  due  à  ÂRCiimÈOB,  a  conduit  Saurin  aux 
fèrmules  que  nous  allons  employer. 

Le  rayon  étant  1 ,  le  côté  du  carré  inscrit  est  exprimé  par  v2  (G., 
n«274,  3^),  et  le  périmètre  est  4^2*.  Le  célé  du  carré  circonscrit  est  2, 
H  le  périmètre  est  8.  Ainsi,  dans  le  premier  calcul,  on  a 

P=^4v2     et   F  =  8 
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En  fatsaDt  les  calculs  par  logarilhmes  à  cinq  décimales,  on  troorei'» 
résultats  suivants  : 


T. 

p. 

4 

8,000  00 

4v2 

8 

6,1*23 

16 

6,36514 

6,242  86 

SI 

n..^(li  .1b 

fi4 

6/28  U  4 

^2,28257 

li,28343 

6,28300 

VA'l 

6,283  29 

6,28314 

6,28321 

6;28d  14 

La  circonférence  étant  comprise  entre  les  deux  derniers  përtoièlres 
calculés,  on  peut  poser  : 

Circon(crcnce  de  1  mètre  de  rayon.    .    .    .  6'"28318 

En  divisant  par  le  diamètre  2"'O00OO 

On  obtient  le  nombre   3,141 69 

Exercice  M.  —  VI. 
1773  (e).  PrMAtam,  Appliquer  au  calcul  du  nombre  v  le$  fommU* 
de  GnéGOBY,  a'  =  Jâ\    et  A'  =: 

'  a-j-  (f 

ev  parlant  carrés  inscrit  et  circomcrit  à  un  cercle  de  1  nicti'c  di^ 
raifon. 

Lqs  formules  que  non?  venons  de  rappeler,  dVipr^^li'^  xercice  633, 
pernneltent  de  rnlml^T  successivement  les  aires  des  polygones  r^i?nlier; 
inscrits  et  circonscrits  de  8,  16.  32...  cAtéf^.  Or,  à  mesure  que  se  DiuUiîii^ 
le  nombre  des  côtés,  les  polviroiies  tendent  vers  ie  cercle;  et  f»arcons<- 
rjucnt  l'aire  de  ces  polygones  leiid  vers  la  valeur  qui  exprime  1  airf 
du  cercle.  Et  comme  ici  on  suppose    —  1,  reipressiun  rr'  m  réiiuit  à  -. 

Ainsi,  en  calculant  les  aires  des  polygone?  successifs,  on  pourra  afiîr- 
mcr  que  ~  est  une  valeur  int'^rmédiairo  entre  les  nombres  qui  exj>rimenl 
les  aires  des  polygones  iiL-sci  it  et  circuJiscril  d'un  même  nombre  doc"léî; 
et  si  ces  nombies  ont,  sur  la  pfauclie,  des  cliiÛres  communs,  ces  cbiffre* 
apparliemlront  néees'iairement  au  nombre  *ît. 

l.e.s  lormules  trouvées  ci-dessus  sont  analogues  à  celles  que  SAURi^a 
données  pour  le  calcul  des  périnièlrrs  (     14."(8V  Le  calcul  logarilhmiqu»^ 
y  esi  analogue  aussi,  et  il  présente  dans  les  daix  cas  PinconvénieDl 
troji  nombreux  passages  des  nombres  aux  logaritliuies  et  dc^  log«rilbmcs 
aux  nombres. 

On  obvie  à  cet  incofivénient  en  considérant,  non  les  quantités  elles- 
mêmes,  mais  leurs  t'nn'rses  ou  réciproques. 

On  appelle  itonibrcH  inverser  deux  nombres  dont  le  produit  est  1. 

Deux  nombres  inverses  ont  l  |)our  moyenne  géométrique j  connaissant 
l'un  des  deux  noml-r»-^,  on  trouve  facilement  Tautre, 

Soient  A,  B,  G,  U«  quatre  nombres  tels  que  Ton  ait  les  deux  relations 

C=:vÀB    et  D  = 


Digitized  by  Googl 


LIVRI  IV  7(S9 

Appelons  a,  b,  c,  d  les  inverses  des  nombres  considérés,  un  aura  : 

1111 

^=7r'  ^=7'  ^=7 

La  première  relation  devient  : 

r      V  «  *  V 

Les  deux  ezpreBsions  extrômes  ayant  les  numèra leurs  égaux ,  lee  dé* 
ooinioaleura  le  sont  aussi;  et  Ton  a  :  e=^^ab ,  Ainsi,  lorsque  iroU 
nombres  sont  tels  que  Vun  d'eux  est  une  moyenne  géométrique  entre  les 
àeuje  autres,  la  même  relation  existe  entre  les  inverses  de  ces  trois 
nontbres. 

La  seconde  relation  devient  : 

Multiplions  numérateur  et  dénominateur  par  ab,  il  vient  i 

-=-5^^=7.(6+-^) 

Or,  d'après  ta  première  relation,  on  a  :  r-  =  a6;  donc  d  =  */i(^4'^)* 
Ainsi  d  est  tine  moyonne  aritiiniéliijuc  rntre  h  ft  c. 

Les  relations  que  nous  venons  de  siip[)Oscr  entre  les  quatre  nombres 
X,  B,  C  D,  sont  précisément  celles  qui  existent  entre  les  quatre  sym- 
boiea  donnés  a,  A,  a',  M  : 

2aA 
a  +  a' 

l)onc,  si  nouH  cotivenons  de  désigner  par  ces  ijimlre  mûmes  êymboles 
les  iiwerses  des  nonibrcs  jirimiiijs,  nous  poserons  ; 

/      r-T-    -.1    Af     A  +  o' 
a*=zyjaK    et  A'^-  2 

Le  calcul  est  ainsi  ramené  &  des  moyennes  géométriques  et  arilhmé* 
tiquea ,  allernativement. 

11  est  évident  que  les  valeurs  que  Ton  trouvera  pour  p'  et  P'  tendront 
vers  )€  nombre  inverse  de    ou  0,318  3L 

RÉSULTATS  OBTENUS 

Nombres  inverses  des  aires  des  polygones, 

C6t'«.  a.  A. 

4  0,I$ÛOOOO  0,025000 

8  0,mm  0,031775 

16  0,326638  0,314206 

32  0,320365  0,317285 

64  0,318823  0,318054 

128  0,318439  0,318240 

m  0,318  3V2  0,318294 

512  0,3I831t)  0,318304 

1024  0,318308  0.318306 


«'  =  y'aA  A' 
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Nous  (i^'von^  arr<H<T  ];i  c^s  ral<'iits,  car  nous  ne  pouvons  compter <^ 
sur  les  cinq  premiers  chiUret»;  ou  peut  donc  poser  : 

La  valeur  de  it,  doonde  avec  ciuq  chtlfireat  sera  donc  :  3, 1416. 

Exercice  642.  —  VII. 

1773  {d).  Problème.  Appliquer  au  calcul  du  nombre  t:  les  formule*  ik 
Legenore.   

(exeràeê  634,      1760),  en  parlant  âu  carré  qui  a  1  pùur  côté, 
A  mesure  que  grandit  le  nombre  de  cdlés  du  polygone  régulier  de  sa^ 

face  constante,  la  forme  de  ce  polygone  tend  vers  le  cercle;  ainsi  lerajon 

et  l'apothème  tendent  à  se  confondre  en  une  valeur  unique,  qui  est  ceUe 

du  rayon  du  cercle  équivalent  au  polygone. 
Le  carré  de  1  mètre  de  côté  al  mètre  carre  de  surface;  telle  sert  aussi 

la  surface  de  tous  les  polygones  successifs  et  du  cercle  lui-même. 
Et  comme  l'aire  du  cercle  a  pour  formule  itr*,  on  posera  : 

irr*  =  1  ;    d*où      =  i 

Il  faut  donc  calculer  le  rayon  et  rapothèine  des  |>olygones  succeàdifs 
jusqu*à  ce  que  les  décimales  que  Ton  conservera  soient  communes.  Od 
aura  alors,  au  meiuc  degré  d'approxiiuation,  le  rayon  du  cercle  qui  i 

1  u  t  Ire  rarré  do  surface,  et  on  déduira  la  valeur  de 

L'eiiiploi  des  forinnles  de  U^jcnOrc  donne  les  résultais  ^^niv.uits  : 
Le  rayon  du  carré  est  la  moiUc  de  la  diagonale,  et  Tapollième  est  U 

moitié  du  cété  :  r  ==  * /s^-J ,  et  a  =:  7| 

RÉSULTATS  OBTBNUS 


COMt.                              r.  a, 

4  0,707106  0,600000 

8  0,694612  0,549344 

16  0,571 529  0,560543 

32  0,566014  0,563294 

64  0,564650  0,563962 

128  0,564312  0,564150 

256  0,564  2;25  0,564186 

512  0,564206  0,564193 

1024  0,564200  0,564200 


Dans  le  polygone  régulier  de  l(i2'i  e6lé>,  le  rayon  et  Tapothème  ont  la 
môme  expression  numérique  quant  aux  cinq  premiers  chifTres,  les  ?^dî? 
sur  lesquels  nous  puissions  compter  dans  Tusage  des  tables  logariUi' 
miques  à  cinq  déciiuales. 

On  peut  donc  poser  aussi  pour  le  cercle  équivaleat  à  ce  polygone  : 

rr::0"56420 
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3r  Taira  de  ce  cercle  es!  de  1  môtre  carré,  comme  pour  chacun  des 
1  jgones  sur  lesquels  ont  porté  les  calculs.  On  a  donc  : 

icr*  =  i;  doù  ic  =  -^  =3,1415 

22 

àï73  (ej.  Valeur  de  Tî.  Archimède  a  doDiiô  -ly-pour  valeur  approchée 

113 

r.,  Adrien  Mélius  a  fait  connaître  le  rapport  35g*;  calculateurs 

odemes,  Sharps,  Lagny,  etc.,  ont  obtenu  la  vaîonr  de  r  5  Taide  de 
ries  et  ont  poussé  Tapproximation  à  un  point  tel  que  ce  n'est  plus,  ce 
mble,  qu'une  spéculation  assez  stérile. 

On  peut  consulter  les  NourcUes  xinnaîes  mathémaiiqttes  (1850,  p.  12; 
^^il,  p.  198;  185'4,  p.  418,  et  18:35,  p.  m). 
Comme  curiosité,  nous  donnons  ~  avec  quarante  chitrres  : 

3,14160  26535  89793  â3846  26433  83279  50288  41971 
Voici  le  nombre  de  chiffres  obtenu  par  dirers  calculateurs,  en  rédui* 

ml  en  décimales  les  rapports  fractionnaires  donnés  par  les  premiers 
éomètres  : 

Archimède  (décimales  exactes )   2 

Les  astronomes  indiens   3 

Métius  (né  en  1571,  mort  en  1635)   8 

Viète   11 

Adrien  Honianus   16 

Ludolf  van  Ceulen  (uiurt  eu  itilU)   35 

Sharps   73 

Lagny  (en  1710)   127 

Vega   140 

Dahsc,  du  Hambourg  (en  1840,  à  Vienne .   .  200 

Richter  (en  1853)   333 

Kulherford  (en  185o)   440 

San-ks(en  1855)   630 

Les  330  premières  dérimales  s(jiit  vériliées  par  la  concordance  des  résul- 
tats obtenus  par  les  trois  derniers  calculateurs. 

Exereioa  642.  —  VUI. 

1773  (f;.  Théorème.  Le  point  de  comours  des  médiaites  est  le  point  tel 
que  le  produit  des  perpendiculaires 

abaissées  de  ce  point  sur  les  côtés  X"  \ 

du  triangle  est  mcucimum,  / \  \ 

Admettons  que  Tune  des  per-  X /  /  "\  \ 

pendiculaires,  r,  par  exemple,  soit  n.^  /  /  \«\ 

conslante,  le  problème  est  ramené  /v  /  ' 

i  la  question  connue  :  Trouver  sur  y  /    y    \  \ 

la  base  AB  d'un  triangle  quel-  yp/^W  ;  \  \ 

conque  un  point  dont  le  produit  (   X      \   !  X  ---"aRx 

des  perpendiculaires  abaissées  sur  /     "^"'AA-"*'"^      \  ' 

les  célés  a  et  6  soit  maximum  ^            D  A 

(no  leaO).  Fig.  im. 
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D'ailleurs,  soit  D  un  point  quelconque  Bur  la  parallèle  monde i  la é» 
tance  donnée  ^, 
Les  perpendiculaires    et  i^'  yérifient  la  relation 

donc  le  maximum  du  produit  x\i  a  lieu  loisqu  elic-  sont  inversem-r 

proportionnel ies  à  leur?  coe^i 
cienls  mv^  -^4");  donc  le  n»Mri 
mobile  D  doit  roïncider  avec  M 
pied  de  la  ni  la  ne  du  triaDgi* 
A'b'G  puisque  cette  riroile  hI 
le  lieu  des  poiols  dont  les  ci- 
tances  sont  inver?en^*'rit  fr- 
portionnelles  aux  côtés  cotre^' 
jiondiintîs  '  iv>  i'.»3K  Ainsi  D  0-:-:' 
bc  trouver  sur  \\  médiane 
pour  une  raison  anaIoi?»!<»,  l' 
doit  se  trouver  sur  les  auln- 
médianes;  par  suite,  il  coïnaiî 
avec  G. 

3/aanmum.  Chaque  triangle  tel  que  CGB  est  le  tiers  de  S,  ainsi  : 

2S  2S  23 

1773  (g).  Remarque.  Le  VIII*  livre  conduit  rapidement  et  simplem»! 

au  résultat  ci-dessus. 

On  sait  que  le  lieu  des  poisl^ 
tels  que  FP .  FQ  ait  un  H 
duit  constant  est  une  hyper*' 
bole  DEF  ayant  pour  asjm-; 
ptotes  CA,  CB;  par  suite,  esi 
admettant  que  le  produit  si 
soit  constant,  le  maxima»; 
ne  dépendra  plus  que  de  r;  il 
correspond  au  point  de  eootad 
E  de  la  tangente  parallèle  i{ 
AB;  mais  cette  tangente  eetj 
¥i%.  1123.  divisée  en  deux  parlics  égaler 

par  le  point  de  contact  »  donc  £ 
se  trouve  sur  la  médiane  CM,  et  pour  une  raison  analogue,  sur  d»- 
cune  des  autres,  donc  G  est  le  point  qui  donne  lieu  au  maximum. 


Exercice  642.  —  IX. 


1773  (\k).  Théorème.  Oa  divise  respectivement  ks  côtes  (/*</##.  /^t^i^.* 
ABC  en  parties  proportionnelles  à  des  rapports  donnés  ,  ^ ,  ^ ,  «1 
obtient  un  triangle  inscrit  DFG.  En  changeant  l'onhx  des  t^porlt. 
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ntr  diviser  les  côtds  a,  b,  c,  oh  obtient  six  triangles  inscrits  distincts, 

'ournr  rjttc  rrssiT  fnVf^^A's 
Ht  équivalents  entix  eux. 

l^o  Démansiration»  Le 
léorème  est  évident  lors- 
ne  le  triangle  donné  est 
{uilatéral,  or  le  rapport 
es  surfaces  projetées  à 
Mrs  propres  projeeUoos 
st  une  yalenr  constante; 
'ailleurs  le  rapport  des 
^ments  des  côtés  n'est 
Oint  altéré  par  la  projec-  ^ 
ion  orthogonale,  donc  les 
b  triangles  obtenus  sont 
quiiMiients  entre  eux,  comme  projections  de  six  triangles  égaux, 

^  2}^omtration,  On  peut  recourir  au  calcul  et  exprimer  DFG  en  fonc- 
ioD  de  ABC  et  des  rapports  donnés. 

AGF  A(i.AF 


Fig.  1121. 


Oo  a 


ABU 

AG 
AB 


Ab.AC 
9  +  7 


'If 

et  ^ 


De  même 

BDG 
BAC 


et 


GDI"  _  d*f 


ABC  -  DFG  _  dg\f+  f]  +  fd'irf  +  r,')  +  gnd  +  d'} 
ABC  '  {d  +  d'){f+n{g  +  g')' 


iralcur  constante  quand  les  trois  rapports  sont  donnés,  donc  les  six 
inangies  sont  équi?alents. 

1773  (■)•  Remarques.  1°  Les  centres  de  gravité  à»8  six  triangles  équi- 
talents  à  DGF  appartiennent  à  une  même  ellipse,  ayant  pour  centre  le 
centre  de  gravité  de  ABC  :  il  sufOt  de  considérer  le  triangle  équilatéral, 
dont  ABC  serait  la  projection. 

2^  En  effectuant  les  calcnls  et  quelques  réductions  ^  on  trouve  : 

_DPO_  âfg  +  dTq' 

Ail.  -  id  +  d')  -\-  (f+  /■}  +  [<j+  g') 

Pour  cette  formule,  on  peut  voir  la  Nouvelle  correspondance  mathé' 
matique,  1880,  p.  472. 
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THÉORÈMES 


EMoke  «43. 

Si  une  droite  AB  et  un  plan  M  sont  parallilnj  te 
plan  N  perpendiculaire  à  la  droite  e$t  m 
perpendiculaire  au  plan  donné, 

\^  l*ar  un  point  quelconque  I  pris  sur  le  pli 
M,  menons  une  droite  IC  parallèle  à  AB;cel^ 
droite  est  contenue  dans  le  pian  M  (G.,n 
et,  comme  sa  parallèle  AB,  elle  est  perpen 
lairc  au  plan  N  (G.,  392)  ;  donc  le  plan  M, 
conlient  cette  droite  IC.  est  aut>.-i  perpendiculaire  au  plan  N  (G.,  n**  ' 

2<»  RédDcoamaMBt.  Une  droite  AB  et  un  plan  M  po^jyendiculairfi 

un  même  plan  N  totU  pdf* 
Ules, 

En  effet,  si  la  droite  AB< 
le  plan  M  se  reDOOninleot  d 
un  point  quelconque,  0.  r^^ 
exemple,  on  pourrait  de  a 
point  abaisser  une  droite  OIC 
perpendiculaire  à  rintcrseclion  EF  ;  celte  droite  serait  perpendiculatt 
au  plan  N  (G.,  n^  402),  et  ainsi  il  y  aurait  deux  perpendiculaire 
abaissées  d'un  môme  point  sur  un  môme  plan,  ce  qui  est  impossible. 
Donc  la  droite  AB  et  le  plan  M  sont  parallèles. 


Bserdoe  t<4. 

.  Une  droite  AB  et  un  plan  M  perpendiculaires  à  um 

m^yne  droUe  CD  iout  f»- 
raUèleê. 

En  effet,  si  la  droite 4 
et  le  plan  M  sereocosIrsiM 
en  un  point  quelcooqae»  Q 
par  exemple,  on  pourrwj 
joindre  ce  point  au 


Fig.  1127. 


d'intersection  £  de  la  droite  CD  et  du  plan  M. 
La  ligne  CD,  étant  donnée  perpendiculaire  au  plan  M,  sersit 
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Ffg.  1128. 


*peDdiculaire  à  OIE  ;  et  ainsi  il  y  aurait  (i*uo  même  point  0  deux  per- 
i4jlculaires,  OAB  et  Oi£«  abaissées  sur  une  même  droite,  ce  qui  est 

possible. 

[>ooc  la  droite  AB  et  le  plan  M  sont  parallèles. 

Excroioe  645. 

I  "776.  Théorème.  St  dcu.i:  pUuis  so)it  respectivement  parallèles  àdet4X 
t  rès  pliuis  qui  se  coupent ,  les  inler- 
lions  sont  pan'llcles. 

Soient  les  plana  M  el  N,  rcspcclive- 
;iit  parallèles  aii\  plans  P  el  Q,  qui 
coupenl  suivant  CD.  Il  faut  prouver 
e  Pinlerseclion  AR  esl  parallèle  à  CD. 
Les  deux  plans  M  ot  V  clant  paral- 
ies ,  la  ilroile  AB,  qui  appartient  au 
emier  du  ces  plans,  est  parallèle  au 
cond  (G.,  n"37t));  de  même,  les  plans  N  et  Q  étant  parallèles,  la  droite 
3,  qui  appartient  au  premier,  est  parallèle  au  second. 
Ainsi  la  droite  AB,  parallèle  aux  deux  plans  1^  et  Q  qui  ge  coupent,  est 
irallèie  à  leur  intersection  CD  (G.,     381).  Donc... 

Eseroioe  646. 

1777.  Tbéotèm».  Étant  donnés  un  dièdre  MIJN  et  une  droite  inté» 
\eure  AB  perpendieuUUre  à  l'arête  et  oblique  aux  deux  plans  ;  n  un 
lan  se  meut,  en  tournant  autour  de  cette  droite,  et  coupant  les  deux 
icee  du  dièdre,  Vamjlc  ])lan  déterminé  sur 
:  plan  mobile  est  minimum  lorsque  ce  plan 
IC  perpendiculaire  à  Varéte. 

Soit  Cl)  la  {•u^iliou  du  plan  mobile  lors- 
u'il  est  perpendiculaire  à  l'arèle  IJ,  el  soit 
.V  une  autre  position  quelconque  de  ce  niêiue 
lan  mobile. 

L'arête  IJ  est  perpendiculaire  au  plan  CI), 
t  par  suite  au.x  droites  AC  et  AD  qui  t^oiit 
ans  ce  plan.  Ces  droites  AC  et  AD  sont  les 
•rojectioDs  de  la  droite  AB  sur  les  deux  faces  Fig.  ti29. 

lu  dièdre. 

Or  ranprle  que  fait  une  droite  avec  sa  projection  sur  un  plan  est 
îioindre  que  Tangle  qu'elle  fait  avec  toute  autre  droite  menée  par  son 
•iëd  dans  ce  plan  (G.,     409)  ;  on  a  donc  : 

Angle  BAC<BAE 
BAD<BAF 

foù  CAD  <  EAF  C.  Q,  F.  D. 

Eawrcîce  647. 

1778.  Théorème.  Dcu.r  triril l'cs  S  et  S'  (]iti  o)it  dcuj:  fuccs  h  c(  c,  b'  et 
c  ,  respect ivc) ne nt  égalea ,  et  le  dièdre  con<pris  inégal,  ont  aussi  la  iroi- 
iième  face  inégale,  et  réciproquement. 


L 
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Sur  Tarôle  commune  aux  deux  faces  égales,  porioos  des  looj 
égales  SA  et  S'A'  ;  puis  lueiionb,  perpendiculairement  à  cesmémeB 

les  plans  ABC  et  A'B'C. 
droite  SA  sera  perpeDl**") 
laire  aux  lignes  AB  et  A*'] 
et  de  môme  S'A'  aux  lig: 
A'B'  et  A'C. 

Les  triangles  SAC  et  S'A 
sont  égaux  y  comme  ajaal  i 
cAlé^gal  (ï^^A,  S'A')  adjavxj 
à  des  angles  respectheM 
égaux  ;  doue  ' 

AG  =  A'C    et  SC=5l 

De  raéme  les  triangles  SA 
et  S'A'B'  sont  égaai,  etros  i 

AB  =  A'B'  et  SBsSTB* 


Fig.  1130. 


1"  Les  dièdres  SA  et  S'A'  sont  meaurés  par  les  angles  pians  CAB  i 
C'A' 6'  ;  de  sorte  que  si  Ton  a  SA  <  S'A',  on  a  aussi 

GAB  <  C'A'B' 

Ainsi  les  triangles  ABG  et  A'Ii'C'  ont  deux  côtés  respectivement  c^^M 
et  l'angle  compris  A  <  A'  ;  donc  GB  <  C'B',  ^G.,  n"  5(1)  i 

Dès  lors  li^s  triangles  CBS  et  C'B'S'  ont  deux  cotés  respect iremen 
égaux,  et  le  troisième  côté  GB<U'B';  donc  Tangle  a  est  plus  ytl\ 
que  a'.  C.  Q.  F.  D. 

^  Eéoipra<pieaieiii.  SupposODS  que  IVm  donne  la  face  a<a'.  Uj 
triangles  CBS  et  C'B'S'  ont  deux  côtés  respectivement  égaux  «  et  l^ka^ 
tt<a';  donc  CB<C'B'.  j 

Dés  lors  les  triangles  ABC  et  A'B'C  ont  deux  côtés  respeetiTemeitl 
égaux,  et  le  troisième  côté  CB<C'B';  donc  Tangle  GAB  est  plus  •Ç'é^ 
que  C'A'B'»  et  le  dièdre  SA  est  plus  peUt  que  S'A'.  C.  Q.  F*  D.  , 


1779.  Théorème.  Si  deux  faces  A  SB  et  ASC  d*un  trièdre  sont  égalai 

les  dièdres  opposés  SG  et  SB  sont  aimi  éyauj, 
et  réciproquement.  (Ce  trièdre  est  dit  isodk  9^ 
isoèdre.) 

Portons  sur  les  arêtes  trois  longueurs  égâld 
SA,  SB,  SC;  menons  le  plan  ABC  et  un  autrt 
plan  ASD  par  Tarète  SA  et  par  le  milieu  de  BC. 

Le  triangle  BSG  est  isocèle,  et  ce  triangle  est 
divisé  en  deux  parties  égales  par  la  médiane  SD. 

Le  plan  ASD  divise  le  trièdre  donné  eo  àta 
dièdres  ^gaux,  comme  ayant  les  faces  respective 
ment  égales  (G.,  n»  423);  donc  les  diôdres  hrnjo: 
logues  SB  et  SG  sont  égaux.         €.  Q.  F.  D. 


Fig.  1131. 
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méciptoqatmetit.  Si  lea  dièdres  SB  et  SC  soDi  donoés  égaux,  il 
git  do  prouver  que  les  faces  opposées  ASG  et 
B  sont  égales. 

3i  Ton  supposait  la  face  ASC  plus  petite  que  ASB, 

porterait  la  valeur  angulaire  CSA  en  BSA',  et 
a  mènerait  le  plan  CSA'.  Les  deux  trièdrea  SABG 

SA'BC  auraient  un  dièdre  égal  com[)ri8  entre 
fi  £aces  respectivement  égales,  et  ces  deux  trièdres 
raient  égaux;  ce  qui  est  impossible,  car  le  second 
;àt  qu^UDe  partie  du  premier. 
Donc ,  on  ne  peut  supposer  inégales  les  faces  ASfi 
ASG...  Fig.  nm. 

Corollaire.  Un  tficdre  équilatéml  est  équiangle,  et  retiproquement. 

T..  n«>  GO./ 

17aO.  Soolie.  Dans  le  trièdre  isocèle  SABG  (fig.  1131),  le  plan  ASB 
4  mené  par  Taréte  sommet  SA  et  par  la  bissectrice  SD  de  la  face  oppo- 
laquelle  face  pourra  être  nommée  ha^^c.  Ca  plan  partage  le  trièdre 
<tal  en  deux  trièdres  partiels,  égaux  dans  toutes  leurs  parliez:  donc  les 
èdres  partiels  formés  en  SA  sont  égaux.  11  en  est  de  même  des  dièdres 
rmés  en  SD  ;  et  ces  derniers  sont  droits. 

Ainsi  le  plan  ASD  remplit  quatre  conditions,  dont  deux  suffisent  pour 
déterminer.  De  là  découlent  quatre  propositions  qui  se  trouvent  toutes 
émontrces  par  Tune  quelconque  d'entre  elleSi  et  que  Von  pourrait  d^ail* 
urs  établir  séparément.  (G.,  n<>  61.) 

Dans  (oiU  trièdre  iitocèle  : 

^  Le  plan  mmé  par  Varâle  sommet  et  par  la  bisseclrice  de  la  face 
pposée  est  perpendiculaire  à  cette  face,  et  est  bissectrice  du  dièdre  du 

mmet  ; 

1f>  Le  plan  mené  par  l'arête  sommet  perpendiculairement  à  la  face 
pposée  passe  par  la  bissectrice  de  cette  face,  et  est  bissecteur  du  dièdre 

mnnietf 

^  Le  plan  bissecteur  du  dièdre -sommet  est  perpendiculaire  à  la 
ac'j  opposée,  et  passe  par  la  bissectrice  de  cette  face; 

Le  plan  mené  perpendiculairement  à  la  face  de  base  par  la  bisseC" 
^  de  cette  même  face  divise  le  dièdre  opposé  en  deux  dièdres  égaux, 

Exetmee  €48. 

l"yi.  Tbcorémc.  Dons  tout  tint'dre  S,  à  un 
[fratul  di'  lire  se  trouve  oppo^cc  une  plus 
jrmde  face,  et  réciproauemcnl.  (G.,  n*"*  62, 
83.) 

^  Soit  donné  le  dièdre  SB<SC.  Menons 
iiu  pian  SCA'  qui  détermine  en  SC,  avec  la  face 
SCH,  un  (li.'dre  égal  à  SB.  Ln  tri.'drc  SA'P.C 
^«ra  isocèle,  et  la  face  A'Sli  sera  égale  à  A'SG 

Entre  les  faces  du  trièdre  SAGiV  on  a  la  re- 
lation (G.,  no^il7)  : 

ASG  <  ASA'  +  A'SC 


Flf .  1133. 
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HemplaçoDS  la  face  A'SC  yav  son  c^jale  A'SB,  il  vient,  tout  étaat  réd^ 

ASC<ASB  C.Q^F.Ji, 

2»  ■^■■pioyMiiieiii.  A  une  pim  grande  face  est  apposé  un  plus  grm 
dièdre* 

Soit,  dans  le  trièdre  SABC,  la  face  c  plus  grande  que  b,  11  faut  prou^ 
que  le  dièdre  SG  est  plus  grand  que  SB. 

Si  Ton  supposait  égaux  ces  deux  dièdres,  les  faces  opposées  seraks 
égales  (n°  1779,  '2">;  ce  qui  est  contre  Thypolbèse. 

Si  Ton  supposait  le  dièdre  SC  plus  pelit  que  SB,  oo  aurait^  cr 
Terta  du  théorème  direct,  e  <  6  ;  ce  qui  est  encore  cootraiie  à.  rb\;': 
thèse. 

Ainsi  le  dièdre  SC  est  plus  grand  que  SB.  C.  0.  F.  J>. 


Hxercice  660. 


1762.  Théorème.  .Si  un  tnigle  solide  a  toutes  ses  arêtes  coupées  ; 
un  plan  quelconque  ^  vanabie  de  po^^ilioii ,  fa  ^^omine  des  angles  plr^i  y 
dèlenninés  sur  les  faces  de  Vangle  solide  d'un  même  côté  du  pUui  «ccai.j 

e^l  coHifiunte, 

Soit  n  le  nombre  des  faces  latérales  de  Tangle  solide  coosidérè.  To.i 

plan  M  qui  coupe  toutes  les  arêtes  d'un  même  cèle  éi 
sommet,  détermine  sur  les  faces  latérales  n  tri3Dgle>. 
pour  lesquels  la  somme  totale  des  angles  est  a» 
nombre  d^angles  droits  exprimé  par  2n. 

Celte  somme  se  compose  de  deux  parties  :  i  ' 
somme  des  valeurs  angulaires  qui  forment  les  facr-^ 
de  Tangle  solide,  en  S  ;  2**  la  somme  des  angles  'i^- 
terminés  sur  ces  mêmes  faces  au-dessus  du  r^' 
sécant.  Or,  quelle  que  soit  la  position  du  plan  ^ 
cant,  la  première  partie  est  èonstaote;  donc  ^ 
deuxième    ?t  aussi. 

ConsidfiOMs ,  en  second  lieu,  les  angles  qui  î-oi!' 
déterminés  ^^ur  les  faces  au-dessous  du  pL'ii  sécaii* 
Chacun  de  ces  angles  est  le  supphuueul  de  l'angle  adjacent  qui  se  tro'i'C 
au-dessus  de  ce  môme  plan  ;  à  chaque  arête  il  y  a  ainsi  une  soûHiir  liî 
quatre  angles  droits  :  et  la  valeur  totale  des  angles,  tant  supérieur"' , 
qu'inférieurs,  est  un  nombre  de  droits  exprimé  par  o?.  Mais  la  sodicj^  i 
des  angles  supérieure  est  coostaote;  donc  la  somme  des  angles  vsii<' 
rieurs  Test  aussi. 

Exeroioe  651» 

Thèorèine.  Vour  qu'on  }>uisse  fonner  un  trivdrc  avec  trois  f^<:^ 
doitnccs  a,  b.  c,  </  f>i'<(  rt  il  suffit  qur  la  soy,unc  <les  trois  faces  y"^^ 
rtun/ulrc  ({ur  quatre  dt  oit-i,  el  que  la  plus  yrande  face  soit  moindre 
la  somme  des  deux  autres. 

1^  La  première  condition  résulte  de  ce  qu'un  trièdre  est  oécesyir^ 
ment  convexe,  et  que,  dans  uu  tel  angle,  la  somme  des  (aces  est  ifl^ 
rieure  à  quatre  droits.  ^G.,  n^  419.) 


Fig.  1134. 
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2*  Soient  a  la  plus  grande  face  et  c  la  plus  petite.  Assemblons  les  deux 
faces  b  et  c  par  l'arête  commune  SA,  et  ouvroDS-les  de  manière  à  les 
mettre  dans  un  môme  plan  MM. 


Fig.  1135. 


Si  Von  foisait  tourner  la  face  e  autour  de  Paréte  SÂ  d*un  demi-tour, 
l^aréte  SB  se  trouTerail  transportée  en  SB'  dans  Touverture  6. 

L^angle  totol  CSB  est  la  somme  des  faces  h  et  e,  et  Tangle  CSB'  est  la 
dtfiérence  de  ces  mêmes  faces. 

La  grande  face  a  est  donnée  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres; 
et  comme  elle  est  plus  grande  que  chacune  des  deux  autres  «  elle  est, 
à  plus  forto  raison»  plus  grande  que  leur  différence. 

Si  donc  on  transportait  la  face  a  sur  le  plan  GSB,  eette  face  serait  trop 
petite  pour  atteindre  les  deux  arêtes  SC  et  SB,  et  trop  grande  pour  être 
oonteDue  entre  SC  et  SB'. 

Or,  dans  le  mouTcment  de  rotation  de  SAB  autour  de  SA^  Tangle  des 
deux  arêtes  SG  et  SB  passe  par  toutes  les  yaleurs  intermédiaires  de 
GSB  à  CSB'. 

Il  y  a  donc  une  position  SB  pour  laquelle  Tangle  GSB  est  égal  à  la 
face  a;  ce  qui  montre  que  le  triêdre  est  possible. 

Bx0ff«îoe  652. 

1784.  néorème.  Pour  que  Von  puisse  former  un  trièdre  avee  trois 
angles  dièdres  donnés  A,  B,  C,  t7  faut  et  il  suffit  que  leur  somme  soit 
comprise  entre  deux  et  six  droits,  et  que  le  plus  petit  dièdre,  augmenté 
de^  deux  droits,  surpasse  la  somme  des  deux  autres* 

Soit  A  le  plus  petit  dièdre.  Appelons  a',  b',  c'  les  angles  plsns  supplé- 
mentaires de  A,  B,  G.  L^angle  a'  sera  le  plus  grand  de  ces  trois  supplé- 
ments. 

Les  conditions  énoncées  sont  nécessaires,  car  ce  sont  des  propriétés 
de  tout  trièdre.  (G.,  nM-21.) 
2^  Les  conditions  données  peuvent  se  résumer  ainsi  : 

G  droits  >  A  +  B  +  G  >  2  droils ,    A  +  2  droits  >  B  +  C 
De  là  résultent  les  relations  ci -après  entre  les  valeurs  supplémen- 
taires (on  reiranclie  de  six  droits  les  trois  membres  de  la  première  rela- 
tion, et  de  quatre  droits  les  deux  membres  de  la  seconde)  : 
0<a'-j-6'-i-c'<4  droits,   a'<b'  +  c' 
Ainsi  la  somme  des  trois  angles  plans  a',  b',  c'  est  inférieure  à  quatre 
angles  droils,  et  le  plus  grand,  a',  est  moindre  que  la  somme  des  deux 
autres. 
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Donc  un  trîêdre  peut  chc  consiruit  avec  trois  faces  égaies  re>peclivt- 
mciil  à  a',  b',  G.  Lo  Irif.'Ujc  MippUinoîilaTC  (Je  ce  premior  Irièdre  aur. 
piiir  d  èJies  les  snppléiueiits  du  a',  b',  c',  c'csUù-diro  le;*  diêdico  docût- 

A,  B,  c.  (i;.,  4i(;.) 

Donc,  pour  que  Von  puisse  former.,. 

Exercice  653. 

« 

178$.  Théorème.  te4  troi$  plans  perpendiculaires  atu:  faces  cVnn 
iriMre  S,  menés  par  les  arêtes  opposées  à  ces  faces,  se  rencontrent  sui- 
vant une  même  droit$  (plans  !laulLur^). 

Ces  plans  ne  sont  cUilre  choscquc  les  plans  proje* 
lanls  «les  trois  arèlos  sur  les  faces  opjiosc-es. 

Conbi dirons  doux  de  ces  pKuis,  >hE  <  t  SCF  (li 
faut  st'ppo-îcr  le  sommet  S  en  avant  ilti  pUn  ABiJ': 
soit  î'O  i'iidet  SfHMioii  de  ces  deux  plans.  C  >upon-' 
le  Irièilre  S  ()ar  un  plan  quelconque  ABO  f>»Mpcn- 
I)  diculaire  à  SO  :  celte  droite  bO,  p*M'[>cndi.;uiaire  au 

Flg.  1130.  P'^"  ARC,  8»'ia  .'HL-^sl  perpendicul.iirc  aux  intersec- 

tions ou  triu-e- Bl]  etCF  siliiô 'S  dans  ce  jdjn. 
Or  le  pi;m  SBE,  pprfiendicul;iiri».  aux  deux  pl;ms  ABC  et  SAC,  est  per- 
pendiculaire à  leur  mlerseetion  AC  ;  ainsi  sa  trace  BE,  peri^eaiiculain. 
à  AC,  eî^t  Tiine  des  liaidcurs  da  triangle  ABC. 

Il  en  est  de  môme  de  In  ha  e  CF,  rt  nusfi  de  la  trace  du  troisiènu 
(i'an  ïfAD.  Or  les  trois  liauteurs  du  trian.L'l-  ARC  se  rencontrent  en  un 
même  point  0  (n^^  Vio);  donc  les  trois  plans  hauteurs  du  Inèdre  S  se 
rcncoulrent  suivant  une  même  droite  SO.  C.  Q.  F.  D, 

Exercice  654. 

ITOd.  Théorème.  Dans  un  trièdrc  quelconque  S,  Iv^  trois  plans  bis- 
secteurs des  dièdres  se  7vncoutrcnt  suivant 
une  même  droite  dont  chaque  point  est  eqiu- 
distant  des  faces 

(Supposez  le  sommet  S  en  avant  du  plan 

ABC.) 

Soit  SO  rinlerseelioQ  de  deux  plans  bîi- 

sccleurs  SBE  et  SCF. 
Fig.  1J37.  La  dioile  SO  .appartenant  à  chacun  de* 

plans  bis.-ecteurs  i^BE  et  SCF,  chaque  poiol 
de  SO  e.^t  <^quidi^tant  des  faces  SBC,  SCA  et  SBA.  [G.,  n«  399,  4<».) 

Donc  ch.Mjiie  point  de  SO  est  6  pii. listant  des  trois  faces  du  Iricdre,  et 
en  particulier  des  deux  fac(  s  du  die  Iro  SA;  d'où  il  suit  que  cette  li-ne 
SO  apiiai  tient  au  plan  bissecteur  de  ce  même  dièdre  SA.  Donc,  dans  un 
trièdrc  quclconqueé.. 

Exerdoe  6S9. 

i787.  Théofèm».  Xhns  tout  irièdre  S,  les  irûis  phm  qui pimtmipar 
te»  arêtes  et  par  tes  bissectrices  des  fae^  oppnéêê  M  penoantreni  m- 

vant  une  même  droite  (pians  médians). 
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(Sappo8es  le  Bommei  S  en  avant  du  plan  ABC.) 

Portons  sur  les  ardtes  des  longueurs  égales  SA,  SB,  SC,  et  coupons  le 
trièdre  par  le  plan  ABC. 

Soient  SBE  et  SCF  deux  des  plans  médians.  ^ 
Les  distances  SA  et  SG  étant  égales,  le  triangle 
ASC  est  isocèle  ;  donc  la  bissectrice  SE  tombe 
au  milieu  E  de  la  base  AC;  alors  la  trace  BE 
est  une  médiane  du  triangle  ABC  ;  il  en  sera 
de  naême  de  GF  et  de  la  troisième  trace  AD. 

Or  les  trois  médianes  du  triangle  ABC  se  ren- 
cootreni  en  un  même  point  0  ;  ce  point  est  donc 
commun  aux  trois  plans  médians.  Et  comme  ees 
plaon  passent  aussi  par  le  sommet  S ,  on  voit  qu^ils  se  rencontrent  sui- 
faal  une  même  droite  SO.  C.  Q,  F.  D. 

171MÎ.  Théorème.  L<'  plan  inilcfhà  P,  mené  pcrjtcndictdaiyi'nunit  au 
plan  (l'en  ldujIc  ASC,  par  la  bis!><'i  lrice  SE  de  ce  même  angle,  est  le 
lieu  des  points  i-rpddi.'itants       côfés  (le  Vangle  S. 

Nous  avons  admis,  dans  ce  qui  pré- 
cède, que  le  plan  indéfini  P.  m^né  prr- 
pendiculairement  au  plan  d'un  ani:!»' AS(! 
par  la  Lis=ectrice  de  ce  même  anj^l»*. 
est  le  lieu  des  points  tMjuidislanls  des 
cùlés  d'j  l'angle  S.  Cette  proprict  i  est  une 
conséquence  du  thcvrcine  des  trois  per- 
pendiculaireii.  Mj.,  372.) 

En  elfet,  soit  M  un  point  (pielconque  du 
plan  P.  Menons  ME  perpendiculaire  à  SE, 
puis  les  droites  EA  f  t  KC  perpendicu- 
laires aux  côtés  de  l'anode  S,  et  enlin  MA  t'ig» 
et  MC.  On  a  EA^EC;  la  droite  ME 

est  perpendiculaire  au  plan  A^C  ;  NÎA  et  MO  sont  deux  obliijiies  qui 
s'écartent  également  de  la  perpi  iidicuhiire  ;  ainsi  ces  ligoes  sont  égalés, 
et  le  point  M  est  é(4uidislant  des  côtés  ÔA  et  SC. 


Eseroioe  658. 

1780.  Théorème.  Les  trois  pjïans  menés  perpcndicnlairement  au.v 
faces  d'ioi  tnidrc  S,  }  (tr  les  bissectrices  de  ces  mêmes  faces,  se  ren- 
coidi'ent  suivant  une  nié  me  droite  dont 
cimque  point  est  équidistanl  des  trois  arêtes. 

(  Supposez  le  sommet  S  en  avant  du  plan 

ABC.» 

Portons  sur  les  arêtes  des  longueurs 
égales  SA,  SB,  SC,  ei  coupons  le  trièdre  par 
le  plan  ABC. 

Considérons  deux  des  plans  en  question; 
par  exemple,  SOE  et  SOF. 

Les  distances  SA  et  SC  étant  égales,  la  droite  AC  est  perpendiculaire 
4  la  bissectrice  SE,  et  a  le  point  E  pour  milieu. 

Le  plan  indéfini  SOE  est  le  lieu  des  points  équidistants  des  deui  côtés 
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de  Tangle  ASC;  ainsi  le  point  0  de  ce  plan  est  cquidistani  des  aréta 
SA  et  se.  De  inrine  le  plan  indéfini  AOF  est  le  lieu  des  points  éqnidê* 
taots  des  côtés  de  Pangle  ASB,  et  le  point  0  de  ce  plan  est  équiditUBt 
des  arêtes  SA  et  SB. 

Donc  chaque  point  de  SO  est  équidisiant  des  trois  arêtes  du  triédre, 
et  en  particulier  des  deux  arêtes  de  la  face  BSC;  d'où  il  suit  que  celle 
ligne  SO  appartient  au  plan  mené  perpendiculairement  à  la  face  BSCpv 
la  bissectrice  de  cette  même  face.  Donc,  les  trois  plans,., 

Esoraioe  657. 

1780.  Tliéorène.  La  projection  d'une  surface  plane  quelconque  sur 

un  plan  égale  le  produit  de  cette  sur- 
face par  le  cosinus  de  l'angle  qu'elle 
fait  avec  le  plan, 

1®  Considérons  d^abord  un  triangle 
ABC  situé  dans  le  plan  M ,  et  sa 
projection  A'FC  sur  le  plan  N,  et 
supposons  que  Pun  des  côtés,  AC  par 
exemple,  soit  parallèle  à  Pinterser- 
tion  EF  des  deux  plans.  La  projee- 
tion  A'C  sera  parallèle  à  EF  et 
à  AC. 

Prenons  ce  cèté  AC  pour  kwse  du  triangle.  La  hauteur  BH  ou  h,  per- 
pendiculaire sur  AC,  est  aussi  perpendiculaire  sur  EF,  et  sa  projectioo 
B'H'  ou  h'  sur  le  plan  N  sera  également  perpendiculaire  à  l'intersecUoD 
EF  ;  de  sorte  que  Pangle  BOB'  est  Tangle  des  deux  plans. 

Or  dans  te  plan  BOB'  on  a 

h!=zh,co^O 

car  la  projection  d^une  droite  sur  un  plan  quelconque  égale  la  droite  don- 
née multipliée  par  le  cosinus  de  Tangle  que  cette  ligne  fait  avec  sa  pro- 
jection. (Tr^.,  no33.) 

Multiplions  le  premier  membre  par  Vt  A'C  et  le  second  par  Vi^^* 
qui  revient  à  multiplier  les  deux  membres  par  Vt^»  il  vî^nt 

Vj6/i'=:V,6/i.cosO 
Or  Vs^^'  est  Taire  de  la  projection  A'B'C,  et  V,I>A  est  Taire  du  tri- 
angle considéré  ABC.  Donc  le  théorème 
est  vrai  dans  ce  cas. 

2^  Si  le  triangle  considéré  AHC  n'a 
aucun  côté  parallèle  à  rinterseclion 
EP  des  deux  plans  MN,  on  mène  une 
droite  AD  parallCle  à  EF,  et  lo  IriangK" 
ABC  se  trouve  ainsi  décomposé  en 
deux  triangles  ABl»  et  ACO  qui  ren- 
trent dans  le  premier  cas  considéré. 
On  aura  donc 

AT/n'  =  AnD.cos  0 
A'ClJ  =Al.B.cos  O 

A'B'C  s=  ABC .  cos  0 
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30  Uq  polygone  quelconque  étant  décomposable  en  triangles,  le  théo- 
rème sera  encore  applicable.  H  en  sera  de  môme  pour  les  figures  termi- 
nées en  tout  ou  en  partie  par  des  lignes  courbes  ;  car  ces  figures  sont 
des  limites  de  polygones  reciilignesy  ou,  suivant  Texpression  reçue,  des 
polygones  d*une  infinité  de  côtés. 

Scolies.  I.  projrrtionx,  sur  un  même  jAan,  de  deux  figures  e'qui- 
vnirnteê  situées  dans  un  même  plan  donné,  sont  équivalentes  entre 
elles. 

IL  Les  projections,  sur  un  même  plan,  de  deux  figures  rjHrlcuHqueii 
9ituée9  dans  un  même  plan  donné  sont  dans  le  même  rapport  que  le^ 
figures  planes  données. 

Exercice  658. 

171)1.  Théorème.  Par  le  sùmmet  d'un  irîèdre,  on  mène  dans  le  plan 
de  chaque  face  une  droite  perpendiculaire  à  Varête  opposée;  démontrer 
que  ces  trois  perpendiculaires  sont  dans  un  même  plan. 

Soii^nt  ?AI),  SBR,  SCF  les  iilaiis  menés  par  chaque  arête  perpendicu- 
lairement à  la  face  opposée;  on  sait  que 
ces  trois  plans  se  coupent  suivant  une 
droite  SII  <     l78o  ). 

Menons  une  Beclion  quelconque  ALl'  l 
perpendiculaire  à  la  droite  SH,  et  par  S 
un  plan  P  parallèle  à  ABC. 

La  droite  BC ,  interï-eclion  des  plans 
CAB,  <^SB  pi'rperidiLulaires  au  troi- 
sÎlmiio  plan  SAD,  est  elle-même  perpen- 
diculaire à  ce  plan  SAD  ;  donc,  si  SL 
eî^l  rinlors<'clion  de  la  face  CSW  et  du 
plan  F\  la  droite  SL  sera  perpendicu- 
laire au  phm  SAI)  et  par  suite  à  l'arête 
SA  cont«M)Uf  dnns  ce  plan. 

Do  riièmc  S.M,  parallL*lc  à  Al  '.,  est  une 
droite  contenue  dans  la  face  SA<]  et  per- 
pendiculaire à  rar(''te  opposée  SB. 

SN  parallèle  à  AP.  c?t  perpendiculaire  à  Sd. 

Or  les  trois  perpendiculaires  SL,  SM,  SN  sont  dans  un  même  plan. 


Fig.  1143. 


Exercice  659. 


1792.  Théorème.  Les  milietuv  des  côtés  d'un  qua- 
drilatère gauche  sont  les  sommets  d'un  parallélO' 
gramme. 

On  sait  qu'Ofi  nomme  quadrilafrrr  gauche  la 
figure  AP.''P  fornK'e  par  quatre  droites  non  situées 
dans  un  même  plan.  Les  diagonales  AC  et  BD  ne  se 
rencofitrent  pas. 

La  démonstration  est  identique  à  celle  que  l'on 
donne  en  ^'èomètrie  plane  (  n'^5i2). 

ËF  est  parallèle  ù  BD  et  en  égale  la  OQOitié. 


Fig.  1144. 
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Gti  est  parallèle  à  BD  et  en  égale  la  moitié. 

Donc  ËF,  GH  sont  des  droites  égales  el  parallèles;  doue  elles  font 
dans  un  même  plan  et  forment  les  côtés  opposés  d*uQ  paralléio- 
gramme. 

1703.  Théorème.  Ltii  di'oites  qui  joiytwnt  In*  milieux  des  côtés  O^j^o- 
^ésd'ini  quadrilatère  gamhe  fte  r(»iftent  en  Icrs  milie^fT.. 

En  effet  £0,  FU  sont  les  diagonales  d*un  parallélogramme. 

1784.  Théoffème.  Le  point  de  ccncovr»  de»  droites  qui  joignent  demx 
à  deux  le»  milieux  de»  côté»  oppo»é$  d'un  quadrilatère  gauche,  e$t  k 
point  milieu  de  la  droite  qui  Joint  le»  point»  milieux  de»  diagonale». 

Comme  en  f;coiu6trie  plane  (n'*  548  ). 

Mais  les  trois  droites  qui  joignent  doux  à  deux  les  mili  ii\  dis  côtés 
opposés  et  les  milieux  des  diagonales  ne  sont  pas  dans  un  mèuic  plan, 
fims  quoi  les  quatre  côtés  donnés  el  les  deux  diagonales  seraient  àuësi 
dans  un  même  plan. 

I79tt.  Tliéoréine,  JOan»  tout  quadrilatère  gauche,  la  somme  des  cotw 
de»  côté»  égale  la  »omme  de»  carrés  de»  diagonale»,  plu»  quatre  foi»  le 
carré  de  la  droite  qui  joint  le»  milieux  de»  diagonale». 

Cette  extension  du  théorème  d*Kuler  est  due  à  Carnot.  Elle  se  dé- 
montre comme  le  théorème  connu  (n*'  1205). 

1700.  Ihèoréme.  Dans  tout  quadrilatère  gauche,  la  somme  des  carrée 
des  diagonales  est  double  de  la  »omfne  de»  carrés  des  deux  droite»  qw 

joignent  les  milieu.i:  des  côlcs  opposd^. 

Comme  en  géométrie  plane  (n^  12Û4). 


1797.  Théorème.   .4  partir  de  deux  sommed*  oyvjjost's  A,  C 
quadrilatère  gauche,  on  divise  les  quatre  côtés  dans  un  mêtne  rapport 

donné       ;  les  quatre  points  obtenus  sont  le»  »ommet»  d'un  parailélO' 

gramme  inscrit» 

Le  théorème  se  démontre  comme  en  géa« 
méirie  plane, 

AD      AB  —  n 
La  droite  EF  est  parallèle  à  liD  (G., 

EF  .  m 

214)  ;  de  plus  -gjj-  égale  aussi  — ; 

m 


donc  EF  =  BD. 


Fig.  1145. 


BD. 


De  même  GU  est  parallèle  à  BD  el  égale 
m 


V 


Donc  la  figure  EFGH  ost  un  f>araUélogramme,  car  elle  a  deux  côtés 
opposés  EF,  G  H  égaux  et  parallèles. 


V 
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RemarqtMt.  On  poiii  piPèndre  les  points  E,  F  ftut  te  prolongement 
les  cùtés  AD,  AB  ;  on  oblieul  encore  des  parftUétogrammes. 


S"»  Si  Ton  donnait 


AIL 

LU 


m 


on  poserait 


A  F.      EF         m  .    |p«  ^ 

ALr=BD=  m  +  n'  ^^=^'^'m  +  n 

Qualre  points  non  situés  dans  un  même  plan  donnent  lieu  à  trois 
groupes  de  quatre  <1  roi  le  s  qirnn  peut  prendre  comme  cOtés  d'un  quadri^ 
latère  gauche  :  ABCDA,  ABÛCA,  ADBCA. 

Bxeraioe  862. 

1708.  Théorème.  Tout  plan  parallèle  à  deux  eôtdt  opposés  d'un  quu' 
drilatère  gauche  divise  le$  deux  autres  côtés  en  parties  direetemeni 
p  f*0portionnelles. 

Soit  ABCD  un  niindrilatère  gduche. 

Dans  lo  plan  BCD  de  deux  c6Wb  ad]a«» 
cents  ,  menons  Da  parallèle  à  CB,  et  Bo  pa- 
rallèle à  CD.  Joignons  Aa;80it  { la  longueur 

de  \a. 

La  figure  aiiCD  <  loi  l  aralltloyramme, 
car  les  côlés  opposés  sojil  (jarallcles. 

Tout  plan  parallèle  au  pinn  AOf  s-  rn  pa- 
rallèle aux  fôlés  opposés  AD  et  IV  :  ;  cm  il 
sera  parallèle  à  AD,  à  Da,  et  par  suite  à  la 
parallèle  BC. 

SéoîpfoqiMieDl.  Tbut  plan  parallèU  aux 
côtés  opposés  AD,  BC,  sera  parallèle  an 
plan  ADa  ;  car  11  sera  parallèle  aux  deux  droites  DA,  Da. 

Tovit  plnn  pnrnllrle  au  plan  ABd  est  parallule  aux  côlés  opposés  AB» 
(iD,  cl  rî)ciprûquenient. 

Actuellement,  soit  EFc  un  plan  parnll-'le  miK  cùhS  AD,  BC  ;  ce  plan 
sera  parallèle  à  ADa;  doue  Fe  est  parallèle  à  Du,  Le  CbL  parallèle  à  Aa; 
donc 

^-f-'  C.Q.P.D. 


on  aura 


AL       ac  DF 
BE  _  m 

=         d'ou  E«s= 


Soit 
BE 

AB      m  +  n  ~  i 


/m 

m  +  n 


(1) 


Bxer«i€o  663. 

1700.  Théorèm*.  On  mène  un  plan  pamîîcle  à  deux  côtés  opposés 
d'un  quadrilatère  (fauths,  ce  plan  COU  je  les  ds%tx  autres  côtés  en  deux 
points  E,  F  ;  puis  on  mène  un  plan  paruUèle  au  second  groupe  de  côtés 
opposés,  il  coupe  les  premiers  en  deux  l'oints  G,  U;  prouver  que  les 
droites  BF,  Gll  sont  dans  un  même  plan  (tig.  1146). 
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Soit  le  plan  EFe  paralleie  à  ADa  et  HO/i  paraltcic  a  AUa. 
On  sait  que  AB  et  DC  sont  divisés  dans  un  m^hne  rapport. 
De  Mi^me  CB  et  L)A  sont  divit-ôs  dans  un  mémo  rapport. 
Les  ({ualre  pians  parallèles  deux  à  deux  dODoeat  quatre  droites  parai* 
lôles  entre  elles  Aa,  Ee,  l\h,  li. 

Soit  I  le  point  où  Tintersection  des  deux  plans  EFe  et  UG/»  rôQCOfltre 
EF,  et  J  le  point  où  la  même  inteneetion  rencontre  GH. 

Il  suffit  de  prouver  que  Ii  =  Jt/  car  si  celle  égalilé  a  lieu,  le  point  la 
confondra  avec  J  et  appartiendra  aux  deux  diagonale»  EF  et  GH. 


Soit 
Soil 


AE 
CG 


m 
n 


Or 

Ft  _  CG 
Te*"-"Uïr 
Gi^_  CF 
iih  —  CD 


BE  m  Ee 

AU  —  tn+'n  —  "F' 

CG  p     _¥ih  . 


d'où 
d'où 


Ee  = 


Im 
m +  11 

P+9 


il- 


;  donc  -, 
;  donc 


Ee 
M 


=  «       /  d'où  Ii=Ee .  - 


m 
m+n 


Imp 


Donc  les  poiais  I,  J  se  conrondent;  les  droites  EF,  GH  se  coupent,  et 
par  suite  sont  dans  un  même  plan. 

i&M).  Théorème  réciproque.  Tout  plan  EFGll  moic  par  deux  j'oint* 
E,  F  qui  divisent  dans  un  même  rapport  drux  côté»  opposer  d'uii  qua- 
drilatère (jauche,  divise  les  deux  autres  côtes  en  G,  Il  dans  un  niémi 
rapport, 

Esereioe  664. 

1801.  Théorème.  T(yut  plan  EFGH  ment  par  les  points  milieux  F 
de  deux  cOlcs  opjfu^eiy  d'un  quadrilatère  (jauche  ^  divise  les  detu  atUm 
côtés  aux  points  G,  H  en  parties  proportionuellcii. 

Ce  n'est  qu'un  corollaire  du  théo- 
rème réciproque  ri -dessus  (n**  1800); 
mai<,  comme  on  le  rappelle  8!5?fî 
fr«!'quemment ,  il  convient  d'en  dooner 
une  démonstration  directe. 

Soit  ahcd  le  plan  mené  par  les 
points  E ,  F  milieux  de  BC  et  AD,  et 
ahcd  la  figure  obtenue  en  projeUiit 
sur  ce  plaD  le  quadrilatère  gauche. 
Par  cofistruction , 

BE=:CE 
donc    hE  =  cE   et  B6  =  Ce 
de  même 

aFz=d¥  et  Aa  =  Dd 


Fig.  1147. 


Or  les  projetantes  Aa,  hb,  Ce,  Dd  sont  parallèles;  donc 

AG      aG      Aa     ,    BH  _  ciH  _  Dd 
■BG""*'6G"""T5F  "CBr""cff 
Aa     Dd      .        AG  DH 


Mais 


C.  Q.  t\  V, 
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Corollaire.  Toutc  di  oitc  telle  que  GH  est  dinsée  en  parlies  égales  par  EF. 

Rcmarquet.  1°  En  procédant  d'une  manière  analogue,  on  démontrerait 
direcUmeot  le  théorème  réciproque,  dooi  celui-ci  n'est  qu'uu  cas  parti- 
culier. 

^  Le  quadiilatère  gauclie  se  rencontre  fréquemment  dans  les  appli- 
cations \ 


lâOii.  Théorème.  Lor»quHn  pobj</oue  (/a"rhe  est  coupé  par  un  plan, 
chaque  côté  eut  divisé  en  dei(x  scrjmpuf.'i  ;  la  produit  de^  segments  qui 
n'ont  pas  d'extrémité  commune  égale  le  produit  des  autres  segments. 
(Carnot,  Géométrie  déposition,) 

En  projetant  la  figure  sur  un  plan  perpendiculaire  au  pion  sécant, 
on  retombe  sur  le  théorème  connu  de  la  Géomélric  plane  (n»»  181  et 
lf29)  ;  car  on  trouve  un  polygone  plan  abcd,,,  coupé  par  une  droite  en  l, 

Or  on  a  la  relabua      Tl  -        '  ThT 

AL       al       BM  bm 
Mais  ^L~^  64  '    CM="  c^' 

,                              AL     DM      CN  r  0  F  D 

donc  "Bl  •  "CSr  •  W  ^  L.  fj.  r.  u. 


LIEUX  GÉOMÉTiUUUES 


Exercice 

tmS.  Lieu.  Un  plan  M  tourne  nulour  d'une  droite  pire  XY  {une 
girouette  autour  de  son  fire)  ;  d'un  point  fixe  U,  on  abaisse  des  perpen- 
diculaires sur  le  plan  mobile  >  n  di- 
verses positions.  Quel  est  le  lieu  de  ce» 
perpendiculaires  f 

Soit  OA  la  perpendiculaire  au  plan  M. 
Menons  la  droite  AB  perpendiculaire  à 
raie  XY,  et  traçons  OB. 

En  vertu  du  théorème  des  trois  pcrpen- 
diculaireâ  (G.,  n»  372),  la  droite  OB  est 
perpendiculaire  à  XY. 

Ainsi  Taxe  XY  est  perpendiculaire  aux  deux  droites  OB  et  AB,  et  par 

suite  à  leur  plan  OAB. 

Le  lieu  de  la  perpendiculaire  OA  est  donc  le  plan  mené  par  le  point 
donné  0,  perpeiftdiculairement  à  Vaxe  donné  XY. 


Ffg.  1148. 


•  Voir  EUiiiml»  de  géométrie  (n-  928  h  943);  Arpentaij'^ ,  Levé  des  jXai^ê  H  filMUéKMfU 
(€•  édit,      W»  ArerdeM  de  ^AnnéfHe  dwrtptiç*  (u*  TIS  et  tnlTantoX  Ou 

PmH  voir  eimi  H.      ISIS,  p.  41,  m  belle  étude  per  V.  F.  Fabosox. 

33* 
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floQli«.  Le  triSDgle  OAB  est  reciangle  eo  A,  et  rhypoténnse  OB 
immobile  ;  donc  le  lieu  du  pied  A  de  la  perpendicalaire  OA  est  la  circon- 
férence décrite  sur  OB  comme  diamètre,  dans  le  plan  mené  par  le  point  O 
perpendiculairement  à  Taxe  XY. 

Exercice  667. 

1804.  Um»,  Étant  données  deux  draiiei  quelconques  AB  et  CD,  o«f 

fait  mouvoir  une  troisihne  droUe  MiN  le  lùmy 
de  la  première  et  parallèlement  à  laseconi-e^ 
Quel  est  le  lieu  décrit  par  la  droite  moMêf 

Les  deux  droites  MN  et  CD  «tant  pant- 
lèlea,  tout  plan  mené  par  MN  est  panlUto 
à  CD.  (Gm  n«  376.)  Or,  en  Tune  quelcoiMpe 
de  ses  positions,  la  droite  mobile  MN  4étor> 
mine  a?ec  AB  un  plan  parallèle  à  ladroiteCD. 
G*est  donc  ce  plan  qui  est  le  Heu  demandé. 


Flg.  1150. 


Pig.  1149. 


fSOa.  Lieu.  Lieu  des  points  ('ffui(1istan(s  de  dfnu  jihms  jHirallèks. 

C'est  un  troisième  plan  inene  pamlltMement  aux  deux  jilans  donnéspai 
le  milieu  d'une  perpendiculaire  commune  à  ces  deux  plana. 

Car  toutes  les  perpendiculaires  menées  entre  ces  trois  plans  seront 
divisées  en  deux  parties  égales.  (G.,  3ttu.) 

Exercice  669. 

1006.  Lieu.  Lieu  de»  points  équidistants  de  deux  plans  quelcenqua. 

G*est  Tensemble  des  deux  plans  bissecteurs  des  dièdres  formés  par  ces 
deux  plans.  Car  le  plan  bissecteur  d^un  dièdre  est  le  lieu  des  points 
équidistants  des  deux  faces  de  ce  dièdre.  (G.,     33Rd,  4o.) 

Exemce  670. 

Itt07.  Lieu.  Lieu  des  iKirallèlcs  menées  à  un  plan  donné  A  paf^ 
point  doimè  0. 

C'est  lo  plan  M  mené  par  le  point  donné  parallèlement  au  plan  donné. 
Car  toute  droite  OM  laenée  dans  ce  plau  est  parallèle  au  plan  donné  A.. 
(C.,  no  370.) 

671. 

1808.  Lieu.  Lieu  des  points  cqnidii' 
tants  de  deux  droites  AB  et  CD  çsilf 

coupent. 

Les  droites  données  deterniiuenl  un 
plan  l'tj.  Le  lieu  cherché  comprend 
d'abord  les  bissectrices  indélude?  EF ''t 
GH  des  angles  (pie  forment  les  droite? 
données;  mais  le  lieu  complet  se  coifl- 
pose  des  plans  indéfinis  M  et  N  nienés 
par  les  bissectrices  EF  et  GH  perpendi- 
culairement au  plan  PQ.(Voir  n^  i^' 
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Ezéroioe  Sl%, 

idOO.  LIfu.  Quel  est  le  lieu  des  projections  d'un  point  donné  A  de 
'espace  eur  les  droites  menées  dans  un  plan ,  par  un  même  point  B  de 
e  plan  9 

Abaissons  la  droilc  AC  perpondiculnire  sur  le  plan  P. 

Celte  droite  c?t  pfrpf  rnliriikure  à  BC;  ain?i  G  ert  un  point  du  lieu;  il 
'n  est  de  même  du  point  B;  car,  si  nous  m»  nons 
l.'uis  le  plan  P  la  droite      pcrpcndicMil.nrc  à  BC, 
a  lii^ne  AB  CRt  per()en(li<nilaiic  à  BE  eu  vertu 
Ju  Ihôorètne  des  trois  perpendiculaire-. 

Pour  tou!c  autre  droile  Ai)  pcrpendii^ulaire 
à  BD,  nous  onrons  BD  perpendicnliiirc  à  en 
vertu  du  Ihcorème  rocifiroque  de  celui  des  trois 
perpoiidioulaires  ;  ainsi  l'angle  BBC  e?t  droit; 
donc  le  lieu  demandé  est  la  circonférence  décrite 
sur  DC  comme  diamètre. 


Fig. 


Bxerdoe  678. 

1810.  Li«tt.  Lieu  des  milieux  des  droites 
menéee  entre  deux  droites  données  dans  Ves- 
pace. 

Par  la  droite  AB  on  peut  mener  un  plan  M 
parallèle  à  la  droite  CD,  et  par  cette  dernière 
on  plan  N  parallèle  à  AB.  (G.,  n««  377  et  3'8.) 

Le  plan  RR,  mené  à  é^vle  distance  des  plans 
M  et  N,  est  le  lieu  demandé.  Car  ce  plan  con* 
tient  les  milieux  de  toutes  les  droites  menées 
de  M  à  N. 

Exeroioe  674. 

1^11.  Lieu.  Lieu  des  ^^oints  équidislants  de  trois  points  A,  li,  C  donnes 
i  >i  lijne  brisée» 

C'est  la  perpendiculaire  élevée  au  centre 
<iu  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  A, 
B,  C. 


1812.  Autre  méthode.  Par  les  points  mi- 
lieux des  droites  AB,  BC,  CA  on  peut  faire 
passer  des  plans  respeetîTement  perpendi- 
culaires aux  droites  AB,  etc.,  ces  trois  plans 

se  eoupent  suivant  la  droite  obtenue  par  la  première  méthode, 

Exerciee  675. 

1813.  Lîéti.  Quel  est  le  lieu  du  point  milieu  d'Une  drôHA  de  longueur 
instante,  dont  les  extrémités  s'appuient  sur  deu^  droites  reûiangu^ 
^ires  non  situées  dans  le  même  plan  f 

deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan,  on  peut  faire  pflsser 
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deux  plans  parallèles  entre  eux;  car  il  suffit  de  mener,  par  uu  p : 

d'une  des  droites,  une  parallèle  à  la  ^ecoucr 
le  plan  ainsi  déterminé  est  |  ar  lilèle  à  ctlU 
seconde  ligne;  puis,  par  celle  dernière  droite, 
on  mène  un  plan  parallèle  à  celui  qu^oo  a 
obtenu. 

Coupûiis  les  deux  plans  {jaialiclcs  par  un 
troisième  plan  qui  leur  soit  perpendiculairo  d 
qui  pasi^e  par  la  droile  MN,  et  soient  sur  et 
troisième  plan  W,  VV  les  traces  des  dem 
plans  parallèles.  On  peut  considérer  ces  mêmes  lip^nts  W  et  YY'cOBBiDc 
étant  les  projeclions  des  deux  droitr-s  données  ïiur  k-  troisième  plan. 

Soit  ML  la  plus  courte  distance  des  deux  droiles  rectangulaires,  MN 
la  droite  de  longueur  constante;  son  point  milieu  U  sera  évideaineB! 
dans  un  plan  parallèle  aux  deux  droites  données  et  équidistaol  de  tm 
deux  lignes. 

La  projection  M'N'  de  MN  sur  le  plan  équidislant  est  une  loogu^Jf 
conslanle  LN,  car  MN  et  ML  ont  des  lonprueurs  données.  Ainsi  le  tri- 
angle rectangle  M  LN  est  déterminé,  et  LM  a  une  longueur  inrariable  ; 
donc  le  lieu  du  point  0  milieu  de  MN  est  le  même  que  le  lieu  du  point  0 
milieu  de  M'N',  lorsque  celte  dernière  longueur  a  ses  extrémités  sur 
deux  droites  rectangulaires  obtenues  eo  projetant  les  droites  donnée^ 
sur  le  plan  équidistant.  Le  lieu  e$t  donc  une  circonférence  ayant  OM' 
pour  rayon,  et  pour  centre,  le  point  milieu  de  la  perpendiculaire 
mune  aux  deux  droites  données. 


EsereSoe  f  76. 

18!  1  Li«o.  Quel  est  le  lieu  du  point  de  concours  des  dia^onakt  àe$ 
parallélogrammes  inscrits  dans  un  quadrilatère  gauche  f 

C*est  la  droite  MN  qui  joint  les  points  milieux  des  deux  diagonales. 

La  démonstration  ne  diffère  point  de 
celle  qui  a  été  donnée  pour  le  théorèioe 
correspondant  de  Géométrie  plane,  car 
les  droiUs  AB,  AM,  AG,  DB,  EF  mi 
dans  un  même  plan.  Ainsi  la  médiane  AM 
passe  an  point  K  milieu  de  EF. 

De  même  CM  passe  an  point  L  nili^ 
de  GH.  Puis,  dans  le  triangle  ABIC,  b 
médiane  MN  passe  au  point  0  milieu  de 
LK;  or  le  point  milieu  0  est  le  potnl  de 
concours  des  diagonales  du  paralido* 
gramme  EF6H. 

Aiitrr  démonstration,  l*rojetons  la  ligure  sur  un  pian  perpendi- 
culaire à  MON. 

Les  troi>  points  M  ,  U,  X  auront  même  projection  0. 

Les  projet  lions  des  setrmenls  d'une  même  droile  sont  proportionoeiks 
à  ces  segments;  donc  on  obtient  un  parallélogramme  abod,  car  BM=:D^' 
donc  dm=dn; 
de  même  am  sr  en 


Fig.  1155. 
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d'ailleurs  les  droites  EF,  CA\  égales  et  parallèles  ont  des  projections  ef, 
yh  égales  et  parallèles;  mais  les  diaj^onales  e(j,  fh  se 

croisent  au  point  commun  o;  donc  EG,  FH  secoupeni   u  p  a 

sur  la  droite  MON.  7\ 

1816.  Rmwqne.  La  démonstratioD  par  les  pro-  ^v^>N^V  \ 

jectioDB  peut  serrir  pour  te  question  connue  de  û6o-  \ 

mélrio  plane,  où  il  s*agit  de  trouver  le  lieu  des  points  \  /\^^/ 

de  concours  des  diagonales  des  parallélogrammes  ins-  \  /  \\/\ 

crits  dans  un  quadrilatère  plan.  y — 

En  effet,  le  lieu  une  fois  connu  pour  le  quadrilatère  ^  ^ 
gauche,  il  safBt  de  projeter  la  figure  sur  un  plan  non 
perpendiculaire  à  MON. 


PROBLÈMES 


Bsmioe  677. 

1817.  Problème.  Trouver  la  distanat  d'un  potnt  donné  M  à  un  plan 
donné  ABC. 

Du  point  M,  avec  un  cordon  d^une  longueur  suffisante,  on  marque  sur 
le  plan  trois  points  quelconques  A,  B,  C, 
équidistants  de  M;  On  construit  le  triangle  ^ 
ABC,  et  on  él-'-vc  sur  les  milieux  des  cotés  _J[1^ 
des  perpendiculaires  qui  déterminent  le              ^^--  p  : 
point  0  éqiiidistaiil  des  sonimets.  ^  "  p  |  

La  droite  MO  est  la  distance  demandée.  1 
Car  les  obliques  MA,  MB  et  MC  étant  ^[ 
égales,  leurs  pieds  s'écarlent  également  du 

pied  de  la  perpendiculaire.  Or  le  point  0  <  st  le  seul  point  du  plan  pour 
lequel  ou  ait  OA==OB  =  OC.  Ainsi  MO  est  perpendiculaire  au  plan  ABC, 
et  représente  la  dislance  du  point  M  à  ce  plan. 

EsMoîoe  678. 

1818.  Problème.  La  flèche  dUin  clocher  forme  un  angle  solide  régulier 
à  8  faceêf  dont  la  somme  est  de  90  degrés.  On  demande  la  valeur  de 
chacun  des  angles  des  faces  latérales  vers  la  base  de  la  flèche. 

Angles  de  8  triangles,  ensemble.   .  .  8.S    ou    16  droits 


Somme  des  8  angles  du  sommet.   ...  1  droit 

Différence  :  les  16  angles  vers  la  base.  ;  15  droits 

Valeur  de  Tun  de  ces  angles   *Vm  droit 

Soit  84«%  ou  84»22'V» 


Exercice  679. 

1819.  Problème.  La  somme  des  8  faces  de  V angle  soUde  de  la  flèche 
(Tim  clocher  pouvant  varier  de  0  à  360  degrés,  on  demande  entre 
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ijHclles  It tinter  peut  varier  la  iomme  de$  angles  des  faces  laiéraUttm 
la  base  de  la  flèche. 

Somme  totale  des  angles  des  8  faces  .  .  .  8. â  ou  16  droits 
»  des  8  angles  du  sommet  .  .  •  .  de  0  à  4  droiU 
»     des  46  angles  vers  la  base  .  .  .  .   de  16  à  12  droiU 

Ainsi  la  somme  demandée  est  variable  de  12  à  16  droits,  soitdeKKO 

à  1440  degrés. 

1820.  Problème.  Que  deviennent  ces  limites  dam  le  cas  général  d'un 
angle  solide  de  n  faces  f 

Somme  totale  des  angles   8n  droits 

Angles  au  sommet   de  0  à  4  droits 

Angles  vers  la  ba.  e  de  2n  à  (in  —  4)  droits 

Eserdee  6(0* 

1821.  Problème.  Une  salle  a  uns  hauteur  représentée  par  h;  on  attsthe 
au  plafond  une  corde  de  l  mètres  de  longueur;  l  étant  plus  grand  fue 
1) ,  on  trace  un  cercle  sur  le  plancher  en  tenant  la  corde  tendu».  (M 

demande  la  surface  de  ce  cercle. 

Le  cordon  tendu  forme  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  qui  a  pour 
côtés  de  Tangle  droit  h  et  r;   donc   r- =    —  /i'-*. 
La  surface  du  cercle ^  ou  itr^  =  tc  (i*  —  /»). 

1821  (a).  Problème.  Une  tige  AP  de  hauteur  h  est perpendiculeirsè 

un  plan  M;  du  pied  de  cette  tige  on  dM 
sur  le  plan  une  circonférence  ayant  r  pour 
rayon.  En  un  point  B  de  cette  eirconféremt 
on  mène  une  tangente  BC  de  longueur  U  (M 
demande  la  distance  AC  de  Vextrémié  it 
cette  tangente  à  VextrémUé  de  la  tige, 

(Supposez  le  point  A  en  avant  du  plan  M  i 
La  distance  AC  0:^1  l'iiypoténuse  d'un  liiangle 
Al'C,  rectangle  en  P.  Le  cùlé  PC  ou  d  se 
trouvera  par  le  triangle  rectangle  PBC 

AC«  =  /i»  +  d*=:/^»  +  H  +  J* 
Exercice  681. 

1822.  PMblème.  Mener  un  plan  qui  coupe  un  trièdrc  irirectengle  S 
de  manière  que  la  section  ABC  soit  égale  à  un  triangle  donné» 

Un  trièdre  trirectangle  est  un  tricdre  dont  chaque  face  est  un  angJe 
droit. 

Hecourons  au  jn-oblï me  contraire  i  n"  213). 

Sur  la  face  M  ffig.  1160),  menons  SD  perpendiculnire  à  BG,  etdlBSle 
triangle  ABC  menons  AD.  En  vertu  du  théorème  des  trois  perp«ndleil- 
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lires,  AD  est  perfientlicuiaire  à  BT:.  Ainsi  AU  est  une  hauteur  du  tri- 
nfîle  ABC,  et  SD  la  liaiiloiir  du  triangle  rectande  BSC. 
Doac  ie  triangle  reclaogie  BSC  est  complètement  déterminé,  car  on 

9 


¥ig,  1159. 


k'ig.  ildO. 


onnatt  son  hypoténuse  BG  et  le  pied  D  de  la  hauteur  correspondante 
fig.  1159). 

Ce  triangle  étant  construit,  on  porte  les  distances  SB  et  SG  (flg.  1100) 
kur  les  arêtes  correspondantes  du  trièdro;  on  détermine  d*une  manière 
inalogae  la  longueur  à  porter  sur  Taréte  SA,  ce  qui  donne  le  troisième 
iommet  du  triangle  demandé. 

1823.  Bemarque.  Le  problème  eantraire,  qu^on  a  dû  résoudre  préala- 
blement, offre  un  grand  intérêt,  car  il  est  fondamental  dans  la  théorie 
de  la  perspective  axonométrique,  (Voir  Géométrie  descriptive,  n*^  601  et 
suivants.)  Il  n'y  a  que  deui  solutions  symétriques  par  rapport  au  plan 
du  triangle  donné  ABG.  En  effet,  le  lieu  du  point  S,  tel  que  Tangle  ASB 
soit  droit,  est  la  sphère  décrite  sur  le  diamètre  AS.  De  même  le  point  S 
doit  appartenir  à  la  sphère  décrite  sur  le  diamètre  AG  et  à  celle  qui 
aurait  BG  pour  diamètre  ;  or  les  trois  sphères  se  coupent  deux  à  deux 
•uivant  des  cercles  dont  les  plans  se  rencontrent  suifant  une  même 
droite,  et  cette  droite  détermine  sur  les  surfaces  des  sphères  les  deux 
points  communs  aux  trois  surfaces. 

Il  n*y  a  donc  que  deux  points  qui  puissent  servir  de  sommet  au  trièdre 
trirectangle. 

Ezerotoe  682. 


1884.  PtMèmm,  Étant  données  deux  droites  indéfinies  quelconques 
AB  et  CD,  mener  un  plan  parallèle  à  chacune 
ée  ces  droites,  à  égale  distance  de  l'une  et  de 
l^autre. 

Par  la  droite  AB,  on  peut  mener  un  })lan  M 
parrîllùlo  à  la  droite  CD,  et  par  CD  on  peut 
niencr  un  plan  N  parallèle  à  AB.  (G.,  n<>*  377 

et  378.) 

Les  deux  plans  M  et  N  sont  parallèles.  (G., 
391.)  Fig.  1101, 
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Si  donc  on  mène  un  i)lan  RK  équidistanl  des  deux  plans  M  etN. 
plan  fn-n  parallèle  à  chacune  dos  deux  droites  AB  et  CD  el  s«  trouîtf. 
à  ôgaiô  distance  de  chacune  d'elles. 


Exercice  683. 

Id2^.  PrabléaBe.  Par  une  droite  flonncr  AB.  meni:)-  un  plan  qui  pùf^ 

à  vgale  distance  de  deux  points  don^in 
Ck  C  et  D. 


A 


!:!-.yy        Soit  M  ce  plan;  les  perpendicuiair - 
£^£.i^z>>S^-;^^^r  / M  Q£    jjp  jjoivcnt  être  égales;  ce?  drr  !- 

^       sont  parallèles,  comme  él mt  perper''-- 
Plg  ^102  culaires  à  un  même  plan  ;  iocc  !  ^ 

Iriangles  CEG  et  DFO  sont  éga  ï 
comme  ayant  un  côté  égal  adjacent  à  des  angles  reapeclirement  é^ui 
Ainsi  CG  =  GD. 

Le  plan  M  est  donc  déterminé  par  la  droile  donnée  AB  el  le  point  w 
milieu  de  la  droite  CD.  pti  joint  les  points  donnes. 

Il  y  a  une  aeconde  réponse  :  le  plan  conduit  par  AB  parallékffî«-i 
àCD. 

Exercice  684. 

182U.  Problème.  Par  f  u  poiuf  iloimr  0,  rixeiicr  hh  plan  qui  p'^*^  * 
égale  distance  de  trois  autres  points  donnés  A,  B,  C. 


Le:i  trois  points  donii«1s  A,  B,  C,  Uélcrminent  un  plan  ABC. 
Par  le  poiiit  0,  on  niènora  un  plan  parallèle  au  plan  ABC,  et  par 
équidistant  des  trois  points  domiés. 

DitouMBon.  l""  Si  les  quatre  points  donnés  sont  en  ligne  droit^t  ^ 
plan  passant  par  la  droite  répond  à  la  question. 

7/>  Si  les  trois  points  donnés  sont  en  ligne  droite,  tout  plan  ch^ 
parallèlement  à  cette  droite  par  le  quatrième  point  répond  k  la 
tlon. 

Dans  ces  deux  premiers  cas,  le  problème  est  indéterminé. 

3<»  Si  les  quatre  points  forment  un  quadrilatère  plan,  ce  plan 
donne  une  solution. 

4«  Si  tes  quatre  points  sont  les  sommets  d*ua  tétraèdre,  il  y  M"^^ 
solutions  :  d*abord  celle  qu'on  a  indiquée  précédemment  (fig.  iKi^'i  p^' 
trois  autres,  en  menant  par  le  point  assigné  un  plan  passant  par '«^^ 
des  parallèles  à  Pun  des  côtés  du  triangle  des  trois  points,  lonqa^^"' 
parallèle  passe  par  les  points  milieux  des  deux  autres  côtés  de  ce  in- 
angle* 
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1827.  Ptrobléine.  On  éUmne  une  droite  XY  et  deux  points  quelconques 
.  et  B  de  Vespace;  trouver  but  la  droite  un  point  C  tel  que  le  chemin 
£-\-BC  soit  minimum,  et  un  point  D  tel  que  la  différence  AD  —  BD 
es  chemins  soit  maxima. 

Soient  les  points  A,  B  et  la 
Toite  XY  non  silués  dans  un 
Qéme  plan. 

Par  le  point  B,  menons  un 
>lan  perpendiculaire  &  XY  et 
lécrîTOOS  une  cireonlérence  avec 
e  rayon  OB. 

Soit  EF  le  diamètre  situé 
tans  le  plan  AXY. 


Fig.  1104. 


En  ae  reportant  aux  questions  connues  de  Géométrie  plane,  on  mènera 
iCE  et  AFD. 

AC  4-  CF  ou  AC  +  CB  est  le  chemin  minimum.  (  G. ,  n<»  176.) 

AD  —  FD  ou  AD^BD  donne  la  différence  AF  maxima,  car  cette 
liflérence=AF;  pour  tout  autre  point  T,  on  aurait  un  triangle  ATF; 
lone  AT— TF<AF.   (G.,  n««,  2o.) 

Remorque.  On  proc^^dfTait  d'une  inanièro  analogue  pour  déterminer 
ur  X\  un  point  dont  la  somme  des  carrés  ou  la  diUérence  des  carrés 
les  dislances  éirale 

Eq  général,  il  vaut  mieux  se  borner  à  indiquer  la  solution  des  pro- 
)lèmes  de  Tespace  et  recourir  à  la  Géométrie  descriptive,  pour  eilectuer 
éeliemeni  les  constructions. 


—  U. 


1828.  PiroblècM.  Deux  droites  AB,  A'B'  sont  perpendiculaires  à  un 
même  plan  M  aux  points  donnés  A  et  A'.  On  sait  que  la  longueur  de  AB 
tst  double  de  celle  de  X'B'»  Par  le  pied  A  de  AB,  on  tire  dans  le  plan  M 
une  droite  AC,  faisant  avec  AM  un  angU  donné.  On  demande  de  trou^ 

mr  la  droite  AC  un  point  d'oïl  Von  verraU 
les  longueurs  AB,  A'B'  sotis  des  angles  égaux. 
Disctission  sommaire  de  la  solution.  (Concours 
é^dmission  à  Técole  spéciale  militaire,  1876.) 

D^un  point  quelconque  D  de  AC  avec  un  rayon 
égal  k  la  moitié  de  AD,  dôcriTOoa  un  arc  dans  le 
plan  M.  11  coupe  AA'  aux  points  E,  F.  Par  A', 
menons  A'G  parallèle  à  ED,  et  G  est  le  point  de- 
mandé. En  effet,  puisque  DE  est  la  moitié  de 
AD,  de  même  A'G  est  la  moitié  de  AG.  Donc 
las  deux  triangles  rectangles  GA'B',  GAB  sont 
iemblables,  puisque  Tangle  droit  est  compris 
0o(re  deux  côtés  homologues  proportionnels,  car 
k'h*^*j^kB;  donc  les  angles  A'GB',  AGB  sont  égaux  entre  eux. 


FIg.  1166. 
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DitciMnoa.  La  circonférence  eut  tangente  à  AA'  lorsque  Tanglc  CAJk 
égale  30^  ;  donc  il  y  a  deux  eoluttons  lorsque  A  <  SO^;  une  seule  ^ocr 
A  s=  dO»,  et  aucune  pour  A  >  3Û<>. 

8oo1m.  Si  iea  hauteurs  A'B'  et  AB  étaient  dans  le  rapport  il 

drait  prendre  pour  rayon  ADx— Les  deux  triangles  seraii^^i 
encore  eemblablea. 

Exercice  685.  —  III. 

1829.  Problème.  Projeter  ileMJS  figurea  platus  i^titiblcilk^ ,  j<laiémj^ 
d'une  manière  quelcotitiue  dans  l'asjjuce,  suivutU  d^n^  /i^u*«» 

blahlcH. 

î.a  question  est  traitée  avec  les  développements  convennMos  au  /     ^  î. 
sous  la  forme  de  Théorème.  {Exercices  699,  U  et  111; 
18 'iG,  d.) 

On  peut  voir  aussi  lo  n^'  î2ol5,  i*'  et  (Jivcrses  notes  que  nous  ato»* 
publiés  on  i^*X}  dans  Journal  de  Malliématiqueê  élémentairtê  tt  tfé^ 
Giale$,  de  M*  G«  de  Longcuamps. 
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Géométrie  de  positlou. 


Fig.  1106. 


1U30.  Théorème.  Dans  un  (rfracilrr  SABG,  les  tcoin  flroites  qui 
ifjnenl  les  nulien.r  des  arêtes  op)ios»'es  se  rencontrent  en  un  même 
tint,  qui  est  le  milieu  de  chacune  d'elles. 

CoQsidérons  d'abord  deux  de  ces  droites;  par  exemple,  DF  et  E6. 

enons  les  droites  DK  et  IT 

iians  le  triaogie  ASC,  la  droite  DE  est  parel- 
!•  à  AC,  et  en  est  la  moitié;  de  mi'me,  dans 

triangle  Ai'>(J,  la  droite  FG  est  parallèle  à  AG, 
.  en  est  la  moitié. 

Aiasi  la  figure  DËFG  est  un  parallélogramme 
li  a  pour  diagonales  les  droites  DF  et  £G; 
)nc  ces  droites  se  coupent  en  leurs  milieux. 
La  troisième  droite,  qui  joindrait  les  milieux 
)  SB  et  de  AC ,  couperait  aussi  DF  en  son  mi* 
ni;  donc  Uê  troiê  droites,*, 

teolfo.  Les  quatre  droites  AB,  BG,  CS  et  AS, 
il  ne  sont  pas  dans  un  même  plan ,  forment  ensemble  le  périmètre 
lin  quadrilatère  gauche.  Nous  afons  déjà  tu  (n«  1792)  qu9  ist  milimm 
M  eôtéê  sont  les  sommets  d*un  parallélogramme, 

Exerdoe  687. 

11531.  Thoorèmc.  Les  milieux  îles 
ri'tcs  (l'un  tétraèdre  régulier  AB'^D 
tnt  les  sommets  d'un  octaèdre  régu- 
er. 

Kn  effet,  toutes  les  lignes  qui  joi- 
nent  un  point  milieu  quelconque,  I  par 
xemple,  aux  quatre  points  E,  F,  G,  H 
5fit  égales  comme  moitié  d'une  arôte. 
onc  tous  les  huit  triangles  formés 
3nt  équilaléraux  enlre  eux. 

Tionc  la  figure  EFGHIJ  est  un  octaèdre 
égulier.  C.  Q,  F.  D. 
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1832.  ThAoféM.  Le»  milieux  des  arêtes  d'un  tétraèdre  quckci\^ 
wmt  les  sommets  d'un  octaèdre  dont  Us  arêtes  opposées  sont  égak>^ 

parallèles.  .  -j 

2o  Le  volume  de  Voeiaèdre  est  la  moitié  du  volume  du  tétraèdre. 

En  ellct,  Id  pyramide  DEIM  est  le  huilième  de  DABC,  car  ses  irî<ej 
sont  respectivement  la  moitié  des  arêtes  de  DABC;  or  les  TOlam^^^^ 
entre  eux  coiuiïh  les  cubes  des  dimeDSioDS  homologues.  (G.,  n*Mï.  v 
même  CGIll  —  V«CBAD,  etc.  ;  donc  octaèdre  =  ViABCD. 


„^  Il  n'y  a  que  cinq  polyèdres  réguliers  convexes  lU-,  n  -  V>^i,  m.i.  i.^ 
en  outre  quatre  pohfèdres  rég^fVers  non  rmiveares.  ils  ont  elô  découj^^  F 
PoiNSoT,  étudiés  par  Cauchy  et  M.  J.  \U-mjhasu.  (Voir  Traite  de  bime^ 
élémentaire,  par  MM.  Bouché  et  de  CuMuuuouàtE,  n"  913.)  . 

Foi.N.ur.  né  à  l>aria  en  1777,  mort  en  1859,  membre  du  buw>att  d» 
tudes,  auleur  des  ÉLénients  de  statique,  où  se  trouve  exposée  pour  It 

mière  fois  la  théorie  des  couples.  ,      .  a  .«.iK;n: 

Caucnt,  né  à  Paria  en  1789,  mort  en  1857,  un  des  plus  grands  maujctn 

ciena  de  notre  Mèrle.  Il  a  publié  un  grand  nombre  de  mémoires  sur  uwi** ^ 

parties  des  mathématiques. 
M.  J.  BERTaAND,  membre  de  lloslitut. 

ExeroK»  686. 

1833.  Théorème.  Dana  un  tétraèdre  quelconque,  tes  six  plans  bi'^^' 
H         teurs  des  dièdres  se  rencontrent  en  un  même 
équidistant  des  quatre  faces. 

En  effet,  dans  le  triôdre  D,  les  trois  plans 
secteurs  se  rencontrent  sui?ant  une  droite  DX  do*^ 
chaque  point  est  équidistant  des  faces  a,h,c. 

Dans  le  trièdre  A,  les  trois  plans  bissecteurs  »^ 
rencontrent  suivant  une  droite  AY  dont  tm^ 
point  est  équidistant  des  faces  h,  e^  d. 

Ainsi  les  deux  droites  DX  et  AY  se  trou^n 
rune  et  Tautr©  sur  le  plan  bissecteur  du  di  irr 
Fig.  im         AD,  commun  aux  deux  trièdres  considérés.  eU 
point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  est  équidistant  dw  quatre 

Exercice  68d. 

183'!.  Th^^orème.  L'i^  si.r  phwf^  wrnés  pevpeïidiculairement  à  eha^ 
arête  par  le  point  milieu  de  la  droite  considérée,  se  coupent  eum 
point.  .1 

Tout  point  du  plan  perpendiculaire  nu  milieu  de  Ah  est  équidistant  y 
points  A  et  B;  donc  le  point  comnuin  aux  plans  porpondiculaires  <1  • 
AC,  BC  est  équidistant  des  quatre  soniuiels  du  tétraèdre  ;  «Jonc  li  app 
tient  aux  plans  respectivement  perpendiculaires  au  milieu  de  AD,  «J*? 
et  de  CD. 

Remarque.  Le  point  de  concoufs  dcs  six  piaiib  eàt  le  centre 
sphère  circonscrite  au  tctraôdre. 
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Exercice  690. 


Théorème  de  Gommandino  *,  Les  quatre  droites  qui  joignent 
haqtte  sommet  d'un  tétraèdre  au  point  de  cou- 
ours  des  médianes  de  la  face  ujtposëe  se  coupent 
u  même  point,  et  ce  point  est  aux  V4  la 
^roite  à  partir  du  sommet. 

\^  Considérons  d'abord  deux  de  ces  droites 

)G,  CH. 

Soit  Ct  lo  point  de  concours  des  médianes 
\F.  C]\  du  triangle  ABC,  fil  H  le  point  de  con- 
ours  des  médianes  DE,  AL  de  la  Tare  ALU). 

Les  deux  droites  DCf,  ClI  se  coupent  en  un 
eriain  point  M,  car  elles  sont  dans  un  même 
>lan  DEC. 

2o  Les  parallèles  CD  et  GU  donnent 

GM  _  IIM  _  (ili  _  i 
TÏD  —M:  —  CLT—  3 


car 


EG 
CE 


1 
3 


Aio&i  GM  est  le  tiers  de  MD,  oa  le  quart  de  la  ligne  entière  GD  ;  donc 
DM  est  les  %  de  DG.  De  même  CM  =  7^  CH. 

Les  quatre  droites  se  coupent  au  même  point,  puisque  la  droite  issue 
du  sooimet  A,  par  exemple,  doit  aussi  couper  DG  au  point  situé  aux 
de  sa  longueur  à  parllr  de  D. 

Le  point  M  est  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre. 


1890.  niéarème.  En  jyrenant  deux  à  deux  les  arêtes  opposées  d'un 

tétraèdre^  nn  obtient  trois  groupes  d*arétes, 
\^  Un  tétraèdre  peut  avoir  un,  deux  ou  trois  groupes  d'arêtes 

égales. 

2»  Un  tétraèdre  peut  avoir  un  seul  groupe  d'arêtes  orthogonales  Vune 
à  Vautre,  ou  trois  groupes  d^arêtes  orthogonales, 

(Voir  Méthodes,  160.) 


Iji^n  Th^-orème.  Lorsque,  dan^^  fffi  tétraèdre,  deux  hauteurs  se  reu- 
montrent,  il  en  est  de  même  des  deux  autres. 

Soient  les  hauteurs  AE,  BF  qui  se  coupent  au  point  G. 


*  QMÊMàstiuù  (ISùhUtS)  tMdtUsH  lat  œumi  dTAnaiiMàDa.  d^APOLLOim», de  PioufaitK 
•t  iVucuDB,  n  piibU«,  «a  IW,  ma  tmlté  il»  Otntro  grwMaUs, 
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Le  plan  AHB,  qu^eUes  délermioeDt,  est  perpendiculaire  à  TaréleCDC 

puisque  eetU  ligne  est  rinterseetioa  des  lafli 
auxquelles  les  hauteurs  sont  rcspeciiTcm^ 
perpendieulatres.  (G.,  405.) 

Par  CD,  menons  un  plan  CID  fierpeadie» 
laire  à  AB.  Ce  plan  sera  perpendlciilaîre  ait 
faces  ABC,  ABD  ;  par  consiquent  il  eoftUen&i 
les  bauleurs  DL«  CK;  donc  m  deux  lignasse 
coupent. 

Remarque.  La  droite  m,  intersecli-Hi  ce» 
plans  mene^  [  ar  AB  et  CD,  passe  par  i^é 
points  0;  car  elle  e?t  la  troisième  hau- 
teur, soil  du  triangle  AliD,  soit  da  tnanfk 
CID. 


A 
♦ 


1838.  TlMorènie.  Démontrer  que  les  quaire  perpendiculaires  âettt* 
i\ujc  faces  d*un  tétraèdre  à  arêtes  orthogonales,  par  le  point  de  eoneeun 
tles  hauteurs  de  choqtfc  face,  se  coupent  en  un  même  point, 

Soient  L  le  poiut  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  BCD;  M,  cciu: 

de  ACD  ;  N ,  celui  de  ABC  ;  0,  celui  de  XBV 
Eu  outre  les  arêtes  opposées,  telles  que  AE 
et  CD,  sont  perpendiculaires  Tuite  à  Tau^r» 

Les  hauteurs  BE,  AE  peuvent  t'ire  cvUi- 
minées  par  uu  plan  mené  par  AB  pej|>eii'-l' 
ciilaip^mcnt  à  CH,  puisque  AB  et  Cl^  soi! 
perj  eridicuiâires  enim  elleâ  ;  ce  dernit^r  pis" 
c^t  [  ei  pendirulaire  aux  faces  qui  oai  Cl' 
pour  arête  commune. 

La  perpenliculaire  au  triang-lc  A^llipari'* 
pi;*nil  M,  et  per{)endiculaire  unnée  at- 
triaugle  BC(>  par  le  point  L,  se  coupcûticai 
elles  sont  dai^s  un  niOnio  plan  Al.lL 

Ainsi  l'-s  porpendiculaire:?  élevées  aux  facis 
par  L,  M,  N,  0  bont  dcu^i  à  iU'ux  dan»  uc 
même  plan  :  donc  elles  se  roupoi;t  deux  à 
d*»ux.  D  iîilleur-  ces  quaire  drôi'ci  ne  sofi! 
pas  dans  un  ^eul  et  méiiie  \ù:in,  car  Al".  1)  ne  contient  pa?  les  poii)l-^ 
N,  0;  doue  les  quatre  droites  passent  par  un  même  point. 

Remarque.  Le  tétraèdre  ot'tlwgonal  jouit  de  nombreuses  propriétés 
il  a  donné  lieu  à  plusieurs  études  intéressantes;  voir  notamment  :  /ev^ 
nal  de  Mtdhéntati'jues  élâncntaii*es  et  spéciales,  i88l,  p«  337« 


Emom»  884. 


1838.  Théorème.  Us  diagonales  d'un  tronc  de  pyi*Qmùi€  OUVU^^ 
base  un  paraliélogramtm  se  etmpmt  «i&  mimé  poiaU. 
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Soit  —  le  rapport  des  côlés  homologues  et  des  diagonales  liomo- 

^ogues  des  doux  bases  du  tronc. 

1<»  Les  arôtes  latérales  opposées  sont  dans  un 
même  plan ,  et  ce  plan  coupe  le  tronc  suivant 
un  trapèze  ACC'A',  dont  les  diagonales  AC,  CA' 
le  coupent  sur  la  droite  MS  dHotersection  des 
deux  plans  ASC,  BSD. 

...  AU       AC  m 

D'ailleurs 


OC 


A'C 


(G.,  n«>âl3, 3») 

donc 


MO 
UM' 


m 
II 


Les  diagonales  hù\  DB'  diviseraient  MM'  dans 
le  môme  rapport  ;  donc  elles  passent  par  le  môme         Tig.  <ii7x 
point  O. 

Remarque.  Le  Ihdorôrnfl  e^t  vrai  pour  tout  Ironc  de  pyramide  ayant 
[juiir  ba-ie  un  })olij<jo)i<:  à  centre,  et  composé  par  suile  de  droites  égales 
et  puraiieies  deux  à  deux.  (G.,  u»  159.) 

1840.  Théorème.  Lorsque  les  quatre  diayonales  d'un  hexaèdre  se 
coupent  au  m^me  point  y  les  trois  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les 
points  de  concours  des  diagonales  des  faces  Ojqwsêcs  se  coupent  au  même 
point. 

lîn  effet,  les  plnn^  ACC'A'  et  BDD'B'  donnent  les  trois  points  M,  0,  M' 
tn  liprne  droite,  be  m  rne  les  plan^  BCD'A',  ADC'B'  donneraient  une 
autre  droite  passant  par  lo  point  0,  etc. 


Extroioe  MS, 

1641.  Théorème.  Le  plan  qui  passe  par  le  point  milieu  de  trois  aréles 
non  parallèles  et  non  concourantes  d'un 
cube  coupe  le  solide  suivant  un  hexa* 
gone  régulier. 

Considérons  le  plan  mené  par  les 
points  milieux  1 ,  J  »  K  des  trois  arêtes 
non  parallèles  deux  à  deux  et  qui  n'ap- 
partiennent pas  à  un  même  angle  so- 

lide. 

Menons  les  diagonales  BK,  BG,  GE 
des  Iroia  faces  do  l*angle  sohde  F,  et  la 

diagonale  AC. 

La  droite  IJ,  qui  joint  les  points  mi- 
Lieux  de  BA,  CB,  est  parallèle  à  AC  et 
en  égale  la  moitié;  donc  elle  est  aussi 

parallèle  à  EG  et  en  ègaW  la  moitié.  De  même  JK  est  parallèle  à  BG  et 
en  égale  la  moitié* 

Le  plan  UK,  mené  par  des  droites  parallèles  à  EG  ft  à  BG,  est  donc 
parallèle  aux  plans  B£G  et  ACH. 


à 
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Donc  KL  el  CH  sont  parallèles  comme  intersections  de  deux  plifr 
parallèles  IJKL  et  ACH,  par  un  troisième  plan  CGH. 

Mais  K  est  le  point  milieu  de  CG;  donc  L  est  le  milieu  de  GH  d 
KL=  ViCH,  etc.  Ainsi  le  plan  UK  passe  par  les  poioU  milieux  U.> 
des  côtés  correspondants. 

L*hexagone  obtenu  est  régulier,  car  chaque  côté  est  égal  à  la  moîLV^ 
du  eôlé  d*un  triangle  èquilatéraU  et  les  angles  sont  égaux  comme  éiac! 
les  suppléments  tics  angles  d'un  triangle  équilaléral.  Ea  effet,  ÎJ 
parallèle  à  KG;  JK  est  parallèle  à  BG;  donc  Tangle  UK  est  le  soppté* 
ment  de  BGË. 

Remarque.  On  pcut  voir  au  sujet  de  cette  question  les  E^cercices  d^:  ' 
Géométrie  descriptive,  1893,  par  F.  J.  (n^  527,  p.  297).  ' 


EMreioe  999, 


1 


1842.  Théorème.  On  peut  coitper  par  un  plan  une  pyr^tmide  qua- 
drangulaire  dont  la  base  est  un  polygone  cotwexey  de  mamèi-e  à  obt^tr 

pour  section  un  parallélogramme. 

On  sait  que  le  plan  sécant  doit 
être  parallèle  aux  lignes  d  iolef- 
section  des  faces  opposées  de  It  4 
pyramide  y  car  il  coupera  deoi  ^ 
foces  opposées  suivant  des  par^  < 
lèles  à  rintersection  de  ces  hc& 
(G.,  n*»  383)  ;  par  suite»  les  deux  . 
droites  d'intersection  serool  |Nh  j 
rallôles  entre  elles. 

11  faut  donc  prolonger  les  côt^  i 
opposés  jusqu'en  leur  rencontre, , 
mener  JE,  JF  ;  tout  plan  parât- 
lèle  à  JëF  donnera  un  parallé^ 
logranime  ahcd. 

Ainsi  gba  et  ES  sont  paral- 
lèles comme  interseclioDS  de  deux 
plaos  parallèles  par  le  plan  SAB; 
de  môme  cd  est  parallèle  à  SE  et 
par  suite  à  ah;  de  même  n^,  «/ 
sont  parallèles  à  SF.  l  a  lU'ire 
abcd  est  donc  un  parallèlogramioe. 


Fig.  1171. 


Remarques.  1  •  Au  point  de  vue  des  opérations  graphiques  à  effecletf» 
la  construction  indiijuée  dans  les  Exercices  de  Géométrie  descr^ti^s  m  1 
préférable  à  celle  que  Von  vient  de  donner.  I 

2°  I.e  thèoiènie  prérédent  {n'>  1842)  peut  sVnnncer  comme  il  mi  :  j 
est  toujours  j)os>iihle  Je  ))rojeter  coniquemeni  un  quadrilatère  gudciifi^^  , 

ABtib  nidviuit  un  jHi luilli'lograinme  abcd.  .  ' 

On  peut  d'ailleurs  disposer  du  centre  J  de  projection  de  manière  a  ^ 
obtenir  pour  projection  un  losanL''e  ou  un  rectani^k  ;  pour  celt^  dernière 
figure,  il  suiût  que  J  apparlieuûe  à  la  sphère  déente  sur  Et  coiaia. 
diamètre. 
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1843.  ThéofèM.  On  peut  couper  un  prieme  triangulaire  donné  de 
manière  que  la  eection  eoU  semblable  à  un  triangle  donné. 

Soit  ADS,  A'D'S'  un  prisme  Iriantrnlaire  qnticonqnp. 

Les  sections  parallèles  étant  éi^'alers,  un  peut  supposer  que  la  section 
demanJée  SBC  est  menée  par  un  de^i  sommets  du  prisme.  En  ailmeltart 
que  SliC  soit  semblable  à  un  triangle  donné,  les  ancries  liCS,  CRS  ont 
<lc5  Lirandeurs  connues.  Le  théorème  sera  démoDlré  si  i  on  peut  résoudre 
le  problème  suivant. 

1844.  Problème.  Construire  une  pyramide  quadrangulaire  SABCD 
dont  la  base  est  un  trapèze ,  con- 
naissant la  face  ADS,  l'inclinaison 
de  celte  face  sur  le  plan  de  la  basCf 
la  direction  DD'  AA'  des  côtés  pa- 
rallèle» de  cette  base  et  les  angles 
de  la  face  SBC. 

Supposons  la  construction  effec- 
lutc;  du  sommet  S,  abaissons  îa 
perpendiculaire  bP  sur  le  plan  de 
la  base,  et  la  pcrpendicuî^ire  PQ 
sur  le  culé  BC  ;  dans  la  direction 
de  BG  prenons  0^  =  0"^.  ''^  joi- 
gnons K  au  point  P.  La  droite  RP 
est  dans  le  plan  de  la  base,  et  SQ 
est  perpendiculaire  à  BC. 

A  cause  de  Pangle  droit  SPQ,  on  a 


00 


BQ 


OU  -50 


sont  eonnus,  car  le  tri* 


Or  les  rapports  et 

angle  BGS  est  semblable  à  un  triancrle  donné;  on  peut  déterminer,  par 
rapport  à  B'C  et  à  P',  b  s  points  Q'  et  IV,  et  mener  des  parallèles  à  Àk\ 
et  le  problème  est  ramené  au  problème  connu  : 

Construire  un  triangle  rectangle  PQB,  tel  que  les  sommets  se 
trouvent  sur  des  parallèles  données;  on  sait,  en  outre,  que  la  diffé- 
rence RQ*  —  PQ*  des  côtés  de  Vangle  droit  a  une  wUeur  connue  SP' 
(n*»  1523). 

1844  (a).  Hoia.  La  eoluiion  précédente  a  été  donnée  par  Lbuilibr,  de  Genève, 

dans  les  Annales  de  CiPi  ipmne ,  en  1SÎ1. 
V^oici  les  deux  cas  les  plus  intére&âants  du  problème  proposé  (n^  1643). 

Couper  le  prisme  triangulaire  de  manière  que  la  section  soit  un  triangle 

^'quilaléral. 
On  f^iit  1  cnoucer  comme  il  mil  : 

Projeter  un  tnangle  donné,  de  manière  que  sa  projection  suU  un  triangle 
fqmlatéral. 

11.  34 
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CcUû  irnnsformali'in  ppriin'i  de  re-iuiHre  un  n-««'7.  grand  iioniiire  Uti  tjue*ù  <-i 
roi  ilivus  au  U  janj^le  qaclcuinue,  nidid  li  ne  t'agit  que  dos  qupsiions  de  f»o*iu  _  j 
«riulergeclion ,  et  non  des  rolaliojis  mimèriques  aiilrcà  que  le»  raj-porU.  N.»a^ 
rappliquons  à  la  seconde  Hf  moiislralioa  du  ih'?orème  (li*  1201).  | 

oo  Couper  le  prisme  lè  ianguiatre,  de  mantcre  que  la  seciion  soit  m  irm*^^^ 

Ou  bien ,  projeter  un  pcunUélogramme  de  maniéré  à  of^tenir  un  e§rrL 
GiosGM  BiTT,  dans  ton  Bêcueil  de  problènm  de  Gàmtéirte,  t  rMi  It  cm^ 
dtt  triangle  équîlaléral  à  l'aide  du  caJcuJ.  i 

3*  H.  Nbumug  ,  profeaieur  à  Tmiiverailé  de  Liège,  a  publié  vu  mêtudn  ^ 
intéresaanl  Sur  les  projeelioM  et  contre^ projeeiiiuu  (fin»  triangle  fae.  (Uc^ 
moires  de  rAcadémie  royale  dea  sciences  de  Belgique,  lome  XLIV;  Bivie^kfJ 
1^90). 

Le  savant  auleur  ne  considère  que  dos  projections  orthogonales,  el  11  winj  j 
contre- projections  d'uo  triangle  toute  section  du  prisme  droit  construit  sur 
t'iingle. 

Le  ruénioire,  de  qualre-vinçrUsix  j'.u'es»  riche  en  llu  orcnie-s  importaoU  tt  c-i^ 
élégantes  déDioii»lraiioii8,  abonde  en  icnseignenienU  bibiiogrâpiiiques. 

La  publication  de  oe  aa?aQt  mémoire  avait  M  précédée  par  divers  utidn 
du  même  auteur  dans  la  Nouvelle  Correspondance  maîhénwifique  de  Càrau^ 
1874-1875»  page  IS8« 


I84tf.  Thèerème.  Deux  droites  ÀB  et  X'b\  symétriques  par  rapifori 

à  un  plan  MN  »  font  avec  ce  plan  des  any'd 
égaux. 

La  droite  AA'  est  perpendtoulaîre  au  pUi 
MN ,  et  a  son  milieu  en  D  ;  de  méinet  ^ 
est  perpendiculaire  a«  plaa  MN«  tt  a  soi 
milieu  en  C. 

Donc  CD  eet  la  [u  ojecUoD  commuoe  àfi 
deux  droites  sur  le  plan  MN  ;  et  si,  dansk; 
I  laa  ABf,  on  mène  les  droites  AH  el  A'Il'  pi*; 
rallèles  à  CD,  on  a  en  t  et  t'  les  angles  ^ 
deux  droites  avec  le  plan  MN;  et  como^ 
Fig.  niQ'  trap&zcs  lecUiiglcs  GDAB  et  CDAB; 

petirraieiit  coïncider,  il  on  résulte  que  raogle  t=t'. 


Exerdoe  999.  —  I. 


l'ig-  117: 


4846.  Théoftee.  8i  deux  plans  AB  et  AV 
sgmétriqt^  par  rapport  à  un  troisième  MN,  ^ 
dernier  plan  est  bissecteur  de  Vamjle  des  àfftt 
premiers. 

Soit  EF  1  intersection  des  plans  AB  et  M."^ 
Tous  les  points  de  AB  devant  avoir  leurs  fynit- 
triques  sur  A  i  i ,  lu  droite  Ef  doit  a|)partexiir  aii^ 
deux  plans  AB  cl  A'B'. 

Si  Ton  luène  les  trois  droil-  s  (  M  ;,  OC  el 
perpuidiculaiï^s  à  l'inlei section  EF,  e^^s  dfoii^j 
sont  daos  ua  mémo  yidn  perpeudiculaire  à  , 
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\insi  OC  et  OC  iooi  sjmélrîfue»  par  rapport  aa  pla«  MN;  ces  lignes 
tuût  des  angles  égaux  avec  ce  plan  (n<^  1845).  Et  comme  les  angles  DOC 
;l  DOC  mesurent  (es  riièdies  formés  de  part  et  d'autre,  le  plan  MN  est 
t>iaaeclettr  de  raogle  des  deux  plaas  AB  et  A'B'.  C.  Q.  F, 


Exercice  — 


lU46(a}.  Théorème.  Dctt.''  trian^/lcs  vijaiiXj  disposes  d'une  nianicrc 
quelconque  dans  /V  s/^uce,  peuvent  être  projetés  orthogoiialefnenl  mr  un 
même  pion,  .sairanl  deux 
trian(jles  directement  égaux. 
'  Voir,  4146,  figures  direc- 
tement et  figures  symétri' 
quement  ëemblables.) 

Soient  ABC  et  a^y  les  tri- 
angles égam  donnés. 

Transportons  Tun  d'eux 
parallèlement  à  lui  -  même 
de  manière  que  deux  som* 
mets  correspondants,  A  et  « 
par  exemple,  coïncident;  en 
d^autres  termes,  dans  Tcs- 
pace,  menons  ABi,  égal  et 
parallèle  au  côté  «6;  puis 
AC|  égal  cl  parallèle  au  côté 
otr  :  il  suffit  de  déterminer 
un  plan  sur  lequel  les  pro- 
jections orthogonales  de  ABC 
et  de  AB|Ci  seront  égaies 
entre  elles.  Or  tout  plan  pa- 
rallèle aux  droites  de  IVs- 
pace  BB|,  CG|  répond  à  la 
question,  car  les  côtés  AB, 
AB,  également  inclinés  sur 
le  plan  considéré  auront  des 
projections  égales  ab  et  ab,; 
de  même  ac=aci  et  6c=6,c„ 
car  les  points  B  et  B,  ont  même  cote  par  rapport  au  plan  de  projection, 
et  cela  a  lieu  également  pour  C  et  C|. 

Awii  le$  triangles  égaux  ABC,  a'^v  se  proJettetU  suivant  des  triangles 
égaux  sur  tout  plan  parallèle  aux  droites  de  l'espace  BB,  et  CC,. 

Les  projectioni§  égales  abc,  ab^c^  peuvent  présenter  deux  dispositions 
différentes  (fig.  1177  bis  et  1177  ter). 

1846  (b).  1*""  Cm:  Dans  le  premier  cas  (fig.  1177  bis)^  les  ûgures  sont 
directement  égales  ;  le  point  a  est  leur  centre  de  similitude,  et  par  la 
rotation  de  Tune  d'elles,  dans  son  plan,  autour  du  centre  a,  on  les 
amène  à  coïncider. 

En  fait,  les  perpendiculaires  gn ,  ha,  élevées  au  milieu  fies  bases  bh^, 
ec|  de  triangles  isocèles  représentent  sur  le  plan  de  projection  la  trace 


1177  bi». 
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des  plant  élevés  perpendiealairement  au  milieu  de  BB^  et  de  CG|;  ett 
plans  se  coupent  suivant  une  droite  Ad  qui  passe  par  leBOtnmrt  cominiiB 
des  triaogles  isocèles  ABB4 ,  ACG|;  i^interaection  est  perpendiculaira  w 
plans  parallèles  à  BB,  et  CC|,  lorsque  ces  deux  droites  ne  soot  pas  ellet^ 
mêmes  dans  uo  même  plan. 

1846 (o).  2^Cm».  Lorsque  les  projections  sont  inversement  ou  symélrique- 


ment  scrablablea  (fig,  1177  fer),  If^s 
droites  66,,  cc^  sont  parallèles,  et 
il  était  de  nv^me  dans  l'espace  de 
BBf  et  de  CC^;  il  y  a  une  infinité  de 
directions  de  plans  parallèles  à  ces 
deux  lignes ,  et  sur  cbacon  de  ces 
plans  les  triangles  donnés  se  pro- 
jettent suivant  des  triangles  inver- 
sement égaux  entre  eux.  Mais 
tria  ti  g  les  donnés  ne  projettent  sui- 
vant deux  triangles  égaux  super- 
posés sur  le  plan  de  symétrie  per- 
pendiculaire au  milieu  des  droites 
parallèles  BBj,  CC,  ;  af  est  la  trace  de  ce  plan,  donc  les  tnangle^ 
do7inés  ABC,  apy  se  projettent  suivant  des  triangles  directement  égaux 
sur  tout  plan  parallèle  au  plan  de  symétrie. 


1846  (d).  Théorème.  Deux  tnangU$  !<cmblables,  disposés  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace,  peuvent  cire  projetés  orthoganakmeni, 
sur  un  même  plan,  suivant  deux  triangles  directement  semblables. 

C'est  évident  diaprés  la  question  précédente. 

Pour  déterminer  la  direction  du  plan  de  projection ,  on  construit  un 
triangle  AB,C|  égal  à  ABC  et  homothétique  du  triangle  a^y  semblable 
à  ABC. 


Volumes. 


Exerdoe  700. 


4847. 


F 

l  ' ^  il  F 

c. 


.  Le  volume  d*un  prisme  triangulaire  ABCDEF  égek 
le  produit  d'une  face  latérale  gue^ 
ronque  ABCD  par  la  moitié  de  la  dis- 
tance IJ  de  cette  face  à  Varéte  opposée. 

En  effet,  si  Ton  mono  les  plans  AG 
et  EG  respecli veulent  parallèles  aux 
faces  EO  et  AC,  et  si  l'on  prolon^re  les 
faces  triangulaires  du  prisme,  on  dt ter- 
mine un  parallélépipède  AF  qui  est  double  du  prisme  considéré. 

Or,  dans  le  parallélépipède  total,  ou  peut  prendre  pour  base  la  iace 
àBCD  ;  la  hauteur  est  la  distance  IJ  des  deux  bases. 
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Le  volume  du  parallélépipède  égale  le  produit  de  la  face  ABCD  par  la 
distance  IJ  ;  donc  le  volume  du  prisme  triangulaire  ABCDEF  égale 
la  luoilié  de  ce  iiiOiue  produit.  C.  Q.  F./). 

Exercioe  701. 

1^48.  Théorème.  Lp  rohtmc  (Vun  jtrisme  régulier  égale  le  produit  de 
la  surface  latérale  par  la  tnoilié  de  Vapollième  de  la  base. 

En  effet,  dans  un  prisme  régulier  de  n  faces  latérales,  on  peut,  par 
des  plans  menés  par  Taxe  et  par  les  ardies  latérales,  décomposer  le 
solide  en  n  prismes  triangulaires  égaux. 

Appelons  F  Taire  de  chaque  face  latérale  du  solide,  et  a  Tapothème  de 
la  base. 

Le  volume  d*un  prisme  partiel  est  ...  .    F .  ^/^a 


Et  le  volume  total  est  nF . 


a 


C,  Q.  F.  D, 


7M. 


i849.  Théorème.  Le  wtlume  ^une  pyramide  régulière  égale  la  mr» 
face  latérale  multipliée  par  le  Vt  àe  la  distattce  du  centre  de  la  ba$e 
à  une  face  latérale. 

Soit  )i  le  nombre  des  faces  lalérales,  F  l'une  de  ces  faces,  et  t  la  dis- 
tance du  centre  de  la  base  à  cbaqiie  face  latérale. 

Par  des  plans  menés  par  Taxe  et  |)ar  les  arêtes  latérales,  on  peut 
décomposer  le  solide  en  n  pyramides  triangulaires  égales.  Comme  on 
peut  prendre  pour  base  d'une  pyramide  triangulaire  telle  face  que  l'on 
veut,  on  aura  : 

Volume  d'une  pyramide  partielle  F .  Va^ 

Volume  total  ttF. 


7«S. 


Le  volutne  d'un  tétraèdre  égale  le  Vi  d'une  arête 


quelconque  a,  multipliée  par  ht  projection  R 
du  solide  sur  un  plan  M  perpendiculaire  à  cette 
arête. 

En  effet,  le  tétraèdre  ABCD  égale  le  tronc  de 
prisme  triangulaire  droit  EFG  BAD,  moins  le 
tronc  EFG  CAD.  Le  volume  est  donc 

VaR'OB  +  FD  +  KA) 

soit  V«B.BG,  ou  Vtf^.B.  C.Q.F.D. 

EmoSoe  704. 


Fig.  1171». 


ISttl.  Théoféaw.  Si  une  pyramide  a  pour  base  un  trapèze,  le  tfolume 
de  cette  pyramide  égale  le     de  la  somme  des  baees  h  et  h  du  trapèze 
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multiplie  jxtr  la  projection  R  du  $olidê  «ur  un  pian  M  perpgnâémlmrt 

à  eeê  mêmm  hamn, 

Fn  f^fTel,  la  pyronii  i»-  AP^CDF  ésrale 
le  tronc  de  prisme  trianifulair»^  droit 
FGfl  AIîG,  moins  le  Ironc  FGli  ADE.  Le 
volume  est  donc 


ou 

ou 


Fig.  ilAO. 


V,R(HG  +  FB  +  GA) 
VaR(HD  +  FË  +  ÛA) 

C.  Q.  F.  D. 


Th«^orcmc.  Le  >'oIume  d'ffn  }mriilh'li'}iipc(1e  tronqî/é  ctit  égal  au  fjro- 
duU  de  la  demi- somme  de  deux  faces  parallèles  multipliée  par  leur 

disfance, 

(FuuHNiER*,  ÈlémenU  de  Géométrie  et  de  Trigonométrie,  1846.) 

Ce  théorème  n'eit  qti^n  ««§  parlicalier  d'une  queetion  bien  eoooae. 
(G.,  M2.) 


7M. 


TliéoréMt.  Si  Uk  hauteur  d'un  prieme  triangulaire  égale  deux 
fois  le  diamètre  du  cercle  cirooneerU  à  kt  boee,  le  prieme  équivaut 
au  parallélépipède  qui  aurait  pour  dimemiom  lie  Iroie  eôté»  de  cette 

même  base. 

Soient  a,  b,  r  les  trois  côtés  de  la  bo.^e;  d  le  diamètre  du  cercle  cir- 
conscrit à  cette  bh'-'e  :  !a  hauteur  du  prisme  sera  2fi. 

On  sait  que  le  fn'oduit  des  trois  cotés  d'un  trianL'le  égale  sa  surface 
miiltipliéi^  par  le  double  du  dianictre  du  cercle  circonscriL  (G.,  n"*  316, 
111.)  Ainsi,  en  appelant  S  la  surface  du  triangle,  on  a 

Or  le  second  membre  de  celte  égalité  exprime  le  volume  du  prisme, 
et  le  premier  membre  exprime  le  volume  du  parallélépipède  qui  aurait 
pour  tlimensions  les  trois  côlés  a,     c.  Donc,  si  la  hauteur.,, 


Exercice  706. 

1BIÎ3.   Théorème.    LorBQtfc  trois   droites  de   bn^qurur^  données 
couf/eul  Cil  un  mfhnc  juiint  et  xous  des  angles  ron-itanta,  l'octaèdre  qui 
aurait  pour  sommet  les  ejirérnitës  des  Iroii^  droites  a  un  volume 
coïîslanf. 

(Voir  Méthodes,  166.) 


*  0.  p.  Foroiran,  eiaminteuf  de  ta  nMint  es  \S4*. 
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Ilfô4.  Théorème.  Tout  plan  mené  par  une  arête 
(1*ifn  tétraèdre  f  et  par  le  milim  de  l'arête  oppù" 
Bée  f  divise  le  tétraèdre  en  deux  partirn  ëquiva* 
ientes. 

Soit  GE=sDE. 

Abaissons  les  perpendiculaires  CM,  DN  sur  la 
face  commune  ABE. 

Les  deux  parties  sont  équÎYalentes  comme  ayant 
une  base  commune  ABE  et  des  hauteurs  égales 
CM,  DN. 

'  Fig.  1181. 

llUSiS.  Tbéorème.  Tout  plan  mené  par  h$  milieux  de  dettx  arêtes 
opposées  d'un  tétraèdre  divise  ce  solide  en  deux  parties  équitfolenies. 

Soient  E,  F  les  poinls  tnilioux  j>ar  lesquels 
on  mène  la  scctiun  FllI'Jl. 

Joignons  lo  poitU  A  aux  points  F,  H;  me- 
nons aussi  DF,  DG. 

Les  deux  solides  à  comparer  se  composent 
des  pyiamifh^s  quadrangulaires  équivalentes 
A,  F(.KiJ;  i),  TGEll;  car  elles  ont  môme 
base,  et  les  hauteurs  abaissées  des  points  A 
et  D  sur  la  section  sont  égales  ;  car  AE  =  DE. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  coniparer  les  pyra- 
QîiJcs  trian^'ulaircs  ABFII  et  DCFO.  Pour 
cela,  comparons  chacune  d'elles  au  tétraèdre 
donné.  On  sait  que  deux  tétraèdres  qui  ont 
un  même  an.^le  solide  sont  entre  eux  comme 
les  produits  des  trois  arêtes  de  cet  sn^ie  solide  (G.,  477); 

.  BAFH  _  BA^DF .  BH  Bî! 

^^^^  BA(  jlT  —  13ÎA .  bu  .  bu  "^Btr 

CDFG      CD.CF.CG  CG^ 
CUBA      UD.GB.CA  "~  2CA 

Pour  comparer  les  deux  pyramides  triangulaires  partieUes,  il  sufGt 

Bii        CG         BH  CO 
donc  de  comparer  les  rapports  -jgp-  et  "gj^i  o«  -giy  J^* 

tout  plan  PHEO  mend  par  les  points  milieux  E,  F  de  deux  arêtes  oppo- 
sées d'un  quadrilatère  gauche  ADBC,  divise  les  deux  autres  côtés  6D  et 
AC  en  parties  proporlionnelles  (n*^  1801)  ;  donc 


Fig. 


«p^  =  -^;  donc  BAF11  =  CDFG 
donc  le  tétraèdre  est  divisé  eo  deux  parties  équivalentes. 


CG 


Exeroiee  707«  —  O* 

la^  (•).  Théorène*  Le  plan  qui  âh-îse  âeux  arêtud  opposées  d*un 
tétraèdre  dans  un  rapport  donné  dime  le  solide  dans  le  même  rapport. 
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£o  effet  (ûg.  1182),  8i  Ton  a 

AE  _  BF  _  m 
W  —  TG"—  n 

On  aura  :  1°  Icd  pyramides  (juadrangulaires 

A.FGEH  _  AE  _  jn 
ÛTGEU  —  ED  "~  n 

2o  Les  pyramides  triangulaires 

BAFH  _  BH  CG 
CDFU  —  W  •  CA 

dODe  ^AFH  m 

ainsi  les  deux  solides  délermioés  par  le  plan  fiHFG  sont  dans  le 
rapport  ~. 


iS6Q.  ThèorteM  de  Steiner.  Sur  deux  droitei  non  située$  dam  tm 
mime  plan,  on  prend  deux  longueurs  données  AB,  CD  ;  prouver  que  U 
tétraèdre  qui  aurait  pour  sommets  les  quatre  points  A ,  B,  G,  D,  a  «ii 
volume  constant,  quelle  que  soit  la  position  des  lignes  AB,  Cù  sur  les 
droites  données. 

{Voir  Méthodes,  n«  158.) 

Remarques.  1^  Autre  démonstration  fondée  sur  une  question  précé- 
dente (n^  1850). 

2»  Si  l'on  désigne  par  A^B  les  longueurs  de  deux  arêtes  opposées  du 
tétraèdre,  par  A  leur  plus  courte  distance,  par  «  leur  angle  et  par  V 
le  volume  du  tétraèdre,  on  a  la  relation  : 

M     ABa  . 
V  =  — ^ —  sin  a 

Le  théorème  est  dû  à  P.  Lenthéric  et  Timmermans  {Annales  de  Ger- 
ijonne,  t.  XVIII,  page  2o0;  1828;  d'après  le  P.  U  Ck)u<TS  :  Théorie  des 
fonc  tio7is  circK  la  ires . 

Le  théorème  de  Steiner  se  l  iiduit  immédiatement  du  précédent;  mais 
nous  ignorons  la  date  de  la  publication  de  celui  de  Steiner. 


Théorème.  Lorsqu'une  droite  glisse  sur  deux  arêtes  opposéet 
d'un  tétraèdre,  en  restant  dans  un  plan  parallèle  à  deux  autres  arêtes  I 
opposées,  cette  droite  engendre  un  quadrilatère  gau^ie  qui  divise  k  '• 
tétraèdre  en  deux  parties  équivalentes. 

Soit  MN  8*appuyant  sur  AB,  CD  et  restant  dans  un  plan  parallèle  s  BC 
et  AD. 
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On  sait  que  la  surface  engendrée  est  le  quadrilatère  gauche  (n"  1792), 
et  que  les  côtés  AH,  DC  sont  constamment 
divisés  en  parties  proportionnelles  (n^  1798). 

<  »r  le  plan  sécant  parallèle  à  la  fois  aux 
deux  arêtes  Al),  l'O,  coupe  les  [)lans  ABO, 
DEC  suivant  des  droites  MU,  NL  parallèles 
à  JBC,  et  les  plans  BAD,  CAD  suivant  les 
droites  LM,  NO  parallèles  à  AD  (G.,  n*'  3'9r, 
donc  la  section  est  un  parallélogramme  LMON; 
la  surface  gauche,  dont  MN  est  la  généra- 
trice, divise  donc  ce  parallélogramme  en 
deux  parties  égales.  11  en  est  de  môme  pour 
toutes  les  sections  analogues;  donc  le  té- 
traèdre est  divisé  en  deux  parties  équiva- 
lentes. 


l8olJ.  Théorème.  Un  tn))ic  (Ir  pnriiUélé pipèdc  a  pour  volume  le prO" 
dnit  de  la  scclion  di'oite  pur  lu  moneunc  de  deiur  art'tes  opposées. 

On  le  démontre  en  menani  mie  section  droite  par  le  centre  du  parallé* 
iogramme  qui  termine  le  tronc. 

Exeroioe  710. 

f  U«>jK  Théorème.  Le  volume  (fun  tronc  de  parallélépipède  droit,  limité 
par  un  quudrilatrre  gauche,  s'obtient  en  multipliant  la  section  droite 
par  la  moyenne  des  quatre  arêtes  latérales. 

Les  droites  A'C,  B'D'  ne  sont  pas  dans  un 
môme  plan;  elles  constituent  les  aréles  opposées 
d'un  tétraèdre  A'H'C'D',  que  la  surface  gauche  qui 
termine  le  tronc  divise  en  deux  parties  équiva- 
lentes 1857)  ;  donc  le  solide  est  la  demi- 
somme  des  quatre  prismes  triangulaires  ABC, 
A'B'U';  ADC,  A'D'C  et  HAD,  B  A'D' ;  BGD.  B'CD'. 

Les  sections  droites  de  ces  quatre  prismes  sont 
équivalentes  entre  elles;  soit  T  la  surface  d'un 
triangle  tel  que  ABC. 

Le  volume  d'un  tronc  Irianenlaire  égale  la  sec- 
tion droite  mulLipiiée  par  la  uioyenuc  des  trois  arêtes  ;  donc 

tronc  ABC,  A'B'G'==:T  .  '»+^  +  ^ 
tronc  ADG,  A  D  C' =  1.-  ^3^ 
tronc  BAD,B'A'D'  =  T.i^^^ 

tronc  BCD,  B'C'D'=T  .-^+3+'^ 

-,   a4-b  +  c  +  d      Anrrv    a  +  b  +  e-4'd 
La  demi-somme = T  .  — ^  ^  —  ABGD .    ^  ^— ^  - 

C.  g.  F.  D, 
34" 
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711. 


Théorème.  Piw  chaque  ffommef  iVxn  iclraèdrc  qu^lvonq^ié^ , 
mi'ne  un  jfhoi  paraUvle  ù  la  face  oppv^i  '';  j^miiver  que  le  télratdn. 
obitnu  est  27  fois  plus  yrand  que  le  tétranhc  tiunnv. 

Considérons  on  tétraèdre  quelconque  A'B'G'D'.  Traçons  sur  les  faceâ 

latérales  les  médianes  qui  parteri 
du  point  D',  et  sur  la  base .  les  mé- 
dianes qui  parient  des  poinU  Bi 

et  a. 

Le  point  de  rencontre  D  de  ce« 
dernières  médianes  est  aux  -j^  de 
leurs  longueurs  respectives;  et  de 
môme,  si  Ton  marque  les  point?  A , 
D,  G  aux  2/,  des  médianes  qui  par- 
lent du  point  D',  on  aura  les  point» 
de  rencontre  des  médianes  des  iàcm 
latérales. 

Prenons  les  points  A,  G»  D 
comme  sommets  d'un  télraèrire.  Le 
plan  ABG,  coupant  dans  un  niétue 
rapport  les  droites  D'E,  D'F,  D'G,  e-l 
parallèle  à  AT/C  (G.,  n"  Wl  :  il  en 
est  do  nvl^inc  dos  mitres  faces.  Kt 
ainsi  les  deux  («Mraèdres  sont  semblables,  quoique  les  éléments  sot€»l 
disposés  dans  un  orrlrp  i/Mvrs^'. 

T^oiu-  ,  Fi  Ton  se  donnait  d'abord  le  tétraèdre  AHGD,  et  si  Ton  menait, 
par  les  soniniols,  des  plans  parallèles  aux  faces  opposées,  c'est  le 
tétraèdre  A'B'G'D'  que  Ton  obtiendrait,  il  reste  à  trouver  le  rapport  des 
volumes. 

Ur,  d'après  les  constructions,  chacune  des  dimensions  do  1>AI^>C  est  le 
Va  des  dimensions  homologues  de  D'A'B'G'  ;  donc  les  volumes  sont  entrt 

eux  dans  le  rapport  ^^  j  ou  ^y.  (G.,  n«487.) 

Donc  le  tétraèdre  Â  ii'G'D'  égale  27  fois  le  tétraèdre  ABGD. 

Autre  dénitmatration.  Chaque  sommet  du  petit  tétraèdre  est  l6  eentre 
de  gravité  de  Tune  des  faces  du  grand. 
En  effet,  AB,  parallèle  à  EF,  Test  à  A'B'. 
Ainsi,  Ë,  F,  G  sont  les  milieux  des  côtés  de  A'B'C 
Donc  D  est  le  centre  de  gravité  de  A'B'G'. 


Fis.  HS5. 


Oû  a 


A'B'  =  2 .  ËF  =  2 .  2  .  AB  =  3AB 


Le  rapport  de  similitude  des  deux  solides  étant  3,  le  volume  du  grand 
égale  27  fois  celui  du  petit. 


Exeroioe  718. 

I8f>l.  Théorème.  Sur  les  frois  /(<.  r.s  hitcrolca  iJ\nic  jn/ranude  trian- 
gulaire,  de  somyncl  S,  on  construit  des  pnsittcs  triangulaires  quelconques 


Digilized  by  Googl( 


UVAK  Vl 


803 


dont  les  base^  supdrieurei,  prolongéQS  convenablement,  se  rencùntrênt 

eti  u^i  pûi)it  commun  0. 

Sur  ht  base  de  In  pyramide  primitive,  on  construit  un  prisme  dont 
tes  arrtrs  li,tcrales  o)it  pour  lumjncu.r  et  pour  direction  SO.  Démontrer 
que  ce  dernier  prisme  égale  la  so)nnie  des  trois  auD'es. 

SoU  ABSLMN  Tun  dos  prismes  latéraux.  La  base  supérieure  LMN  peut 
être  trausportée  parallèlement  à  elle  tu  me, 
et  dans  son  propre  plan,  en  OGll;  et  le 
prisme  obtenu  est  équivalent  à  ABSOûH. 

De  mdme,  quelle  que  soit  la  position  des 
deux  autres  prismes  latéraux,  ils  bont  équi- 
valents :  run  à  BGSOUK,  et  Tautre  à 
ACSOGK. 

Les  deux  tétraèdres  SABG  et  OGllK  sont 
équivalents;  car  tous  leurs  éléments,  fàees 
et  dièdres,  sont  rcsppclivem^'nt  égaux. 

Or,  si  du  soli  !e  ABGKOGH  on  enlève  la 
pyramide  OCllK,  il  re^-le  un  prisme  trian- 
gulaire ABCKGU  construit  sur  la  base 
ABC,  avec  des  arêtes  la lé raies  é^'ales  et  parallèles  à  SO. 

Si  du  mémo  soliie  ABGKOGII  on  enlève  la  pyramide  SABG,  il  reste 
reosemble  des  trois  prismes  latéraux. 

Donc  le  volume  du  prisme  construit  sur  la  base  égale  la  somme  dea 
volumes  des  prismes  latéraux.  C*  Q»  F,  D. 

memiw^.  Le  théorème  est  analogue  à  celui  de  CMrauH  (n*  1599). 

Bserelee  71S. 

1862.  Théorème.  Le  volume  d'un  tronc  de  pyramide  triangulaire 

peut  s'obtenir  en  multipliant  le  * 
de  la  hauteur  par  la    somme  des 
baeee,  augmentée  de  (jualre  fois  la 
meiwn  équidiêiante  de  ces  bases* 

V=:Vffc(B  +  4S-f  B') 

Par  EF,  menons  un  plan  ELMP  pa- 
rallèle à  AD.  On  obtient  un  prisme 
triangulaire.  Par  FM,  menons  un  plan 
FMN  parallèle  à  ELB;  on  obtient 
ainsi  un  prisme  triangulaire  ayant 
pour  bases  ELB,  FMN;  il  reste  une 
pyramide  FMNG. 

Eli  prenant  pour  bases  respectives 
de  ces  solides  les  li^ureB  ALM ,  LBNMi 
MNC,  la  hauteur  h  est  commune. 
On  sait  que  le  volume  du  prisme  ELB, 
FMN  peut  s'obtenir  en  multipliant 

LBNM  par  -^9  ^^^^ 

V=ALM.^  +  LBNM.4  +  MNC.-5- 


1 
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réduisons  au  même  dénominateur  et  mêlions  ^  en  facteur  commun  : 

V  =     [6ALM  +  3LBNM  +  2MNC]  ' 

V  =     [(ALM  4-  LB.NM  +  MiNG)  +  i4ALM  +  2LBNM  +  MNG)  +  AU^j 

Mais  la  seeonde  parenthèse  donne  kilHl^  car  SLBNM  =  4JHPR  à 
MNC=:4RPI;  donc 

V  =  -g-  lABC  +        +  DKF]  C.  Q,  F.  L 

ReuM^ve.  En  représentant  la  base  inférieure  par  la  base  sapé- 
rieure  par  B'  et  la  section  équidistante  par  S,  on  écrit 

V  =  ^(B  +  4S  +  B')  {.) 

1863.  Théorème.  Le  %folume  limité  par  deux  bfueè  paralUlet^  et  d&ni 
toutes  les  faces  latérales  sont  planes,  a  pour  expression 

V=-ç(B  +  4S  +  B') 

On  peut  décomposer  ce  corps  en  pyramides^  prismes  ou  tronc  de  pjn- 
mide,  etc. 

1864.  Note.  1°  Lo  volume  compris  entre  deux  polygooes  paidllrles  qiit'lcwoqu« 
et  doiu  leâ  faces  latérales  sont  des  triangles  ou  des  trapèzes  ptut  être  nommé 
prismatoJde  ou  pt^ioîde;  d*une  manière  plus  générale,  le  solide  cum^^r: 
êDtre  deux  polygones  parallèles  et  dont  les  faces  latérales  sont  engeadréet  pir . 
une  droite  qui  s*appttie  sur  les  périmètres  des  deux  bases,  en  reslant  panlièii 
à  un  plan  directeur,  peut  être  Dainmée  parallSoîde  (G.,  n*  934). 

2*  Le  tht^orème  précédent  est  parfois  attribué  à  Steiner  (tfolAdm,  1885»  p. 
renvoi  **);  d'ailleurs,  le  ttiéorème  (n»  1863)  n'esl  qu'un  cas  particulier  doD 
théorème  beaucoup  plus  général.  (G.,  n«  VKfô.)  i 

U  formule  V= (B  +  4S  +  B')  («) 

a  été  appliquée  à  bien  d'autres  corps  qu'à  ceux  qu^  l'on  considère  ordiiuiirf- 
m^it.  (G.,  n"  990.)  A  IVxercice  iOi,  n"  ><1~  de  VAppemiice  aux  Exentaa  ài 
Gi"tnt'tric .  nous  avons  prouvé  que  cette  même  tormulc  s'applique  à  luul  cw|J 
Uuut  la  bCcUuii  i/^  est  domico  par  une  fonction  du  troisième  degré  : 

t/2  —  ax^  4-         ex  -\-d 
Pour  les  mêmes  corps ,  nous  avons  trouvé  que  le  volume  peut  s'exprimer  pai 

V«^fB+3(C  +  D)  +  B')     (b)  (n*»9) 

C  et  D  étant  les  sections  faites  au  premier  lierà  et  au  second  tiers  de  la  bao- 
teur. 

3°  Nous  avons  été  agréablement  surpris  de  trouver  dans  Maclauri.s,  Tfadeth 
fluxions,  648,  une  formule  (ïinteiyolatiûn  qui  permet  de  vériGer  les  résultat: 
que  nous  avons  obtenue  par  une  méthode  directe.  Kn  repféeeatiat  par  A  li 
Bomme  des  ordonnées  ezlisimes,  par  B  la  somme  de  toutes  les  ordooaées  ialer 
médiaires,  par  R  la  hauteur  qu*on  divise  en  n  parties  égales,  et  eo  ae  boRWt 
au  premier  terme,  on  trouve  pour  formules  réduites  : 

Pour  trois  ordonnées  S  -  (A  +  4B)  («') 
Pour  quatre  ordonnées    S  =  ( A  +  3B)  ^      (h  ) 
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première  formule  a  été  recommandée  par  Xi  wton,  et  n'est  autre  chose 
que  ]a  formule  (•),  connue  aussi  sou»  le  uom  de  formule  réduite  de 

La  seconde  \b  j  a  été  recommandée  par  Cotes,  et  c'est  la  formule  (h).  Mais 
ces  illuslred  duleurs  n'iudiquent  («li  et  (b  )  que  comme  des  formules  approxi- 
nialiveâ;  néanmoins  elles  s^appliquent  exaclemeol  lorsque  la  section  est  donnée 
par  une  foDction  qui  ne  dépasse  pas  le  troisième  degré. 

h°  Le  théorème  (n^  1863)  et  son  exleusion,  au  cas  où  le  solide  est  lermiiié 
par  une  surface  du  second  degré,  ont  été  dounés  dan?  les  Nouvelles  AnnaU's 
(1648,  page  241);  mais  le  théorème  de  Sortes  (page  où  il  est  dit  que  la 
fonniito  (•)  a'applique  à  tout  eorps  dont  la  seotion  est  une  fonction  du  second 
degré,  n*est  pas  assez  général,  puisqu'il  est  vrai  nême  qu*on  a  : 

=  ax^  -f-  fox*  -\-  cX'\-d 

On  trouve  une  seconde  étude  dans  le  même  recueil  (année  1857,  pages  331 
et  312),  et  une  étude  magistrale  où  la  question  est  traitée  dans  touto  sa  généra- 
lité par  M.  Malkyx.  (N.  A.,  1880,  page  1520.) 

Cotes  (1682-1716),  prore^^ciir  de  physique  expérimentale  à  Cambridge,  ami 
et  auxiliaire  de  Nkwton  et  de  Maclaurin. 

Sarros  (179i-lb58),  professeur  à  la  faculté  des  sciences  de  Strasbourg, 


i^Ulî».  Théorème  de  Maacheroni.  L'eXCès  duVOlume,  limité  par  deilX 

poly «joncs  rijuia)i(jles  et  paralliles 
et  dont  Ifs  faces  latèralcfi  ^on^  fhs 
tvajièzes,  sur  le  l'ohnne  j)rism(il<  ]i" 
de  mrtne  hauteur  q^'i  aurait  jxair 
base  Ut  section  eiiuidistanfe ,  est  le 
*/«  prisme  de  même  hauteur  qui 
aurait  pour  base  uu  polyyone  equi- 
angie  aux  hases  données,  et  /  jh/- 
côtés  les  différences  des  côtés  de 
ces  deux  bases. 

Il  suffit  de  démontrer  te  théorème 
pour  an  tronc  de  pyramide  triangu- 
laire «  car  le  solide  donné  peut  se 
décomposer  en  troncs  de  pyramide 
et  en  prismes  ayant  la  hauteur  don- 
née. 

Le  Tolome  V  du  tronc  de  pyra- 
mide est  donné  par  la  relation  sui-  ^^^^ 
vante  : 


V=ALM.fc  +  LBMN.Y  +  MNC.|- 

Pour  rexprimer  en  fonction  de  la  section  GHl,  on  peut  écrire,  en  ajou- 
tant et  retranchant  RPl .  h  : 

V  =  GJR./i  +  JHPR./»  +  MNC.y-hRRI.;i-<RPI.A 


ou 


V  =  OHI .  h  +  MiNG .  -g-  —  RPIJ* 
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Or,  GHI  h  rxpriine  le  volume  V  du  prisme  qui  aurait  la  aeclion  bi6 
diaoe  pour  baae  ;  doue  rexcôa 

V- V'  =  MNG.~-RPI.A  ou   MNG . MNG.-j- 

V  —  V'  =  MCN  C.Q.  F.  D. 

1866.  ifoi«.  Nous  nommons  le  Ihéorème  précédent  théorème  de  Miuekenm 

d'après  M.  HAtr.i.KcouRT,  profefî^cnr  h  la  faculté  de  Dijon. 

Le  recueil  intitulé  :  Prnhft'niws  de  Cîcométrie  prafii/ue  à  l'umgr  rit'*  atyc^ 
leurs,  par  Maschcroni,  mniienl  un  *:rarid  nom l;ro  d  énoncés  relalite  à  U  n***»?*^" 
des  aires  el  des  volumes;  mais  il  n'y  u  paë  de  dcmoiibtrali'^n. 

Dans  les  NouveUee  Annaiet  (•noée  1848»  page  245),  le  théorème  est  altriboè 
4  Cahl  Koppb,  de  Weetpbalie,  qui  ne  l*a  pnbKé  qo^en  1838,  dane  le  JmirwÊl 
de  Crelle.  Une  citation  analogue  se  trou?e  dans  un  ouvrage  déjà  cilé  :  leftr^ 
hruch  lier  Géométrie,  von  RUOOLP  Sonndoiu  i-h  ,  seconde  partie,  pape  "7.  Li 
démonsti aiioii  donnée  dans  ce  dernier  traité»  à  ia  page  79»  est  saifie  de  pis- 
«leurs  aalre«i  quoslion»?  ofTrfînt  un  réel  inlér<}t. 

Nous  devons  cit*^r  doux  ♦iUides  fort  contplMc'^  rolalive?  au  volume  de?:  corp*, 
limités  latéraieinenl  par  des  surfaces  gauches,  et  ajanl  pour  bases  deux  figurej 
planes  parallèles. 

hevue  de$  iôeiétéi  êawmtei  (années  1868  et  1876),  Mémoires  de  M.  lUitu- 
COURT.  Un  y  trouve  lout  ce  qui  se  rapporte  i  la  formule  (•)  (o*  1884);  le  tki^ 
rème  de  Mascheroni  et  les  théorèmes  suivants  : 

Th.  Si  on  lord  d'un  angle  a>  un  cylindre,  le  volume  qui  en  résulte  d pôtn 
mesure  : 

V  = -g- +2a  COB-g- »)«  4  "^^^^ 

H  est  la  hauteur,  S  la  base  du  cylindre  el  9  la  section  é^uidiblanle. 

Th.  Si  on  tord  un  tronc  de  cône  d'un  angle  «0,  le  rapport  de  stmi/tledi  én 

Oases  étant  q,  a»  a  ; 

Vss-i-H  (1  +  2g  cos  w  +g2)  s  (année  1868,  page  40). 

Masciiebonc,  mathématicien  italien,  né  en  1750,  vint  à  Parie  comme  mombrt 
it^Ii'^n  do  la  commission  du  système  métrique;  il  y  mourat  eu  18ÛU.  GsttvlMtf 

est  >iiirioul  connu  par  «a  Géométrie  du  Compas. 

Le  docteur  Sonndorf£H|  director  der  academischen  handeUmilUlsckiik, 
à  Vienne. 


Relations  nmnériqnes. 


Exeroioe  714. 

1C07.  Théorème.  Ij^rsqu'un  tétraèdre  a  trois  faces  égales,  la  soutihi 
dea  distance:^  iVuii  point  quelconque  de  la  quairiurne  face  à  chacune  de» 
trois  aultt  s  est  cotistante. 

{Woïr  Mëtkodee,  n°  170.) 

Théorème.  Les  perpouUculaircs  abaissées  d'un  pouit  quelconque 
de  la  base  d'une  pyramide  régulière  sur  les  facee  latérales  de  ûltt 
pyramide  ont  une  somme  constante, 
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iM9«  Théorème.  La  somme  des  pef*pendiculaires  abaissce^  sur  les 
^€tces  d*un  polyèdre  régulier,  d'un  même  point  pris  dan$  l'intérieur  de 
*e  polyèdre,  est  une  quantité  constante, 

i^Voir  Méthodes,  n  '  171.) 


Eservioa  715. 


ThéotAmc.  Le  plan  bissecteuir  de  l'angle  dièdre  d^un  tétraèdre 
divise  Varéte  opposée  en  segments  proportionnels  aux  faces  de  ce 
dièdre. 

Soit  le  jtlaii  ABE  bissecteur  du  tlièdre  Ali. 
Il  faut  prouver  qu^oo  a 

CE  _  ABC 

W  —  Aim 

Le  point  Ef  apparlenant  au  plan  bisseetdury  est  équidistant  des  deux 
faces  du  tétraèdre;  soit  h  cnttc  dislaDce* 
Le  triple  du  Tolume  du  solide 

Le  triple  du  volume 

AUDE  s=  ABD  .  h 

Lee  volumes  sont  donc  eolre  eux  comme  les  fèces  ABC,  ABD. 

Or»  si  des  points  G,  D  on  abaisse  des  perpendleolaires  sur  la  face 
commane  ABE,  les  deux  volumes  seront  entre  eux  comme  les  hauteurs 
CM  »  DN ,  ou  comme  les  grsndeurs  proportionnelles  CE ,  DE  ; 

ci:  abc 


dooe 


Di: 


ABD 


c.  g.  F.  D, 


Fig.  im. 

Autrt  démonstration.  Abaissons  les  hauteurs  CC  et  DD'. 

Les  triangles  rectanglcB  DD'N,  CC'M  sont  semblables  et  donnent 

DD'  _  DiN^  _  EU 
C(7  —  CM  ~  EC 
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Ou  en  muUIpliant  les  deux  premiers  termes  par 

DAIÎ  _  ED 
GAB  —  EC 


AB 


716. 

1871.  Théorème.  La  somme  des  carrés  des  projections  d'une  dr^.^:'' 
mr  traiê  axes  rectangulaires  deux  à  deux  égale  le  can'é  de  aiit 
droite. 

Soit  OM  la  droite  donnée,  et  trois  axes  reclatifrulain-s  (J\,  OV,  uZ. 

On  peut  admettre  que  la  droite  passe  i»ar  k 
pûint  de  concours  des  axes,  car  les  projec- 
tions d'uno  tlroite  sur  des  droites  parallèle 
sont  égales  entre  elles. 

Pour  avoir  les  projections  de  OM,  il  saf^'. 
de  mener  par  !e  point  M  trois  plans  rcâj>ec- 
livement  parallèles  à  xny,  XOZ,  YOZ.  Non? 
formons  ainsi  un  paraiielipii.uie  rectangle, 
dont  les  arêtes  OA,  OB,  OC  sont  les  p^oje^ 
tiens  de  la  droite  donnée. 

Or  la  droite  MD,  perpendiculaire  au  pl«ïa 
AOBD,  est  par  suite  perpendiculaire  à  OD: 
donc 

UM'  =  OD^  +  MD«  ;    d'ailleurs    OU*  =x  OB*  +  (  )A- 

0M«  =  OA^  +  OB*  +  0C«  C.  (J.  y.  D, 


FSg.  1191. 


dooc 


1872.  Thoorème.  I.a  somjnc  ilrs  cnrrés  des  /irnjcctiotts  d'ffnr  HroUt^ 
OM  sur  trois  plans  rectangulaires  deiLv  à  deux  égale  le  double  du  carri 
de  cette  droite. 

on,  OK,  ()F  sont  les  projections  do  la  droite  sur  les  trois  plans 
menés  pai  le  poiut  0;  car,  par  exemple ,  MK  est  perpeodiGiiUire  ao 
plao  XOZ,  etc. 

OD'^^OA'  +  OB»;   OË*=OA«  +  UG«;   OF«=OB*  +  0(? 
donc       OD*  +  0E«  +  OF*  =  20  A«  +  20B»  +  20C* = 20M« 

EsmÎM  717. 

1873.  Théorème.  ICn  coupant  par  uti  plan  quelconque,  en  A,  B, 
G,  1>,  ^  quatre  arêtes  d'un  angle  solide  S  d'un  octaèdre  régtUier, 

(Lbvy*,  N.  a.,  1842,  page  375,  35.) 


*  LiivY,  célèbre  crigtaliograpbc,  boa  gtomëtre,  mort  en  1841,  profeueur  aa  ccXÈge 
Cliarl0iiiagDe« 

La  HolQtkm  donné»  dans  1m  NowsAfm  Annalst  malkénuUiqut»^  en  lUO,  pi|i  10,  eFt 

Oc  M.  Dewplk.  ninrs  ('■i6vo  :m  lycôo  ilo  Salai-Omer;  oettA  Mltttloa  eat  tlm|!l«,  mftil  «eii» 
que  noua  donnons  l'est  eucore  (inv.mtagp. 

On  doit  à  M.  HvKVUf,  aujounriiui  chef  de  bjttalllon  du  génie»  la  traduction  dci  tmitidi 
de  çé(métr*B  finfiOtve  û»  M,  Crtmma, 
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>n  sait  que,  pour  an  point  flxe  O  pris  sur  la  bisseclrioe  d^UD  angle  » 

1  1 

te  sècaulii  AOC  Jounc  une  somme  conslante  "gy +  280). 

Dr  les  angles  ÂSG«  BSD  sont  égaux;  et,  pour  un  plan  quelconque,  le 
ni  O  est  le  même  pour  les  deux  angles  ;  donc 


.  La  démonstration  ci- dessus  s'applique  à  une  pyramide 
adrangulaire  ayant  pour  base  un  rectangle,  pounru  que  la  hauteur 
la  pyramide  tombe  au  point  de  concours  des  diagonales  du  rec- 
cigle. 

Sxeroiœ  718. 

1Î574.  Xhéorème.  Tout  plan  nti  u*'  par  le  point  de  eoncota's  des  âiago- 
iJcs  (Vun  octaèdre  réfj\iUcr  coupe  les  douze  arêtes  ou  leur  prolouge- 
cnt ,  et  donne  lieu  à  vinyt-tjuatre  segments  dont  la  somme  des  inverses 
t  con^tunte. 

(Voir  Méthodeê,  n»  284.) 

Eseroifle  719. 

1873.  Théorème.  Par  \in  point  fixe  0  pris  sur  la  droite  rquidistante 
'es  arrêtes  d'un  auiile  polyédrique  régulier,  on  mène  un  plan  quelconque^ 
trouver  que  la  somme  des  inverses  des  arêtes  est  constante. 

(  Voir  Méthodes,  no  286.) 

i87B.  Tbéottae.  Lorsque,  par  les  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre ,  on 
mène  de»  plans  parallèles,  on  forme  un  parallélépipède  circonscrit  dont 
le  volume  est  triple  de  ceM  du  tétraèdre* 

(Voir  Méthodes,  no  157.) 

1877.  Théorème  de  Gua  *.  Lorsque  Vangle  au  sommet  d'une  pyra- 
mide est  un  trièdre  tri -rectangle ,  le  carré 
de  la  hase  de  cette  pyramide  égale  la  somme 
des  cat^és  des  trois  autres  faevs. 

1-e  théorèm»'  a  dôjà  t'l«'  tit-montré,  mais 
avec  un  énonce  différent  ^n*^*  1556  et  lo57), 
car  triangles  rectangles  construits  .sur 
ieàcûléd  du  trianglf  arulangle  donné  ne  sont 
que  les  rabaltenionis  des  faces  du  trièdre 
Iri-rertangle.  Avec  une  li.i:nrf*  dans  l'espace, 
la  iléoionetration  est  très  smiple. 


•  OvA  do  Maltm,  né  ik  Carcassonne  en  171J,  mort  en  l'Mri,  a  publié  VUsd'i'-  tU  Vana 
lyte  âe  Df  scartes,  pour  dieoumir,  MM  le  teamrê  du  taUul  aifferentiêl^     propriHéi  dv* 
^^(nui  géométriqucM. 
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Sait  S  le  sommet  du  tiitHire  tri-reclangie,  AiiC  la  base  de  la 
mille. 

L'arête  (S  e?t  p  Tiion  linilairo  à  la  face  ASB  ;  donc,  si  par  C5  tï 
mène  un  |i|jti  |M  r|>.'ii<liciil;nre  à  AB,  la  droile  CD  sera  p^rpt rcjiaîii'i^ 
à  AB;  rautrlc  csi)  sera  liroit,  et  la  s»^ction,  étant  perpeodicuiaire  au  pat 
de  ba.-o,  conlien<lrn  la  hauteur  SU  .!(•  la  pyramide. 

Or  le  triant^le  ASi]  et  sa  j»roj(ction  Alllî,  ayant  niOmebase,  SOût  taisk 
eux  comme  leurs  hauteurs;  il  en  e.-t  do  lu^mo  de  ACB. 

Maia   DS^  =  DH .  DC   à  cause  de  l'angle  droit  DSC;  dODC 

ASB>  =  ACB.AHB 
de  même  ASG>  =  ACB .  A  HC 

BSC;^  =  ACB  .BHG 
donc  ASB^  +  ASG^  +  BSG'zsBHC         C.  (/.  F-  ^. 

Autre  démattêtraiion  : 

AB«.DC»=:AB«  (SC«  +  SD») 

=  AB«.SD«  +  AB*.SC« 

s=  AB» .  SD»  +  (SB*  +  SA-)  se» 

=  AB« .  SD'  +  SB2 .  SC^  +  SA*SC* 

(ABC)«  =  (?AB;^  +  (SBC)*  +  {^ACf 

On  peut  voir  aussi  :  Éducation  chrétienne,  II,  supplément  q- 
page  332. 

Remarqua-.  On  peut  énunccr  le  théorème  comme  il  ?iiit  :  rarré  t'-^^ 
triauijlc  ABC  est  In  srntn})c  des  cari'cs  dc  ses  projecliom  $ur  trois  pi^'* 
rectangulaires  menés  par  ses  côtés* 

Exeroioe  721. 

1878.  Théorème  de  Titiseau.  Lc  carré  iVune  ^urftice  phme  q^^^' 
conque  est  égal  à  la  somme  îles  carrés  des  projections  de  cette  «ur/a« 
sur  trois  phois  rectangulaires  deti.v  à  deux. 

Ce  théoronic  est  rextension  du  théorème  préc^Nleut. 
1  "  I.oB  projections  d*uDe  figure  plane  sur  des  plans  parallèlea  ta^^ 
égales  eu  Ire  elles. 

2°  Toute  flgure  plane  peut  être  oonsidérée  comme  étant  la  somme  eï^ 
brique  de  triangles,  tel  que  le  triangle  acutangle  ABS  (n«  1817);  dooc* 
en  général,  le  carré  d'une  surface  plane,  etc. 

Ifoie.  Le  thèorèiHf  ilr  Tiit^t'a\(  a  •'•It-  pn^^^î^nlé  f\  rAradt'mio  d'"s  s*  ii^nws 
1774,  et  imprimé,  en  I7t3<l,  dans  le  t  imo  L\  du  Becucil  des  Savantit  étmngf^- 

Lo  théorème  de  Gua  (n"  1877)  n  eàt  qu'un  corollaire  du  tftéorèntede  Ttnît^i 
néanmoins  il  est  étadié  directement  dans  les  mémoires  de  1783,  et  peut  tenir 
à  démontrer  le  Ihéorème  général  :  c*eBt  aioei,  d*alUeurs,  que  neus  if«ei 
procédé. 

Li  piiblicnlion  faite  en  1859  des  Œuvrer  de  Descartes  montre  que 

prr^tnd  ^ér>ui<  iro  connaissait  les  propriétés  du  iélraèdre  trt»reciangle.  (N.  A., 
Biblioffrap/t  io ,  jinp-e  ?>9.) 

TiNsiîAu,  né  à  Besançon,  sortit  eu  1771  do  Técole  de  Mézières,  et  se  retira  ét 
l'armée  en  1791. 
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fitflroiot  722. 

079.  Tliéorènic.  Lorsqu'une  pyramide  triangulaire  SABC  est  coupée 
•  un  plan  qui  rencontre  le  plan  de  la  base,  et  qu'on  fait  tourner  la 
fion  A'B'C  autour  de  la  droite  MN  d'intersection  des  deux  plans,  les 
tites  A  A',  Bft',  CC  concoui-mt  en  un  mime  point,  et  le  lieu  decepoitU 
une  circonféf'efice  dont  le  plan  est  perpendiculaire  «t  MN. 

Voir  Méthodeê ,  n«  182.^ 


PROBLÈMES 


Maxlma  et  Mlnlma. 

Exenâce  723. 

18B0.  Problème.  Quel  est  le  parallélépipède  do  volume  maximutn 
mt  la  soïiune  des  trois  arêtes  égale  une  longueur  donnée? 

<  Voir  Méiliodes,  n'^  372.) 

Exefvioe  724. 

1881.  ProWème.  De  tous  les  parallélépipèdes  droits  qui  ont  pour  ha$e 
n  carré  et  dont  la  somme  du  côté  du  carré  et  de  la  fmuteur  e»i  con- 
tante, quel  est  celui  dont  le  volume  eH  maximum? 

(Voir  Méthodes,  n«  375.) 

Exercice  725. 

188ft.  P^roblèae.  Pour  une  même  surface  totale,  quel  eêt  le  paralleU- 
jpipède  de  volume  maximum  ? 

\  Voir  Méthodes,  378.) 

Exercice  726, 

tB83.  Problème.  Quel  le  volume  ninximum  d'une  boite  creuse  dont 
ia  somme  des  cinq  faces  a  une  valeur  donnée^ 

iVaÎT  Méthodes,  379.) 

Exercice  727. 

t884.  PiroUème.  Quel  est  le  paraUélépipèàe  rectangle,  à  base  carrée, 
^(mt  le  volume  est  maximum,  lorsque  la  somme  d*une  face  latérale  et 
du  terré  de  base  est  constante? 

[^tihodcê,  380.) 
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Problème.  .1  un  caiTé  de  côte  a.  on  enlèrc  q%tatrc  cam'iii\k 
forme  un  parai  lé  l^ipède  ixctangle  ;  quel  est  le  volume  mcLximuiA^- 

Soii  AË,  Udetoi-base^jT/  et  ED,itM 
leur = y. 

Le  Tolame  =  ^x'i/,  el  x-^-  y  =  ^* 

é» 

On  peol  poser  iaunèdialemenl  (n* 

2     a  a 

.A  M—  \     a  a 

®'  ^-T    T  =  -g- 

D'ailleurs,  en  considérant  le  quart  ACu 
de  la  surface  dooDée,  le  problème  nrit 
eoDsIruire  le  parallélépipôde  droit  à  ca^ 

rée  UFUU,  lorsqu'on  cooQait  la  somme       du  cùté  x  el  de  la  H'^ 

leur  y. 


1 

: 

G 

— î 

A 

1' 


La  hauteur  ED  doit  Cire  le  tiers  de  la  somme  coostaote 


ou  4B«y=4.-^  .  •j-=^^ 


u  Ce  problème  oe  diffère  que  par  rônooeé  d'un  problèn»  ^ 
cédeoi  (d«  1881).  Cet  exemple,  ainsi  que  plaeieura  autres  que  oousato^ 
doDDës,  moDtre  bien  le  parti  avantageux  que  Ton  peut  tirer  des  UtoKièm 
diverseê  d'enviiager  un  problème.  , 

1886.  Problème.  Dati$  un  octaèdre  à  huit  faces  égales,  msehn  If 
paraUéUjpipède  maximum* 

Les  plans  diagonaux  divisent  Toctaèdre  en  huit  tétraèdres  équiraleaf^ 
il  suffit  d*en  considérer  un  quelconque;  le  parallélépipède  inscrit  ntfi-' 
mum  doit  avoir  le  sommet  au  centre  de  gravité  de  la  face  considéré' 
etc.  ;  donc  les  arêtes  du  parailélèpipède  maximum  inscrit  dans  roctaèdn 
donné  doivent  joindre  deux  à  deux  les  centres  de  gravité  des  foces  a^^ 
centes  de  Toctaèdre. 

Remarque*.  1^  LVjclat'tlr»'  circonscrit  c>t  minimum  par  rapport  «^^  ! 
parallélépipède  dont  les  sommets  sont  aux  ceolres  de  gravité  des  laces 
cet  octaèdre. 

2**  L'octaèdre  formé  par  les  plans  menés  par  les  centres  de  fe'raM:^ 
des  trois  faces  de  cliaque  angle  solide  d*un  parallélépipède,  estrocUèirf 
minimum  de  tous  ceux  que  Ton  peut  inscrire  dans  le  même  psrslit)^ 
pipéde. 

Exercice  789. 


1887.  Problème.  Par  an  point  quelconque  de  la  base  d'un  iétftèif^ 
dont  l'angle  au  sommet  est  un  tétraèdre  tri-reclangle  à  trois  srHf» 
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îs  ,  on  mètiedes pleine  pdrallèlcs  aux  faces  du  tétraèdv,  ci  Von  (orme 
£tt*€i  llelépipède  rectangle  :  pviir  quelle  position  du  point  pris  sur  la 
ce  2*  Il  i'a  llélépipède  est  -  il  majcimutn  9 

oir  Méthodes^  Jà'^^U) 


Exercice  730. 


Problème.  Même  question  pour  le  parcUléiépipède  obtenu, 
que  le  trièdre  opposé  à  la  base  est  quelconque  et  que  les  arêtes  de  ce 
dt-e  ont  des  langueurs  inégales, 

/oir  Méthodes,  n^'dBQ,) 


Exercice  731. 

iMiîi.  Problème.  Par  le  sommet  d*un  parallélépipède,  mener  un  plan 
■r  coupe  les  trois  faces  opposées,  de  manière  que  le  tétraèdre  obtenu 
t  •iniriitnu)n. 

A  oir  Méthodes,  n»»  383.) 


732. 


iUBO.  Problème.  Couper  une  pyramide  par  un  plan  parallèle  à  la 
.  flf^  manière  que  le  prisme  ayant  la  hauteur  du  tronc  et  la  section 
}ur  bfise  ait  un  volume  mojnmum. 

(Voir  Méthodes,  n»  384.) 


iMi,  PtMèmm.  On  coupe  un  tétraèdre  régulier  par  un  plan  parallèle 
dettœ  arêtes  opposées  AB,  CD;  étudier  les  variations  de  la  section 

htenue,  lorsque  le  plan  sécant  se  déplace, 

n  restant  parallèle  aux  mêmes  arêtes, 

Soil  Li  bil  une  section  parallèle  à  AM  et 
I  Cl). 

Les  droites  EF,  GH  sont  parallèles  à  AB; 
rar  FE,  par  exemple,  est  l'intersection  du 
plan  sécant  par  le  plan  ABC,  conduit  par 
une  parallèle  AB  au  plan  sécant. 

Pour  une  raison  analogue,  EH,  FG  sont 
IMdrallèles  à  CI).  Ainsi,  pour  un  tétraèdre 
quelconque,  la  section  est  un  parallélo- 
gramme. 

Lorsque  le  tétraèdre  est  régulier,  on  ob- 
tient  un  rectangle,  car  les  arêtes  opposées  AB  et  CD  sont  orthogo- 
nales (no  161). 

U  triangle  ACD  èUnt  équilatéral ,  AE  =  EH  :=  AH  =  BF. 
Prenons  CI  ^  V«I  = 

nous  aurons  IJ  =  EH 
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Le  rectangle  dont  il  faut  étudier  les  variations  a  donc  ^}U.r  c-ùièsi 
parallèle  EF  u  lu  base  d'un  triaugie  équilatér»!  ACB,  et  pot<r  liaule^r 
parallèle  IJ,  diluée  à  la  même  di&Uoc^  du  sommet  G  qu«  EF  l*e^t  fit 
base. 

Donc  la  somme  des  côtés  du  reclunglc  tài  constante  :  elle  é^^aic 
fois  la  ligoe  MN  qui  joint  les  milieux  des  côtés;  elle  égale,  en  un  iu.J 
rarcHe  AB. 

Le  rectangle  sera  iuaAuuum  iuioque  les  deux  lacteurs  seront 
entre  eux.  Ainsi  ie  maximum  e^^t  donnô  par  la  becLîoa  équitJii aiante  ^ 
arêtes  opposées.  Cette  section  est  un  carré. 

Problème.  Mcyyic  q((csti(ui  pour  Uii  tétraèdre  quelconque. 

La  section  e<t  un  [larallélogrammc  dont  les  côtés  se  cou[^ent  soj 
un  angle  constant,  quel  que  soit  le  jilan  sécant;  car  EK.  ''Il  sc-a 
Parallèles  à  Ail,  et  EIl,  sont  parallèles  à  Cl).  La  variation  dt  i 
surface  du  parallélogramme  ue  dépend  doue  que  du  produit  des  cùtl 
adjacents. 

*  m 


Pour  un  point  E,  soit  ^ 
Calculons  les  droites  EF,  EH  : 


n 


d  ou  hi* 


a       w  +  /i'  m  +  n 

T    ;  <foù  EH  =  - 
c       m-\-n  *  lift  M 

-  (w  +  n)« 

Or  m-^-n  a  une  somme  coostante  AG;  donc  le  maiimum  de  mu* 
et  par  suite  de  EF.EH,  aura  lieu  quand  m=:fi.  Ainsi  la  sedioa 
équidistaote  des  deux  arêtes  donne  \»  maximum. 

Le  produit  EF.Ell  égale  alors  (2^^= 


EBefdoft  734. 

lâOS.  PkobléaM.  trois  dimensions  d'un  parallélépipède  recian'^l'' 
étant  a,  b,  c,  exprimer  le  volume  de  ce  parallélépipède  y  sa  surface 
totale  y  ta  diagonale,  la  somme  des  arêtes,  et  enfin  l'arête  du  cube  équi- 


valent. 

Volume  .  .  .    aU 

Surface  totale   +  ae  +  b^) 

Diagonale   >/«*  +  ^*  +  ^ 

Somme  des  arêtes   4(a  +  6  -f  c) 

Ardte  du  cube  équivalent  é  é  .  •  ^aSà 
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Exercice  735. 

t094.  PrMèmm,  Varête  d'un  cube  étant  a,  trouver  Ve^reêsion  de  la 
ucfonaie  de  ce  cube,  et  de  la  surface  d'une  section  faite  par  deux  arêtes 
t  posées, 

La  diagonale  du  cube  est 

>!ôJ^  a*  +  a-  ,   ou   yi^i^  ,   ou  eûliu  a>/~3 
La  diagonale  de  TuDe  des  faces  est 

^Jà^  '-^a* ,   ou  ,   ou  enfin  a^Y 

Le  plan  diugouai  est  im  rectangle  qui  a  pour  dimensioDâ  a^Y  et  a; 
a  surface  est  donc  a^v  ^  * 

Exeroîoe  736. 

ProUème.  Quel  est  le  volume  d'tfne  pyramide  triangulaire , 
lyant  a  pour  arvtv.  de  bat^e  et  h  pour  curie  latérale? 

La  base  est  un  triangle  équilaléral  aj^ant  a  pour  côte,  et  dont  la  bau^ 
eur  est  donnée  par      v"?-  316»  T.) 

Or  la  hauteur  du  tétraèdre  tombe  au  point  de  concours  des  trois  hau- 
eurs  du  triangle  équiJatéral  de  base,  c^est-à^dire  aux ^/|  de  leur  longueur 
j  prtrttr  du  sommet. 

Aiaai  le  ra^oo  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  égale 

Maie  la  baateiir  de  la  pyramide  est  le  eôlé  de  Fangle  droit  du  triangle 
rectangle  dont  b  est  Tb^poténuse  et  Vautre  c6té;  donc 

volume  do  la  jjyramide  est  le       du  produit  de  la  base  par  la 
hauteur;  or  la  base  est  un  triangle  équilatéral  ayant  a  pour  côté,  et 
tt*  — 

par  Buite  -f  \^  à  pour  surface  ;  donc 

Exerdce  737. 

liiOC  Problème.  A  (jxelle  distance  du  sommet  fout -il  couper  une 
pyramide  parallèlement  à  la  base,  pour  que  les  deux  parties  soient 

cquivale)itci>  :^ 

Soient  P  et  P'  les  pyramides  totale  et  partielle;  /t  et  /l' les  hauteurs 
respectives.  On  a  la  relation 

h'^        P'  _    i  h'  1 

Ainsi  V  =  A(0,7937) 
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Remarque.  On  peut  poscr 


3     s  ê 


V      1        >/2VT  s/T 


Ainsi  A'  y^yJÀ 


Exmioe  738. 


1897.  Problème.  Dans  quel  rapport  faut-il  couper  la  haiitenr  d*unr 
pyramide  parallèlement  à  la  base,  pour  diviser  cette  pyramide  en  3. 
4  ...  0  parties  équivalentes? 

S*il  8*agit  de  diviser  en  3  parties  équiTalentes,  on  détermine  uoe  pre* 
mière  section  qui  donne  une  pyramide  partielle  égale  au  Vt  ^  ^  VJ^ 
mide  totale;  puis,  sans  tenir  compte  de  celte  première  opéralion,  oo 
détermine  une  nouvelle  section  qui  donne  une  pyramide  partielle  ègè^s 
aux  Vs  de  la  pyramide  totale. 

De  même,  pour  diviser  en  4  parties  équivalentes,  on  déterminera  sepe- 
rement,  à  partir  du  sommet,  des  pyramides  égales  respectivemeoi  à  * 
<le  la  pyramide  totale.  Et  ainsi  des  autres  cas. 

S'il  s'agit  de  3  parties  équivalentes,  on  considère  3  pyramides  F,  F, 

et  P,  et  Ton  pose  les  nombres  

exprimant  le  rapport  des  pyramides  .   .  . 

ou  des  cubes  des  hauteurs  

Ainsi  les  hauteurs  

sont  comme  les  nombres  

dont  les  valeurs  sont  

SUl  s'agit  de  4  parties  équivalentes ,  on  trouvera  pareillement  pour 
hauteurs   h*       V'       A'"  h 

s  8  i   •  - 

les  nombres   yj*]^     yj^     ^    V  * 

ou   0,630    0,794   0,909  I 

S'il  s'agissait  de  n  parties  équivalentes,  on  trouverait  de  même  pour 
les  hauteurs   A'       A"       A'"  ....  A 

les  nombres   >/7"    i/V"     V^'»  .  .  .  .  i 

Exefdoe  789« 

1888.  PioblèaM.  A  quelle  distance  du  sommet  faut^il  cofe/vr  um 
pyramide  panUlèlement  à  la  base  y  pour  que  les  deux  parties  du  ssM^ 
soient  entre  elles  comme  5  esf  à  3? 

La  pyramide  partielle  F  sera  les  7»  de  la  pyramide  totale  P;  on  iui« 

donc  aussi 

A'«*=:V,A%-   d'où  A'=AvVÏ- U,8Ô5A 


i 

P' 

P 

A'» 

A"-» 

A» 

A' 

A" 

h 

h 

0,693 

0,89'» 

1 
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Exeroîoe  740. 


1889.  Problème.  Un  solide ,  dont  la  forme  rappelle  celle  de  certains 
tas  de  pierres  concassées,  repose  .swr  le  sol  par  sa 
base  ABflD,  qui  est  un  rectanrfle,  et  lot  plans  des 
quatre  autres  faces  forment  avec  celui  de  la  base 
fh^s  atinles  de  4^^'.  On  propose  d'évaluer  la  snrfa>ce 
Uitrnilc  et  le  volume  de  ce  solide^  contaissant  les 
dnnensions  de  la  base.  brevet  facultatif  de  Lyon, 
juillet  1876.) 

Le  solide  n*est  autre  chose  qu'un  tronc  de  prisme 
triangulaire.  Pourobtenir  son  volume,  il  suffira  donc  de 
multiplier  la  section  droite  par  la  moyenne  des  arèles. 

Soit  PMN  la  section  droite»  et  AEFB  la  projection 
horizontale  du  polide. 

Le  triangle  FUB  est  rectangle  et  isocèle;  donc 


HB  =  FH  =  Y 


Fig.  lias. 


aiord 


26 

c  =  a  ^=,a  —  b 


De  même  le  triangle  MPN  est  rectangle  isocèle;  par  suite, 

d*où  surf.  MNP  =  ^x-j=.^ 

Le  ToliUDe  cherehé  est  donc 

V     2a  +  o  — 6^6^      (3a  — 6)6« 

V-      3  x-5-==  

La  surface  laiérate  se  compote  de  deux  trapèzes  égaux  et  de  deux 
triangles  égaux. 

La  hauteur  des  triangles  égale  celle  des  trapèzes  :  c'est  Thypoténuse 
«Tim  triangle  reetangle  ayani  pour  côtés  ^  >  ^'^^ 


Surf,  des  deux  triangles 


26' 


d'où   h  = 

6* 

'2 


_  6^ 
2 


Surfr  dea  deux  trapèzes  2(^^~ Ç  ^i^^  =  (2a  -  6)  A^?. 


L^airc  latérale  du  solide  est  donc 

bJ2 


Esmîee  741*  —  I. 

1900.  Problème.  Un  tétraèdre  a  pour  hase  un  triait 'j  le  à  trois  en  tes 
inégaux  a,  b,  c;  les  trois  autres  arêtes  sont  égales  entre  elles,  leur 
u.  35 
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longueur  d  est  connue;  exprimer  le  volume  du  tétraèdre  en  fondùmé» 
arêtes. 

D'après  une  formule  connue,  l'aire  de  la  base  est  donnée  par 

S = Vp(p  -  «)  (P  -    (P  -  «)    «î- .  ^2.) 
Le  rayon  du  cercle  circonscrit  ou  R  est  donné  par 

R=  ,  ou    g*  (G...»$i4., 

l\ \p\  p  —  a)  {p  —  h)  [p  —  c) 

I.a  hauteur  est  un  des  côtés  d'un  triangle  rectangle  dont  d  est  Itiypo- 
ténuse  et  H  Tautre  c6té  de  Tangle  droit  ;  donc 

i6S» 


,  =r  ^d^  —     =  y/ d' - 


V  =      v/i6;)(p-a)(p-6)  (p  -  c)d«  -  aW 


£x«roice  741.  —  II. 

iOOO  (a).  Problème.  <>)t  a  un  pristne  hexagonal  régulier  ayant  AA, 

liir  ...  1  F'  pour  arcles  latérales.  On  mènêl» 
plans  Airc,  GD'E,  Kl 'A  et  les  plans  B^CIT, 
IVEF',  F'AIV  qui  détachent  du  prisme  si-r  pyra- 
mides triungulaires  f  exjtrimer  le  volume  év 
prisitne  ai^isi  tronqué  :  1°  en  fonction  du  eék 
Ali  de  V hexagone  ;  2o  en  fonction  du  côté 
du  trianfjie  équilatéral.  On  sait  que  \l  esi  ^ 
hauteur  du  j  risme. 

Du  prisme  AHCDFFx/i,  il  faut  lelroncher 
&ix  pyramides  li  iançrulairos  ayant  h  pour  hau- 
teur et  dont  la  ba^e  égale  le  triangle  ABC. 
Or  sii  fois  ABC  =  Tiiexagone  ;  donc 

V  =  AB  ...  fQi  —      =  AB ...  F  X 
1<»  Soit  AB  =  a  ;  on  sait  que  pour  le  triangle  équilatéral  on  a  : 

A0B  =  -^V'5' 

(G.,  no  316.) 


donc 


hexagone  s=—  ^J— 


7p  Soit 

on  a  : 


ou 


Ainai 


2      •  3 

AE  =  6 
AE  =  o/T 


(G.,  n»  277.) 


V  ou 
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éqSéSVmTTf  .r  ^'f.       '^Pérkuve  du  solùle  est  le  triangle 

parallèle  .u,x  l,....s  est  un  ...vag,.,..  .yant  .rH^ml  ïgaT^i '^^^^^^^^ 
et  respectivement  parallèles  a„.  cotes  de  ACE;  les  (ro*  âil^^flW, 
so,a  auss.  ém's  enlro  eux  et  parallèles  à  ceui  de  trUS 
do  surfai  e  .ij.ixiu.a  et,t  équidislante  .Irs  bases   el  cW  i  « 

celle  du  Iriangle  ACE=-^v'*â    ou         ^/ T. 
Ainsi  la  secUoD  peut  varier  depuis  jusqu'à  ^T. 

»  On  peut  poser  diverses  qvr.inms  analogues  au  proUème  Drécédent  - 

^  i^aiier  du  pneme  carré  ei  du  priaine  eclogowi 


^l^^^r^k  ''^^'^      Pnsuie  carr^,  ayaot  pour  base*  ABCD 

el  ABUD,  on  enlevé  les  p^raujideg  AB'C,  CD'A. 
D'AB'  et  B'CD'.  '  ' 

11  ne  resJe  qu'un  tétraèdre  ayant  pour  bommele 
A|  Gf  B',  D*. 

Soit  a  le  côlé  du  carré,  le  prisme  =a'A. 
Deux  pyramidea  =  ABCD  •  ^  ;  donc  les  quatre 
pyramides  à  eouatraire  s=     y  /i. 


FIg.  1107. 


Donc 


tétraèdre 


Le  tétraèdre  est  le  tiers  du  pmme;  or  ce  résultet  est  conforme  à  c.  iui 
qu'on  a  déjà  obtenu  (n<»  457).  "ie  a  c.  iui 

1000  (d  .  iVjiir  un  pr  isme  ocloponal  régulier,  le  solide  a  pour  basp.  In 
carré  ABCD  et  le  carré  E'F'G'li'.  Du  voluoiedu  ^  ' 

prisme  octogonal  il  faut  retrancher  huit  pyra- 
mu\o^  ayant  ABE  pour  base. 

Lvaiuona  le  solide»  en  fonction  du  c6t6  a  du 
carré. 

AO  ou  - 

et  la  hauteur  abaissée  du  bommet  E  sur  Ali 
égale 

2-=  a  (1) 

L'ûclogoijti  régulier  =  4 AOfcE  =  4 .  Oli  .  4^  =  4      ^"J ,  «.  _  „j  rg" 

Prisme  octogonal  =  a*/t^  2"  (î) 


Fig.  1198. 


Digitized  by  Go 


g20  BXBRCICEâ  D£  GÈoMfrraw 

TmD6leABE=|  .  «  WT-l)=4(y/-5r- »)  ® 
Les  huit  pyramidet  =  8 . -tJ- (v' 2  -  0  ^  =  l  «''•(v'  *  -  •) 
donc  Volume  demandé  =  a*h^  2  -  ^-  a^V  -2  -  0 


.  V  = -3- oV<2  +  ^  2") 


(4) 


BamiM  741.  —  m. 

1900  (e).  PrMème.  Deux  carrés  égaux  sont  situes  duns  devx  plaiis 
paralUles,  leur*  centres  tant  eur  une  mènw  pcrperuha^cnrc  a  ie«r 
Plan. et  les  diagonales  de  Vun  sont  perpnvliculaires  aux  cotes  de  l  autre. 
Par  le  côté  d'un  carré  el  le  sommet  correspoudant  du  can^e  oppo^j 
on  mène  un  plan,  de  manière  à  limiter  latéraleuu  nt  le  >  ''  fP^^^^ 
triangles  égaux.  On  demande  d'évaluer  le  volume  com^rv.  eut>e  m 
deux  carrés  et  les  huit  faces  latérales  :  on  sait  que  le  cote  de:>  carreler 
la  hauteur  du  solide  sont  respectivement  représentés  par  ^  et  par 
(Diplôme  de  fio  d'éludés.  Besançon,  1878.) 

Celte  quesUon  ne  diffère  point  de  celle  que  l'on  vient  de  traiter 
(n<»  1900,  c[).  On  a  donc: 

V  =  ^  a=*/»(î  +  v^T) 

On  peut  arriver  à  ce  résultat  en  i»rocédant  corn  me  il  suit  : 
Le  prisme  octogonal  égale  le  priMiie  carié  plus  quatre  pnsmwlnaii- 
KUÎaires  ayant  ABE  pour  base,  et  de  cette  somme  il  faut  retiWCMT 
huit  pyramides  ayant  pour  base  ABE  ;  donc  le  volume  demandé  m 
exprimé  par  ^ 

V  =  a«fc  +  4ABE.fc  — 8ABE  .y 

V  =  a«ft  +  y  ABE  •  = 4  + 
0|.  4ABB  =  a«(V2  —  i)       (Voir /ermute  3.) 

donc       V  =  -^a'/»{3+V^-i)  ou   V=i-a*H2  +  Vi)  ^« 

1900  (f).  ProblèM.  OH  parallélépipàde  a  pour  faces  six  losanges, 
dont  une  des  diagonales  égale  le  côté  a  des  losanges.  Quel  est  le 

du  solide? 

Soit  \  le  sommet  d'un  des  Irièdrcs  formés  par  trois  angles  aigus  BAC, 
CAD,  DAB.  Il  en  ré&ulte   BG  =  CD  =  DB=AB  =  a,   Le  téliaèdie 

ABCD  est  régulier.   

Pour  avoir  le  volume  du  parallélépipède,  il  faut  multipiter  le  loainç 
dont  le  triangle  équilatéral  BAC  est  la  moitié,  par  la  hauteur  A  abainél 
du  sommet  D  sur  BAC. 
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Or  le  losange  a  pour  superticie  -W-  ^l'ï.  (Ij.,  n»  316, 1.J 

h=a^  (0.,B»m) 

DODC  V=;-|-  V3  .a>|r  =  -^^J 

Erordoe  741.  ^  IV. 

4800  (g).  Problème.  Ie<  /oces  d'un  parallélépipède  êont  des  losanges 
égaux  d&nt  ie  côté  egt  a  9f  une  des  diaganalea  b.  On  demande  l'exprès^ 
êUm  dur  volume  en  flmetian  de  e  et  de 

Discuter  cette  epepression.  (  Diplôme  dMludea.  BeBançon  «  1878.) 

Soit  A  le  sommet  d*un  des  trièdres  formés  par  trois  angles  opposés 
à  la  diagonale  b.  Avec  les  mômes  indications  que  ci-dessus,  on  a  un  tri- 
angle ôquilaléral  BCD  ayant  h  pour  côté,  et  trois  triangles  iîiocèkd  Itis 
que  BAC  dont  AB  =  AG  =  « ,  tandis  que  BC  =  h. 

Le  volume  demainlé  s'obtient  en  muUipiiant  2iiAC  par  la  hauteur  h 
abaissée  du  sommet  D  sur  P.AC. 

Pour  obienir  h,  remarquons  que  le  volume  de  la  pyramide  ABCD  peut 

a*obteDir  aoit  en  moiiipliant  £ÂG  par       soit  en  multipliant  le  triangle 

ëquilatéral  BCD  par  le  tiers  de  la  perpendiculaire  k,  abaissée  du  sommet 
A  sur  BCD  ;  donc 

BAG.A  =  BCD.*;  d'où  h=  ^^^^  (i) 

Or  il  est  facile  d^exprimer  BCD  et  k  en  fonction  des  données. 

La  triangle  ëquilatéral  BCD,  ayant  h  pour  eôté,  =      v,  3  (2) 

î.a  hauteur  k  est  un  côté  d'un  triangle  rertnn-Je  ayant  a  pour  hypoté- 
nuse et  les  Vs  de  la  hauteur  de  BCD  pour  cOté  de  Tangle  droit. 

Or  les  V,  de  la  iiauteur  de  BCD  =  |-  .  y'J  ^  -  (G.,  no  316, /br mu it;  1./ 
Donc  =       -r^  *=v/^^-  (3) 

(1)  devient  /*=  -  ^^fff—  =  — 4ËÀC 
Or  le  volume  du  parallélépipède  =  2BAC  .  h ,  donc 

ù 

DilcuMion.  h  ne  peut  varier  que  de  0  à  2a. 

Pour  6= a,  la  formule  (5)  donne  ,  comme  on  Ta  trouvé  à 

la  question  précédente. 
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EXERCICES  os:  OÉOUÉTRIB 


Lorsque  le  lasaoge  eet  un  carré,  ft=a^7,  et  la  formule  ifi)  dooM 

ainsi  qu'il  le  fallait,  car  le  parallélépipède  est  ud  cube  ajraot  a  pour 

Cxerdoe  742.  —  I. 

iOOI.  Problème.  Tracer  le  démhppement  de  chacun  des  polyèdres 

réguliers  convexes. 

CeUc  question  e^t  plutôt  du  ressort  du  dessin  que  de  la  géotnétne 
proprement  dite:  on  trouve  ces  développements  dans  les  Exerskeê  dé 
O^ométrie  descriptive,  par  F.  J.,  a<»  édilioa  (u^"»  4b3  et  tui?aota), 

EmwçÊOé  74S.  —  O. 

1801  («).  ThéorèoM.  Tout  plan  perpendiculaire  à  l'une  quelcongu^: 

des  arêtes  d'un  ùHèdre  rectangle  cotipc  ce  triidre 
suivant  un  triangle  rectangle. 

Le  Ibëorôme  est  érideot  lorsque  le  plan  sècattt 
est  pcrpeodieuUire  à  Taréte  SC  du  dièdre  droit: 
il  en  est  de  même  lorsque  le  plan  est  perpendi- 
culaire à  une  des  autres  arêtes,  par  exemple  à  SB; 
soit  donc  un  plan  ABC  perpendiculaire  à  SB. 
Ce  même  plan  est  perpendiculaire  à  la  faoe  BSC, 
or  la  face  ASC  est  donnée  perpendiculaire  à  la 
môme  face  BSC,  donc  rintersection  AG  de  ces 
deux  plans  perpendiculaires  est  perpendiculaire 
à  la  face  BSC  et  par  suite  à  la  droite  BC. 
(J.  M.  E.  S.,  1881,  p.  447.) 

Esercicw  742.  —  UI. 

iÔOl  [ht.  Lieu.  Sfir  les  arêtes  SA,  SB,  S*^  d*un  trièdre,  on  j'ro)i>l  des 
lotigneurs  lUialeA  A  A' =:  liB' CC  ^  I  ;  on  fait  mner  l,  trouver  le  lieu 
décrit  far  le  point  ()  commun  uuj'  trois  ptutis  l'.i.A',  AlU..'. 

Le  point  d'intersection  I)  de  RC  et  de  (AV  décrit  une  droile  D  dans  le 
plan  SBC  (n"  4);  le  point  0  reste  dans  le  plan  déterminé  par  point  A 
et  par  la  droite  D.  Il  afiparlicnt  de  même  au  plan  pa>-aiit  par  B  et  par 
le  li'ni  ly,  int'^rsection  de  AC  et  de  CA';  le  lieu  du  point  0  est  donc  une 
droite.  {Uathésis,  189J,  p.  206.) 
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Méthodes  pour  évaluer  Ie«  volumet . 

1ÎK)2.  La  Gihmétne  de  ht  mesure  c>t  due  h  Archiniède,  de  même  que 
la  GéohK-frie  <le  position  a  élc  i^urlout  cultivée  par  En'Hi  !p,  Aj'oHônius. 

Pour  chidier  l'aire  des  Sïirfaccs  à  périmctrc  curviiiLMK  cl  dt'ierin  imT 
le  volume  des  cor|)s  limites  par  de?  «urfacis  courbes,  lt>  i^^rritul  L'*'omt'lre 
de  Syracuï^c  inventa  la  niôiliodo  û'exhau^ifloii ,  c'est-à-dire  û^épuisemeni. 
Nous  appliquerons  celle  méthode  à  révalualioa  de  Vaire  parabolique 
(voir  ci -après,  n'^  21 45). 

Cavalieri  *  généralisa  la  méthode  d'exhan?lion  tout  en  In  ?;im()linant, 
et  créa,  sous  le  nom  de  Dicthodc  des  in>l in'sihles ,  une  mélliodc  rôcoiide, 
mais  non  à  l'abri  des  objt^clions.  Pour  cet  auteur,  un  triangle,  par 
exemple,  e^^t  la  somme  des  litrncs  droile>  juxtaposé*'*?  et  croissai  t  rn 
proc:ression  antlim^^tique  nyant  zrro  pour  premier  leiuic  et  la  base  du 
triangle  pour  dernier.  iJe  même,  deux  tétraèdres  de  bases  équivalentes 
et  de  même  bnufeur  sont  éqnivalenls  parce  qu'ils  sont  composés  d'une 
ioCnité  de  serli  ins  planes  é  juivalenles  deux  à  deux. 

Au  li'^u  des  liffnes  th:  Cctralirri  ayant  utif^  /-paisseur  infiniment  j^elite, 
mais  léeile,  puisqu'une  infinité  de  li,:-'nes  juxlapose-es  devait  donner  une 
surface,  on  eoui^idcre  art «ndlement  de-^  recta n^dos  coublruits  sur  des 
lignes  parailcles  ('q'ndihtaiiti A  l.i  limite,  quand  la  hauteur  de  chaque 
rectangle  devient  intiniment  petite,  la  t^urface  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  la  somme  de  ces  rectangles  ôlénientnires. 

l>e  môme  un  rùiie  peut  ôtrc  ç«>nMd»ji(^  coiimie  étant  la  limite  des 
cylindres  con-lrints  sur  les  sections  équidibtantes  qu'on  mènerait  paral- 
lèlement à  la  base  cl  dont  le  nombre  aiiL''ni«'iiterait  liul'  fitiimrnt . 

Four  comparer  deux  volume'?,  i!  htillit  de  comparer  les  secliuii^  corres- 
pondantes; c'est  ainsi  que  du  volume  de  la  sphère  on  peut  déduire  celui 
de  IVllipsoïde  (Li. ,  n^  '312^;  mais,  pour  évaluer  direcleinent  le  volume 
d'un  corps,  il  faut  déterminer  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des 
cylindres  éléujentaires  con-truils  sur  les  diverses  sections  i  tel  est  l'objet 
de  la  nniUmie  de  sommatiûn.  (G.,  n'^  943.) 


♦  Cavaukri,  né  à  Milan  en  mort  h  Bologne  en  1647,  doft  sa  c>  U'initô  ù  su  mènunU 

tlfn  in'iii-isif'h'^ ,  <]\t'\\  fl(^f..nvrlt  en  1629,  mais  qu'il  np  publia  qu'en  )r,:iS.  ce  qui  permit 
à  BuuRKVAi.  de  (-unKfster  la  priorité  do  découverte  ;  U  attlcurs  1  cxpOMtlon  de  »à  méthoda 
cftoteonre,  dlfAdle  è  lire.  <irf«folre  de$  «eieiMct  matkémaOqua  et  phyuiquts,  par  U.  Uaxi* 
mum  Marie,  t.  iv,  p.  69.) 

RobrwvaI  ,  n**'  prrr*  lie  ^cnli"'  ':n  mort  en  1^75.  npjtl'qnn  1?»  mmp'y'^i'inri  â^a  inoU' 

vtments  au  tracé  de»  tangeittr»  aux  courbes.  On  coïniait  la  kialauoe  uni  porte  iou  nom. 

Pour  roxposltton  de  la  métUodc  de  Rot>er%'al,  voir  Paul  SutRrr:  Dea  Méthodê»  en  QéO' 

Digitized  by  Godgle 


S24 


BXBRaCBS  0B  ûéOMtolfB 


L^algèbre  élémentaire  a  suffi  pour  nous  donner  la  RommatioD 
Baire  pour  évaluer  le  volume  d^un  assez  grand  nombre  de  corps  et  pour 
nous  faire  obtenir  Paire  de  plusieurs  flgures  planes.  Le  problème  ^éoéral 
des  sommations  est  Tobjet  principal  de  la  partie  du  calcul  infinitéswxl 
connue  sous  le  nom  de  calcul  intégral.  Mais,  malgré  les  immeoses 
ressources  que  fournissent  les  méthodes  dues  à  Leibnilz  et  à  Newloa, 
on  est  obligé  bien  souvent  de  se  borner  à  l'emploi  d*intégrations  approii- 
matÎYes. 


THÉORÈMES 


Volâmes  et  Relations. 

Ezercioe  743. 

1803.  ThéoffèoM.  Le  volume  d'un  cylindre  circulaire  droit  égale  k 
produit  de  sa  mrfaee  latérale  par  la  moitié  du  rayon. 

Ce  théorème  n'est  qu'une  extension  de  la  propriété  analogue  dqà 
établie  pour  un  prisme  régulier  (n*^  1848). 

Le  cylindre  peut  lui-même  être  considéré  comme  un  prisme  régulitf 
d'une  infinité  de  faces  latérales. 

Soolîe.  La  surface  latérale  est  eiprimée  par  2icr^;  le  produit  par  b 
moitié  du  rayon  sera  2icrft .  Vit*  ou  itr^h,  expression  eonforme  à  celle 
que  l'on  eonnatt. 

Exercice  744. 

1ÎH)4.  Théorème.  Le  rfihniw  d'un  ojlindrr  circulaire  lirait  étjnle  li 
mrfaee  du  rectangle  (jcucrntfur  multi/diée  par  la  circonférence  ^ 
décnt  le  point  de  concours  des  diagonales  de  ce  même  rectangle. 

Le  rectangle  générateur  a  pour  dimensions  r  et  A. 
et  pour  surfoce  rh;  la  circonférence  dont  il  est  qoM* 
tion  a  pour  rayon  Vt ^9  ^  P^ur  longueur  Sx.Vi' 
ou  «r. 

Le  produit  du  rectangle  par  la  circonférence  esl 
encore  itr*A. 


1804  (a).  Soolle.  Le  volume  du  cylindre  crewc 
(couronne  ou  anneau  cylindrique)  égaie  la  surface 
du  reetatigle  générateur  multipliée  par  la  drconfé' 
Fig.  12UU.         renée  que  décrit  le  centre  de  ce  même  reetasigle* 

En  effet,  ce  solide  est  la  dliérenee  de  deux  cylindres  qui  ont  mlDe 
hauteur  h,  de  sorte  qu^on  a 

V  =  7ïAl« .  h  —  TcBP  .  h  =  ir^Ar-'  -  lil*)  ^  rJi[\l  -  iil;  uVl  +  Bl) 

V  =  Tc^i .  AB .  2G  H  =;  n/ie .  2tii  =  ^ .  23cm 
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4^^.  Théorème.  Dans  un  cylindre  circulaire  droit,  la  surface  iaté^ 
raUt  est  à  la  somme  des  bases  comme  la  hauteur  est  au  rayon. 

On  a,  en  eiTei,  dans  le  cyliodre  : 

Volame  s=  Base  X  hauteur  =  Bh 

Volume  =  Surface  latérale  x    rayon  Sr 

Donc  ViSr  =  B/i  et  Sr^lhh 

S  h 

d'ol^  2B  =  "F  C.  Q.  F.  D. 

Exercice  740. 

Théotème.  Dan<  un  cylindre  circulaire  droit.  Ut  eectùm  faite 
suivant  Vaxe  est  à  la  base  cemme  la  hauteur  est  au  y ^  de  la  circonférence 
du  cylindre, 

La  section  faite  suivant  Taxe  est  double  du  rectangle  générateur  du 
cylindre,  soit  2S.  On  a,  pour  le  volume  V,  les  deux  expressions  ei-après: 

Vï=B^   et   V=S.2:r.V,r  =  7rrS 
Uu  a  donc  TrrS  =  Bk   et   2T:rS  =  2B^ 

2S      2h  h 

S  h 

ou  -g-=-,^^^^  C.Q.F.D. 

£seroioe  747, 

19017.  ThéovéoM.  Si  la  hauteur  d^un  cylindre  égale  le  diamitre,  le 
volume  égale  la  surface  totale  multipliée  par  le  Va  <^ti  rayon, 

ConsidéroDB  une  sphère  inscrite  a  ce  cylindre. 
Ce  cylindre  peut  se  décomposer  en  deux  parties  : 

\o  Deux  cûneb  ayant  pour  sonunet  commun  le  centre  de  la  spiière,  et 
pour  bases  les  ba^es  du  cylindre  ;  la  lia  ileur  est  le  rayon  de  la  sphère 
inscrite,  lequel  est  aussi  le  rayon  du  cylindre; 

2<*  Le  volume  cnL:endré  par  un  triangle  ayant  pour  base  la  génératrice 
du  cylindre,  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère,  et  tournant  autour 
de  Taxe  du  cylindre,  il  s'obtient  en  multipliant  la  surface  latérale  du 
cylindre  par  le  tiers  du  rayon. 

Donc  le  Yolume  du  cylindre  égale  la  surface  totale  multipliée  par  le 
Vi  du  rayon.  C.  Q.  F, 

749. 


I9()H.  Théorème.  Le  rn/ionc  ti'ini  cône  circulaire  droit  égaie  la  sur- 
face latérale ,  multiplie  ^ar  le  \^  de  la  distance  du  centre  de  la  base 
au  côté  du  cône. 

C'est  un  cas  particulier  du  volume  engendré  par  un  triangle  en  tour- 
nant autour  d'un  axe  mené  par  un  de  ses  sommets  et  situé  dans  son  plan. 

Ce  théorème  n'est  qu'une  extension  de  la  propriété  analogue  déjà  éta- 
blie pour  une  pyramide  régulière  (n»  1849). 

Sli^ 
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Théorème.  Léî  volume  d'un  cône  circonscrit  à  une  Sf^hcve  égak 
le  produit  de  sa  surface  totale  par  le  y,  du  rayon  de  la  sphère. 

Comme  précédemment  (n<»  1907),  on  peut  considérer  ce  cône  comme 
formé  : 

fo  D'un  céne  ayant  son  sommet  an  centre  de  la  sphère  inscrile  et  pour 
base  la  base  da  cône  donné  ; 

2°  Du  volume  engendré  par  un  triangle  qui  aurait  pour  sommet  le 
centre  de  la  ?pt)ùre,  et  pnur  rôle  opposé  lu  pon6ralii<'e  m»' me  du  cône. 

Donc  le  volume  proposé  égale  la  surface  totale,  multipliée  par  le  \a  du 
layon  de  la  sphère  ioscrite. 

Exercice  750. 

IMO.  néofème.  Le  volume  d'un  cône  circulaire  droit  égale  le  '/a  ^ 
la  eurfacê  du  triangle  générateur  multipliée  par  la  eirconférenee  du 
eâne. 

Le  triangle  générateur  a  pour  airo  ^^rh;  la  circonférence  est  hzr; 
le  Va  du  produit  de  ces  deux  quantités  est  ^^.^^rh  .2T.r  ou  i/j^r*^/ 
donc... 

EserdcM  751. 

101 1.  Théorème.  Le  volume  d'un  tronc  conif/ue  circonscrit  à  vne 
sphère  égale  le  produit  de  sa  surface  totale  par  le  */•  du  rayon  de  la 
sphère. 

Solution  identique  à  celle  du  n«  1907;  donc  le  Tolame  du  tronc  égak 
la  surrace  totale  multipliée  par  le  Vi  <itt  rayon  de  la  sphère  inscrite. 

C.  0.  F.  D. 

Exercice  752. 

IfMS.  Théeeèmé,  Deuœ  $ùHde$  quelconques,  A  et  \\  circouscrits  à  des 
sphères  égales ,  sont  entre  eux  comme  leitrs  surfaces  totales  S  et  S'. 

Un  ellet,  r  étant  le  rayon  des  spiières  inscrites,  on  a  identiquement 

A       '/jSr      _  S 
T"—  V,î)'r  "F" 


C  .  Q.  F.  />. 


Fig.  1201. 


Exerdcm  753. 

I9i3.  Théorème.  6'»  le  côte  1  il' un  tronc  df 
cône  Vf  fille  la  somme  des  rayO)is  v  et  i'  des  hases, 
la  hanteur  h  cffale  deux  fois  la  moyenne  géomé" 
tricjiie  de  ces  nirmes  rayons,  et  le  volume  V  égale 
la  surface  totale  S  multipliée  par  le  '/j  de  la  hau- 
teur. 

\^  Le  côté  l  est  Thypolénupc  d'un  triangle  rec- 
tangle qui  a  pour  côtés  de  Tangle  droit  la  haateor  A 
et  la  diflférence  r^—r'  des  rayons. 
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On  a  donc      =  l'^  —    —  r')^  =  (r  +  r')*  —  (r  —  r')-  = 
s=     + +  2»y  )  —  (f^  +  r'*  —  SW)  =  4ty 

f  >onc  h  =  2^'rF ,  c*est-à-dire  deux  fois  ia  uioyenrie  géométrique  des 
ayons. 

2«»  On  a  V=:V,/i(B  +  B'  +  VBB^)  =  Vj^M>**  +  r"  +  rr') 

D^autre  pari»  les  basea  sont  ^r'  et  icW*;  la  surface  latérale  est 
f^lC^r  +  ^Ttr'),    ou    irl(r  +  r'),    ou    «(r+r')  (r  +  r'),    ou  enfin 

La  surface  totale  sera  donc  ic(2r*  +  2r'«  +  2iy)  ou  2it(r*  +  r'*  +  iy;. 
tte  produit  de  cette  expression  par  Ve^        73^^^  +  ^^  +  **^)* 
:e  qui  est  le  Tolume  V  du  tronc. 

1014.  8ooil«.  1«  Dans  tout  tronc  de  c6ne  circonscrit  à  une  sphère ,  le 
côté»  ou  génératrice,  e&t  égal  à  la  somme  des  rayons  des  bases.  Récipro- 
quement, à  tout  tronc  de  cône  dans  lequel  le  côté  est  égal  à  la  somme 
des  rayons,  on  peut  inscrire  une  sphère  ;  et  le  volume  égale  le  produit  de 
la  surface  totale  par  le  7t     rayon,  ou  le  V«  de  la  hauteur  (n^  1913). 

2®  On  peut  démontrer  la  seconde  partie  du  théorème  proposé  en  con- 
sidérant le  tronc  de  cône  comme  composé  de  trois  parties  :  \^  le  cône 
engendré  par  OGD,  lequel  a  pour  volume  y^nr'^.OD  ou  ^/^TirVi;  2^  le 
cône  engendré  par  OAB,  lequel  a  pour  volume  Vi^^'«OA  ou  V«^^'^; 
3^  le  volume  engendré  parle  triangle  OBC,  lequel  volume  a  pour  exprès* 
sien  ^liOl.nnrtBce  BC  on  Vs''- surface  BC.  En  additionnant,  on  obtient 
pour  le  volume  total  :  '  Q/H^)'^4~^'^'~h  surface  latérale)  ou  V^^.  surface 
totale. 

Ex«roîoe  7M. 

I»l4>.  Théorème.  Si  la  hauteur  iVun  frouc  de  cône  égale  4  fois  la  dif- 
feyrrrre  des  rayons  des  hases  ^  le  volume  de  ce  franc  égale  la  différence 
d4iê  detéx  sphères  qui  auraient  ces  mêmes  rayom. 

Pour  démontrer  ce  théorème  et  ceux  du  même  genre,  on  constate 
généralement  Tidentité  des  formules  algébriques  qui  expriment  les  gran* 
deurs  que  Ton  compare. 

On  suppose  ici  A  =  4{r  — r') 

On  a  V  =  V»/»(B  +  B'  +  VBB^)  =  Vii**  -  »-')  (^'•'  +      +  = 

=  i/,,r»  -  %itv^  C,  <?.  F.  D. 

1016.  Théorème.  Dans  un  tétraèdre  circonscriptible  pur  les  arêtes, 
la  samme  des  deux  arêtes  opposées  égale  la  somme  de  chaque  autrô 
fjroupe  formé  par  deux  arêtes  opposées. 

Fm  eHet,  les  tan£r*^nlrs  issues  d'un  même  poinl  suul  CK^'les,  en  dési- 
.unant  iiar  a  les  tangentes  issues  du  sommet  A;  par  b,  celles  qui  sont 
issues  de  1> ,  et'*. 

On  reronnaîL  i|ue  la  somme  de  deux  arêtes  opposées  se  compose 
(le  a-f-  0     c d  ;  donc. 
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1017.  Théorème.  Lorsqu'un  hexaè(h'e  est  circonscrit  à  utie  êphère  j.^* 
les  arêtes,  les  douze  arêtes  se  divisent  en  trots  groupes  de  qwm 
droites,  joignant  deux  à  deux  les  sommets  de  deuœ  faces  opposées.  U 
sommé  des  arêtes  d'un  de  ces  groupes  égale  la  somme  des  aréim  à 
chaque  autre  groupe, 

La  Bomme  des  quatre  arétea  d^on  mdme  groupa  est  composée  de  but 
segments  a,  h,  e,  d,  e,  f,  g,  h, 

Esmiee  756. 

1818.  Théovème.  On  donne  une  sphère  et  un  point  fixe; par  es  pmi 
on  mène  trois  plans  rectangulaires  deux  à  deux  et  qui  déterminetUtrsié 
cereks  ;  prouver  que  la  somme  de  ces  trois  cercles  est  constante. 

(Voir  Méthodes,     30. j 

Exercioe  757. 

1910.  Théorème.  Le  volumc  compris  entre  deux  sph&t'es  conccniriqucs 
de  rayons  a  b,  est  équivalent  à  celui  d*uH  tronc  de  cfhir  uni  a  pou^ 
hasm  les  ffrands  cercles  de  ces  sphères  et  pour  hauteur  le  quiulrupU  4W 
la  diîitance  des  deux  surfaces  sphériques. 

On  peut  diviser      — Ip'  par  a— 6;  oa  IrouTe  pour  quotot 

V  =  Va -va*  +  afc  +  6*)  (a  —  6)  =  r.{a^  +  ah b^}  x  \\  (a  -  b) 

Or  la  première  parlie  est  la  somme  rffs  bases  ra',  r,b^  et  de  la  Lis* 
moyenne  géométrique  -r.ab.  La  seconde  parlie  est  le  tiers  de  la  hattUuri 
donc  la  hauteur  du  tronc  de  cône  doit  ôtre  4(a  —  b). 

Esercioe  758. 

1980.  Théorème.  Les  volumes  engendrés  par  un  rectangle  qui  tmtm 

successivement  autour  de  deux  côtés  adiaetst* 
sont  en  rapport  inverse  avec  ces  côtés. 

Soient  a  et  6  les  cdlôs  adjacents. 

  Lorsque  le  rectangle  tourne  autour  de  AB, 

le  cdté  a  est  le  rayon  de  base,  et  h  la  ïss- 
leur  ;  donc 

V  =  Tia'^b 

Lorsque  le  rectangle  tourne  autour  de  Aû,  b  est  le  rayon»  a  la  iisateur; 
donc  V'  =  icô*a 

1921.  Théorème.  Les  volumes  engendrés  par  un  paraUélogramm 
tourne  successivement  autour  de  deux  eôt^  adjacents,  sont  en  raifori 
inverse  de  ces  côtés. 
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Le  Tolume  engendré  j>ar  le  parallélogramme  tournant  autour  de  AB 
esl  équivalent  au  volume  engendré  par  le 
rectangle  HDGH,  tournant  autour  de  HH  ; 
d*ailleur8  HH  =  6  ;  donc 


De  même 


car 
donc 


V       h*h  aV) 

k  a 
T  =  T 


V  a 


AU      i  «      B  H 
FIg.  1906. 

C.  Q,  F.  D. 


Ezereîoe  7A9. 

IMK.  Théofèoie.  En  représentant  par  \,x,yle$  volumes  engendré» 
par  la  rotation  d'un  triangle  rectangle  tournant  tueceuivement  autour 
de  Vhypoténuse  et  autour  de  chaque  côté  de  l'angle  droit,  on  a 

Soient  a,  b,  c,  h,  Tliypoténuse,  les  cùtés  de  Tangle  droit  et  la  hau- 
teur. 

On  a»  pour  le  volume  obtenu  par  la  rotation  autour  de  Thypoténuse, 

ith^a 

et,  pour  chacun  des  deux  autres  côtés, 

et  y=  -3- 

L^égalité  hypothétique 

revient  à  prouver  qu^on  a 

Noua  ponvona  supprimer  le  facteur  commun  ^ . 
Il  faut  donc  qu*on  ait 

Or,  en  remarquant  que  ah  =  hc  et  que  5*  -|-  <^  a\  on  obtient 
sttcceasivement  : 

a^h:'  =:  h'a\bVra'  +  cVra^)  =  h^a* .  /<*a*       C.  Q.  F.  D. 
Autre  défnonêtration  d'apréa  le  théorème  de  (hddin  : 
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L  égalité  ^  ^  ^  +  ^ 

seréduilà  }.  =  ^  +  l 

=  aW  ou  6o=saA 
égalité  de  deux  expressiooa  de  S. 

1923»  ThéorèoM.  Lorêqu*un  cône  est  circonscrit  à  une  »phère  de 

rayon  a,  le  rayon  r  et  h  hauteur  h  du  cône  êont 
liés  au  rayon  de  la  sphère  par  la  relation 

1  _ 

1?     H     ah  ' 

(DosTOR,  Archives  de  mathématiques  et  de  phyfdqWf 
1877,  p.  313.) 

Lorsqu'un  cùiie  csl  circonscril  à  une  sphère,  let 
surfaces  lolales  des  deux  corps   sont  entre  elles 

 -/  \     comme  les  volumes  i  or  la  surface  totale  du  cône  est 

(^r— — A    donnée  par 

  -igr-\-r^) 

on  a  donc,  en  prenant  le  triple  des  volumes  » 


Fif.  1204. 


gr  4*           f^/t  .     g    h 

1  a  '     ~r  a 


11  faut  isoler  g  et  «jlevci  au  carré. 

Or  la  dilTéronce  des  deux  firemiers  torriics  est  au  second  couirnt-  la  dif- 
férence des  deux  derniers  est  au  quatrième;  donc 

g  _h-  a  .         +  h\-J^ah±a^ 
r         a     '  r* 

a%*  +  oV  =  r«A«  ~  2a/ir»  +  aV 

Supprimons  le  terme  commun  aV,  il  reste 

aW^f^h^  —  ^ahf^ 

Divisons  tout  par  a^hh'^,  on  trouve 

-r^  =  7?^"aT  ^«   ■Ïï7i  =  ;ïî'"7y  C.Q.F.D. 

Autre  démonstration.  On  peut  dire  plus  simplement,  comme  il  suit  : 
Les  triangles  semblables  donnent  : 

a  _  y/h(h-%n 
V  ^  h 


ou 


di7isant  par     on  trouve 


1 


1 


2 


C.  0.  F,  i). 
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Exareîee  701. 

1024.  Théorème.  DtDis  le  cf/lifxlrc  de  révolution ,  en  représentant  le 
volume  par  v,  ht  mrfuce  totale  par  s  ^  et  la  surface  latérale  par  1,  on  a 

la  relation  8^v^  =  l^s  —  1) 

l  =  2wrft  ;  d'où  =  4  -^rVi* 

•  =  2zrh  +  27:r^/   d'où    (a  —  i  )  =  27rr* 
donc  —  0  =  9fK^r*h* = 8it»«  C.  0.  D, 

Exercice  762.  —  I. 

19^;>.  Théorème.  Les  mêmes  hypothèses  étant  faites  pour  un  eâne  de 
révolution,  on  a  la  relation 

9fft?*  =  ${$  —  l)  {^l  —  s)  {D08T0B,> 

9iru*  =  it^r^h^  ;      —  ^)  =  îrr« 
2e  ~  9  =:  TT^y/r  •  4-  /i«  —  -ïti^ 
${8  —  1}  (2/  ~  9)  =  [Tiry'r^  +  A*  +      w«[«rVr'»  -f  7i«  —  itr»]  r= 

V^r'  4-  h^)  -  -nh-^]  rr'  =  Tr'r'A^  égale  donc  9;ri»« 

Exerdoe  769.  —  II. 

1826.  ThAorèBie.  Par  un  point  donné  sur  Vaxe  d'un  cône  de  révolu- 
tion, on  mène  un  plan  quelconque  ;  la  somme  des  inverses  des  deux  gé- 
néralriees  opposées  est  une  quantité  constante ,  quel  que  soit  le  couple 
de  génératrices. 

(Voir  Méthodes,  û«  280.; 

11)27.  Théorème.  Pour  un  couple  don)ié  (Je  '/thu'ratrici's  oppost'rs  d'un 
cône  droit  <iif<iitt  uiw  courbe  à  centre  pour  /icninètrr  dr  hase,  la  somme 
des  iîircrscn  de  (r.<  (jcnératrices  eut  consla)}(c  pour  tout  ]dun  mène  par 
un  ]>oi)>t  fixe  pris  sur  la  hauteur;  mais  la  constante  varie  suivant  le 
couple  considéré. 

Dans  tout  cône  droit  ayant  une  courbe  à  centre  pour  périmèlre  de  la 
bage,  la  hauteur  est  biBsectrire  d'un  couple  quelconque  de  génératrices 
oppo&ées.  Donc,  pour  un  même  point  0,  on  aura,  quel  que  soit  le  plan 

1  i 

sécant  :  -g^  +      ^  constante 

tuais  lu  constante  dépend  de  ratifie  a  que  forment  entre  elles  les  doux 
génératrices  considérées. 
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Ezeroioe  763. 


/v  ^ 

C   / 

Fig.  1205. 

Théorème.  La  surface  de  la  sphère  est  à  la  surface  totaU  du 
c&ne  équilaiéral  circonscrit  dans  le  rapport  de  4  à  9;  le^  voluma  aH'i 

dans  le  inone  rapport,  (Abcuimède.) 

Le  cône  équilaiéral  est  le  cône  dont  laseciioa, 
par  Taie,  est  un  triangle  équilaiéral. 
Soit  a  le  r;iyon  la  sphère. 
Le  rayon  AB  est  la  moitié  du  côté;  il  hzdk 
DE  et  correspond  au  côl^  du  triangle  éqmialè- 
ral  inscrit  dans  le  cercle  doot  a  est  le  rajoo; 
donc 

AB  =  DE  =  a#  (G.,ii«217. 
car  on  aaii  dVilleurs  que  CD*  ou  DE*=3a*; 

d'où    CO«='ia^;    CU  —  'Ja,    et   CA  =  ou 

On  a  tous  les  éléments  pour  calculer  la  surface  du  cône  : 

AB  =  av3;   AC=r3«;   BC  =  ia^ 
Le  cercle  de  base  ou    ^tr*  =  ;i  x  aa''  =  3:;a* 
La  surface  convexe  ou 

::AB  .  BC  =  na^'à  .  Sa^'S  —  ùr^a^ 
Surface  totale  égale  ^ica^ 

La  surface  de  la  sphère  égale  é^a';  donc  te  rapport  des  surfaces  de  la 

4 

sphère  et  du  cône  égale 
Volume  du  cône  égale 

71  AB«  X  ^  AG  =  ic(a>/T)*  x  « = 3ïta»  =  ^  -a\ 

4  4 
La  sphère  égale  -g-:ra^;   donc  le  rapport  des  volumes  égaie  -g*. 

102a  (a).  Remanquet.  1°  Lorsqu'un  pol}^èdre,  on  cône  ou  un  cylindre 
est  circonscrit  à  une  sphère»  les  volumes  sont  entre  eux  dans  le  inéiae 
rapport  que  les  surfaces  correspondantes. 

2®  Ia  surface  du  cylindre  circonscrit  à  une  sphèi*c  est  moyentie  }frù- 
portionnelle  entre  la  surface  de  la  sphère  et  la  surface  du  cône  équih* 
téral  circonscrit  à  cette  même  sphère.  Il  en  est  de  même  des  volumes. 

En  elïet,  en  représentant  par  4  la  surface  de  la  sphère,  celle  du  cy- 
lindre est  représentée  par  6  et  celle  du  cène  par  9. 

Or  -g- ,  donc... 

3<»  La  surface  du  cylindre  circonscrit  à  une  sphère  est  moyenne  arith- 
métique entre  la  surface  de  la  sphère  inscrite  et  la  surface  de  la 
circofiam'fe  à  ce  même  cylindre^ 
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Exercice  764. 


t9S9. 


.  Dans  le  tétraèdre  régulier ,  le  rayon  de  la  ephère  tan- 


génie  aux  »x  arêtes  eet  inM\fen  proportionnel 
entre  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  et  celui 
de  la  sphère  dreonscrite,  (DosTOR,  N.  A., 
iS74,  p.  668.) 

Dans  le  tétraèdre  régulier,  chaque  tàee  eal 
an  teiangle  éqailatéral;  les  hauteurs  DE,  BP 
sont  en  même  temps  médianes.  Ainsi  OG  est 
le  rayon  de  la  sphâre  inscrite,  AO  eetni  de 
la  sphère  circonscrite,  el  OE  celui  de  la 
aphère  tangente  aux  arôtesi  car  OE  est  per- 
pendiculaire au  milieu  de  6C  et  de  AD. 

En  représentant  par  a  Taréie  du  tétraèdre ,  la  hauteur  AG  égale 

ay/|-  ((;.,n'>4:8.) 

Or  les  droites  A6,  DH  se  coupent  aux  ^4  de  leur  longueur,  à  partir 
du  sommet  (n*  1835)  ;  ainsi 


AE,  hauteur  du  triangle  èquiiatérai  BAC,  ==-^  >/3  .   (G.,  316.) 


AK  =  -|;  d'ailleurs  0E  =  -^ 


donc 

Ainsi 

Or 
donc 


4.0E««AE*-AK«=:^'  -T  =  2 


0E«  = 


a' 


Af,  nr        3/2     a    /t       3a*     2  u* 

OE^  =  U  A .  OG 


(l) 
(2) 


C.  Q,  F.  X>. 

Autre  démonstration.  On  peut  dire  plus  simplement  comme  il  suit  : 
Les  triangles  rectangles  semhlablea  OAK,  OEG  donnent  immédiate- 

OA  _  OK  R  _  /" 

UE-W    ^"    7  ""F 


ment 


C.  0.  F'  i>. 
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193(K  Théorème.  Soioit  ttite  fireinière  Hfihère  donnée  ayant  O  pour 
crrîfre,  et  une  o'CDtule  sphère  pousant  par  le  centre  0  de  la  première; 
quel  que  stut  ic  ra^nm  r  de  cette  seconde  sphère,  la  zone  de  cette  seconde 
tpfière,  interceptée  jpar  la  première,  a  une  aire  constante.  ^N.  A.,  1851.) 
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Soient  a  le  rayon  do  la  aphère  donnée,  C  le  centre  de  la  seconde, d 

on  =  20C  =^  2r 

Pour  avoir  la  ï^urfdre  de  la  zone  >p'  c'riq 
qui  correspond  à  Tare  AUD,  il  faut  caUu>: 
la  hauteur  011  de  celte  zone^  car  la  &uj£iOc 
ehercbôe  esi  doimée  par 

smrf.=:S)n^.OH  (G*, b*56B.j 

Or  le  triangle  rectangle  OAD  donne 

OD.UH  =  A0«  ou   2r.0H  =  a* 

done  aurf.=M* 

La  zone  interceptée  est  équivalente  à  un 
grand  cercle.  Elle  eet  équivalente  àtaêer- 
face  de  ta  ejthère  qui  aurait  a  pomr  die- 
mètre, 

Eeautfqœ,  Un  peut  se  borner  à  dire  : 
zone  s:  7c .  OA*  =  constante 

(G.,  n«6!»J 

193t .  Théofte*,  On  a  deux  sphères  de  même  centre  et  de  myonfdsa- 

nés.  Une  troisième  sphère  qui  passe  par  le  centre  des  deux  premières 
donne  lieu  à  une  tone  à  deux  hases  dont  la  surface  est  constante, 
que  soU  le  rayon  de  cette  troisième  sphèt*e. 

Soient  a  et  6  les  rayons  des  sphères  coneentriques  et  a  >  6. 
La  zone:=7c(a*  — 6-). 


Czeroice  760. 


1032.  Théorème  de  Maclaurin.  Le  volume  tl'Kn  ttcptuent  sphériquc  égnl'' 

le  cjflhulrc  de  même  hauteur  qui  aurait  four 
hase  la  section  équidislante  des  bases  ^  moins  li^ 
moitié  de  la  sphère  qui  aurait  la  hauteur  ^'our 
diamètre. 

Sr.i'Mit  î>î  et  H  les  rayons  des  bases  Ju 
nieut  considéré,  .s  le  rnyon  de  ia  section  équi- 
di^lanlc  des  bases,  et  //  la  baulour»  r  éUoi  d'ail* 
leurs  le  rayon  de  la  sphère. 

Kntre  les  longueurs  m,  n,  «  et  /i,  on  a  ia  re- 
lation [h^  1449) 

m«  +  n«  =  2aî  — 2(Vt^)« 


Fig.  1206. 

La  formule  ordinaire  du  volume  du  segment  (G.,  n«  580)  donne 


—  Tzs^h  —  ^i\ç:h^ 


C.  (?.  F.  1>. 
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IMt  (•).  SooBe.  Dam  des  sphères  quekanquett,  lêâ  segments  de 
fme  hauteur  et  de  même  section  médiane  sont  équivalents;  car  la  for* 
lie  donnée  plus  haut  est  indépendante  du  rayon  de  la  sphère. 

2^  Si  les  hast- â  d'un  segment  sont  équidistanteb  du  centre  de  la  sphère, 
[a    8  =  r,   et  alors 

V  =  T:rVi- Vi2^^^ 

Kt  si,  en  môme  temps,  la  hautenr  devient  égale  an  diamètre  2r  de  la 
khère ,  on  aura 

rmule  ordioaire  de  la  sphère. 

1933.  Vote.  Nous  appeloDR  la  question  ci-dessui  théorème  de  Maclaurin,  parce 
iVUe  n'est  qu\in  cas  particulier  d*un  tlif^orème  plus  général  dû  à  ce  célèbre 
îoinètre.  ( Voir  Traité  de^  fïxxions  j  .ir  M/irlaurin;  traduit  parle  R.  P,  PézBMAS, 
vol.  in-/j%  en  17VJ.  lulroduction ,  paLC  xxv.) 

La  prif>rilé  en  faveur  du  g  'onièlre  auL'Inia  a  c^té  simal^^e  par  M.  Dlsuove? 

A.,  1877,  page  278);  mais  avant  cette  indicalioa,  eu  lôTîi  (Géouiélrk  F.  1.  C, 
*  édition),  nous  avons  énoncé  non  seulement  le  Ihéorème  relalif  aux  scgnof uts 
Dgeodrés  par  une  conique  touroaut  autour  de  l'axe  focal,  mata  un  théorème 
□alogue  pour  les  segments  eogendrés  f)ar  une  cooique  dans  sa  rotation  antouf 
e  Taxe  non  t^cai  (prîge  384,  exercices  Hl ,  8^2). 

iiêmon'^tr.itixii  de  cos  théorèmes  et  de  plusieurs  autres  80  trouve  dans 
A  ppendice        Exet'ckrs  de  (léométrin. 

I  l  zrvAs,  savant  jésuii»' ,  ru  i\  Avietinn  (  ir92-t77^^),  opéra  le  nivellement  du 
anal  de  Grapoone,  en  Provence,  «t  traduisit  plusieurs  ouvrages  anglais. 

Ezeroioe  767. 

1934.  Théorème.  Lorsqu'un  IruvK/lr  yrclnmiîe  i$occft'  to^ivue  ai'tonr 
Vunc  droite  moicc  pur  le  somrttef  dr  VniKflr  droit  partUlèU ment  à  l'hy- 
}oft'n}(,<e ,  if  oiffciidre  un  volume  équivalent  ù  la  sphère  qui  aurait  celte 
iHpolénuse  pour  diamètre. 

C'est  une  simple  conséquence  du  théorème  des  trois  corps  ronds. 
G.,  no  m,  m.) 

^  On  peut  le  démontrer  à  l*atde  du  théorèfne  de  Guldin,  (Voir  Appen- 
Uce  aux  Ejrerciees  de  Géométrie,  n»  771 , 

3<>  Le  vuluuic  engendré  par  le  lrian;^le  n'est  qu'un  cas  particulier  du 
irolume  engendré  par  un  segnienL  dii^perbole.  (G.,  u"  978.) 

Hôte.  La  méthode  des  sections  comparées,  inaugurée  en  1873  dans  la 
première  édition  ées  Éléments  de  Géométrie,  n^  IK^,  596»  597,  appliqué  actuel- 
lement  aui  n-  582  et  583,  théorèmes  des  trois  corps  ronds,  et  exposée  au  §  V, 

971,  nous  semble  avoir  une  origine  toute  récente  comme  procédé  d'investi- 
gation et  romme  mode  dVxpo«ilîon:  né8f)moîn«,  nin^i  qu'il  arrive  «souvent  dnn^ 
^'hi^lcire  de  la  plupr^i  f  dos  m»'-lli(>ilf  s .  un  des  priricif'nux  tliéorèmeSi  Celui  qui 
Càl  relatif  à  la  sphère,  se  Irouv^j  avoir  une  ori^'ine  assfZ  ancienne. 

Le  docteur  Sonndohfeh,  qui  le  donne  dans  son  Lehrbucb  der  Géométrie 
(^V^en,  1877,  pape  Mi),  a  bien  voulu  nous  écrire  qu'il  a  emprunte  ce  théorème 
au  Traité  de  Géométrie  du  dooteur  WrrrsTwii,  2*  psrlie,  page  121. 

Ce  dernier  ouvrage  a  été  publié  è  Hanovre,  en  1862. 

l^ius  tard,  M.  VAUTRf'.,  de  9aint-Dié,  Ta  stgnnié  dans  le  Cours  complet  de 
Mathématiques  pures  de  Fraucœur,  tome  I,  n*  313. 
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Enfin,  loul  récemment,  doqs  Teyons  troitfé  dans  les  Élém^nU  d'Eudâ 
R,  P,  De$ehalles  et  dé  M.  Ozanam,  par  M.  Audierne,  2*  édition;  Pmrô^ 
D*aprè8  la  préface,  on  reconnaît  que  Dbi^bau.b«  et  Ozanah  ne  sont  ci'l 

<  comme  prefe-nom.  La  division  de  l'nnvrtipe  e?t  conforme  à  celle  d  -  : 

mii''  on  lil  (  popfs  til  'i  et  livre  XII)  :  a  CnniniP  Pucîirli?  no  ^i,?rle  oi 

solidité  de  la  «p^'^Tt'  ni  de  la  surface,  nous  subâUluoos  à  Côs  deux  prop^ii 
notre  démonstration  de  cette  solidité... 

Proposition  JLVi  (pa?e  541)  :  La  demi-sphère  ALB  est  le$  deux  t» 

cylindre  liaiis  lequel  elle  est  inscrite. 

AuDiEHNH  démontre  la  proposition  en  prouvant  que  la  sphère  augmeol 
cône  est  équivalente  au  cylindro. 

Enfln  Maclaurin,  dans  son  Trmiê  des  fluxions,  dont  ia  Iraductîoo  < 
1749,  considère  daus  V Introduction,  page  xxvii,  une  portion  de  sphéroïde , 
à-dire  d^ellipsoîde)  et  le  solide  engendré  par  un  Irapèse  rectangle;  ma»i| 
déduit  pas  une  expression  simple  qui  puisse  servir  d^énoncé  de  tbéorèj 
conduire  à  une  vérital)!e  méthode. 

OzANAM  (1640-1717),  très  connu  par  ses  Béeréatiam  mathéfnatiqit 
physiques. 

ÂuDiERNE  publia  plusieurs  ouvrages  de  Mathématiques  de  1746  àl782,et 
menta  divers  traités  d*Ozanam. 

Le  R.  P.  DescrfALLES,  né  à  Chambéry  (1621-1G7S),  auteur  é^un  Cours  aî\ 
dé  fnaikémtiques, 

luscriptioii  el  Position. 

I 

Exercice  768. 

1936.  Théorème.  T)au!i  tout  prisme  triangulaire  droit  un  pt  ut  ni^ 
un  cylindre;  à  ce  même  solide  ou  peut  circonacrire  un  cylindre. 

En  (jilrt,  aux  deux  bases  peuvent  être  inscrits  et.  circonscnt* 
cerrles  respectivement  égaux  et  parallèles,  et  imo  1  roi  le  peut  se  mou 
perpendiculairement  aux  bases  en  s'appuyant  sur  les  cerrles  inFcriti 
les  cercles  circonscrits:  celte  ilroite  dArrira  les  cylindres  dont  il  est  «)i 
tion.  Donc,  dans  tout  prisme  triangulaire  droit,,,  , 

1937.  Théotème.  A  trois  phxm  indéfinis,  parallèles  à  une  i^ 
droite,  et  qui  se  coupent  deux  à  deux,  on  peut  mener  quatre  cylim 
circulaires  tangents,  ' 

En  effet,  les  trois  plans  dont  il  est  question  ne  sont  autre  chose 
les  faces  latérales  d'un  [)risrue  triangulaire  prolongées  indéOniment 

Si  Ton  coupe  le  système  de  ces  trois  plans  par  un  quatrième  plan, 
pendiculaire  aux  iiUerseclions  des  premiers,  on  obtient  un  triangle (j 
les  côtés  sont  prolontrés  indéfiniincnt. 

Or  à  trois  droites  indéfinies  qui  se  rencontrent  doux  à  deux  on  p 
mener  quatre  cercles  tangents.  (G.,  n"  189.)  Si  une  droite  indolinie 
meut  en  s'appuyant  sur  les  circonft^rences  de  ces  cercles  et  en  rosîl 
parallèle  aux  intersections  des  plans  donnés,  cette  droite  mobile  décr 
quatre  surfaces  cylindriques  tangentes  aux  trois  plans  donnés. 

SmeSco  760» 

1038.  Théorème.  A  tout  trièdre  on  peut  inscrire  el  circotiserire  un  cà 

de  révolution. 
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iDS  le  premier  cas^  il  làut  inscrire  un  cercle  dans  le  triangle  obtenu, 
>upant  le  trièdre  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  d'interaee- 
dcs  trois  plana  bissecteurs  des  dièdres  du  trièdre;  dans  le  second 
àl  «uflit  de  prendre  trois  longueurs  égales  SA,  SB,  SG  sur  les  arêtes, 
%  circonscrire  une  circonférence  au  triangle  ABC. 

Esmîoe  77C. 

139.  Théorème.  Par  trois  droites  non  situées  dans  un  même  plan,  et 
se  coupent  au  même  point,  on  peut  faire  passer  qw^re  cônes  de 
4ution  à  deux  nappes, 

es  plans  menés  par  les  trois  droites  donnent  lieu  à  huit  trièdres 
osés  deux  à  deux  par  le  sommet  ;  chaque  groupe  donne  lieu  à  un  cône 
sux  nappes  circonscrit  aux  deux  trièdres  opposés. 

HMMu^ve.  La  plupart  des  théorèmes  relatifa  aux  triangles 
vent  en  fournir  d'analogues  pour  le  trièdre.  Ainsi  le  cercle  des  neuf 
nie  (nos  749  et  720)  conduit  à  un  céne  qui  passerait  par  neuf  droites 
erminées  du  trièdre  considéré. 

Esmioe  771. 

IMi.  ThéoffèoM.  Par  qutUre  points  A,  B,  G,  D,  non  situés  dans  un 
\me  plan,  on  peut  faire  passer  une  sphère,  et  une  seule. 

Les  points  donnés  déterminent  deux 
angles  :  ABC  et  AGD.  Par  les  points  E,  F, 
milieux  des  côtés  qui  partent  du  point  A, 
Ds  les  plans  des  deux  triangles,  menons  les 
rpendiculaires  El,  EH,  FI  et  Gil;  menons 
suite  les  droites  IM  et  HN  perpendiculaires 
IX  plans  AGD  et  AGE;  lea  picnda  I  et  H  de 
s  perpendiculaires  sont  les  centres  des 
^cles  circonscrits  aux  deux  triangles;  donc 
{S  perpendiculaires  sont  les  lieux  des  centres  de  toutes  les  sphères  que 
m  peut  faire  passer  par  ADG  et  AGB. 

Ces  deux  lieux  se  rencontrent  au  point  0;  en  effet,  si,  par  les  perpeo* 
ieulaires  El  et  EH  à  AC,  on  mène  le  plan  lEH,  ce  plan  sera  perpendi- 
ilaire  à  lUntersection  AC  des  deux  plans  DAC  et  BAC,  il  l'est  donc 
kssi  à  chacun  d'eux  (G.,  n«  406);  donc  ce  plan  lEH  contient  les  deux 
hrpendiculaires  IM  et  HN  (G.,  n»  403),  et  ces  droites  IM  et  HN  se 
ftupent  (G.,  no  77);  donc  leur  intersection  0  est  le  centre  de  la  sphère 
kmandée. 

2»  La  droite  IM  étant  le  lieu  des  points  équidistants  des  points  A,  C, 
).  et  la  droite  UN  le  lieu  des  points  équidistants  des  points  A,  B,  C, 
'unique  rencontre  0  de  ces  deux  droiles  est  le  seul  point  de  l'espace  qui 
>ûil  équidistant  des  quatre  points  donnés.  Donc... 

1942.  ScoKet.  I.  Les  quatre  points  donnés  peuvent  servir  de  sommets 
i  un  tétraèdre  ABCD;  donc  à  un  tétraèih  e  quelconque  on  peut  ctrcon- 
^rirc  um  sphère ,  et  une  seule. 
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n.  Les  lijfnes  analopues  à  lu  et  liu,  que  Ton  |tourraiL  élever  si\:  i 
dtux  autres  luces  du  télraè<ire,  passeraient  au  j»oint  (J;  or  les  poir- j 
et  H  sont  les  centres  îles  ccri  les  circonscrils  aux  laces  ACD  et  Aï* 
Donc,  datiF  un  ivtraùdrc  qiwkoiujMe ^  il  ij  a  un  point  de  renconi 
unique  pour  les  perpentiiculdircs  clccec^s  sur  Us  quatre  [nceë  par  \ 
centres  des  cervlva  citcotmcril^i  à  ces  mcmcs  faces,  \ 

Exercice  779. 

I 

1943.  Théofféme.  Oh  i^ut  inwrire  une  sphère  à  uti  tétraèdre  qm, 

conque. 

Car  les  six  plaos  bissecteiurB  des  dièdres  se  rencontrent  en  un 
point,  qui  6»t  ôquiiistant  des  quatre  faces  (n^  1833).  Ce  point  peut  s4 
vir  de  centre  à  une  sphère  qui  sera  tangente  à  toutes  ies  faocs. 

Exerdoe  773. 

1944.  Tbéorème.  Deux  sphères  quelcùnq%te9  peuvent  avoir,  Vune  fi 
rapport  à  Vautre  j  cinq  positions  différentes;  et  le»  conditions  reiatin 
au.r  rayons  et  à  la  distance  des  centres  sont  les  mémee  que  pour  les  ca 
conférences,  (G.,  138.) 

Hn  effet,  étant  données  deux  circonférences  dans  FuDe  quelconque  dt 
cinq  positions  connues,  si  Ton  fait  tourner  la  figure  totale  autour  de  l| 
ligne  des  centres,  on  produit  deux  si^iières  qui  sont  absolument  dans  U 
mêmes  conditions  que  les  deux  circonférences... 

Exercice  774. 

l04tS.  Théorème.  Si  trois  sphères  se  coupent  deux  à  deux,  la^  plat 
d'intersection  se  coupent  suivant  une  même  droite  perpendiculaire  ci 
plan  des  trois  centres.  I 

Kn  elTet,  Ir  i-lan  qui  passe  par  \c%  trois  ceiilrcâ  de  ce?  s|jhère>  déle."- 
iiiinc  trois  cercles  qui  se  couj)ont,  cl  les  trois  cordes  d'iutcrsectioo 
reiiconLf eut  en  un  luèuie  point  (  n'^  127!  ). 

Si,  par  CCS  cordes,  on  mène  des  j  l.ihs  perpendiculaires  au  plan  de* 
centres,  on  obtient  les  trois  jilans  d'uiki secUoii  des  sphères;  et  leuri;- 
li-r.Mjciion  commune  est  la  pcr|)endicuiaire  mence  au  plau  des  ceotrefliii^ 
le  point  de  concours  des  trois  cordes. 

ftramniae.  Le  point  de  concours  des  trois  cordes  est  le  cenlre  radicaf 
des  trois  cercles.  Le  théorème  démontré  (  n<*  1948)  n*e&t  qu^UB  cas  parti* 
culier  d*ua  théorème  plus  général.  (6.,  n«  839  ,  4<».) 

Bxeroioe  77$* 

1846.  Théoféne.  Une  sphère  et  un  plan  étant  donnés,  démontrer  qtn 
toutes  les  sphères  décrites  des  différents  points  du  plan  comme  centre.  : 
avec  des  rayons  égaux  aux  tangentes  menées  de  ces  points  à  la  ^tùrc 
donnée,  passent  par  un  point  firn,  (N.  A.,  1888,  p.  42») 

Il  suffit  d^éludier  la  section  Uiéiidicnae  obtenue  en  coupant  la  spUit 
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par  un  plao  perpeodicalaire  au  plan  donoé;  car,  m  le  théorème  est  vrai, 
le  point  commun  ne  peut  se  trouver,  par  raison  de  symétrie,  que  sur  la 
perpendiculaire  CP  abaissée  du  centre 
C  sur  le  plan  PQ. 

Prenons  donc  PM  s=  Pfi ,  et  prou- 
vons que»  pour  une  tangente  quel- 
conque AD,  on  a 

AM  ~  AD 

Soient   CV  =  u;   CB  =  r 

on  aura   PM*  =  PB* = a*  — 

Ajoutons  AP*  à  chaque  membre,  on 
obliendra  : 

PM'  +  PA*  =  a'  +  AF-  - 

OU  AM«  =  AC*  -    =  AD«  C.  Q,  F.  D. 

Ainsi  la  distance  AM  égale  la  tangente  AD;  donc  la  sphère  décrite  du 
point  A  comme  centre  avec  AD  pour  rayon  passe  par  le  point  fixe  M. 

C.  0.  F.  I). 

Remarques.  La  droite  AP  est  l'axe  radical  <lii  point  M  et  de  la  circon- 
férence CDB.  1.0  plan  dont  PO  est  la  soclion,  par  un  pian  mené  par  Gl', 
est  le  plan  radical  de  la  sphère  C  et  du  point  M. 

2»  Les  sphères  passent  toutes  par  un  second  point  fixe,  le  point  N 
symétrique  de  M  par  rapport  au  plan  donné. 


1210. 


Cmrdoa  776. 

1047.  Théorème.  Uu  hexaèdre  est  inscriptible  dam  une  salière  hrsqm 
$€8  face»  sont  des  qucuirilatères  inscriptiOles, 

Circonscrivons  une  circonférence  au  quadrilatère  AfiCD  et  une  autre 
à  BëFG. 

Soient  M,  N  leurs  centres  respectifs. 

Dans  un  plan  mené  par  MN  perpendiculaire- 
ment a  la  corde  commune  HC,  on  peut  mener  des 
perpendiculaires  par  les  points  M,  N  aux  quadri- 
latères ABCD,  BËFC.  Soit  0  ie  point  de  rencontre 
des  perpendiculaires.  Ce  point  est  le  centre  de 
la  sphère  qui  passe  par  les  deux  cercles  déjà  tra- 
cés (n«  1941). 

Or  la  section  de  cette  sphère  par  ie  plan  déter- 
miné par  les  trois  points  D,  C,  F,  doit  contenir 
le  quatrième  sommet  G  de  tout  quadrilatère  inscnptible  ayant  déjà  D, 
C,  F  pour  sommets;  donc  la  sphère  passe  par  le  sommet  G,  et,  pour 
une  raison  analogue ,  elle  passe  aussi  par  le  sommet  H.  Donc.» 

EMffoSoe  777. 

iMS.  Théorème,  Lorsqu'un  polygone  plan  est  inscrit  dans  une  sphère, 
les  plans  tangents  menés  à  la  sphère  par  les  eommets  du  polygone  iti- 
sent  se  ewpent  em  même  point. 


Fig.  1211. 
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Soit  le  polygone  ABCF  inscrit  dans  an  cercle  ABGD  ayant  L  poit 

centre. 

Menons  par  le  centre  de  la  sphère  la  droite  OL 
j  U8qu*à  la  rencontre  du  plan  tangent  mené  par  M 
point  A. 

La  tangente  AT  est  la  section  dn  plan  tangeni 
par  le  plan  méridien  AOL. 
Le  triangle  rectangle  OAT  donne  : 

OT,OL  =  A0»;   0T  =  ^^^ 

Donc  la  distance  OT  est  constante,  quei  que  soil 
le  plan  tani:>'nt.  Ainsi  tous  les  plans  tangeotâ 
passent  par  le  môme  point  T.  | 

1949.  Théorème.  Lorsqu'un  pohfgoue  est  cir- 
conscHt  à  une  sphère,  les  plans  tangents  tnenù 
Fîg.  4212.  par  les  côtés  de  ce  polygone  passent  par  un  mémt 

point. 

Les  plans  tangents  nienés  par  les  côtés  sont  les  mêmes  que  ceoi  «ju^ 
seraient  menés  par  les  sommets  A,  B,  C  d'un  polygone  inscrit. 

Exeroioe  779, 

iOHD.  Tbèofème.  Lorsque  tes  arêtes  opposées  d'un  octaèdre  insefit 
dans  une  sphère  sont  dans  un  mime  plan ,  les  trois  diagonales  de  Voc- 
taèdre  se  coupent  au  mime  point. 

En  menant  un  plan  tangent  à  la  sphère  par  chaque  sommet  de  f oc- 
taèdre, on  fonne  un  hexaèdre  circonscrit  dont  les  faces  prises  quatre  à 
quatre  concourent  en  un  même  point, 

(Voir  Méthodes,  no  32.)  ! 

18iH.  Théorème  féoîpr<K|ue.  Lorsque  par  un  même  point  T  on  mène  é» 
plans  tangents  à  une  sphère,  les  points  de  contact  sont  les  sommets 

d'un  pob/gone  plan  inscrit. 

ThAoréme.  La  courbe  de  contact  d'une  sphère  et  d'un  cône  ctr- 
conscrit  est  une  circonférence* 

SsMMe  779. 

19î>3.  Théorème.  Un  cylindre  qui  entre  dam 
une  sphère  par  un  cercle  en  sort  par  un  cercle 
égal  au  premier. 

Représentons  la  «ph^re  et  le  cylindre  sur  un 
plan  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  et 
mené  par  le  centre  de  la  sphère  et  le  centre  du 
cercle  d*entrée. 

Il  est  (Ovulent  que  la  courbe  d'entrée  et  celle 
de  sortie  sont  symAtriques  par  rapport  au  plan 
du  grand  cercle  perpendiculaire  au  c^iiodre; 
Fif .  1213.  donc  les  deux  courbes  sont  égales. 
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Remarque.  La  démonslralion  si  simple  qui  précède  est  plus  générale 
que  le  théorème  énoncé;  on  peut  dire  :  Lorsqu'un  cylindre  quelco)i(jHe 
coupe  une  sphère,  Vinlersection  est  divisée  en  deux  parties  symétriques 
par  ie  grand  eerele  quie»t  perpendieulaire  aux  génératrices  du  cylindre. 


Exardca  780. 

Thémtémm.  La  section  antiparallèle  d'un  cône  oblique  à  base^ 
dreulaire  est  un  cercle. 

Soit  SABG  un  cÔDe  à  base  circulaire  ABC. 

Soit  DEP  la  section  antiparalldla»  l^aagle  ADF=ACF, 
SFD  =  A.  Ed  un  mot,  le  quadrilatère  ACSFD  eat  tos- 
cripUble,  et  Ton  a 

SA  _Sh^ 

bur  la  seconde  oappe,  prenons  SF'=:;SF,  51)':=  SD. 

SA  _  SF' 


Oo  aura 


Fig.  1214. 


Donc  la  section  D'E'F'  est  parallèle  à  ABC;  par 
suite^  elle  est  circulaire  ainsi  que  AfiC. 

Or,  par  rapport  au  sommet  S  du  cène,  les  sections  DEF,  D'VJb'  sont 
symétriques. 

Donc  la  section  antiparallèle  DEP  est  circulaire. 


La  base  ABC  et  toute  section  antiparallèle  DEF  appar* 
tiennent  à  une  même  sphère* 

2«  Le  théorème  ci-dessus  se  démontre  de  plusieurs  manières  diffé- 
rentes*; on  peut  aussi  le  déduire  du  théorème  suifant  (no  i055,  Re- 
marque); mais  aucune  démonstration  n'est  aussi  simple  que  celle  qu'on 
Yient  d'indiquer. 

Ex€MÎoe  781. 

19»i>.  Théorètne.  Lorsqu'un  côtw  entre  dans  une  sphèf^  par  un  eerde, 

il  en  sort  par  un  autre  cercle. 

Soit  le  cûne  ABC  ayant  pour  base  le 
cercle  AMB  de  la  sphôre  donnée.  Il  faut 
prouver  que  la  courbe  de  sortie  DNE 
est  un  cercle. 

Du  sommet  C,  abaissons  une  perpen- 
diculaire CP  sur  le  plan  de  la  base^  me- 
nons le  diamètre  A  BP  qui  passe  par  le 
pied  P. 

Dans  le  plan  AGP,  menons  EG  per- 
pendiculaire à  CE,  Enfin,  soit  CM  une 
génératrice  quelconque  et  N  le  point  où 
elle  coupe  la  sphère. 


Fig.  1215. 


*  O(f$mograifhiet  par  7.  J.  (o^  tO). 


au 
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Le  théorème  des  sécaotes  issues  d'un  même  point  éUui  applique 
à  la  sphôro  doooe 

CM  .  GxN  ==  CA .  CE 

Mais  les  triangles  rectangles  semblables  CAP,  CGË  donnent  : 

CA.CE  =  CP.CG 

donc  CM.CN  =  CP.CG 

Donc  les  triangles  CMP,  GGN  eont  semblables  comme  avant  un  angle 
égal  comiiri^  entre  côtés  proportionnels;  mais  Tangle  C1*M  est  d:«jit, 
car  CP  e^t  perpendiculaire  au  pian  de  la  baso;  donc  Tangle  CNG  a-i 
aussi  droit. 

2^  Les  points  E,  N,  D  appartiennent  donc  à  la  sphère  décrite  sur  G(i 
comme  diamètre.  Ainsi  la  courbe  de  sortie  est  la  courbe  d'intersection 
do  deux  sphères;  or  cette  courbe  est  un  cercle  (G.»  n^  donc... 

RemafqM.  On  a  aussi  CE*CÂ  =  GB.GD;  ainsi  le  cercle  END  est  la 
section  antiparallèle  du  cône  GAMB;  donc  la  section  mti'paralUle  du 
cône  oblique  à  bote  circulaire  est  un  cercle. 

Exeffoîoe  78t. 

! 

Iî)iî4>.  Théorème.  Par  dctLr  cercles  d*nne  7nème  sphère,  on  /)cii(  l'urc  • 
pcusser  deux  cônes  ayant  ces  cercles  pour  sections  parallèles  ou  antipa- 
rallèles. 

Par  les  centres  des  deuz  cercles  et  par  celui  de  la  sphère  on  peut  (aire  i 

passer  un  plan  ABGD,  et  ce  plan  est  perpen- 
diculaire à  chaque  cercle;  car,  en  vertu  des 
constructions  faites  pour  la  démonstration  d'un 
théorème  connu  (G.,  îi*>  543),  la  ligne  qui  joiot 
le  centre  de  la  sphère  au  centre  d'un  petit 
cercle  est  perpendiculaire  à  ce  petit  cercle 
Pour  représenter  plus  facilement  celte  figure, 
prenons  ARCD  pour  plan  principal;  AB  et  CD 
sont  les  diamètres  des  cercles  donnés. 
Menons  AUS,  BCS  et  ARC,  BRH. 
S  et  R  sont  les  sommets  des  deux  cônes. 
En  efTet,  pour  S  par  exemple,  le  cùne  SAB 
doit  .sortir  de  la  sphère  par  un  cercle  195o) 
ayant  pour  diamèire  DC,  et  dont  le  plan  e^t 
perpendiculaire  au  plan  SAb;  donc  la  court>e  i 
de  sortie  ne  dillère  point  du  cercle  donué  CD. 

I9tt7.  Beinarque.  Toute  génératrice  SNM  donne  des  pointa  correspoo* 
dants,  car  les  cordes  AM ,  DN  sont  antiparallèles.  On  peut  le  démontrer 
directement^  car  on  a  :  SM .  SN  s=  SA .  SD  &  cause  de  la  sphère. 

On  peut  encore  dire  :  le  plan  ASM  coupe  la  sphère  sui?ant  un  cercle 
dans  lequel  le  quadrilatère  AMND  est  inscrit;  donc  AM  et  DN  sont  aatî-  i 
parallèles.  ' 

Ainsi,  pour  avoir  des  points  antihomologucs  M,  N,  il  suffit  de  mener 
une  génératrice  quelconque  SNM.  Pour  Tètude  des  cercles  tracés  sur 
sphère,  on  a  recours  aux  centreê  de  similitude  G,  G',  et  I,  T.  (V<»rci* 
après.  n«  1962.)  | 
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Ex«f«i€e  78$. 

19^«  Théorème.  Lorsque  la  base  d*une  pyramide  est  ifucriptible,  toute 
sphère  cireanBCirite  à  celte  base  coupe  les  arêtes  de  la  pyramide  en  des 
points  qui  sont  les  sommets  d'un  polygone  plan  inscriptible. 

En  eflbt,  soit  A,  B,  G»  D.««  les  sommets  du  polygone  de  base;  A',  B', 
G'  D'...  les  points  où  les  arêtes  SA»  SB...  sool  coupées  par  la  sphère;  ces 
poiats  appartiennent  à  la  circonférenee  de  la  courbe  de  sortie  du  cône 
qui  aurait  S  pour  sommet  et  le  cercle  circonscrit  à  ABGO...  pour  base; 
donc  les  points  A',  B',  G\..  sont  les  sommets  d^un  polygone  plan  inscrip- 
tible. 

19^.  Théorém.  JjorsquCf  par  dciix  points  A  et  B  donnes  sur  %(ne 
sphère,  on  fait  passer  une  série  de  cercles  qui  coupent  vu  cercle  donné , 
tous  les  grands  cercles  qui  passent  p^t  r  les  deux  points  d* intersection  de 
chaque  cercle  variable  aoeo  le  cercle  fixe  se  coupent  suivant  un  même 
diamètre. 


'  Ir  ig.  1217. 


Soit  GDGH  le  cercle  donné  et  GD  la  corde  d*intersection  d^un  des 
cercles  décrits. 

Les  deux  droites  AB,  CD  situées  dans  le  plan  du  cercle  ABCD  se 
coupent  en  un  certain  point  S. 

[o  Prouvooâ  quû  ioui^  aatrô  corde  commune  GH  pas^e  par  ce  même 

poioL 

A  cause  de  la  sphère,  ou  du  cercle  ÂBCD,  on  a  : 

SA.SB  =  SC.SD 

Joignons  le  point  S  au  point  G;  soit  H  le  point  où  SG  rencontre  te 
cercle  BAG  et  H'  celui  où  elle  rencontre  le  cercle  DCG,  on  aura  : 

SG.  sn^SA.SB  =  donc  SG .  SD  =  SG  .  SIF 
donc  II  et  W  se  confondent. 

^  Joignons  S  au  centre  0  de  la  sphère;  les  plans  menés  par  SEE'  et 
par  chaque  corde  commune  donne  des  grands  cercles  EBAE'  EDCE', 
EHGE'  qui  passent  par  les  points  dUntersection  et  ont  ££'  pour  diamètre 
commun. 

llHtO.  CorolUire.  Lorsqu'un  cercle  ATB  est  tangent  au  cercle  H  i  G,  Iti 
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tangente  commune  posée  par  le  point  S  d'intereection  des  cordes  com- 
munes, et  le  grand  cercle  ETE'  est  langent  aux  cerclée  AT&  et  GTD. 


Fig.  1218. 


1961.  TlbéorèoM.  Même  théorème  (n^  1969)  ^  ^riiand  les  deux  points  A 
et  B  n*appartiennent  pas  à  la  surface  sphérique. 

Soit  S  le  point  où  la  droite  AB  coupe  le  plan  du  cercle  donné;  tout 
plan  mené  par  ABS  coupe  la  sphère  Bui?ant  un  cercle,  et  Tintersectioa 
de  ce  plan  par  le  plan  du  cercle  donné  passe  par  le  point  S ,  commun 
aux  deux  plans,  et  n^est  autre  chose  que  la  corde  commune  aux  deux 
cercles.  Donc... 

Exeroioe  789. 

1968.  TbAoréme.  Deux  cercles  quelconques  d'une'  même  sphère  ad' 

mettent  des  centres  de  simili" 
tude,  et  tous  les  grands  cercles: 
menés  par  un  des  centres  de 
similitude  déterminent  sur  les 
cercles  donnés  des  couples  de 
points  correspondants,  tels  que 
les  droites  qui  les  Joignent  deux 
à  deux  passent  par  un  même 
point. 

Soit  S  le  aommei  extérieur 
du  cône  qui  passe  par  les  deux 
cercles.  Joignons  ce  sommai  S 
au  centre  0  de  la  sphère.  Par  déflnition,  les  points  £,  E'  sont  les 
centres  externes  de  similttade. 
Tout  grand  cercle  mené  par  EE'  détermine  des  points  correspondants. 
En  effet,  si  une  génératrice  quelconque  SNM  coupe  les  circonféreDCes 
données  en  M  et  en  N,  on  a,  à  cause  de  la  sphère, 

SM.SNrrSB.SE' 

donc  les  quatre  points  E,  M,  N,  £'  appartiennent  à  un  même  grand 
cercle. 

IVciproquement.  1<>  Tout  grand  cercle  EME'  détermine  deux  points 
M ,  N  tels  que  la  droite  MN  passe  par  un  point  fixe  S. 

^  Les  cordes  AM,  DN  sont  antiparallèles  (n<>  1937). 

Si  les  génératrices  SA,  SM  se  rapprochent  indéfiniment  »  les  sécantes 
AM,  DN,  antiparalléles,  auront  pour  limites  les  tangentes  aux  cercles 
donnés  en  M  et  N  ;  donc  ces  tangentes  aux  deux  cercles  en  M  et  N  sont 
antiparallèles  par  rapport  à  SNM.  On  prouverait  de  même  que  les  tan- 
gentes en  M  et  N  au  grand  cercle  EMNE'  sont  antiparalléles;  on  ssit 
d^ailleurs  que  cela  a  toujours  lieu  pour  un  même  cercle  par  rapport  à  la 
corde  MN  des  contacts. 

3o  L'angle  des  tangentes  en  M  égale  l'angle  des  tangentes  en  N 
(n<'241);  donc  Iç  grand  cercle  coupe  les  cercles  donnés  sous  un  même 
angle. 

Remarque.  Le  diamètre  lORl'  détermine  les  centres  inte»*nes  l  et  i'  de 
^uUe. 
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Triangles  spUériques. 


Exercice  786. 

1863.  ThéoffteM.  Dam  tout  triangle  tphérique,  à  un  plw  grand  côté 
est  oppoêé  un  plus  grand  angle,  et  réciproquement. 

Considérons  le  triêdre  central  OABC.  Si  l'on  a 
a>c.  on  a  aussi  la  face  rU)C>BOA,  et  par  suite 
(n-  1781),  le  dièdre  OA>OC  ou  Tangle  A>C. 

Pareillement,  donner  Tangle  A>C,  c'est  donner 
le  diô  lro  OA  >  OC.  On  en  conclut  la  face  BOG>  BOA,    '  ^ 
d'où  Tare  BC>BA... 

Donc,  dans  tout  triangle  sphérique,,. 


».  Le  théorème  relatif  A  l'aiio  du  trinnp:lc  ephérique  a  été  énoncé  par 
Albsht  Girard,  d'Amsterdam,  en  1629;  mais  la  démonstration  n'est  pas  rigou* 
reuse;  le  théorème  devrait  être  attribué,  d'après  Lagrangb,  A  Gafaubri,  qui 
Ta  doniit'  et  démontré  eu  16.'V2. 

La  con^idéraliot)  du  triamjlc  polaire  ou  triangle  supplémentaire  d'un  triangle 
spbériquo  donoé  csl  due  à  ^Snbllius  en  1627. 

Avant  lui,  en  1626,  Girard,  et  môme  Viète,  mort  en  1603,  avaient  déjà  con- 
sidéré un  triangle  ayant  certaines  relations  avec  le  triangle  donné;  mais  le 
triangle  réciproque  de  Viète  n*olf)re  pas  tous  les  avantages  qu*on  retire  du 
trwngle  polèiV^.  {Aperçu  hisUnique,  pages  54  et  546,  et  N.  A.,  1865,  page  152.) 

i8B4.  ThéofféHie.  Dam  tout  quadrilatère  sphérique  ctreamcrU  à  un 
cercle,  la  somme  de  deux  côtéê  opposés  égale  la  somme  des  deux  autres 
côtés^ 

Le  quadrilatère  est  formé  par  quatre  arcs  de  grand  cercle»  et  il  est  cir- 
cooscrit  à  un  petit  cercle. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  du  théorème  connu  du  quadri- 
latère rectiligne  (n^  744) ,  car  les  arcs  de  grand  cerclOi  issus  d*un  mémo 
point  et  tangents  au  même  petit  cercle,  sont  ^aux. 

Enroiee  767, 

1961f.  Tliéofème  de  Ckigonse.  Un  quadrilatère  sphérique  est  circons- 
eriptible  lorsque  la  somme  de  deux  côtés  opposés  égale  celle  des  deux 
autres  côtés. 

{Annales  de  Mathématiques,  t.  V,  année  1814-1815,  p.  384.) 

Le  théorème  se  démontre  par  la  réduction  à  l'abâurde,  en  procédant 
comme  en  géométrie  plane  {fi^  74u). 


t.  Le  théorème  de  Gergonne  est  le  corrélatif  du  théorème  de 
Guéneau  d'Aumont  (n«  1967).  De  Tun  on  passe  à  Tautre  è  Taide  du 
triangle  polaire  supplémentaire. 

Ainsi,  admettons  qu^on  ait  un  quadrilatère  ayant  pour  côtés  les  arcs 
a,  h,c,  d  tels  que  a  +  c  =  6  +  <?.  On  en  déduira  pour  le  quadrilatère 
polaire  supplémentaire  A'  +  C  =  B'  +  D'. 
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£n  effet , 

A'r=180o 

Or 
car 
donc 


BZSRCICBS  DB  OéOMÉTRIE 

■a;   C'  =  i8a<»  — r;   B'  =  180<'  — 6   et   D'  =  180«>  — d 
180O  —  a  + 180«  —  c=  180*^  —  6  +  180O  —  cZ 
a  +  c  =  6  +  d 
A'  +  G'=B'  +  D' 

Hxeroâoe  789. 


1908.  Tbéorème  de  Fum.  Quelle  que  soit  la  hase  AB  d'un  triangle  splié- 
rique  ABC,  le  lieu  du  troisième  sommet  C  est  un  grand  cercle  lorsque  la 
somme  des  ares  latéraux''  est  nm'  deniin^irconférence. 

On  peut  r^'courir  à  remploi  deiâ  iigures  B^mélriques. 
(Voir  Méthodes,  0°  148.) 

Bsmioe  709. 

iO(>7.  Théorème  de  Guéneau  d'Aumont.  Dans  tout  quadrilatère  sphé- 
rifjKc  inacrif  aif  cercle.  In  somme  de  deux  angles  opposés  est  égale  à  la 

somme  des  deux  autres  angles, 

(Voir  Méthodes,  162.) 


Exeroioe  790. 

1969.  Tlié<ifèaie.  Lorsqu'un  iriamjlc  sphdrique  ABC  est  inscrit  danstm 

cercle,  et  que  sa  baee  AB  est  fixe,  tandiê  que  le 
tromème  êommet  G  parcourt  le  petit  cercle,  Is 
somme  des  angles  à  la  bas»  diminuée  de  t angle  du 
sommet  est  une  quantité  comtante» 

Par  le  centre  P  du  cercle  circonscrit  et  par 
chaque  scounel,  faisons  passer  des  arcs  de  grand 
cercle. 

Le  triangle  donné  le  iroure  divisé  en  trois 

triangles  isocèles,  car 

AP  =  BP  =  GP 

Or  A  +  B  —  G= a  +  P4-a  +  Y  —  P  —  Y  =  2«  quantité  constante. 


Fig.  1220. 


Réciproquement.  Lorsque  A  +  B  —  C  est  une  quanlitt'  constnnfe,  et 
que  la  ba^e  ABest  fixe,  le  lieu  du  sommet  C  est  la  circonférence  circons' 
crite  ABC. 

Exeroioe  791. 

100f>.  Théorème  do  Lexell  *.  Dam  un  frxanr/le  !tp}téri(]7(r  AHC,  dont  la 

base  AB  est  fixe  et  l'aire  constante,  tandis  que  le  sommet  C  est  mobik, 


*  hmajL^  MTant  attronooM  nm»  (1740-17S4).  Bn  redraitliM  mr  Imi  eoreU»  à%  1*  «(Mit 

Font  ci)ni^ Ignées  duof  le  tome  T  (année  1787)  des  Adtê  <l«  Saint-Mterstiourp.  Çlperçà  Mi- 

torique,  pa^  826.) 
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le  lieu  (lu  troisih)ic  sowmetCêsi  un  petit  cercle  qui  passe  par  leê point» 
A'  et  B'  diamétralement  oppofé»  aux  sommet»  fixe»  A  et  B. 

Dcmomtratioji  de  Sleiner,  Soil  A  +  B  +  C  — 2ci  =  F  quanlilé  cons- 
tante. (G.,  ri»  606.) 

Il  suffit  do  démontrer  que  A'  -f-  H'  —  C  est 
une  quantité  constante,  car  on  sait  que 
dans  ce  cas  le  lieu  du  sommet  est  le  petit 
cercle  A'IVG  (n"  1968). 

Or  les  an£:;les  A  et  A'  j-ont  supplémen- 
taires, (ie  niLine  B =  2d;  doi  c  la  for-  ' 
mule  doiiiiée  devient 

2d- A'  +  2f/  — B'  +  C-2d  =  T 

d'où  A'  +  B'  —  G  =  2<2  -  T  quantité  cons- 
tante. 

Donc  le  lieu  du  sommet  est  le  petit  cercle 
A'B'C* 

Remarquet.  \^  Le  grand  Cercle  qn^on  mènerait  parallèlement  au  petit 
cercle  A'B'C  passerait  à  égale  distance  de  AB  et  de  A'B'. 

2**  Lorsqu'on  a  drnx  petits  cercles  égaux  et  parallch'^t  ^  et  que  deux 
points  A  et  B  sont  donnés  sur  Vun  d*cuj.\  tandis  que  le  h  oisième  point 
C  est  wobile  sur  Vautre  petit  cercle^  les  arcs  de  grand  cercle  AC,  BC 
déterminent  \in  frionf/tf  \C.]^  dont  f'">y  c.<f  constante. 

En  effet,  si  l'on  prend  sur  le  second  petit  cercle  un  arc  Cl)  c\L:al  à  AB, 
le  paralléloL,'ramnie  ABCI)  est  évidrninient  constant,  quelle  que  soit  la 
position  du  point  mobile  C;  or  le  triangle  est  la  moitié  du  parallélo- 
gramme. 

De  cette  remarque  on  peut  déduire  une  seconde  démonstration  du 
théorème  de  Lexell» 

EzoroMW  792« 

lî>70.  Théorème.  Des  sowrnefs  A,  B,  C,  D  d'un  quadrilatère  sphërique 
comme  pôles  y  on  décrit  des  nrcs  dr  qraud  cercle  terminés  aux  côtés  du 
ffu'tdrilofèrr ,  prolongés  J^n/s  It'  hn'nic  sms;  l'uire  dr  la  figure  ainsi  ob- 
tenue correspond  à  la  moitié  de  la  surface  de  la  sphère,  (N.  A.  1864» 
page  454.) 

Soient  A',  B',  C\  D' les  angles  extérieurs  et  supplémentaires  des  anii^les 
donnés  A,  B,  G,  D;  représentons  par  S  l'aire  du  quadrilatère  et  par  S' 
celle  des  quatre  triangles  obtenus  en  décrivant  des  arcs  de  grand  cercle 
dfs  sommets  A,  B,  G,  D  pris  pour  pôles. 

En  prenant  pour  unité  de  surface  le  triangle  sphërique  Iri- rectangle, 
on  sait  que  la  mesure  de  la  surface  d'un  quadrilatère  sphérique  égale  la 
somme  des  angles  moins  quatre  droits;  donc 

S  =  A  +  B  +  C4-D— 4   (G.,  no 607,  3*.)  (I) 

Mais  le  trianL;Ie  formé  par  Tare  de'crit  du  sommet  A  pris  pour  p6le, 
par  un  rAté  dti  quadril.dère  et  p  ir  le  prolongement  d*un  autrtî  cùlé  adja- 
cent au  pit  inier,  est  t)i-rectan^'In ,  [)uisque  A  est  le  pôle  du  côté  opposé. 
L'aogie  au  sommet  est  représenté  par  A',  et  il  est  le  supplément  de  A. 
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L'aire  du  triangle  est  simplement  représentée  par  A'. 

Donc  S'  =  A'  +  B'  +  C'  +  D'  (i) 

En  additionnant  (1)  et  (2)«  on  trouve  ; 

S  +  S'  =ï  A  +  A'  +  B  +  IV  +  G  +  C  +  D  +  D'  =  4  droits 

Mais  A'  =  2d  — A;   B'  =  2d  — B,etc. 

donc  S  +  S' = 4  triangles  trinrectangles* 

c*est  la  moitié  de  la  spbdre. 

107t.  Problème.  Même  question  pour  un  polygone  sphérique  d'un 
nombre  quelconque  de  eÔté$. 

L'aire  est  encore  exprimée  par  4;  elle  égale  donc  2icR^. 


Inversion  dans  Fespace. 

ExAfdoe  7S3« 

i072.  Théorème.  La  figure  invcrsr  fVtmr  spïicrr ,  par  rapport  à  un 
jwint  de  celle  surface  pris  jtour  origine,  est  un  plan  perpetidiculaire  on 
diamètre  mené  par  l'origine, 

(Voir  Méthodes,  240;  il  en  est  de  même  pour  plusieurs  des  exercîees 
suivants.) 

EzeroiM  7Q4« 

1873.  Théorème.  La  figure  inverse  d'un  plan,  par  rapport  à  un  point 
extérieur  à  ce  plan,  est  une  sphère  qui  passe  par  V origine,  et  dont  le 
diamètre  correspondant  est  perpendiculaire  au  plan  donné. 

Emoioe  788. 

1074.  Théorème.  La  figure  inverse  d'une  sphère,  par  rapport  à  un 
point  non  situé  sur  la  surface,  est  une  autre  sphère,  et  ^origine  est  un 
centre  de  similitude  pour  les  deux  sphères, 

EsoMtoe  738. 

1871S.  Théorème.  Dans  deux  figures  inverses,  les  angles  correspondants 
sont  égaux, 

(Voir  Méthodes,  iv  2 il.) 

Exercice  787. 

1î>7({.  Théorème.  L'inverse  (Vun  cercle,  par  rapport  à  un  point  non 

silud  dans  son  plan,  est  un  cercle. 

(Voir  Méthodes,  n»  342.) 
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Exmmoe  796. 

1077.  Théorème  de  Châties.  Lc  centre  de  la  circonférence  obtenue  par 
ta  projection  sft'reoijruphiqiœ  fVun  crrde  (l*une  sphère  est  la  projection 
stércofjraphiqm  du  commet  du  cône  circonscrit  à  la  sphère,  suivant  le 
cercle  donné. 

{Swt  Méthodes,  m.) 

I978«  Xhéofféme.  Tout  cercle  de  la  sphère  qui  passe  par  l'origine  a  une 
droite  pour  inverse;  tout  autre  cercle  a  un  cercle  pour  projection  stéréo- 
graphique, 

£zercioe  800. 

1070.  Théorème  de  Dupuis.  Lorsqu'une  sphère  de  rayon  variable  est 
tangente  à  trois  sphères  /ixes,  le  lieu  des  points  de  contact  sur  chaque 
sphère  fixe  est  un  cercle.  {Correspondance  de  V Ecole  polytechnique, 
t.  I,  p.  19.) 


Fig.  1222. 


Soient  trois  sphères  et  A,  B,  C  les  centres  des  grauds  cercles  que  déter- 
minerait le  plan  mené  par  les  centres  de  ces  trois  sphères. 

Afin  do  rendre  intuitive  la  détermination  du  lieu,  transioriuon?,  par 
inversion,  le»  trois  s()hères  données  en  trois  sphères  ayant  lenrs  ct  uires 
respectifs  en  ligne  droite.  Tour  cela,  déleriniaons  lecenli*^  radical  0  des 
trois  grande  cercles  A,  T.,  G  (  (!.,  837,  Exercice  1481),  et  décri- 
Tons  le  cercle  ()  qui  coupe  orlliogonalement  les  trois  ctrcies  ilonnés. 

En  prenauL  uu  point  quelconque  D  sur  le  cercle  auxiliaire  el  une  puis- 

30* 


I 
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sanre  dVnversion  quelconque  k^,  In  fiçriire  inverse  du  cercle  0  sera  uor  I 
droite  4^  perpeadiculaire  au  rayon  01  )  et  lelle  que  I 

Les  cercleB  A,  C  ont  pour  inverBes  des  cercles  a,  h,  e  dont  les 
centres  sont  sur  xy,  car  la  transformée  du  cercle  orthogonal  CD  d  •  t 
couper  orthogonatement  les  (rois  cercles  a,  b,  e,  ce  qui  ne  peut  atoir  liea 
qu^autant  que  la  droite  xy  passe  par  les  centres  respectifs  de  ces  cercks.  l 

En  résumé,  les  sphères  ayant  pour  centres  respectifs  A,  B,  C  ont  pour 
inverses  trois  sphères  a,  b,  c  ayant  les  centres  en  ligne  droite. 

Toute  sphère  tangente  aux  trois  premières  a  pour  inverse  une  sphère 
tangente  aux  trois  dernières,  et  réciproquement;  or  toutes  les  sphères 
tangentes  extérieurement  aux  sphèrea  a,  b,  e  sont  évidemmeoi  égales 
entre  elles. 

Pour  chacune  d'elles,  les  (rois  points  de  contact  et  la  ligne  des  centres 
xy  sont  dans  un  même  plan.  —  Dans  le  plan  des  centres,  S  est  le  centre 
du  grand  cercle  cffi  d'une  de  ces  sphères;  Tenveloppe  des  sphères  égaies  . 
tangentes  aux  sphères  a,  h,  c  est  un  tore  ayant  xy  pour  axe. 

La  courbe  de  contact  de  ce  tore  et  de  la  sphère  a,  ou  bien  le  lieu  géo- 
métrique sur  la  sphère  a  des  points  d^^  contact  des  sphères  tangentes  aui 
sphères  a,  &  ,  c,  est  un  cercle  dont  ef  est  le  diamètre  et  dont  le  plan  est 
perpendiculaire  à  la  ligne  xy  des  centres. 

Il  en  est  de  môme  pour  h  ci  c. 

I.a  fiçrurc  inverse  du  cercle  ef  est  un  cercle  EF  de  la  sphère  A.  En 
effet,  la  figure  inverse  du  plan  uienA  par  ef  perpenfiiculairement  au  plan 
des  centres  A,  P.,  C  est  une  sphère  passant  par  l'origine  D  et  dont  I** 
rayon  DL  est  donné  par  la  relation  2nL  .  DM  rr: et  rinterseclion  de>  | 
S{tlicr<  :î  A  ,  L  est  un  cercle  KV  dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  ' 
des  centres  A,  B,  C,  L.  Ta  courbe  inverse  du  cercle,  dont  ef  est  le  d:-^^ 
mètre,  doit  se  trouver  à  la  fois  sur  la  sphère  A,  inverse  de  a,  et  s  r  ! 
spli^ro  L,  inverse  du  plan  mené  par  /"eM  ;  donc  le  cercle  projeté  suivant 
le  diam»Hre  KF  «"^t  Finverse  du  cercle  projeté  suivant  ef. 

Il  en  est  do  luôuie  pour  les  sphères  B  et  G. 

1970  («).  Rmerque.  Le  lieu,  sur  chaque  epkère,  dane  le  eai  le  jiIhi 
général,  se  compose  de  quatre  cercles.  En  effet,  aux  trois  cercles  a,b,e 
extérieurs  Tun  à  Tautre,  on  peut  mener  quatre  groupes  de  deux  cercks 
égaux  tangents  aux  cercles  donnés,  ce  qui  donne  lieu  à  quatre  tores 
comme  surface  enveloppe  des  sphères  tangentes  à  a,  b,  e.  Ainsi  eyi  et 
fhj  constituent  le  groupe  de  deux  cercles  égaux  tangents  extérieurement; 
deux  autres  cercles  égaux  peuvent  être  tangents  extérieurement  à  c  et 
intérieurement  à  b,  etc. 

Chaque  groupe  donne  lieu  à  un  cercle  tel  que  ef,  et  par  suite,  an 
cercle  EF. 

Ainsi  quand  les  trois  sphères  A,  B,  G  sont  extérieures  deux  à  deux, 
le  lieu  <1es  points  de  contact  iur  chaque  sphère  se  compose  de  quatre 
cercles  dont  les  plans  sont  perpendiculairee  au  plan  ABG.  Ces  quatre 
plans  se  coupent  suivant  une  même  droite,  car  les  quatre  cercles  teSaque 
ef,  dont  les  quatre  cercles  de  la  sphère  A  sont  les  inveraea,  aonl  perpea- 
diculaires  à  xy, 

1979  (b).  Hot».  La  démonstration  du  théorème  de  Dupuis  par  Plnveraioii  «it 
due  à  M,  A.  Mannbbih.  (N.  A.,  1860,  page  67.) 
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Pour  se  rendre  compte  de  la  puissance  de  la  méthode  d^invereion  comme 
loyen  dMnvestigalîon,  il  >ii'lii  de  lire  quelques  articles  des  Nouvelles  AnuaJf^s 
iirfhfhiiniiques,  et,  entre  autrei^,  lui  que  nous  venons  de  citer.  L'auteur  de  la 
' éomt'tne  t  inémntique  y  traite  de  la  cyvVufn  ou  surface  enveloppe  des  sphères 
ing-eiiteR  à  Iruis  sphères  données.  Chaque  proi  riété  du  tore  dont  la  première 
urface  e»l  la  Iransformée  par  inversion  fait  connaîire  une  propriété  correspon- 
ante  de  la  cyclide.  Cette  remarquable  étude  se  Ut  tvee  facilité  et  se  relient  de 
lôme ,  non  seulement  è  cause  du  mode  heureux  de  TexpositioD,  mais  aussi  par 
uite  des  avant.ip'cs  inhérents  à  la  méthode  d^inversioti. 

La  cyclide  a  d^abord  été  nommée  et  étudiée  par  DupiN*  Les  sections  du  tore 
ni  été  étudi.*'»"  yrw  !M.  Vit.r  ahceau  et  par  M.  iiARBnrx. 

DupLTi?,  pncien  eièvo  de  l'École  polytechnique,  mort  au  commencement  de  ce 
i»M'l.^.  (D'après  M.  Catalan.) 

*  Dut'iN  (I7&4-1873),  membre  de  l'Académie  des  science?,  auteur  de?  Déve- 
oppements  de  Géométrie,  ouvrage  où  se  troufent  d^intéressanls  théorèmes 
elatifs  au  rayon  de  courbure  de  Tellipse  et  Tétude  de  la  cyclide  (page  900). 

Yyos  Villarcbau,  astronome;  on  lui  doit  le  théorème  suivant  :  Le  plan 
ntgngent  au  tore  coupe  cette  surface  «tfttwifit  deux  cerde».  (Voir  B.  de  D., 
>ar  F.  J.,  3*  édition,  n*  942.) 
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Exeffdoe  801, 

IMD.  Lieu.  Quel  est  le  lieu  des  points  également  éclairée  par  deux 
lumièreê  A  et  B,  dont  les  inteyisilf^s  sont  i  et  i'?  On  sait  que  la  quantité 
de  lumière  reçue  par  un  point  donné  est  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance  du  point  considéré  att  foyer  lumineux. 


Soient  A  et  H  les  points  lumineux  donnés. 

Les  intensités  lumineuses  i,  i'  sont  représentées  par  des  nombres,  et 
00  Doui  prendre  des  droites  AB  et  BG  directement  proportionnelles  à  ces 

AB  i 

grandeurs  ;  soit  donc        =  -jr . 
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Pour  UQ  point  quelconque  L  du  lieu»  ou  doit  avoir 

AL«      i     ...  AL 


t 

AL-'' 


ou 


v'i' 


donc,  dans  le  plan,  le  lieu  des  points  également  éclairés  est  la  dicotô 
rence  MLN ,  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  deux  pointi 


fixes  A  et  B  égale  le  rapport  connu 


Dans  Tespace,  le  lieu  demande  t>t  la  sphère  engendrée  par  larolaUid 
de  la  demi-circonférence  MLN  touiiiaut  autour  de  AB. 

Conslmetion,  11  Taut  déterminer  les  pointa  conjugués  M,      tels  qs( 

MA  NA 


__NA   y'Air 


Il  faut  chercher  deux  carrés  qui  soient  entre  eux  dans  le  rapport  ^ . 
Décrivons  la  demi-circotiférence  ADB;  élevons  la  porpendiculain  CD 

AB      AB*  .       ,    VÂB"  AB 
on  aura  W=  BD^i   ^  ^BT^W 

puis  portons  AB  de  A  en  E,  BD  de  B  en  F  et  on  G,  et  menons  Eilf. 
EGN  ;  on  a  (G.,  n<>  304)  les  points  demandés  M  et  N. 


EseroÎM  902. 

1081.  Lieu.  Une  pyramide  a  pour  base  un  quadriUUère  conveM  àeid'. 
les  diagonales  se  coupent  au  point  0.  On  Joint  le  sommet  S  au  point  ù!> 

Quel  est  le  lieu  des  sommets  S,! 
tel  que  toute  section  perpenH'' 
culaire  à  SG  donne  un  paraîU-l 
logrammef  ' 

Si  le  problème  est  résolu,  ks 
diagonales  de  la  section  perpo- 
dicutaire  à  SO  *  se  coupent 
pecUvement  en  parties  égale»; 
c'est-à-dire  que  les  segmente 
AO,  CO  d'une  diagonale  doiT»! 
être  vus  sous  des  angles  égaus. 
Il  faut  donc  déterminer  leiieo 
des  points  dont  le  rapport  des 
distances  aux  points  A  et  C  est  i 
cimstaot.  Ce  lieu  est  la  circoa-  ' 
férence  CM,  M  étant  le  poiot 
conjugué  de  G  par  rapport  tut 
points  A  et  G.  (G.,  n»3M.) 
Dans  Tespace,  le  lieu  est  la  sphère  dont  OM  est  le  diamètre* 


Fig.  1224. 


*  Nous  désignons  par  S  ou  point  quelconque  du  liou  datu  l'e^pn'^o .  et  t» 
affectée  au  point  du  lieu  qui  se  trouve  daos  le  pian  môme  de  la  bo^e  ABCO. 
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De  môme,  N  étant  le  conjugué  harmonique  de  O  par  rapport  aux  pointa 
fi  et  D,  le  lieu  est  la  sphère  de  diamètre  ON. 

Les  deux  sphères  se  coupent  suivant  un  cercle  ayant  OS  pour  diamètre; 
donc  le  lieu  des  sommetê  S  est  la  drconfrvcnce  décrite  sur  OS  comme 
diamètre  et  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  celui  du  quadrilatère 
donné. 

Remarque.  Toute  pyramide  quadrangulaire  dont  la  base  est  un  poly- 
gone convexe  a  une  direction  pour  laquelle  les  sections  sont  des  parallé- 
logrammes (m"  18'i2);  mai?,  dans  lo  cas  actuel,  on  demande  que  le  paral- 
lélogramme ail  son  plan  perpendiculaire  à  SO. 

1982.  Autre  solulhn.  On  sait  que  tout  plan  parallèle  au  plan  SEF, 
déterminé  par  les  droites  qui  joi- 
gnent le  sommet  aux  points  de 
concours  K,  F  des  côtés  opposés, 
donne  pour  section  un  parallélo- 
graïuiiie  (no  i8'i2j;  donc,  pour 
qu'un  plan  perpendiculaire  à  SO 
donne  un  parallélogramme,  il  suf- 
fit que  SO  soit  perpendiculaire  au 
plan  >\iF. 

Lorsque  cette  condition  est  rem- 
plie, la  droite  OS  est  perpendi- 
culaire à  SE  et  à  SF;  donc  le 
point  S  se  trouFO  è  la  fois  sur 
la  sphère  qui  a  CE  pour  diamètre 
et  sur  la  sphère  qui  a  OF  pour  diamètre. 

Le  lieu  est  donc  la  eirconfèrence  qui  a  OS  pour  diamètre  et  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  base  de  la  pyramide. 

1983.  K«mw4iiM«.  1«  Les  cercles  décrits  sur  les  diamètres  CE ,  OF,  se 

coupent  au  pied  de  la  hauteur  abaissée  du  point  0  sur  la  troisième  dia- 
gonale EF  du  quadrilatère;  donc,  pour  avoir  le  diamètre  OS  du  lieu 
demandé,  U  suffit  d'abaisser  une  perpendiculaire  du  point  0  sur  EF. 

2^  Le  lieu  pouvant  être  obtenu  de  deux  manières  différentes,  il  en 
résulte  le  théorème  suivant  :  Dans  tout  qii<tdr%latère  ÂBGD,  les  circon- 
férences décrites  sur  les  diamètres  DE,  OF  et  les  dreonférences  décrites 
sur  UM,  ON,  lieux  des  points  des  distances  à  rapport  constant,  sé 
coupent  en  un  même  point  de  la  troisième  diagonale  du  quadrilatère 
complet. 

Lieu.  Quel  est  le  lieu  des  :iommets  des  pyramides  quadrangulaires 
qu'on  peut  couper  snivaul  un  rectangle? 

C^est  la  sphère  décrite  sur  la  troisième  diatronalij  EF  prise  pour  dia- 
mètre, car  alors  les  droites  SE,  SF,  auxquelles  h  s  côtés  de  la  section 
seront  parallèles,  sont  perpendiculaires  l'une  à  Tautre. 

Eemaniue.  Le  point  commun  aux  trois  sphères  décrites  sur  les  côtés 
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Plg.  1226. 


du  triangle  diagonal  OEF  (Og.  1225  et  1226),  pris  pour  diamètres,  e$i 

le  sommet  d'une  prjramide  qui  peut 
donner  de»  section»  carrées* 

îdQ^.  Lieu  l'i'i'i-  que  la  aeclion  soit 
un  losange,  un  carré? 

lo  Prolongeons  les  diagonales  AC, 
BD  jiisqir?»  la  troisième  diagonale  EF 
(fig.  1220).  Pour  que  le  figure  soit  un 
losange,  il  faut  que  les  diagonales  du 

parallélogramme  se  coupent  à  angle 
droit;  donc  les  droites  SU,  Sfi  doivent 
être  rcclanpulaires  entre  elles.  Tout 
point  de  la  Fphôre  dpcrito  sur  le  dîa- 
mèlre  Gll  jiourra  servir  de  sommet,  et 
tout  plan  parallèle  fi  SEF  donrir  rn  un 
locnnge;  car  les  diagonales  seront  rec- 
tangulaires, et  la  figure  est  d'ailleurs 
im  parailélogramine,  puiaque  les  côtés  eeront  deux  à  deux  parallèles 
à  SE,  SF. 

2o  pour  avoir  un  carré,  il  faut  que  le  sommet  appartienne  à  la  cir- 
conférence  commune  aux  sphères  décrites  sur  les  diamètres  EF  et  GU. 

Exeroioe  804.  —  I, 

li)ao.  Lieu.  Étant  donnée  une  sphère  de  rayon  r,  trouver  le  lieu  du 

sommet  d'un  trièdre  dont  les  trois  arêtes  sont  tan- 
gentes à  cette  sphère  et  dont  les  trois  faces  sont  égales 
chacune  à  60©  {Concours  général  de  1878,  1»^  partie 
de  la  question  proposée  en  philosophie.  N.  A.  1868, 
page  215.) 

Soient  SA,  SB,  SC  les  trois  arêtes  tangentes;  le 
tétraèdre  SABC  est  régulier;  donc 

ABs=:AS,  etc. 

La  droite  SO  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  section 
et  passe  par  le  centre  M  du  triangle  équilaléral  ABC. 

,  ...      AB  AS 

Lerayon  AM=^^^:^^^. 

Le  triangle  rectangle  OAS  donne 

AO.AS  =  AM.OS 

r.AS  =  ^.OS;  d'où   OS  =  WJ 

Le  lieu  du  point  S  est  une  sphère  concentrique  à  Ja  première,  et  ayant 
r^J  pour  rayon. 

Exercice  804.  —  II. 

1967. 1«Se«i.  Lieu  du  sommet  du  même  trièdre,  lorsque  les  trois  faoes 
sont  tangentes  à  la  sphère  {vfi  1966). 
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Lo  tdangle  formé  par  les  iroifl  points  de  contact  est  éqnilalèral. 
Soit  S  le  IriMre.  Prenons  à  Tolonté 

et  les  points  milieux  A,  B,  C  du  triangle  équi- 
laléral  DEF  peuvent  représenter  les  points  de 
contact.  .':^oit  SU  la  hauteur  du  létraèdre  réau- 
lier  5^r>KF,  tombant  au  centre  des  triangles 
équil;  téraux  ABC  et  DEF. 

Dans  le  plan  SAÎI,  élevons  la  perpcndicu- 
Inire  AO.  Cette  droite  représente  le  rayon  de  la 
fiphèrc  inscrite. 

Il  suffit  d'expi imer  Su,  distance  du  centre  0 
au  sommet  S  du  triôdre,  en  fonction  du  rayon 
AO  de  la  s{d)èrc. 

Les  triangles  rectangles  SAO,  SHA  sont  sriublables;  donc 

SO  _  SA  _  AE  _  3 
ïtÔ     AH  —  Atf  "  T 

car  lo  triangle  DEF  est  équi latéral;  donc  la  distance  SO  est  le  triple  du 
rayon ,  et  le  lieu  du  point  S  est  une  sphère  concentrique  à  la  sphère  don- 
née et  ayant  un  rayon  trois  fois  plus  grand. 

1968*  Iilea.  On  peut  poier  da  tpieBiionê  analogues  aux  précédentes, 
1196  et  ii97)  en  prenant  un  trièdre  tri^reetangle, 

ExMoîoe  805. 

iOOO.  Lî«»u.  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  centres  des  sphères  qui 
coupent  orthogonales ent  trois  sphères  données? 

C'est  une  perpendiculaire  au  plan  des  trois  centres  des  sphères  don- 
nées, et  menée  par  le  centre  radical  des  trois  grands  cercles  que  ce  plan 
détermine. 


1900.  Lieu.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  sphères  qui  coupent  trois 
ftjihères  suivant  des  qrands  cercles? 

C'est  encore  une  perpendiculaire  m<»nôe  au  plan  des  trois  centres  par 
le  point  de  co  plan  d*où  Ton  peut  décrire  un  cercle  qui  coupe  les  trois 
grands  cercles  suivant  uo  diamètre  (n''  1462). 

Eswdoe  Wn* 

i8M.  Li«a.  On  a  deux  cercles  fixes  de  position,  un  point  M  de  Vespace 
est  pris  pour  sommet  de  deux  cùnes  qui  ont  respectivement  pour  base 
chacun  des  cercles  donnes;  quel  est  le  lieu  des  points  M,  lorsque  la  somme 

des  volumes  des  cônes  égale  une  quantité  donnée  -^tr-V 
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Soient  a,  b  les  rayons  des  cftnes,  et  c>  h  les  hauteurs;  on  doitatoir 


ou  simplement 


FIg.  1229. 

Le  problème  re?ient  à  la  question  connue  :  Trouver  le  lieu  de$  pmmU 
M,  tels  que  les  perpendiculairei  e  et  à,  abaissées  de  ces  points  sur  (a 
côtés  d'un  angle,  étant  respectivement  multipliées  par  des  quantités  i 
nues  a*  et  b',  aient  une  somme  constante  k\ 

On  sait  que  ce  lieu  est  une  droite  LN  facile  à  déterminer  (n«  271).  Le  i 
lieu  dans  Tespace  est  donc  le  plan  mené  par  LMN,  parallèlement  à  Tia- 
teraectton  OP  des  bases  données. 


PROBLÈMES 


Cunstructious  yraplilques. 


Fig.  im 


1002.  ProLIèm*.  Tracer  sur  une  sphcre  au 
arc  de  grand  cercle  passant  par  deux  points 
donnés  A  et  B. 

A  Taide  du  <  ompas  sphérique,  el  avec  ooe 
ouverture  égale  à  la  corde  d*un  quadrant,  ou  à 
rV'I ,  ou  I,4l4r,  on  décrit,  des  points  A  et  lî» 
des  arcs  qui  déterminent  en  P  le  pôle  de  Vue 
demandé  AB. 


1003.  Problème.  Par  un  point  il  ou  ne  A  sur  la  sphère,  mener  un  an 
de  grand  cercle  perpendiculaire  à  un  autre  arc  donné  BC. 

Du  point  A,  avec  une  ouverture  égale  à  ryjl ,  on  coupe  Parc  donné  BC: 
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3t  du  point  obtenu  G,  avec  la  même  ouverture ,  on  décrit  Tare  demandé 

BAP. 

Car,  si  0  est  le  centre  de  la  sphère,  le 
point  C  étant  d'ailleurs  le  pôle  de  Tare  BP, 
l'A  droite  Co  est  perpendiculaire  au  plan 
OF.P,  et  par  suite,  aux  droites  OB  et  OP; 
et  FÎ  Ton  prend  Parc  BP  égal  à  un  qua- 
drant, le  point  P,  distant  d'un  quadrant  des 
points  B  et  C,  est  le  pôle  de  Parr  BC  :  îdnsi 
la  droite  OP  est  perp<  n'liculaire  au  plan 
OBC ,  et  par  suite,  aux  droites  OB  et  OC 

Donc  Pangle  POG  est  droit,  les  plans  OIU: 
et  OBP  sont  perpendiculaires f  aussi  bien  Fig.  1231. 

que  les  arcs  BG  et  BP. 

EjtefdM 

1094.  Problème.  Par  utie  droite  A6,  mener  un  plan  langent  à  une 
êphère  de  centre  G. 

Par  le  centre  C ,  il  faut  mener  un  plan  perpendiculaire  à  AB.  Ce  plan 
coupe  la  droite  en  un  certain  point  D,  et  la  sphère  suivant  un  grand 
cercle  EFG. 

Dans  le  plan  auxiliaire  et  par  le  point  D,  il  faut  mener  une  tangente 
DE  au  grand  cercle;  le  plan  conduit  par  ADB  et  DE  répond  à  la  question. 

En  effet,  il  est  perpendiculaire  au  rayon  OE  du  point  de  contact,  car 
OE  est  perpendiculaire  à  la  tangente  ED  et  à  la  droite  que  Ton  mènerait 
par  le  point  E  parallèlement  à  AB. 

Remarque.  Quand  la  droite  AB  ne  rencontre  pas  la  splu  re,  il  y  a  deux 
solutions  ;  il  n'y  en  a  qu'une  seule  lorsque  la  droite  est  tangente,  et  aucune 
quaud  la  droite  coupe  la  sphère. 

EsOToioe  811. 

109^.  Problème.  Par  uu  point  A,  mener  un  ^tlan  qui  soit  tangent  à 
deux  sphères  données  B  et  G. 

La  ligne  des  contacta  est  une  tangente  commune  aux  deux  sphères; 
par  suite,  elle  passe  par  un  des  centres  de  similitude;  il  en  est  donc  de 
même  du  plan  tangent. 

Déterminons  donc  les  centres  E ,  de  similitude. 

Le  problème  est  ramené  au  précédent  : 

Par  la  droite  AE ,  mener  un  plan  tangent  à  une  sphère  B. 

Il  y  a  généralement  quatre  solutions,  parce  que  chaque  centre  de  simi- 
litude donne  lieu  à  deux  plans  tangents. 

Exardoe  S18. 

190tt.  ProUème.  Mener  un  plan  tangent  à  trois  sphères  A,  B,  C. 

En  diminuant  le  rayon  de  chacune  d'elles  d*une  longueur  égale  au 
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rayon  de  la  plus  petite ,  on  retomberait  sur  le  problème  f^récédeot;  Bzj 
il  esl  plus  simple  de  procéder  comme  il  suit  :  | 

Diaprés  le  throrème  de  d'Alemhert  (n°  176),  les  six  centres  desimV 
tude  sont  trois  à  (rois  en  lie  e  droite  et  donnent  lieu  à  quatre droîtei 
Par  chacune  de  ces  droites  il  faudra  mener  un  plan  tangent  à  onesp^êK, 
et  ce  plan  sera  tangent  aux  trois  sphères  données. 

Gènèraiement  on  a  huit  solutions. 


1907.  ProUéoM.  Par  un  point  donné  A  sur  une  sphère,  faire  jxim 
are  de  grand  cercle  qui  soit  tangent  à  un  petit  cercle  B  donné  sur  trtv 
même  sphère, 

La  solution  est  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée  en  géoméL' 

plane  (n**  G23,  Bvmarque). 
— Soiml  15      centre  du  cercle  donné,  r  ^ 
'^N^        ^\  corde  du  iji  and  cercle  qui  sert  de  rayon  r^vH-; 

lij^ne  au  |.elit  cereie;  on  détermine  la  cor:!?»' 
^    '/^^^^^V         ^1^'''         "'^  grand  cercle,  sous-leudu!  «J* 

/   VT^^^^^k^    double  de  Tare  sous-lendu  par  r;  puis,  « 

\  y   ^^^^Zp^    centre  B  avec  le  rayon  S,  on  décrit  unectlt 

\w  \\>^^^  /  et  on  le  coupe  par  le  cercle  décrit  du  oeolwi 

/  avec  AB  pour  rayon  ;  soit  D  le  point  d*hite- 

.^^""^"'^    \\  y  section.  Enfin  on  mène  un  grand  cercle  f«^ 

 pendiculaire  au  milieu  de  BD. 

^  Ce  grand  cercle  partage  en  deux  pirtifl 

^'  égales  Tare  de  grand  cercle  qu'on  amttt 

mené  par  B  et  D  ;  par  suite  des  rapports  de  r  à  il  est  tangent  au  eeR> 
donnè« 

Bemarque.  Lo  point  de  contact  C  serait  déterminé  par  l'ioterBectitt 
du  cercle  donné  et  du  grand  cercle  qui  passerait  par  B  et  D. 

Cxerdoa  814. 

IdOB.  PkoUéaM.  Décrire  un  arc  de  grand  cercle  qui  soit  tangent  à  dt»r 
petits  cercles  donnés. 

11  faut  déterminer  le  centre  de  similitude  des  deux  cercles  in»  106-. 
Par  ce  point,  mener  un  grand  cercle  tangent  à  Tua  des  cerd^' 
donnés. 


larque.  PuîsquMl  y  a  deux  groupes  de  centres  de  similitndi  et^v 
chacun  d*eux  détermine  deux  cercles  tangenfs»  on  a  quatre  solulioof 
lorsque  les  deux  cercles  donnés  sont  extérieurs  Tun  à  l^autre. 


Hxercice  815. 


109î>.  ProLl«^me.  Par  deux  points  doniu's  X  et  B  sur  ime  spkiff' 
faire  passer  une  circonf  rente  qui  soit  tangente  à  un  iercle  C  ilf 
Sphère. 


L.iLjui^od  by  Google 


LIVRE  VII 


859 


On  procède  d*ttne  manière  analogue  à  celle  qu^on  emploie  en  géométrie 

!  ne. 

Par  Â  et  B  on  fait  passer  un  cercle  0  qui  coupe  le  eercle  G;  soient 

F  les  points  d'intersection  dee  cercles  C  et  D. 
On  détermine  le  point  G  où  se  coupent  les  deux  grands  cercles  AB  et 
« .  Par  le  point  G  on  mène  un  grand  cercle  tangent  au  cercle  C;  soit  H 

point  de  contact.  Enfin  on  fait  passer  un  cercle  par  les  trots  points 

B,  H. 

Esavoî«e  816. 

SUM)0.  Problème.  Par  un  point  donné  A ,  faire  jHUter  un  cercle  qui 
il  ian^nt  à  deux  cercles  donnée  B  et  G, 

On  procède  comme  en  géométrie  plane. 

Oa  détermine  le  centre  de  similitude  S  des  cercles  B  et  C. 

Par  S,  on  mène  un  grand  cercle  qui  coupe  les  cercles  B  et  G;  soient 

,  F  deux  points  antibomologues.  Par  E,  F  et  le  point  A  on  fait  passer 

1  petit  cercle;  soit  D  le  point  où  il  coupe  le  grand  cercle  SA.  Puis, 

ir  A  et  D ,  on  foit  passer  un  cercle  qui  soit  tangent  à  un  des  cercles 

>Dné0. 

Emoioe  817. 

fiÛOf .  PiroUèoM.  Décrire  un  cercle  qui  tangent  à  traie  cercles 
ynnée. 

Comme  en  géométrie  plane,  on  ramène  ce  problème  au  précédent. 


Problèmes  littéraux.  —  Relations. 


EsmiM  SIS. 

2002.  Problème.  A  quelle  distance  du  sommet  faut-il  faire  une  section 
parallèle  à  la  base  B  d'un  câne,  pour  que  cette  section  soit  la  moitié 
e  la  basef 

Soit  h  la  hauteur,  et  x  la  distance  demandée.  Il  faut  qu^on  ait  : 

a?»      S  4 

Exerdee  SIS. 

9003.  Problème.  Dans  un  câne  on  fait  deux  sections  S  et  T  parai-' 
'èles  à  la  base  B,  de  telle  sorte  que  ces  deux  sections  et  la  hase  soient 
lans  le  rapport  des  nombres  1,^,8.  Comment  la  hauteur  a-^t-elle  été 
liviséef 
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Appeloûs  X,  y  tih  les  distaoces  des  Irois  plans  au  sommet  du 
On  a  : 

g^=  J=|;  d'où  et  y^h^^Ofim 

Ainsi  les  spcîions  S  et  T  sont  faites  respectivement  aux  o77  millièiiâ 
et  aux  biti  millièmes  de  la  hauteur. 


9004.  Problème.  A  quelle  distance  du  sommet  faut-il  faire  une  secu  t 
S  parallèle  ()  la  base  B  d'un  cône ,  pour  que  le  rapport  de  cette  ttcHaf^ 
à  la  base  $oU  égal  à  un  tiombre  donné 


Il  faut  qu'où  ait 


-^  =  ^jr   et  x^h^k 


Ezeroîoe  821.  — -  I. 


îiOOtf.  Problème.  Couper  un  cône  par  un  plan,  de  manière  quth 
cercle  de  section  soit  équivalent  à  la  surface  latérale  du  tnme  * 
cône. 

Soient    AB  =  /,    BH  =  li,    All  =  t  d 

Bb  =  x, 

On  doit  avoir 

irMD*=ir(AH  +  MD)AM 


Flg.  1233. 


Or 
d*où 


...      Ih       ir       l  ,  j  . 


(1)  devient 


AH  +  MD  =  ^^i  +  ^  =  -J-(/i  +  a;) 

"Tsr = + •  TT  " 


Effectuant,  et  supprimant  le  facteur  commun        on  trouve  : 

bx'^  =  Ih*  —  te» 
Ih*  X*  l 

d*où    «*=  ou  question  eoQDtte  (G.,  345). 


Esetdce  821.  —  II. 


2Q0G.  Problème.  Duns  un  cône,  uii  inscrit  un  cifHnrfrp  de  manièn- fp'' 
la  liauteur  de  ce  cylindre  égale  la  génératrice  du  cône  partiel  qm 
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io>ite  ce  cylindre.  Quelle  est  la  surface  totale  et  le  volume  de  ce  cylindre 
n  fonction  du  rayon  r  et  de  la  hauteur  ii  du 
ùne  donnéf 

Soit  ABC  et  PMNQ  la  section  du  cône  et  du 
ylindre  i»ar  un  plan  mené  par  Taxe  commun 
jax  deux  corps. 

On  doit  avoir     MP  =  nM 

Pour  détenniner  le  point  P,  on  peut  recourir 
lax  figures  semblables;  il  sufût  de  prendre  une 
perpendiculaire  AL  égale  à  AB  et  de  mener  BL; 
)n  aura  MP  —  BM. 

il  faut  évaluer  le  rayon  Pii  et  la  hauteur  MP; 
M>ii  l  la  longueur  connue  de  AB,  car 

|  =  ^H  +  A« 

PH       BH  PH 
PA  =Âr  r-Fli  = 


Fig.  1231. 


On  a  : 

doii 


MP 


PH.i  =  Ar-PH./i;  Pll  = 
AP  MP 


A 
■  l 

hr 


~m     AH    ^"     h  — 

Remplaçons  PH  par     valeur  (1) 


ï+h 


(1) 


Ih 


^^  —  T'*'^T'l+h—^^l  +  h  -  l  +  h 
Surfece  totale  égale  2irPU .  MP  +  2irPH* 

/*V  Ih 


(2) 


V  =  «PH«.MP  =  7i 


Ezerdoe  822. 

9007.  Prdblénie.  Quelle  e$t  la  Burfaee  et  quel  e$l  le  volume  é^une  sphère 
eùreomeriîe  à  un  Uiraèdre  régulier  dont  l'arête  égale  aV 

Soit  ABC  la  face  que  nous  prenons  comme  base.  Traçons  sur  cette 
base  la  droite  AD,  qui  est  à  la  fois,  pour  le 
triangle  équilaléral  ABC»  bissectrice,  médiane, 
hauteur  et  perpendicnlaîre  au  milien  de  BC. 

Le  plan  mené  par  cette  droite  AD  et  par  le 
quatrième  sommet  S  du  tétraèdre  est  aussi, 
dans  ce  solide,  plan  bissecteur,  plan  médian, 
plan  hauteur,  plan  perpendiculaire  à  la  face 
ABC  suivant  la  médiane  AD.  Ainsi  les  six  plans 
analogues  qui  pourraient  être  menés  dans  ce 
létraédre  se  rencontrent  en  un  même  point  (tfi  1833). 

Or,  parmi  ces  six  plans,  les  trois  qui  tombent  sur  la  face  ABC  sont 
perpendiculaires  à  cette  face;  donc  leur  intersection  commune  est  la  hau- 
teur SE  du  tétraèdre.  (Supposons  la  section  ASD  rabattue  sur  le  plan 
de  la  base.) 


Fig.  1235. 
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Celte  haoleur  SE  tombe  au  Va  de  la  médiane  AD;  et  de  même, la  bav 
teur  qui  partirait  du  sommet  A  tomberait  aux  Va  de  la  médiane opposctl 
SD.  (Cette  droite  SD  est  la  médiane  de  la  face  BSC.)  ' 

Il  s*dgit  de  calculer  la  position  du  point  0  sur  la  hauteur  S£<wsli 
AF  ;  car  OS  ou  OÀ  est  le  rayon  de  la  sphère  circooscrite.  | 

L*aréle  AB^a,  BD^Vt»- 

Cl'^         3  Cl 

SF   ou   AE=;-|aD  =  |-.-|-V3=-j-|/3' 


SE«  =  AS^  -  A    = o»  —  -i-  =  -i- 


d'où 


SE 


de  même  AF 


2 

a 


Les  triangles  semblables  AEO  et  AFû  donnent  : 


AO  AD 


d'où  A0  = 


AE  .  AD 


Ainsi 


OA    ou  0S  = 


donc 


"3     •  ^ 


1  ^ia# 


T 


ou 


Tel  est  le  rayon  U  de  la  sphère  circonscrite. 
La  surface  de  celte  sphère  sera  : 

S  =  iwR<  =  4it .  |.  = -|  Tua* 

.   V  =  -^«R^  or  R  =  -|y/Y 
„      4^  a'     3/3       1      „  /Y 

Exeroioe  823. 


donc 


!fe006.  Problème.  Exprimez,  en  fonction  du  côté  a  d'un  tétraèdre  ré^ 
lier,  la  surface  et  le  whime  de  la  ephère  inscrite  et  de  la  sphère  ia»g^ 

aux  ar^s  du  tétraèdre. 

Soit  ABC  Tune  des  (aces  que  nous  prefl^^' 
comme  hase.  Par  la  droite  AD.  oiédiaiie  ^ 
celte  base,  et  par  le  quatrième  sommet  S,  0^ 
nons  le  plan  ASD,  rabattu  ici  sur  la  plan  deli 
base. 

La  hauteur  SE  du  tétraèdre  tombe  «0*  ^ 
médiane  AD;  et  comme  elle  doit  sani 
tomber  sur  une  autre  miédiane  queicosqii^  jf 
point  £  ne  peut  être  que  le  point  de  concours  des  «n^wM»  Aisv  Afc 
est  les  Va  de  AD. 


Fig.  idse. 
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Lia  droile  SD  esl  une  médiane  de  la  face  de  devant  BSC  ;  la  hautear 
^ui  part  du  point  A  doit  de  môme  arriver  en  F«  aux 

Le  point  de  rencontre  0  de  ces  hauteurs  est  ôquidi.-tant  des  faces  et 
'  }uidisUnt  des  sommets.  La  distance  aux  faces  esl  OE,  ou  r;  c'est 
le  rayon  de  la  sphère  inscrite.  La  distance  au  sommets  est  OA ,  OS  ou  R; 
c^est  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite. 

H  +  r    SË  =  AF  ==  /(,  hauteur  du  tétraèdre. 

Appelons  tn  la  médiane  AD  ou  SD.  Le  Iriauglc  ADH  donne  : 
AD*  ou  m*  =  a^  — V4a^=3/4a«;  d*où   m  =  Viavif 

AE  =  V»w=  V3 .  Vî«v^^  Vaav^ 

DE  ==  V,m  =  Va .  V»«V'3"= 
Le  triangle  SED  donne  : 

Les  triangles  seuiblables  AEO  et  Al  0  donnent  : 

AO      AD         .  AE.AD 
AE^AFi  AF 

aiiisi  qu'on  Pavait  déjà  trouvé  (ii*^  2007). 
Les  mêmes  triangles  donnent  : 

OK      DP  ,  AE.DF 

d  ou    0L  = 


AE  —  AF  '  "^-^  AF 

I>éFignons  pai"  :  le  r^yon  de  la  sphère  tangente  aux  arôles  du  tétraèdre; 
ce  rayon  c^^  !i  p(  i  (  endiculaire  abaissée  du  point  0  sur  AS,  elle 
tombe  au  milieu  de  celte  arèle,  car  le  triangle  AUS  e&t  isocèle  ^  donc 

p»s=AO«  — BD« 

,     6tt*     4a«     2a«     .         a  ,^ 

On  a  donc  r=      /B*  et  p=--^^2 

Surfaces  4irr*=^  et  4«p«=-^i 
Volumes  ^^r3=:  et    3-^^?'  =  — ^ 

2008  (a).  Bemar^iiM.  La  Surface  de  la  sphère  tangente  aux  arêtes 
du  tétraèdre  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  surfaces  des  sphères 
inscrite  et  drcomcrUe.  Il  en  est  de  même  des  volumee 

io        Surface        ;  (n<^  2008;    cl   |-  -a»  (no  2007) 

A-  Tn«      3     ,  3      /::a«V       n  a'  n 
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lÏ^^    'ï/'   i--^m   et    -^^1  (no  2^.: 

Le  produit  simplifié  =  ('^24^)'  C.  (?.  F.  D. 

2<*  La  relation  des  surfaces  et  celle  ck's  rohimes  ne  dé/)etulettl  gué  da 
rayons  des  trois  sphères  ;  il  suffit  donc  de  démontrer  qu'on  a  : 

p«=Rf 

Or  rr=-|^,  P="1r'  ®^  4- 

3«>  On  peut  dire  plus  simplement  :  le  Tolume  du  tétraèdre  égale  a 
surface  a'v  à  par  le  tiers  du  rayon  cherché;  donc...,  etc. 

ExenÎM  834. 

aOOe.  PiroUéme.  Un  triangle  équilatéral  ABC,  dmt  le  cMé  est  a. 
tourne  autour  de  l'un  de  ses  côtés  AC.  Quel  est  le  volume  engendré  f 

Ce  volume  est  la  somme  de  deux  eônes  égaux  engendrés  par  les  deo 
moitiés  BDC  et  BDA  du  triangle  tournant. 
Le  côté  est  a,  la  hauteur  est  y^a,  et  le  rayon  est  ^.  On  a  : 

Volume  total.  .  .  V  =  Vi«^''- Via  =  Vs^.^*»*.  Vi*=  V4««' 

Remarques.  1^  On  peut  comparer  le  volume  ob- 
tenu à  la  sphère  V«^"'      aurait  a  pour  diamètre  : 

V      _  V,7ra3  3 
Sphère      '/aTTO»  ~"  2 

Ainsi  le  volume  engendré  égale  1  fois  ^It  le 
lume  de  la  sphère  qui  aurait  pour  diamètre  lecdU 
du  triangle  tournant. 

Le  triangle  quelconque  dont  b  est  la  base,  d 
h  la  hauteur,  et  qui  tourne  autour  de  sa  hase,  es* 
gendre  un  volume  qui  a  pour  expression 

9ùiù,  A^Umtîoo  det  théorèmet  de  MdÎB.  Dans  cette  question  d 
dans  les  problèmes  analogues,  nous  appliquerons  les  théorèmes  do 
Guldin  (G.,  n<>*903et  904), afin  d  indiquer  une  seconde  manière d'arrirer 
au  réâultal  et  d'obtenir  une  vérification. 

Nous  désignerons  par  g  le  centre  de  gravité  du  périmètre,  par  0 
celui  de  la  surface  considérée  et  par  d  la  distance  du  centre  de  granit  * 
raxe. 
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Le  centre  de  gravité  du  triangle  est  au  ^3  de  la  médiane  à  parlir  de  la 
base  ^G.,     897);  donc 

Mais  /»  =  |->/"3^  (G.,  no  316.) 

donc 


a* 

d'ailleurs  la  surface  du  triangle  équilatéral  égale  -r-^  'S   (G.,  n<»  316.  ) 


Donc 


V  =  S .  îitd = /ST  •    1^  >rî  = 


mi.  PkoUème.  Exprimer  le  volume  engendré  par  un  triangle  ëqui* 
latéral  qui  tourne  autour  d'un  axe  mené  par  l'un 
deê  êommets  parallèlement  au  eôté  opposé. 

Le  volume  considéré  est  le  cylindre  engendré  par 
le  rectangle  BCGD,  moins  les  deux  cônes  égaux  en* 
gendrés  par  les  triangles  ADB  et  AGG. 

La  hauteur  du  cylindre  est  a,  et  celle  de  chaque 
cône  est  V^a;  le  rayon  est  la  hauteur  h  du  triangle 
tournant,  et  Ton  a 

Volume 

Vérification  (n^îOlO). 

,     2  .      2      aJ'à      asl  '6 

S  =  -^v'3    (G.,  no  310.) 

donc  la  forme  de  Guldin  »  ou  V  =  S  .  2nd,  devient 

o*  nr   2a>/'3  ica^ 


 Le  inangle  équilaUral  ABC  (flg.  1237  et  1238)  tournant 

autour  d'un  axe  MN ,  mené  dans  eon  plan  par  le  iommet  A ,  engendre 


ira" 


ttfi  volume  qui  peut  varier  de  -ç-  a 

Le  rainimura  a  lieu  lorsqu'un  côté  AC  est  sur  Taxe  !  fig.  1237),  et  le 
maximum,  quand  un  côté  BG  ^ûg.  1238;  est  parallèle  à  Taxe. 


I.  Exprimer,  en  fonction  du  côte'  a ,  le  volume  engendré 
par  un  hexagone  régulier  tournant  autour  de  Vun  de  ses  côtrs. 
M.  37 
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Le  volauie  égale  le  cylindre  engendré  par  ACDF,  plus  deux  ^^OMàc 

cône  égaux ,  engendrés  par  AHBC  et  'i^O. 
moins  deux  cônea  égaux,  engendré  par  AHB 

et  FIE. 

La  hauleur  AF  du  cyliodre  est  a;  celle 
des  troncs  de  cône  et  des  cônes  est  AII ,  qci 
égale  BG  ou  Vi<»;  BH  ou  AG,  ou  A,  est  le 
rayon  des  cônes ,  et  le  petit  rayon  des  troncs 
de  cône;  AC  ou  Vi  est  le  rayon  du  cylindre, 
et  le  grand  rayon  des  troncs  de  cône. 

Le  produit  des  deux  rayons  sera 
2h,h  ou  V* 

n{Vi)'a  =  z  .  3a* .  a  =  3:ra'' 

V .  des  troncs   V,^ .  Vi«(3a«  +  V*  +  ^VV»*)  =  74««^ 

V  .  total  des  cônes .  .  Va'  •       •  Vi»  =  'U'^<^ 

V  •  demandé   3:ia^  +        -  ^A^a'  =  '!t^^^ 

Vérification.  L*hexagone  a  pour  surface  6A0B  =  — ^—  (G.,  n«  310. 


Fig.  4239. 

V.  du  cylindre.  . 


Or  d  est  la  distance  du  point  Oà  M^  =  /^  =  Y^^»  ^^^^ 

V  =  «.2ird  in<»2(M0.) 

Bemarque..  !<>  Lorsque  l'hexagone  n*a  qu'un  sommet  A  sur  l'axe,  el 

que  la  diagonale  AOD  est  perpendiculaire  à  MN,  la  disUnce  d  du  centre 

de  gravité  à  l'axe  =  a  ;  donc 

V .  Sica  =  3icaVÏ  (  Voir  ci-après,  n«  iiOi6..i 

2»  Quand  Thexagone  pivote  autour  de  son  soniniel  A,  mais  en  restaut 
complètement  d'un  môme  côté  de  Taxe,  le  volume  part  du  mini- 


mum 


,  puis  croît,  et  atteint  le  maximum  *èKay  3  . 


Btstoice  827. 

îiOia.  Problème.  Un  triangle  toume  ouiow  ài 

la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  de  ses 
côtca;  quel  est  le  rapport  des  volumeê  engendrât 

jMtv  chaque  partie  du  tnanylef 

lin  joignant  deux  à  deux  les  trois  milieux,  on 
décompose  le  triangle  donné  en  quatre  Iriangles 
égaux. 

On  î-ail  que  le  volume  engendru  par  un  liiingle 
tel  que  iiiiD  est  double  du  volume  engendré  ^ai 
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EDF  (G.,  o<>  566^  30);  doDc,  eo  désigoiot  par  «  le  ▼olame  eogendré  par 
A£F,  on  aura  : 

vol.  EDF  =  V,  vol .  EBD  =  2y ,   roi.  DEC  =  2ti 
donc  Tol.  EBCF  =  5t) 

S013  (a).  Problème.  Exyrnt\v}\  en  fonction  <hi  côte  a  d*un  cube,  lu  sur- 
face et  le  volume  de  la  sjihère  imcvite,  de  la  sphère  tangente  aujc  arêtes 
et  de  la  sphère  circonscrite. 

\^  Pour  la  sphère  insciile,  ie  diamètre  est  a, 
La  surface  est  7:a*, 
Et  le  volume  'r^ra^. 

2'  Pour  la  sphère  tancrente  aux  arêtes,  le  diamètre  est  la  diagonale 
d'une  face,  on  a  donc  <lz=za 
La  surface  est  -r/-  ou  tna* 

Le  volume  est  ^-r.tP  on  -^ita^^T. 

3"  Pour  la  sphère  circonscrite,  le  diamètre  est  la  diagonale  d  du  cube; 

on  a  :    d'=:3a^   et   d  =  a^'T. 
La  surface  est   izd^  ou 

Et  le  volume   *U7sd\  ou      .  3a* .  a^'S ,  ou   '/t^^^V^  • 

Exercîoe  898* 

2D14.  ProUéme,  On  donne  deux  pomis  A  et  0;  du  point  0,  comme 
centre,  d^nre  une  circonférence  OB  telle 
qu'en  menant  la  tangente  AB  et  faiâont  tour» 
ner  (a  figure  autour  de  AD,  la  eurfaee  en- 
gendrée -par  AB  eoit  égale  à  la  surface  cle  la 
sphère. 

Soit         AOca,   OB  =  r 
et  AB  =  sr 

La  surface  du  cône  est  donnée  par  icBû .  AB. 


Or 


D0=: 


B0« 


AU       a  a  a 


BD«  =  AD.DO  = 


/t         a  a* 
AB*  =  AQ^     OB*  =  0=»  —  r* 

donc        ttBD  .  AB  =  ic  ""^^"-^  .      _ ^  ^  r(«îr- 

La  surface  de  la  spbôre  égale  A-zr^ 


donc 


itr(a*^r*)  , 


(2; 


En  siiuphûant,  on  trouve  : 

a«  — r«  — 4ar=0   ou   r-  +  4ar  — a'  =  0 
d'où  r=  — 2a±  V4a«-Pa*^ 

r  =  a(— 3±V1S^) 


ttHtt.  PimMb*.  l/n  (nanplè  équilatéral  T  tourne  autour  d*un  axe 

MN  aÏMitoiia  so/»  i>^<in  f^crpeiidicutoiVemenl  ù  la  base  a  ;  la  distance  de 

... 
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Vaxe  au  triangle  est  éyaU  au  côté  a.  On  demande  le  voiume  ella  Mr- 

fcuie  du  iolide  engendré. 

Le  volume  demandé  est  ia  diirèreoce  des 
troncs  de  cône  engendres  par  GDEF  et  CDEG; 
les  rayons  sont  'la,  ^j^a  et  a;  la  hauteur  h 
est  la  hauteur  d'uû  triangle  équilalérai  doot 
le  côlé  est  a 

ou  A  =  Via>rî    {G.,  H*  316.) 

Les  deux  troncs  de  côoe  sont  : 


Fig.  1^. 


37 


^/ï   ou  «/w'flVS 


Va .  Vt«>rs' .     + + V) 


ou 

et 
ou 

ou  •Vti'taV'ï 
La  différence  ou  le  volume  demandé  est  : 

»/t4TO»/3"  ou  VaV'ï" 

Les  surfaces  latérales  de  ces  troncs  de  cône  sont  î 
ica(2a  +  »/,a)  ou  %iïa*,  et  5io(V  +  «) 

La  somme  des  deux  surfeees  latérales  esl  6ica'. 

Il  faut  y  ejouter  Taire  de  la  couronne  eogendrée  par  la  baie  FG  d« 

triangle  tournant,  savoir  : 

%\;la)*  —  "^CL^f    ou    4::a^  —  Trcr,    ou  3wa* 
El  l'aire  toUle  du  aolidc  est        ou  9  foia  l'aire  du  cercle  qui  aurait 
a  pour  rayon. 

Vérification  (fiO  2010).  Le  centre  de  gravité  du  périmélre  du  triangja 
équilalérai  est  en  même  temps  celui  de  la  surface;  ce  point  Mtaar  la 

hauteur  abaissée  du  point  E  ;  donc  sa  disUnce  d  à  Taxe  égale  -5-. 
Or  Faire  est  donnée  par  :  périmètre  x2wiL   (G.,  n»  903.) 

Le  volume  est  donné  par       S .  2mi        (G  ,  n°  904.} 
Or  la  surface  S  du  triangle  équilalérai  égale     ^    ;  donc 

V  _  a\  3        3a  _3:ia\T 


fUeroîce  830. 

2016.  Problème.  Vn  irxangk  a  pour  base  mw  longueur  a  et  pour  hau- 
teur h  ;  an  fait  tourner  ce  triangle  autour  d  un  axe  mené  parallèlement 


LIVRE  Vil 

à  ia  baie  par  h  point  de  eoneourB  des  médianeê.  Quel  est  le  volume 
engendré  par  chaque  partie  du  tri- 
angle? 

Soit  Taxe  DE  passant  par  les  points 
£  situés  aux  ''/a  des  cOtés. 

AL  =  -y^;   UI  =  ^  et  DE=:-^ 

Menons  les  parallèles  EF,  CG. 

Le  Irîangle  DAE  engendre  dbs  cônes 
ayaot  AL  pour  rnyon  de  la  base  com- 
mune et  DE  pour  somme  des  hauteurs; 
doDC  : 


V.ADE  = 


«.AL*. DE 


87caM 


(i) 


2^  Le  Tolume  engendré  par  le  parallélogramme  DBFE  est  équivalent 
au  Toluroe  engendré  par  le  rectangle  qui  aurait  DE  pour  base  et  LH 
pour  hauteur. 


Y.DBEF  =  t:LH*.DE  =  i:. 


(2) 


Le  Tolume  engendré  par  le  triangle  FEG  «  dont  le  côté  FC  s  E6  s  , 

est  parallèle  à  i'axe,  et  double  du  volume  engeutiic  par  ECG  (G., 
566  ,  3»);  donc 


V.EFC  =  -ÏLH..FC=^.^.^=-2;f' 


V .  DBCE  =  (2)  +  (3J  =  65«i^J2«!id  = 


(4) 


Ainsi  les  volume^  W     (4)  sont  équivalents,  bien  que  les  surfaces  ADE 

4  5 
ou  i^cih  et  DBCE  ou  -[^«A  soient  inégales. 


I.  Lonque  Taxe  mené  par  le  point  de  concoun  des  médianes 
coïncide  aTOC  une  des  médianes,  le  triangle  est  divisé  eu  deux  parties 
équiralentes  ;  pour  toute  autre  position  de  Taxe,  les  deux  parties  sont 
inégales,  le  maximum  de  la  différence  a  lieu  lorsque  Taxe  est  parallèle 
à  Pun  des  célés;  cette  différence  égale  alors  le  neuvième  de  Taire  du 
triangle  ;  mais,  quelle  que  soit  la  position  de  l'axe,  les  eolumes  engendrés 
par  chaque  partie  du  triangle  sont  équivalents. 


Exercioe  S31* 


11017.  Frablène.  Inscrire  un  cylindre  dans  un  cône,  de  manière  que 
la  surface  latérale  du  cylindre  soit  égale  à  la  turface  latérale  du  cône 
partiel  qui  eurmonte  le  cylindre. 

On  doit  avoir  irMD .  MB  =  2«MD .  MP  (i) 

d^où  MB  =  2MP  &) 
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n  tàVLÏ  dôterimaer  on  point  M  tel  que  It  diitanee  MB  soit  double  de 

PordoDoAe  M  P. 

Pour  résoudre  ce  problème  graphiquement, 
on  peut  reoourir  aui  figures  semblables. 

Sur  une  perpendiculaire  à  AC,  il  hui 
prendre 

ALrs'-AB  et  mener  LPE 

l\tr  le  calcul  : 

Soient    BH=:A,    AHs=6,    AB=il  et 
BD=a;. 

h 


Fig  12M. 

d'ailleurs 
donc  (2)  devient 


M=  '  ;  MB 


=  2/1»  —  %ltx 


5MM8.  Problème.  La  surface  latérale  du  cône,  partiel  doit  être  à  cêIU 
du  cylindre  dam  le  rapport  cie  oi  à  n  (  Qg.  1244). 

ir.MD.MB  

27Ï.MD.MP  —  n 

MB 

n 


On  doit  avoir  : 


dVu 

Mais 

donc 


MB:= 


ir 


2MP  - 
MB.nt=2MP.m 

MPs=^-a; 


Inx 


^r=2m^  — 2nt.i?  ou  lnai'\-Vimx^2fnh'^ 


In  +  2Jm 


.  —  1. 

2019.  Problémft.  volume  du  tônc  partiel  doit  égaler  celui  du 
cylindre  (fig.  I24'i). 

7:MD^BD 


Or 

d'où 


3 


BD 


r^MP  ou 


=  «MD«.Mr 


U'  =  3/*''  —  3/iJ:  ;  (i  'où  Jî  =  7:p|7, 

Remarque.  Il  est  facile  d'imaginer  des  problèmes  analogues;  voici 
encore  deux  aufrcs  (n^*^  2020  et  202  I  j  ;  puis  à  un  cylindre  donné  ou  pour- 
rait circonscrire  un  cône,  réalisant  certaines  conditions. 


d  by  Google 


LIVRB  VII  81t 


.  —  U. 


SDSO.  ProblèoM.  Inscrire  un  cylindre  dam  un  cône  donné,  de  ma- 
nière que  la  surface  latérale  du  c&ne 
partiel  qui  surmimte  le  cylindre  égale 
la  surface  de  la  eourwtne  comprise  entre 
les  circonférences  de  base  du  cylindre  et 
du  cihie  donné. 

-MU .  MB  =  -(6'^  -  MD«) 


bx 


On  Bail  que  MD^:-^; 


donc 


(n"  2017) 
=  ^  S*- 


F%.  1245. 


h 

b  +  l 


Le  problème  revient  ft  trouver  le  céW  d*un  carré  qui  soit  à  un  carré 
donné     dans  le  rapport  de  6  à  6  +  /.  (G.,  n*  346.) 

SMMSf .  P^ième.  La  surface  totale  du  cône  jwrticl  doit  être  à  celle  du 
cylindre  dam  le  rapport  dem  àn, 

2:;MD  .  MP+^--\lD^  ^  n 


On  sait  que  MB  = 


Ix 


\ân   ''^ 

MD  =  -^;  Ml>=  - 

mats  on  peut  supprimer  les  facteurs  com- 
muns ,  et  Ton  a  : 

Imhy'--'  hx)  -f-  /i-X-        n  h-  —  /'•'  +  bx 

nke  +  tidj?  =  2m/i*  —  ±mhx  +  âmba» 

xi^mh  —  2mb  +  nl  +  nb)  =  2mh^ 

 2Ynh^  

2mA     ni  +  (îî  —  "Àmfb 

Quatrième  proportionnelle  à  construire. 


Kig. 


_//< 

n 


Exeroioe  833. 


Problème.         «n  côfe  d'un  carré,  on  covstnnt  à  Vrjhneur 
un  triangle  équilatëral,  et  Von  fait  tourner  le  pentagone  ainsi  obtenu 


d  by  Google 


Fig.  1:247. 
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autuitr  (le  l'ini  des  côtes  e.rténeurs  du  triamjle.  On  demande  letùlw» 
enyendré,  en  fonction  du  côté  a. 

Ce  Yolume  égale  : 
Le  cône  engendré  par  EGB , 
Plus  les  troncs  de  cône  engendrés  par  BCIG  el 
CDFI, 

Moins  le  cône  engendré  par  ADF. 
Le  premier  cône  a  ponr  hauteur       et  pour 
rayon      dont  le  carré  h*=z^/^a\ 

Volame.  Va^'»'  •  Vî«  =  l^a^  •  ^  >*  •  *  V»  =  ^  ' 
En  enlevant  la  partie  commune  AI,  il  vieol 

lF  =  Aa  =  Vta* 
Le  grand  tronc  de  cône  a  pour  hanteor  h, 

et  pour  rayons  h  et  h-^y^a;  soit  ' 
^y((l  +  v/3).  Les  carrés  des  rayons  sont  V 
et  ViaK2  +  V  "^). 

Volume  V, .  y^^J'S .  4y^Ki  +  >/ 3  )  +  74»*  +        + M 

Le  petit  tronc  de  cône  a  pour  hauteur  IF  ou  Vt^  »  •t  pûiir  rayons 

et  {h  +  «  >)  ;  soit  V,a  et  Via(l  +  s  'S').  Les  carrés  des  rayons  sont  V/ 
et%a2(2  +  v3). 

Volume  Va .  Vt»  •  4 'Aa*  +  Vf«'(2 +1/1")  +  V««*(l  +  »/^] 

=  V«^«' .  V4(  A  +  4  +  2>/ 3  + 1  +  V  F)  =  V.^aX2  +  V 

Enfin  le  cùne  à  retrancher  a  pour  hauteur  h  ou  \,avF,  et  pour 
rayon  */ja. 

SouYolumeest  Vs'^  •  V**»' •  VW  3^  V»4««VS^« 
Volame  demandé   V'«^aX3  +  9  +  1    3"  +  6  +  3;  3  -  v'î) 

Soit  environ  S.OSa» 


Vérification  (a^  2010;.  Le  volume  engendré  par  le  triangle  équilalâral 
ABE  est  donné  par  =  ^  (1' 

Pour  le  carré  +  f  )  =  K#  +  -2-)=  t(v^  ^  +  *) 

Y  =  a- . 27rd  =      27; (V' 3  +1)= 3"  +  l)  1^' 

V.  ou      (l)  +  (2)=  ^f+^^I-+       =  ""fi^  +  ^yl^) 

Résultat  conforme  à  celui  qu^on  a  obtenu  précédemment  d'une  manîiR 
laborieuse  :  il  est  donc  utile  de  recourir  aux  théorèmes  de  Guidim* 

y u,^  ud  by  Googlë 
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2023.  Problème.  Uti  carré  dont  le  côté  est  a  tourne  autour  d'un  axe 
MN  mené  dans  son  jdan  par  Vtin  des  sommets, 
perpendiculairement  à  la  diagonale  qui  part  de 
ce  sommet.  On  demande  le  volume  et  la  surface 
du  solide  engendré. 

Le  volume  égale  : 

Deux  troocB  de  cône  égaux  engeodrés  par  AlBC 

et  AJDG, 

Moins  deaz  cônes  égaaz  engendrés  par  A]B  et 
AJD. 

Le  côté  est  a;  la  hauteur  égale  la  moitié  de  la 
diagonale,  soit  y^d  ;  les  rayons  sont  d  et  y^d.  On 
aailque  cPsrSaS  et  d=:aV7;  ainsi  4^=:SaV^ 

On  a  donc  pour  le  volume  : 

V = V3 .  'Ud'^id'  +     +  'Ud')  -    .  y,d* .  \/^d^ 

=  Vt«<*^l  +  V4  +  Vi)-Vit'<*^=Vi«<'^  ou  «aV2 
La  surface  totale  du  solide  égale  la  somme  des  surDices  latérales  des 
deux  troncs  de  cône  et  des  deux  eônes  : 

S  =  27ca(d  +  'kd)  +  Ît:  .       =  ÎTMi^i^d  + 

Vérification,  Avec  les  conventions  faites  précédemment  (n«  2010),  la 
distance  du  centre  de  gravité  à  Taxe  est  donnée  par 


ou 


V  =  o* .  2:iBl 


=   :t— 2s  =  Tta^sJ  2 


2 


Exercioe  835. 

2024.  rroliHin  Un  hexagone  réguUer  a  pour  côté  a;  on  prolonge 
run  des  eâtée  BA  éPune  longueur  AG  égale 
à  a ,  ef  par  Veaetrémité  du  prolongement 
on  mène  au  côté  une  perpendieulaire  MN 
qui  sert  d^axe  de  rotation  à  Vheacagone. 
On  demande  le  volume  et  la  surface  du 
iolide  engendré. 

Le  triangle  AFG  est  équilatéral,  ainsi 
que  FGF'. 

GA  =  a,  GB  =  2a ,  HF  =  ^  ,a ,  HC  =  Vî« 

ûu  ou  À=VW^ 
Le  volume  demandé  égale  : 
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Deux  troncs  de  cône  égaux,  engendrés  par  GIICB  et  IHCD, 
Moins  deux  autres  troncs  égaux,  engendrés  par  GHFA  et  iUFE. 

Soit  enviroo  24,50a^ 

La  surface  du  solide  égale  la  somme  des  surfaces  latérales  dei 
quatre  trônes  de  cône,  plus  les  deux  couronnes  engendrées  par  AE 
et  DE. 

A  «  JicaCia  +  V,a)  +  2ira(a  +  Vt«)  +  2ïr(4a«  —  a«) 

=  wo^9  +  3  +  6)  =  18::a* 

VériflcatUm.  0H  =  ^ 

donc      V=:|.aA.2iiOH==^2^i^.  2i^_Jira\3 

A  s=  6a .  3ir .  OH  =  6a .  3k  .  ^  s  1 8ira« 


WiJ&,  Problème.  Un  hexagone  régulier  dont  le  côté  est  a  toutue 

autour  d'un  axe  MN  mené  dint.^  son  pion 
par  Tun  des  sommets  F,  perpendiculnirement 
au  rayon  OF  qui  aboutit  à  ce  soïnmct.  On 
demande  te  volume  et  la  surface  du  solide  en- 
gendré. 

Dans  le  triangle  lAF,    IF  =  A  =  ^v»J^. 
lA  =  V,a. 

On  a  aussi    IB  =  Vt^«  PC  =  2a 
Le  Tolume  engendré  égale  : 
Deux  troncs  ée  cdne  égaux,  engendrés  par 
IFCBet  JFCD, 

Moins  deux  eônes égaux,  engendrés  par  AFl 
et  EPJ. 

Soit  enflron  le^dSa^ 

La  eurfsce  engendrée  égale  : 

La  surface  latérale  des  deux  troncs  de  cône, 

Plus  la  surface  latérale  des  deux  cônes, 

Plue  les  deux  couronnes  engendrées  par  AB  et  DE. 

= 2i:aV/;  +  »/t  +  2)  =  ifna^ 


Fis.  1250. 
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A  =  6a.2na=12:ro« 
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2O20.  Problème.  Trouver  le  volume  engendré  par  un  demi» décagone 
Sgulier  dont  le  côté  est  a,  tour- 
anf  autour  du  diamètre. 

Le  volama  en  question  corn- 
rend  : 

Un  cylindre  engendré  par  HCDI; 

Deux  troncs  de  cône  égaux,  en- 
endrés  par  GBCH  et  IDE  J  ; 

Deux  cénea  égaux ,  engendrés 
lar  ABC  et  JEF. 

Le  cylindre  a  pour  volume  7nn*a. 

Les  deux  troncs  de  cône, 

El  les  deux  cônes,  *- 

H  s'agit  d'exprimer,  en  fonction 
lu  côté  a,  les  longueurs  6,  c, 
i,  m.  Menons  le  rayon  DO;  clier- 
ihons  d'.ibord  toutes  les  valeurs  en 
'onction  du  rayon  r;  nous  remplacerons  ensuite  r  par  sa  valeur  en  fonc- 
ioo  de  a,  tirée  de  ia  relation 

a  =  V,»</B  -  1)        iG.,  no279,  III.) 


d'où 


2a 


2a» 

-V5 


Nous  utiliserons  aussi  la  relation  a*  =  Vi>**(3  — 

Si  Ton  décrivait  la  circonférence  circonscrite  au  décagone,  Tangle  B 
du  triangle  ABG  conjprendrait  un  arc  égal  au  '  ,o  la  circonférence;  et 
il  en  serait  de  même  de  Tangle  D  du  triangle  DD'C  :  ainsi  ces  deui  tri- 
angles rectangles  sont  semblables. 

Le  triangle  rectangle  DD'C  donne  : 

(2m)^  =  (2rr  -      ou   4m«  =  4r*  - -y  r<3  —  ^'5') 

m«=:V'.Kr5  +  v  5")   et  m  =  V,rf  V,¥-r  v  •->  ) 
Les  triangles  semblables  ABG  et  DD'C'  donnent  : 

AG  ("h' 


Ainsi  e 


=  ^  =  ^^^^  =  »  V  (  3  -  V  5  )      =  •        -  3v  ¥ ) 


Le  triangle  reclangle  ABG  donne  : 

6^        -        '/VX^  -  v' 5  )  -  ',V-'(7  -     5  )  =  V.i'X5  -  v' 

d'où  6  =  VtiVVi(ô-V^) 
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La  figure  montre       GH  =  OA  —  OH  —  AG 

Voici  maintenant  Texpression  dea  volumes  : 

Un  c^iiadre  eogeadré  par  GDIH  ....  itm'a 

DâQX  troncs  do  côno  BGHG  +    -f  &m) 

Deux  cônes  ABG  ^'filre 

Volume  total.  .     V  =  Vt^^^Vm^  +  cm^  +  b^c  +  6ci»  +  6^ 

'/,am«  =  74KV«^-i).*/iH(5  +  ^)  =^/.>^vT 

cnr     =  '  > .  V,r5(8  +  ^5)  =  i/,^r\o  +  y  !•  ' 

bH     =«M^-VS^).Vt»'  =Vm'^«-v'5) 

Volume  total.  .  .  V  =  Vw^r^S  +  4^5 ) 

Telle  est  lexpression  du  volume  en  fonction  du  rayon.  Pour  Toi- 
leiiir  en  fonction  du  cùLc       il  sulût  de  remplacer       par  sa  v 

leur 


^5  -2 


Si  Ton  exécute  le$  calculs  des  coefficients,  on  obtieui  pour  a 
deux  formules  : 


V=  15,475  a» 


Fig.  12S2. 


/nacrîfv  dans  une  sphère  de  raym  ilonné  ^* 
cylindre  circulaire  droit  dont  le  volume  soit  égal . 
celui  de$  deux  scyments  sphénques  de  mêmes  taff^ 
que  le  cylindre,  et  indiquer  le$  constructions  gt'u- 
métriques  qui  donnent  la  solution  du  problèm. 
(Ens.  8p.  Douai,  1878.) 

Désignons  par  ju  le  ra>on  de  la  base  du  cylindre, 
par  y  la  hauteur,  et  r  le  rayon  de  la  sphère. 
Le  volume  des  deux  segments  est  : 


et  le  volume  du  cylindre  inscrit 

d-OÙ  ^/^  +  y^y==a^(r--y) 

Le  triangle  rectangle  Abu  donne  : 


Goog 


i 
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Portons  celle  valeur  dans  l'équation  (1),  il  vient  après  simpliiication  : 


d'où 


,     3  . 


.  La  valeur  \f  est  iDadmissible,  car  on  doit  avoir 

?/<r  et  -^f  +  -\->^ 
rv/"3* 

Constnicliun,  La  valeur  -  ^      est  Tapothème  de  Tbexagone  régu- 

lier,  et  la  iiauleur  du  triangle  cquilaléral  inscrit  dans  uu  grand 

cercle  de  la  aphère.  La  construclion  est  facile. 


2028.  Problème.  De  chaque  sotumet  ci'itn  cube  j>ris  pour  centre,  on 
décrit  une  sphère  aiiant  pour  rayon  la  moitié  du  côté  du  cube.  Quelle  est 
la  valeur  du  solide  contpria  entre  les  sphèreê,  et  quel  aérait  le  rayon  de 
la  sphère  équivalente  ^ 

Cube  =  a-^ 

Ldi  huit  parties  de  la  sphère  correspondant  à  une  sphère  de  rayon  -|  ; 

4    /  o  \"*  I 
donc  8phère  =  -g^z(  Y  )  '^''^^^ 

Diilcieace  =  a^^l  — 

Pour  la  sphère  équivalente»  on  poserait  : 

4 '^^^^K^-'S*) 


.      a  6  — it  a  8/6  — ir 

2029.  Problème.  J>eux  sjdiùres  égales  extérieures  ont  une  longueur 
a  imtr  plus  courte  dislancc.  Quel  est  le  volume  comptais  entre  les  deux 
sphères  et  la  surface  cylindrique  circonscrite  f 

Soit  r  le  rayon  ;  la  hauteur  du  cylindre  =  a  4-  2r. 

Da  cylindre»  il  faudra  soustraire  deux  hémisphères;  donc 

4 

V  =  içr*(2r  +  «)  —  -y 


mO.  IMilème.  Une  sphère  ê$t  po$ée  sur  un  plan  futrisontal  ;  sur 
U  même  plan  repose  par  sa  base  un  cène  droit,  dont  la  hauteur  est 
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épal*'  au  (Uamrtre  de  la  sphire;  on  demande  de  coupei*  ces  (U  ux  emy* 
par  un  i>lnu  horizon fal  de  MU:  sorte  rfxie  les  sections  soient  entre  elU> 
comme  deux  nombres  donnés.  (Concours  général,  1875.  Rhétorique, 
N.  A.  p.  88.) 

Soient  a  le  rayon  de  la  sphôre,  b  celui  de  la  base  du  c6oe  dont  la  hau- 
teur égale  îa;  représentons  par  x  la  distance  du  sommet  du  càue  sa 
plan  sécant. 

Le  rayon  6'  de  la  section  du  cône  est  donné  par 


d*où 


y       œ  bx 


(il 


Le  rayon  a'  de  la  section  de  la  sphère  est  moyen  proportionoei  entre 
les  deux  segments  x  et  (2a —a?)  du  diamètre;  donc  la  section 

Si  la  section  conique  doit  être  à  la  section  spbérique  dans  le  rap- 
port 


m 
n 


-,  on  aura  : 


ou 


4a»(2a-a?)  =  IT'   "^^^         bn'^  +  iàhn 

8a' 


Reiii«r«|ue.  Lorsque        n ,  on  à  t  x^  ^^^4^2  * 
Dans  le  cas  particulier  où  la  base  du  cône  égale  un  grand  certis, 
b  =  a;  on  trouve 


8a 


Exeroioe  841,  —  I. 


X 


5M13I.  Piroblème.  Un  cône  équilatéral  eat  insent  dans  une  sphère; 

couper  les  deux  . solides  par  un  plan  pa- 
rallèle à  la  base  du  cône,  de  manière  que 
la  différence  des  sections  obtenues  ait  une 
valeur  donnée  ira^. 

Dans   quel   cas   lu  différence  tà^l-elii^ 

maxima  ? 

V.C  est  le  cùto  du  triangle  tiquilai<^ral 
inscrit  ;  donc  sa  moitié 

DG=|  ^/a",  cl  00  =  Y 

Soit  AE^x. 

La  surface  annulaire  étudiée  égale 


Fig.  1253. 
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Dans  le  triangle  équilatéral, 


AF 


Uonc 

ou 
donc 


EF  = 


E6«  =  AE .  EH  =      —  x) 


2r.r  —  jc*  *j  ^  fi'  ; 

2rx  =  a- 


4 

Dàvisoos  tous  les  termes  par  -g-  • 

-g- rjc  — ai*= -ç- as*  (  ^  ^=  *|" 

et  le  problème  revient  à  construire  un  rectangle,  connaissant  la  sur* 
face     a*  et  la  lomme  y  >*  àês  côtés ,  a;  et       r  —  x  V 

Jfoxtmum.  Le  maximum  de  la  surface  a  lieu  quand  les  deux  côtés 
du  rectangle  sont  égaux  à  la  moitié  de  la  aomme  constante  de  cea 
côtés. 

3 

Dans  ce  cas,  J?=-j-»' 

2032.  Problème.  Même  qttêsîian  pour  le  cône  inscrit  dans  un  hémi' 

EG«  =  irx  —  ;  FF*  r=  .r« 
BG* £F<    2n9  ^  2a)<  s=  a* 

M  i  !  ifium.     Le  produit 
(r--*4rM'  est  maxmium  pour  n 


r 


Fig.  12:4. 

•  Lor8qu*on  demande  que  les  sections  soient  dans  un  rapport 


donné  — ,  on  a  : 


2rx  —  jî* 


«  x^ 


Équation  da  second  degré  facile  à  résoudre  et  à  construire. 

2033.  ProblèoM.  La  zone  sphériquc  OiVK  et  la  surface  latérale  du  cOne 


FAH  doivent  être  dans  le  rapport 


111 


ifig.  1254). 


Zones;2nr.âr 


(G.,  no  m.) 
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Surface  latérale  du  cOne  =  icEF .  AF=  ira; . 


m 
n 


2r 


2r 


n 


/2  •  m 

BraMurque.  En  prolongeant  le  cône,  on  peut  demander  que  les  iortei 
soient  ëgalea. 

Dana  ce  cas,   -^=4;  x=       =         =  r^Y 
Il  faut  porter  A C  de  A  eu  L  et  meoer  NLM. 

Exareke  941.  II. 

2034.  Problème.  Couper  u^îe  sphère  par  un  plan  de  manière  que  k 
différence  des  zones  obtenues  soit  équivalcnfe  à  la  section  déterminée  par 
le  plan,  (Diplôme  de  fin  d'études,  GiermoDt-FerraQd,  août  1881.) 

Soit  X  la  distance  du  eentre  de  la  sphère  au  plan  msaé. 

Le  rayon  de  la  section  est  donné  par  ^r»— o^. 

Les  sones  ont  respeeUvement  pour  hauteur  r-\'X  et  r^x. 

Les  xones  ont  pour  différence 

2r,r{r  -\- x)     2'nr(r  —  x)    ou   27:r .  2x  =  Aiirx 

La  section  est  donnée  par    7i(H'  ~  x*) 

Donc  imrx    ic(r*  — 

ac*+4rsp=r' 

La  solution  positive,  plus  petite  que  1,  convient  seule  à  la  question, 
car  X  doit  être  moindre  que  r. 


203l>.  Problème.  Étant  donné  un  demi-cercle  0,  on  mène  tme  paral- 
lèle AB  au  diitmètre  CD.  Cette  parallèle  partage  le  demi-cerele  en  deux 

parties,  un  segment  AMB  et  la  figure  CABD 
On  fait  tourner  le  demi -cercle  autour  du  dia- 
mètre CD,  et  on  demande  :  1<*  de  trouver  le  x^o- 
lume  du  solide  engendré  par  la  figure  CABD, 
2*^  d'en  déduire  le  voluyne  du  solide  engeyidrv 
par  le  segment ,  en  retranchant  le  premier  du 
volume  de  la  sphère  y  et  de  faire  la  vtrificaiion 
en  calcula  ut  directement  ce  dernier;  3^  quelle 
êst  la  relation  qui  doit  cvistcr  entre  AB  et  le  diamètre  CD,  pour  que 
le  volume  enr^endré  par  b'  seqmenl  soit  la  moitié  du  rnhtjne  de  k 

sphère,  (Breyet  supérieur.  Digae,  2<^  session  1876;  Manuel  général  lâ77» 
p.  294.) 

OG=R   AB^2/  AA=m 
A'GsAssR^I 


t  A       0      ■  B'  D 
Fig.  1956. 
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Le  volume  engendré  par  CABD  se  compose  d'un  c^iiodre  et  de  deux 
îg^iueots  âphcnques  à  une  base. 

Volume  du  cylindre  = 
.  des  deux  8egmeDU=2|^-j-7r/i4-Yiîm«Aj=7r|^^5-^^ 
En  additionnaiil,  on  obtient  pour  Texpression  du  volume  engendré  par 

TzmH  +ir[  ^^J^""  +m«(R-l)]=-[2m«i+  +Rm«-m*iJ= 

;omme  (H  —  If  =    —  3H^^  +  'dUP  —  P 

On  peut  écrire  en  subeUtnant  : 

Vol.  ABGD = ir [    ^—  +  R(m«  +  i*)  -  «(R*  -  m«)] 
mais  m«  +  i«=:R%  R*-m«  =  ^ 

donc  l*'    Vol.  ABÇD^t:  J^i^î^Ilîl-f  IV  -  /^j  =  -g-7:{R'  -  P) 

4 

Le  Tolume  de  la  aphôre  égale  ttR^;  par  auite  le  volume  engendré  par 
le  segment  AMB  est  égal  à 

■g- wR'- y  «(R*— =  y  ^(R^  -  R«+ i*)  —  4'''^ 
Pour  le  calcul  direct  du  segment.  (G.,  n°  578.) 

»  Vol.  AMB  =  -g-  Ti(2l)^  X  2i  =  -  j  ttP 

Pour  que  le  rolume  engendré  par  le  segment  soit  la  moitié  du  volume 
de  la  sphère,  U  faut  que  Ton  ait  : 

ou  i»  =  R^-r^ 

d'Où  on  Ure  :  3»  =  =  T  ^'^ 

ou  bien  encore 

AB  ou  2i  =  Rv4=R.l,587 


2030.  Problème.  Trouver  l* angle  dièdre  de  chacun  des  cinq  poltfèdres 
réguliers  convexes, 

Tf^tvardre  régulier.  (•) 

Soit  ABC  la  base  d*ttn  tétraèdre,  et  ADS  le  rabattement  d'une  eeetion 
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faite  par  le  milieu  de  l'arôle  liC  perpendiculairement  à  celte  aréle.  *Jt^ 
section  passe  par  les  sommets  A  et  S,  puisque  ces  poioU  sont  èquH 

tants  des  points  H  et  C. 

La  perpendiculaire  SI  est  la  hauteur  du  îè- 
traèdre;  le  point  I  se  trouve  sur  la  droite  M', 
médiane  de  la  base.  Ce  môme  point  doit  se  Ir  :- 
ver  sur  chaque  médiane  de  la  ba«e;  et  aies 
est  au  point  de  concours  de»  médianes,  et  i '* 
conséquent  aux  Va  de  la  longueur  AD.  Donc 

m  =  V,m 

La  droite  SD  est  une  médiane  de  la  face  ES«.. 
on  a  donc  : 

l/anglo  dièdre  que  Ton  cherche  if  est  autre  chose  que  Tangle  D  du  trr 
angle  rectangle  DIS,  et  cet  angle  a  pour  cosinus  Dl  ;  DS,  ou  Vj**»-*- 
ou  simplement  Vs  •  soit  0,333. 

L'angle  qui  a  '/a  pour  cosinus  est  de  70"  31'  72  *. 

Héxaèdre  régulier  (b) 

Dans  rhezaèdre  régulier  ou  cube,  les  faces  sont  perpendiculaires  eotft 
elles,  et  le  dièdre  est  de  90^. 

Octaèdre  régulier,  (a) 

L^octaôdre  régulier  est  décomposaMe  en  deux  pyramides  qi::- 

drangulaires  régulières,  ayant  pour  biî* 
commune  un  carré  ABGD  dont  le  côte  est 
Tarôle  a  du  polyèdre. 

!.a  droite  KP,  qui  joint  les  sommets  de  f 
pyramides,  est  perpendiculaire  au  carré  Aliu 
en  son  milieu  0. 

Par  le  [loint  l,  milieu  de  Taréte  D»!.  ni^ 
nons  un  j»lau  perpendiculaire  à  celle  an'l^ 
('e  plan  passe  par  les  points  E  et  F,  quisoLi 
équidistanls  de  B  et  de  C. 

L'angle  OIE  est  la  moitié  du  dièdre  cher- 
ché ;  et  cet  angle  a  pour  cosinus  lu  ;  lE,  soil 

Kn  etTectuant  le  calcul,  à  l'aide  des  tables  trigonométriqucs  à  ciiH 
décimales,  par  exemjde,  on  trouve  que  Pangle  01E=ô4**44'  iî. 
Donc  Tangle  dièdre  de  l'octaèdre  =  109"  28'  24. 

Dodécahire  réguliei\  (d) 

2038.  Soit  H  le  milieu  de  Tarète  BM.  A  cause  des  pentagones  régti' 
Hers  qui  servent  de  faces  au  polyèdre,  la  droite  KII  est  perpendiculaire 
à  BM  ;  et  il  en  est  de  môme  de  XH  :  ainsi  Tangle  plan  KHX  est  le  dièàt 


Fig.  12â7. 


*  L'âogUtit  iodiqoé  «a  «ttrii»  nlmtM  tk 
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an  fié;  et  KÎIZ,  mo  Li6  de  ce  môme  angle,  a  pour  sinus  KZ.;  KU, 
ur  à  trouver. 

ans  le  penla^^onc  régulier  ABMLK,  Tangle  L  est  de  108";  donc,  dans 
^îan^^le  isocèle  KLM,  chacun  des  angles  K  et  M  est  de  36°. 
oit  C.  le  milieu  de  KM;  la  droite    GH  =  */,Kn  .-^  ^^jKM  =  GM.  Ainsi 
rîangle  MGll  est  isocèle,  et  son  angle   li  =  M  =  108«  —  3i>'=: 72'» 
O  =  36*^. 


Il  suit  de  là  que  le  triangle  MGll  est  semblable  au  Iriangle  ceolral 
un  décagooe  régulier  »  donc  : 

MH  ou  Vi«=V«GM(V^-0  =  V4KM>^-!) 

De  là  on  lire  KM  =  -7^  7^»  Bo  roulUpUant  oumérateur  et  déno* 

yo  —1 

nnaieur  par  /B'+  1  >  on  obUent  : 

KM  =  V|ûW'^+0        KM*  =  V,a^(3  +  Vl^) 
On  voit  que  2a  diagonale  d^un  pentagone  régulier  égale  la  moitié  du 
ôté  multiplié  par  >/l)  + 1. 

Kn  appliquant  celte  formule  au  penlagonc  régulier  qui  aurait  puur 
ominets  les  points  K,  M,  X,  Q,  S,  on  posera  : 

KX  =  VtKM(VÏ  + 1)  =  V4a(v  B  +        'lA^  + 

KZ  =  ViKX  =  V4a(3  +  yl^)      l^Z* = V«<»'0  +  3^  6  ) 

Le  tnaugle  rectangle  KIIM  donne  : 

Kff»  =  KM*  -  MH«  =  a»(  ^  -  i)  =  '/4«*(5  +     ^  J 
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KZ 


et  8in<KHZ  = 


(5  +  2v5)(5-2V5") 


SmKHZ  =  VVio(5  +  /5) 
L'aDgle  KHZ=:58«  16' 90 
Donc  Tangle  dièdre  du  dodécaèdre  régulier  égale  li6<»  S3f  dO. 

Jcoêaèdre  régulier,  (e) 

2031).  Les  faces  étant  des  triangles  équilatéraux ,  les  médianes  l 
EL  sont  perpendiculaires  à  Tarôte  lÂ,  et  i'angle  ELB  est  raogleplj 
correspondant  au  dièdre  cherché. 


FIg.  i2SB. 

Dans  le  pentagone  régulier  A6CDË,  la  diagonale  BEs=:7«a(vH 
el  BP  =:VtBE  =  740(^^+1).  _ 
Dana  le  triangle  équilatéral  ABI,  la  hauteur  BLs  VW^  - 

On  a  donc  ainBLP^^:=>(^^==iÂ±i 

L'angle  BLPs=  60»  05' sa 
Donc  rangle  dièdre  de  ricoaaèdre  régulier  égale  138»  11'  eo. 

Eseroioe  844. 

SMO.  9tMèmt,  Pour  chacun  det  dnq  polyèdreê  réffuUen  csn»^^ 
eaq^rùner,  en  fonction  de  Varéte  a  : 
1^  Les  rayonê  des  ^ères  inscrite  et  eùreonscrite  ; 
2*>  La  surface  et  le  volume  de  chacun  de  ces  polyèdres, 

*  Cett  pour  éviter  quoique*  radicaux  qno  notu  pratonf  It  carré  da  liou;  unvt^ 
Uxm  taitai,  on  ladlqnem  une  ndne  A  astralra. 
**  Snm  disque  polyèdre ,  on  remarque  qoo  r«Of  te  ett  une  valeor  indépendante  H  i*^' 

oola  doit  être,  pn^n*!!  y  n  «^imUitade  entre  tooi  Im  iHnàdnê  HcoIlHi;  ettn^^ 
ottbet,  entre  Una  les  octaèdres  régalien^  etc. 
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Tétraèdre  régulier.  (•) 

Les  rayons  des  sphères  inscrite  et  circonscrite  au  téiraôdre  régulier 
li  ét^  calculés  précédemmeol  (n^*  2007  ei  âû08)  ;  on  a  trouvé  : 

1  .  r  =  0,204  08a  et  R  =  0,816  31o 

L*«ire  du  triangle  équilatéral  est  V^^V?- 

Donc  la  aur/hce  du  tétraèdre  régulier  est  ««/S*  ou  l,78206o*. 

Le  voïuync  ùgale  la  surface  totale  multipliée  par  le  Va  du  rayon  de  la 
^Uère  inscrile;  on  a  donc  : 

u  0,417850" 

Héxaèdre  réguiier»  (h) 

Bajfon  de  la  sphère  inscrite  •  Vi^  0,50000a 

1     »       »     eireonscrite  .  «  V«a/3^  ou  0,86602a 

Surface  totale   6a* 

Volume  • 

Octaèdre  régulier,  (•) 

(Voir,  à  TExercice  précédent,  la  figure  et  les  préliminaires  relatifs  à 
l'octaèdre  n»  2037.) 

Le  point  0  est  le  centre  du  polyèdre.  La  droite  OG  est  le  rayon  de  la 
sphère  inscrite,  et  OH  est  le  rayon  de  la  sphère  cireonserite  :  ces  deux 
lignes  appartiennent  «u  triangle  rectangle  EOL 

Dans  le  triangle  équilatéral  BCE,  on  a  : 

£i  =  VW^   ^  El«i=«/4a« 
Le  triangle  rectangle  EDI  donne  : 

0E*  =  El«-0l^  =  V'-'V4«*  =  V4a';  d'où   OE  z=\  ^a^f 

Rayon  de  la  ephère  eiranwsriie  Vsa^?  ou  0,707 10a 

Les  triangles  rectangles  EGO  et  EOI  sont  semblables,  à  cause  de 
Tangle  commun  en  E  ;  et  Ton  a  : 

OE  .    «  .  01.  OE 

ou  OQ^ll^:VAl!Â^^ij^ayi^    ou  0,40824a 

V,aV  3 

Tel  est  le  rayon  de  la  sphh-e  imcrile. 

La  surface  totale  é>gale  huit  fois  Taire  du  triangle  équilatéral  dont  le 
cèlé  est  a,  soit  8 .  »  ou  2aV  3  ,  ou  3,464  iOa*. 

Le  volume  égale  la  surface  totale  multipliée  par  le  Va  du  rayon  de  la 
Bphère ioscrite,  soit  V,.2aV3  .  VW*iTi  ou  V««VÏ,  ou  0,471  èOa^. 
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Dodécaèdre  réguliet  {d) 

(Voir,  à  l^Exercice  précédent^  la  figura  et  la  prélimioaim  rebttt 
dodécaèdre  n«  2038.) 

La  sphère  circonscrite  paeee  par  les  points  T,  K,  X  ;  doue  le  \iuà 
TKX  est  rectaogle,  et  il  donne  : 

TX»  =  TK«  +  KX«  =  a«  +  V,a'(7  +  S^T)  =  ,0^9  +  3,  ^  )  | 
De  là  TX  =  a  V  Vi(»  +  ^yl^  1 

«l  OT=:V,aVVi(9  +  3v^J    ou  3,802  5a 

Tel  est  le  rayon  de  la  sphère  circofiscritei 

Le  rayon  de  la  sphère  inscrite  est  la  perpendiculaire  OY  abaims^ 
centre  sur  Tune  des  Taces.  Celle  perpendiculaire  tombe  au  ceatrei 
pentagone  SQ  ;  on  la  '^^iculera  par  le  triangle  rectangle  OYS.  > 

L'hypoténuse  OS  =  OT»  r^jron  de  la  sphère  eireonscrite  ;  et  Ton  a  1 

0S«=  y.V,(9  +  3v'^)  =  Vga«(9  +  3v"5)  I 

Le  c6té  SY  de  V  angle  droit  est  le  rayon  du  peu  lagon  e.  Désignons  : 
rayon  par  r,  et  appelons  a'  le  côté  du  décagone  qui  aurait  le  mémnfi 
r.  On  a  (G.,  n*»  280}  ;  * 

Si  i  on  remplace  a'  par  sa  valeur  (G.,  n«  279, 111),  il  ?ient  : 

Ën  isolant  a*,  on  obtient  a*  =  VtH(ô  —  v ;  d'où,  ea  isolant  . 

ou  SY«=^_^*^^=V^H5  +  ./ô) 

On  obtient  celte  dernière  forme  en  multipliant  numérateur  et  dèociB^ 
nateur  par  5  4- /ô  • 

On  a  donc  OY* = OS^  --SY^ 

ou       0Y«=«».i±^-a..»4^  =  V.-'-^+,J'-^-? 

EdGo  o\  =  :^^Vi+^>!£  ou  l,ii36« 

Tel  est  le  rayon  de  la  sphère  inscrite. 

La  surface  du  dodécaèdre  égale  douze  fois  celle  du  pcnlagOLC  dOûl^^ 
côté  est  a.  Nous  avons  déjà  trouvé  SY^  =  V»a\5-f  V^). 
Le  triangle  rectangle  SYi  donne  : 

Y1«=.SV*-S1^  ou   Yi'=.a^^^~^-^^  =  a^^^ 

'i'où  Vl  =  V^r'M5  +  iv¥) 

L*aire  du  pentagone  est  donc  : 


V,.&i*  VtaV  Vi^5  +  2Vô)    ou  V4«*»Vi(«+Vô) 

Googll 
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\ii  l'aire  du  dodécaèdie  est  : 


ou  2Û,646a* 


Le  volume  égale  le  '/^  du  produit  de  la  surface  par  le  rayon  de  la 
phôre  inscrite,  soit  : 

.U  7,663  Oa'> 

Icosaèdre  régulier*  (e) 

i  Voir,  a  rKxercicc  précédent,  la  iiguic  et  les  prélimiDaires  relalit:>  a 

icosaùdrt-  n**  '2039.) 

! sommols  H,  K,  J  appartiennent  à  la  surface  de  la  sphère  circon- 
>cnle  ;  donc  le  triaogle  BEJ  est  rectangle  en  E,  et  l'on  a  : 

BJ*=:JE-  +  BE* 

)u  y  en  appelant  0  le  centre  du  polyèdre  : 

40J«  =  a'  +  «Aa'(v  "5  +  1/  =  '  ,a^(5  -f  ^ '5  )  . 

De  là    OJ*  =  'i^a\D  +  V  5 )   cl   ( )J  z:^  |-     -  ou  0,951  Oa 

Tel  est  le  rayon  de  la  sphère  drcmiierite. 

Le  rayon  de  la  f^}>hh'e  inscrite  est  la  perpendiculaire  OS  abaissée  du 
i-eiiln-  sur  une  face  quelconque  :  CDF,  par  exemple.  Le  point  0  étant 
é^juidibUnt  des  points  0,  F,  le  pied  de  la  perpendiculaire  US  est 
de  même  équidistant  de  ces  points;  eL  amsi  le  point  S  est  au  centre  du 
triangle  équilatéral  CDF,  et  par  suite  aux  7a  de  la  inédiane  ou  hauteur 
DG. 

Celte  ligne  DG  =  VW3^;  àoac  DS  =  Va- Vf«V  ^  =  VW^- 
Le  triangle  rectangle  OSD  donne  OS^ = OD*  —  DS^ 

■ 

d'Où  OSz=z^^^y+fJ    ou  0,'3557ea 

Tel  est  le  rayon  de  la  sphère  inserite. 

La  surface  du  polyèdre  égale  vingt  fuis  celte  du  triangle  équilatéral, 

soit  20.V4aV3',  ou  ba^W ,   ou  8,660 25a< 

Enfin,  le  vùlume  égalo  la  surface  multipliée  par  le  rayon  de  la 
«phère  inscrite,  soit  : 

v,.6«vâ.'/^\/-?-+|-^'^--  ou  -'[;-v^ 

2041.  VoM.  Aux  recherchea  précédentes  pourrait  s'ajouler  celle  du  rayon  p 
de  la  sphère  lanijente  à  toutes  les  arétrs  du  poly.'dre.  Dans  Ita  Archives  de 
Mathématiques  et  de  i*hysiques  (lome  LIX,  1876),  M.  Georges  Do^tor,  iu^îé- 
tiieur,  profetaeur  à  riusUlut  catholique  de  Paris,  a  dooué  une  étude  Uéa  uUé- 
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restante  sur  Icb  trois  sphères  que  Ton  peut  oonsidérer  dsne  chsqoe  pelfi 
régulier,  et  sar  les  relations  qoi  eiistonl  eotre  leurs  rayons  respocUfii  B^ré 
On  tionvo,  pour  les  eioq  polyèdres,  les  valeurs  suYantes  de  p  : 

Et  Ton  oblieot,  entre  les  trois  rayons  de  ct^aque  polyèdre,  les  relaUoci  a 
Tantes  ; 


6 


^6(5 -h  ^/î) 


Rr=.p« 


6 


ni^SUMË  DBS  LLhMENTS  DF.S  O  rOLTÈDRES  RT-GULIEHS  LONVFXES 


(a) 

w 


Face* 

4  triang. 
6  carrés 
8  triang. 

12  pentag. 

20  triang. 


Angle 

70O32' 
109^' 
138«11' 


0,612a 
0,866a 
0,707a 

0,951a 


Apoth.  r 

0,204a 
0,600a 
0,40ea 
1,114a 
0,766a 


Kayon  p 

0,a54a 
0,707a 
0,800a 

1,309a 
0,800a 


Surface  Vc-Iiib4 

l,732a2  1,1  tSa» 

6^0000^  i^i 

3,464at  (K^W^ 
t>0,646o« 
8,660a> 


iUaxima  et  Miuiiua. 


\ 


EMtdee  845. 

5M)42.  Problème.  Inscrire  dam  une  sphère  le  parallélèpipcài  «j 

voliunc  max  imum.  , 

(SoÏT Méthodes,  n^m'',) 

Cxemoe  848. 

2043.  Problème.  Dan^  un  hémisphère,  ut^anre  le  parallélépip':^ 
rectangle  muximum.  Le  solide  doit  avoir  une  de  ses  faces  sur  la  basî'M 
segment, 

(Voir  Méthodes,  n*>*  m,  391.) 

Le  double  du  solide  demandé  est  Inserit  dans  la  npbère  6olièic| 
Dans  ce  cas,  le  cube  est  le  solide  maximum;  donc,  pour  rhémispbéfti 
c'est  la  moitié  du  cube  :  la  hauteur  est  la  moitié  du  c6té  du  carré  é 
base. 

Exercice  847. 

2044.  Problème.  Par  un  point  domék, 
mener  un  plan  qui  coupe  une  sphère  5«tt*»* 
un  cercle,  de  manière  que  le  cône  qtd  a»* 
rait  ce  cercle  pour  base  et  le  somfnst  •» 
centre  0  de  la  sphère  soit  maximum. 

Soit  DBCK  le  grand  cercle  mené  pari* 
point  \  perpendiculairement  à  la  sectioi 
dont  BG  est  le  diamètre. 


Flff.  1900. 


*  Pour  toui  ces  problè 
d9loèlfrt,  par  F.  J. 


,  U  ait  atila  ée  conanltar  I«  Élémmiê  4te^«ff  tt  to^^ 
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En  représentant  FC  =  BF  par  x  et  OF  par  \j,  le  volume  du  cône  sera 
exprimé  par 

D'ailleurs,  a;*-|-i/'  =  a* 

doue  le  maximum  du  Tolume  aura  lieu  (n^  392)^  pour  les  valeurs  sui- 
vantes : 


=  -B-  a*  et   2/  = 


3 

V7C  2       a  ^  27»  • 


ExttPOioo  848* 

2041>.  Problème.  le  côm  de  miume  maximum  dont  la  générer 

tricc  a  une  lomjueur  donnée  1? 

OnaeDcore  +  et  V=^^^ 


Exercice  649. 

1MI46.  P^oUioM.  Couper  un  cône  par  un  plan  panUUle  A  la  hate,  de 
manière  que  le  cylindre  qui  aura  cette  secHon  pour 
base  et  qui  $era  limité  à  la  base  ilu  cône  ait  un  vo- 
lume maximum, 

(Voir  Méthodes,  n"  38''i. ; 

irnprès  rexercice  rappelé,  on  peut  poser  les  con- 
claâioos  suivantes  : 

io  Le  cylindre  maximum  est  donné  par  la  section 
DE  faite  au  premier  Va  1^  hauteur  ou  de  la  géné- 
ratrice «  à  partir  de  la  base. 

Eo  appelant  x  le  rayon  de  la  section  ^  y  la  hauteur 
du  cylindre,  on  a 

2  h 


ff4 


Le  cônes        =  -5=-  r»A; 


27 
4 

donc  le  cylindre  est  les  *^  du  cône. 

2'^  Le  cùne  mininiiirii  circonscrit  à  un  cylindre  rr^»/  est  celui  dont  la 
hauleur  h  =  Sy.    Son  volume  est  les  7^  de  celui  du  cylindre. 

9»  La  section  £D,  faite  au  premier  Y,  de  A  à  partir  de  la  base,  donne 
le  cône  inscrit  maximum  HED. 

2047.  Problème,  Dcitj'  pohdt  A  ct  0  sont  à  i</<t'  distanct^  cotstunte 
a;  de  Vun  d'eux  a, mt/ic  centre ,  ile<rire  une  cirronférence  telle  que  le 
câne  qui  attru  pvnr  suntmet  le  point  A  et  pouv  Oaae  le  cercle  dont  BC  est 
le  diamètre  soit  maximum  ; 
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^(>uele$tle  maximum  du  dmhU  càfie  dont  U  cercle  BC  serait  la 

h  .  .  At  les  voinU  0  et  X  seraient  les  sommets  r 

base  commune,  et  les  ptnnis  u  ^^^^^^^^        ^^^^^  conslank  , 

le  cône  ABC  est  ÎDScril  dans  une  apbèfe 


a 


Fig.  1202. 


qui  a  pour  rayon  ^  • 

Pour  mener  la  tangente  DDE  qui 
donne  le  maximum,  il  s^uflU  tle  prendre 
DO  =  a=AO;  car  alors  All^'^iAD 
(n*  2046;  voir  aussi»  ci-après,  '2032, 
Remarque.) 

Puis, du  centre  0  avec  OB  pour  ravoo. 
on  décrit  la  circonférence  demandée. 


S047  (•). 


mais 


.  Soit  a=^'2r. 
BH«=^;  donc  OB«=-ô  =-3- 


20  Le  double  cône  a  pour  volume  tcBU*  X  ^ . 
BH  est  la  seule  variable  i  son  maximum  a  lieu  lorsqu'elle  égale  j 
donc  le  volume  maximum  du  double  cône  égale 


Le  volume  (i)  est  les      du  volume  (i). 


t2' 


2048.  PfMèmé.  Dans  une  sphère  donnée,  inscrire  le  cyUHdi%  à 
volume  maximum. 
Soit  X  le  rayon  de  base,  y  la  moitié  de  la  bauteur,  a  le  rajron  de  la 

V  =  roii».2f^  ou  2iM5^ 
d'ailleurs  +  y'  = 


donc  (00  392) 
d'Où 


=        et  y  = 


3^/3' 


a 


Bmarque.  On  peut  proposer  ce  problème  sous  un  énonrô  Hen  dif- 
férent» et  en  faire»  en  quelque  sorte,  une  nouvelle  question  (a«  204^). 
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20411.  Problèm.  Une  droite  AB,  de  longueur  eonstanie,  tourne  autour 
d'un  axe  MN  inené par  le  point  à; 
elle  engendre  la  surface  latérale  d'un 
e&fie  de  révolution  ;  pour  quelle  po- 
sition c/c  AB  le  volume  du  eAne  eU" 
gendré  est- il  maximttmf 


io  V 


et     4"  y 


analogue 


donc  la  qucslion  est 
précé  leiito  *  n^^  *20'i8). 

Le  oiai^imum  a  lieu  lorsque 


à  la 


Dans  ce  cas. 


ci  y  = 


■7=r  =  -     -.^  Tta" 


'3 


2°  Le  nia.\iiiiiirn  peut  se  dëdiiire  de  la  (jneslion  précédente  (n°  2048). 

Le  cône  maxiimim  correîî(»ont]  au  cylindre  niaxitmim  inscrit  dans  un 
h(^mi«p[ière  dont  a  s(»rait  le  rayon ,  car  le  cône  e-t  le  du  cylindre  cor- 
redpoudaot.  Or  le  c^liodre  maximum  inscrit  dans  Thémisphère  a  pour 

2 

donc  le  c^oe.  égale  --j=r  za^ 

9v  3 


Tolume 


MO.  — 


Problème.  Un  triant/le  isocèle  MON,  dans  lequel  OxM^QN, 
a  acs  côtes  égatix  de  longueur  constante  :  étudier  les  variations  du  volume 
engendre  par  In  révolution  de  ce  tria  tir  fie  : 
['^  Tji  triangle  tourne  autour  de  la  hau- 
teur; 

2"  /.''  triangle  ionr)ie  autour  d*une 
droite  uV,  )nenée  par  le  sommet  0  paral- 
lèlement à  la  buse  MN. 

Pour  obtenir  un  cône  de  révolution 
en  faisant  tourner  MON  autour  de  OX,  il 
oe  faut  opérer  qu'une  rotation  de  iâ(^; 
ou  bien  U  faut  se  borner  à  considérer  le 
corps  enprendré  par  une  réfolution  com-  Fig.  im 

pléte  de  OMP  autour  de  OP. 
Le  c6ne  e^t  nul  lorsque  OM  est  sur  OX. 

II  augmente  jusqu^à  un  maximum  donné  par  la  question  précédente,  la 

hauteur  OP  doit  égaler 


a 


PttU  le  Tolame  déeroli  et  B*annule  quand  OM  vient  s^appUquer  sur  OX. 
^  Le  Tolttme  engendré  par  le  triangle  MON,  tournant  autour  de  OY^ 
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est  les  Vi  du  cyliodre  inscrit  qui  a  M.N  pour  tiéntralrice  ;  car  la  sorarfte 
én  Tolames  des  c(^aes  qui  correspoodeul  aux  Iriaugleâ  MOM',  iSON 

égale  rOP* .       ;  donc  le  maximum  du  volume  eogendrè  par  OMN  a 

lieu  lorsque  le  cylindre  inscrit  p«t  maximum. 

On  sait  que,  dans  ce  cas,    Ot'-  =  *>«   (n«  2048). 

Ainsi  le  volume  est  nul  lor>quo  OH  —  a  et  que  MP  est  nul,  puis  il 
augmenie  lorsque  ÛM  s'éloigne  de  OX.  li  alUiat  son  maximum  lorsque 


OP^  =  = 


4r 


2a 


Puis  le  volume  décroît  lorsque  OM  s*éloigno  de  plus  en  plus  de  Oî. 
11  s'aDDule  lorsque  OM  vient  s*appliquer  sur  Taxe  OY. 


lUercics  851. 

20dl.  Problème.  On  donne  une  sphère  et  un  plan  ta,i>n  ,,!  ;  nu  /".r  un 

plan  st'canf  pn)nlb  le  a"  jdini  (Ic'xhe,  tt  td 
que  le  cylindre  iitn'utt    poïa'  hase  k 

cercle  ohff'HU  et  pour  hauteur  ia  di^lit^t*-^ 
des  dcuji  pl<iHSf  soit  maximuitt. 

On  sait  que  le  problème  analogue,  rela- 
tif à  la  pyramide  (n"-*  384  cl  38^1^  est  ré- 
solu par  la  section  faite  au  ^3  de  la  hau- 
teur, à  partir  do  la  base;  donc,  par  exlen- 
&ion,  on  en  conclut  que  lo  cylindre  ma- 
ximum inscrit  dans  un  eu  no  donné  a  pour 
hauleur  le  Va  li auteur  du  cène. 
On  a  déjà  vu  co  roj-ultnt  f  n<>  2046,  3o). 
Ain?i  Ton  doit  nieiioi*  nn.*  tptugeiite  EDF, 
telle  que  D£  soit  double  de  bU  (noSlo). 

1MNS1  (a).  BcMTqae.  Le  problème  élinl 
Fig.  1265.  fondamental,  il  est  utile  de  justifier  direc- 

tement la  solution  donnée. 

FF 

Soit  FEF'  un  cône  ciiconscnl  tel  que  DF  =^       ;    il  faut  prou?er 

que  le  cylindre  qui  aurait  DH  pour  rayon  et  CH  pour  hauteur,  est  le 
plus  grand  de  tous  ceux  dont  la  base  inférieure  est  sur  le  plan  de  la  base 
du  cône  et  dont  la  base  supérieure  serait  une  section  de  la  sphère. 

Eu  effet,  pour  une  autre  section  quelconque  ayant,  par  exemple,  LK 
pour  rayon,  considérons  le  cône  qu'enirendrerail  la  droii.  >LT  parallèle 
à  la  tangente.  Menons  CMD,  afin  d'obtenir  le  point  M  situo  au  */»  de  TS; 
le  cylindre  de  rayon  LK  est  plus  petit  que  le  cylindre  de  rayon  MK 
(no  384  ,  386);  donc,  à  plus  forte  raison,  il  est  plus  petit  que  le  cyiiodrc 
de  rayon  DH;  donc  le  cylindre  de  rayon  DH  est  maximum. 
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SÛiSI  <b).  Volume 

GE=:4r;    FC  =  r^2  (d«»316,^) 
donc  =         DH  =  .^rvT 

V=:xI)H^CH=:::.  -^  r^-^  . 

V=§.r^  (1, 

SOKI  (o).  Vérification,  On  sait  qu^eo  repréBentani  la  base  da  cône  par 
B,  la  hauteur  par  h,  le  cylindre  maximum  a  pour  ezpreeaien 

V=^B/i  («0  385) 

Le  cylindre  est  donc  les  7^  du  côoe  circonscrit;  or  le  cône  a  pour 

Or  Y  égale  bieu  les  %  de  Y', 

Exer«îee  852. 

201>2.  Problème.  Inscrire  dans  une  sphère  le  cône  de  volume  maxi- 
mum. 

Le  cône  CDD'  sera  maximum,  en  mémo  temps  que  le  cylindre  qui  en 

est  le  triple.  Il  faut  donc  prendre   Cil  =z  A  r. 

o 


32 


D'après  (1),  (n°  âOol,  b.)     V  =  -^-j-ttr« 


4r 


ib) 


Remarque.    HC  =  -y;  donc   GE  =  4r;   aÎDsi  A£  =  2r. 


Evereîce  853.  «—  I. 


ÎS0i{3.  Problème.  A  tiiie  sphère 
donnée,  eirconêcrire  le  cône  de 
volume  minimum. 

D*aprè8  le  n»  3d7,  on  est  con- 
duit à  mener  uoe  tangente  ABC 
telle  que 

AB  =  ~"^r~ 

Le  cône  ACb  est  uuunaum 
(0^?.  1266). 

En  elTet,  pour  une  Lrcnératrice 
tangente  IJ  d'un  aulre  cône  cir- 
conscrit, menons  une  i»arallèle 
MRN. 

Soit  L  le  point  au  preniii^r 
tiers.Ilsuffitde  prendre  SC=$I1 


Fig.  lass. 


(n^5S052»  Remarque).  Le  cylindre  LPHQ  est  plus  grand  que  le  cylindre 
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dont  BO  c?l  la  hauteur  et  GH  le  rayon;  donc  ce  deinier,  à  plus  forte 
raisuii,  est  [tlus  petit  que  le  cylindre  K  qui  correspondrait  au  inâiinium 
du  cùne  IJ  ;  donc  le  cône  AGI),  qui  est  les  7^  cylindre  B  f  n'^  2051,  «. 
Véî^ification) t  est  moindre  que  le  c^ne  IJ,  qui  est  les  74  <iu  cyiiadre  K. 

Remarqua.  |o  CS  =  SH  =2r;  GH  =  4r;  AH-  —  2r«  (n-»  ^031,  h 
Voluiiie  iniLcimum). 

donc  V=        3        =  g  -^âT' 

LsTolume  du  cône  miniiaura  est  double  de  celui  de  la  sphère  inscrite, 
et  la  surface  totale  de  ce  cône  =  S^rr*. 

2o  Le  cône  de  volume  minimum  esi  aussi  le  cône  dont  la  surface  totale 
est  minima;  car»  pour  tout  corps  circonscrit  à  une  sphère,  le  voluow 
peut  s'obtenir  en  multipliant  la  surface  totale  par  le  Vs  rayou;  par 
conséquent,  le  cône  de  volume  minimum  a  une  surface  totale  miaisM 
par  rapport  à  celle  des  autres  cônes  circonscrits. 


Exercice  8S3.  —  U. 

20i$4.  Problème.  A  I//JC  sjthrre  (ion)}pr,  rirrôvsctnre  Une  ptjrofniâe 
tnangulairc  rcijxilivrc  dont  le  volume  aoit  minimum  ;  quel  est  le  volume 
de  cette  pyramide  ^tig.  12UU)? 

Comme  pour  le  cône  circonscrit,  il  faut  que  la  hauteur  sc4r 

(no  2051). 

Pour  obtenir  le  volume  de  la  pyramide,  déterminons  la  surface  de 
la  section  triangulaire  qui  correspond  aux  points  de  contact  des  faces 
latérales;  or  cette  section  est  quatre  fois  plus  grande  qu?  le  triangle 
èquilatéral  qui  a  pour  sommets  les  trois  points  de  contact.  Le  rajoo 

du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  égale  il  égale  doiic  -g-r^  2 

(n«20ol,  b.  V.  m.). 

Or  le  côlé  du  triangle  èquilatéral  inscrit  =  r'^y  (G.,     277);  donc 

ce  côté  =  |- ^  .  >/âr  =  îr^. . 
La  surface  du  triangle  èquilatéral  en  fouctton  du  c6ié  a  est  doaaé 


par         3  .  (G.,  d<»  816.) 
Donc  triangle  =  4r* .  -g-  .  -^^  =^  ^  r*^  3  . 


8 

La  section  étant  4  fois  plus  grande  =    r^^  3  . 

La  distance  du  sommet  è  la  section  est  les  V»  <la  la  hauteur;  doBcli 

4  , 

base  de  la  pyramide  est  à  la  section  dans  le  rapport  de  1  à      ;  ais» 
9  8 

celte  base  =    x  -g-  r^v  3  . 

bases:  6rV^ 
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La  hauteur  de  la  pyramides  4r;  le  volume  est  donc 

Ar 


m 


Remarque.  Quel  que  soit  ]e  nombre  de  côtés  de  la  pyramide  mioima 
à  circonscrire,  la  hauteur  doit  égaler  4r. 

EzeroSoe  854. 

SMMttS.  Problème.  Dans  un  secteur  ephérique,  ineerire  le  cylindre 
(Voir  Méthodes,  n*  398.) 

Remarque.  Pour  calculcr  le  volumo  du  cylindre,  il  faut  recourir  à  la 

lrigononi6tri<'. 

On  donne  l'angle  AOB^  a  ;  par 
suite,  on  connaît  OB  =  rcosa 
et  AB  =r=  )•  sin  a. 

Il  faut  diviser  Taui^le  a  en  deux 
'  parlies   AOD,  I)OK ,  telles  que 
.  tanî?.  U0E=:2  lang.  AOD. 
:      Soit  AOD  et  DUE  =  p==y,  on 
aura  pour  condition  : 

TangY  =  2iaDg^; 
puis  «  =  P  +  Y 

On  sait  exprimer  la  tangente  de  la  somme  des  deux  arcs  en  fonction 
dea  tangentes  de  ces  arcs.  {Trùjonotnélrie ,  F.  J.) 

Tanc/.—   tang^^  +  tanyy  3tangP 
i dng  «  —  ^  _       p  ^-^^Y  —  i^2Ung>(» 

Or  tang  a  eai  eoDDue,  puisque  TaDgle  «  est  donné  ;  représentons  cette 
tangente  par  a  et  la  tangente  inconnue  [:i  par  b,  on  obtient  une  équation 
du  second  degré  en  b  : 

aas  I  ^^5»  *        +    — a  =  o 


,  _  —  3±  vV^"-h8a*' 

On  détermine  ainsi  Tangle  p  par  sa  tangente;  par  suite,  f  est  aussi 
déterminé. 

Puis    1)11  ^  /  sinv  ;    00  =  HO  —  0P=:  r  ces  y  —  OP. 

La  distance  (  )V  de  la  corde  GO'  est  facile  à  déterminer,  car  on  connaît 
GP  ou  Dli  et  l'angle  a.  Ainsi .  DP  =  GP  cotaog  a. 


.  —  I. 

S(ld6.  Problème.  Dons  un  segment  sphérique  à  une  hase,  inscrire  le 
cyUndre  maximum, 

(Voir  Méthodes,  n»  393.) 
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Soit  PF  la  trace  de  la  base  du  segment  sphèrique. 
11  faut  mener  une  tangente  DËF»  telle  que  DE  =  2DP. 


Fig.  1268. 

Volume  «DH* .  PH  (  n«  317  ;  /i ,  t  ) , 

-        —      +  Cf' —  2av^a^  +  3^      —  2o  +  Ja* -4- 3r^ 

^='^  ''g  •  3^^  

V  =       ~[a^  -  9ar5  +  (a"^  +  'Jr^)yla^  +  3/  -  J 

Pour  le  segment  inférieur, 

v  ^     —2a-  +  dr^  +  2a^^a'  +  2a  -f  y  a-  dP" 

V'=       4-  a*»  +  9ar*  +  (a^  +  3r«}  ^a'+  'ôr^  ] 


Exeroîoe  SSS.  —  II* 

I 

20o7.  Problème,  il  un  segment  sphèrique  donné  circonscrire  U  cùtu 

minimum. 

{WoïrMëthodei,  n»d94.) 

Gomme  eaa  particulier,  on  peut  considérer  Phèmisphère. 

Alors  ?]i  —  OU     ryj'à  (n°3l6,c7> 

Ainsi  la  hauteur  du  cône  minimum  circonscrit  h  un  hémisphère  ' 
égale  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans  un  grand  cercle  de  la 
sphère. 

Exerotoe  85$. 

Sfi0(>8.  Problème.  Inscrire  dans  une  sphère  un  prisme  triangulaire 
régulier  maximum.  | 

{\'oir  Méthodes,  û^397.)  i 

I 

!tÛ68.  Problèaie.  Inscrire  dam  une  sphère  un  prisme  régulier  maxi-  i 
mum  dont  la  base  a  un  nombre  quelconque  de  côtés, 

{WoïT  Méthodes,  n<»  39U.) 

Exeroiœ  857.  —  I. 

Problème.  Inscrire  dans  une  sphère  un  cylindre  dont  la  surfaet 
latérale  soit  maxima, 
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Soit  X  te  rayon  da  cylindre  et  2t/  la  hauteur. 

La  surface  latérale  =  2ra?x  2//  — 
Puis  on  a  ac^  +  y*  =  r* 

r 


897 


Donc  (n«  345) 


iwrquct.     Le  problème  est  analogue  à  rinscription  du  rectangle 
maximum  dans  un  cercle  donné,  car  la  yariatîon  ^e 
la  surface  latérale  ne  dépend  que  de  xy. 

2p  On  résout  de  la  même  manière  toutes  les  ques- 
tions relatives  à  Finscription  d*un  prisme  régulier 
dont  la  surface  latérale  doit  être  maxima. 

Ainsi,  pour  le  prisme  triangulaire,  désignons  la 
hauteur  par  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  la 
tase  par  x. 

Exprimons  le  périmètre  de  la  base  en  fonction  de  x  : 


Fig.  im 


X 


AB=  ^  vl";  6.AB  =  3a?v^3 
donc  la  surface  latérale  =  3x^1 3  x  2y  =  Qyj'S  x  xy. 
Il  faut  encore  poser  «=yr= 


Dans  ce  cas,  la  surface  latérale  =^0^        "â"  ^^^^"J^  - 

3^  Lorsqu^on  demande  un  cylindre  à  surface  latérale  maxima  et  dont 
une  des  bases  repose  sur  un  plan  donné,  tandis  que  Tautre  est  déterminé 
par  une  section  sphérique  parallèle  au  plan  considéré,  le  problème  reyient 
à  inscrire  dans  un  segment  circulaire  donné  le  rectangle  de  surface 
maxima  (n»  364,  On  mène  une  tangente  qui  eoit  divisée  en  deux 
parties  égales  par  le  point  de  contact. 


Ezeroice  857.  —  II. 


Problème.  D<(nH  u}i  arcteur  sphérique,  inscrire  un  cylindre  dwU 
la  surface  latérale  soit  maxima. 

Comme  à  Texercice  précédent  (ti9  2060,  3*).  On  mène  une  tan- 
gente MDN  qui  soit  divisée  en  deux  parties  égales  par  le  point  de 
contact  D. 

2°  L«;  produit  des  rectangles  de  surface  maxima,  inscrits  dans  deux 
secteurs  dont  la  somiuk;  éi.'ale  le  cercle  ontiei-,  est  une  quantité  constante 
R'.  Or,  connue  on  pa^^s»?  de  chaque  rectangle  fnaximum  à  la  surface  laté- 
rale corres[)on(iariU'  t;n  niullipliaiit  la  sur  face  par  la  constante  2:c,  on 
voit  que  le  proiiuil  des  deux  surfaces  é^'ale  ou 

En  d'autres  termes  :  la  surface  de  riiémisplière  est  moyenne  géomé- 
trique entre  les  surfaces  latérales  des  deux  cylindres. 
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.  Pour  inscrire  dans  uo  segment  sphérique  un  cylindre  ik^J 
la  surface  latérale  soit  maxima,  on  mène  encore  MDN,  telle  que  ' 

MD  =  DN 


ExMMe  858. 

20<i2.  Problème.  Quel  eut  le  maximum  ilu  cyluidrc  cinjendré  par  lu 

rotfid  ni  il'iiH  rcctantjlc  autour 
d'un  (ie  SCS  côtés?  Le  périmèUx 
du  rectangle  est  constant. 

Soient  x  le  rayon  de  la  bs», 

y  la  hauteur,  et   x-i-y  =  a 

Le  volume  égaie  xo?^;  dm 
(D<»  376) 

2a  II 
ar=-j-    et  y=-^ 

Y  — .  ^  =  ^  ::a 
Il  suffit  de  prendre 


Fig.  1270. 


Dll^r-j    et  DNr=-ja 

RMMvque.  Le  problème  n^est  qu^un  cas  parlieuller  de  rinserîplioB 
d*UD  cylindre  dans  un  cène.  En  effet,  admettons  qu*oii  ait  un  cône  ayant 
a  pour  rayon  et  a  pour  hauteur.  La  demi-section  BHC  serait  un  IriaDgli 
rectangle  isocèle  pour  lequel  on  aurait  X'\-y=:a,  quelle  quefàiJi 
position  du  point  N. 

Or  le  cylindre  maximum  inscriptible  dans  ie  cône  doit  a?oir  pour  bit* 
teur  le  Vi  de  la  hauteur  du  cène  (n«*  384  et  386)  ;  donc 

BH  a 

2063.  P^léme.  Quel  est  le  cône  maximum  dont  ia  somme  de  la  hau- 
teur et  du  rayon  de  base  est  constante? 

Le  problème  est  idenlique  à  celui  du  cylindre  en.^cndré  par  un  r 
tangle  de  périmètre  constant  ;  mais  le  volume  est  trois  fois  moindre  que 
celui  du  cylindre  qui  aurait  la  même  constante  pour  soumie  de  la  liau- 
teur  et  du  rayon. 

ExMiea  659.  —  I. 

20G1.  Problème.  Quel  est  le  cylindre  de  volume  maximum  quiapsmr 

surface  totale  2wa*? 

Soient  x  le  rayon  de  la  base  et  y  la  hauteur. 
Là  surface  totale  ou     %Ka^  =  27ri«'  2nxy 

d'où  +  Xi/  =  a* 

V  s=  naî^y 
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I>onc»  d*aprô8  un  priocipe  connu  (n*> 
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a' 


07»  = 

•2a 

X  -7=^-  = 


2a 


=p-  OU 
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120tttf.  Problène.  On  (fontie  un  pton  un^  sp/^ére  et  un  grand  cercle 
fijce  ;  mener  une  section  parallèle  au  plan  P  et  telle  que  le  tronc  cylin^ 
drique  droit,  qui  aura  cette  section  pour  hase  et  que  le  grand  cercle 
limitera  y  ait  un  «otume  maximum, 

1«  Soit  X  le  rayon  de  la  fieetion  et  y  la  distance  du  centre  de  la  sphère 
au  centre  de  la  section* 
Le  volume  égale  irx'y. 
T>*ai]leur8  a5»  +  j/*=:t* 

dooc  il  faut  preodrô  (a<^*  376  et  392) 


r 


Arec  cette  valeur  pour  rayon,  il  faudra  décrire  une  sphère  con- 
centrique à  la  première  et  mener  un  plan  tangent  parallèle  au  plan 
donné  P. 

2^  En  pr  oIoriLj^eanl  le  tronc  cylindrique  obtenu,  on  obtient  Je  cylin  lro 
inscrit  dauâ  la  sphère;  donc  il  faut  qu'il  ait  pour  base  une  section  égale 

/V 

Exercice  860.  —  Ié 


'uniit.  Problème.  Quel  est  le  cylindre  de  volume  maximum  iH:>crU 
iinns  un  cône  dont  les  génératrices 
sont  inclinées  à  4;j<>  et  dont  la 

face  total''  est  donnée? 

Soient  x  le  rayon  du  cylindre,  y  la 
hauteur  do  tt-  luème  cylindre  et  r^a^ 
la  surface  lolale  du  cùne. 

La  génératrice  A<'.  est  Thypoté- 
nusc  d'un  triangle  isocèle  rectangle; 
donc  la  sjmiiie  x^y  est  constante; 
elle  égale  AlU-HC. 

Il  sufùt  d'exprimer  AH  en  fonction  de  la  surface  totale  donnée  ira*. 

Or      S  =  it .  lie»  +  «lie  X  AH  V¥ = 7t .  AH«(t  +       =  «a» 
d^où  AH  = 


donc  ar  +  y  =  ^r- 


a 

D*aiiieur8  le  volume  est  ma.ximum  lorsque 

x=V^U  et  î/  =  V»AH 


^tt*  376) 
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.  *"*        et  y=  » 


a 


r 


4«' 


On  peut  écrire  V=ï 


Exerdoe  860.  ~  II. 

2007.  Problème.  1)a))s  une  sphère,  on  inscrit  un  cÔttc  equiiatérvi 
mener  un  plan  parallèle  à  la  base,  de  telle  sorte  que  ht  (Uffércnce  i'  < 

sections  faites  dan»  la  sphâfi 
le  cône  soit  mitxima  ou  tntntm 

Soit  a  le  rayon  de  la  spbèie, 
A  le  sommet  du  cône,  BB'  V, 
diamètre  de  la  base. 
On  sait  que  BB'=:AB  ei 

OC  ^  Y ,   car  le  triangle  Atii 

eet  équilalëra). 
La  section  menée  par  le  poisi 

A  ou  par  la  base  BB'  ém* 
une  différence  nulle,  tandis  qs.» 
to u  te  s ecl i 0 n  i n  l  e r  inédiaire doose 
une  certaine  valeur  pour  la  cou- 
ronne 

7:(MP»  — NP«) 

donc  il  y  a  tin  nuMcimuin  entre  A  et  C. 

Au  point  de  vue  géométrique,  dans  le  problème  proposé  il  nV  a  pa^ 
lieu  d^étudier  les  sections  faites  de  A  vers  X  ou  de  C  vers  X'^  ^msquè  k 
cène  inscrit  ne  dépasse  pas  les  points  A  et  C. 

Pour  avoir  Taire  de  la  couronne  qui  correspond  à  MN,  il  suffit  d  eip 
mer  MP*  et  NP'  en  fonction  de  a  et  de  x,  ou  OP. 

10  MP«=a«— 


2«  Le  triangle  ANN'  est  équilatéral  ;  donc 


d'où 


amsi 


AN  — 
AP  = -^g-^    3  = 


d- 


3  ^  "  "   '  3  ~ 

:i(MP-iNP*)  =  |it(a«  +  aa?-.ar^)  OU   4^-^  +  -^-^) 


oy  Google 
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La  variaiioa  ne  peut  dépendre  que  des  termes  ^  ^  ~  ^>  c'esi-à-dire 
de  *(|._x) 

Mais  la  eomme  des  facteurs  x  et  ^y^xj  est  coostante;  elle 

égale  Y>  ^^^^  ^  produit  est  maximum  lorsque  les  facteurs  sont 

é^aux  (n^  3'i3)  ;  donc 

a?=-j-— ar;  dou  a= -j- 
2 

Le  maximum  de         y      +  <Lr-^  2a;*) 

est  donc  ^  r.^a^  -f-  -'^  j 

3 

Maximum  =  no* 

<2Ci^  (•).  Remarquai.  i*>  Pour  a?oir  le  maximum ,  on  peut  aussi  pro- 
céder comme  il  suit,  même  sans  résoudre  réquatioo  : 

-j-  +  -2  x^  =  0 


que  Ton  obtiendrait  en  égalant  à  0  le  trinôme  du  second  degré  (2). 
En  etlet,  on  peut  écrire 


Or  les  racines  do  cette  éiiualiou  sont  réelles,  puisque  la  couronne  est 
nulle  pour  les  bctUons  luenées  par  le  point  A  ou  par  le  point  C.  On  sait, 
d'ailleurs,  que  la  derni-çommc  des  racines  rf^'^Hes  d'un  trinôme  du  second 
degré  correspond  à  un  niMxitnum  ou  f>  un  minimum;  donc  le  maximum 
est  donne  par  la  sertio,t  <'quidi$tante  de  A  et  de  C. 

Mais,  en  valeur  absolue, 

0C=-|;  AC=-^ 

AC  AI»  1  »  1 

-2""    0"    AF  doit  égaler 

Ainsi  le  point  P  doit  être  au  du  rayon,  à  partir  du  sommet  A,  ou 
bien  au  V4  •  ^  partir  du  centre. 

2*>  Coméquence.  Qnclh'  <]i{c  soit  lu  position  du  somnif't  A  sur  l'ujce  XX' 
et  Vincllnaison  de  ht  yt'nrrntrice,  le  maximum  sera  donné  par  la  section 
éfjui'listante  des  points-  racines  A  et  C,  qui  correspondent  aux  intcrsec- 
iiunH  de  la  circonférence  et  de  la  génératrice. 

3*^  On  sait  que  la  somme  algébrique  des  racined  de  FiSpiation 
X'-^-p-^-^-g  égile  le  coelUcient  du  second  terme,  mais  chauLrê  de 
signe  (Alg.,  n^  226)  j  donc  la  demi -somme  des  racines  de  l'équation 

jS^J^^      —  0  donne  ^  pour  la  valeur  de  OP.  Ce  résullat  est 

conforme  à  celui  qu'on  a  trouvé  précédenunent,  mais  il  permet  de  gcué- 
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I 
I 


rali^c^  la  remarque  2«' ;  car  la  somme  des  racines,  même  imaginaire^, 
d^une éqaalion  à  coeffideots  réels  est  une  quanUlé  réelle;  donc... 

49  Ijonque  la  génératrice  du  c&ne  ne  rencontre  pa»  la  circonféraiee. 
la  couronne  minima  est  donnée  par  la  section  menée  par  un  point  IH 
que  OP  est  la  moitié  du  coefficient  changé  de  signe  de  Véquation  gu*w 
obtient  en  retranchant  la  section  sphérique  de  la  section  conique. 

2068.  Goniidérationt  géométriquet.  Les  Considérations  gèométriqoef 
sont  très  utiles  pour  arriver  à  TioterprétalioD  de  certains  résuUals  four- 
nis par  l'analy?e  alg<jbrique. 

AiUiri  la  couronne  a  pour  expression 

2 

-S"  iî(a^     iix  —  2x^) 


Lorsque  x  varie  de  —oc  à  +  ce ,  ce  trinôme  est  positif  pour  toute 


l-'ig.  1273. 


valeur  de  x  comprise  entre  les  racines;  il  g*aanttle  pour  les  Taleurs  des 
racines,  et  resie  négatif,  en  tendant  vers  Tinfini,  pour  toute  valeur  de  s 
non  eomprlse  entre  les  racines;  mais,  dans  tous  les  cas,  le  Irinômea une 
valeur  réelle.  Or  au  delà  du  sommet  A,  vers  AX,  par  exemple,  que 
deviennent  les  seetions  du  cône  et  de  la  sphère  ?  —  Voici  la  répoiue  : 

Le  cône  doit  élre  considéré  comme  formé  par  deux  nappes  illioûtée» 
dans  le  sens  de  AX  et  dans  celui  de  AX'. 

La  sphère  a  pour  analogue  un  hyperbololde  équilatère  à  deux  otppes. 
En  effet,  la  circonférence  a  pour  équation  : 

a?«  +  t/^  =  tt«  (G.,  u'^ti46,. 
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L^hyperhole  èquîlalère  de  mdmes  sommets  A  et  À'  a  pour  ëqualioa  : 

—  j/'  = 

Ainsi  i'ordoDûce  MF  du  cercle  esl  donuée  par  ; 

y'  =  a*  —  0?* 

tandis  que  Tordonnée  SV  de  Thyperbole  est  doonôe  par  : 

C*esl  une  simple  permulalion  de  signes. 

Pnr  suite,  la  sphère  complél'^r>  par  Phypcrboloïde  équilatère  et  le  cône 
à  deux  nappes  donnent  lieu  à  des  sections  circulaires  correspondantes! 
quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  la  variable  x. 

La  somme  ou  la  différence  de-i  Feclion*?  correspondantes  doooc  lieu  à 
une  queslion  ifJenlique  ou  annlogue  au  problème  proposé. 

Ain=i,  eïi  étudiant  directement  la  couronne  comprime  entre  l'Iiyperbo- 
loïdo  et  le  cône,  ou  reconnaît  que  la  surface  annulaire  change  de  signe, 
eo  passant  par  zéro,  au  poiut  I,  où  la  génératrice  du  cône  coupe  l'hyper- 
bole. 

L'étude  complète  conduirait  a  des  questions  déjà  publiées  {Appen^ 
dice  aux  Exercices  de  Utiométric,  819,  page  92),  il  suilit  dUndiquer  le 
résultat. 

îiOGii  {a}.  Rcsumé.  1-^  En  prenant  en  un  pumt  quelconque  P  de  AG 
une  ordonnée  y  telle  que 

on  obtiendrait  une  ellipse,  dont  la  rotation  autour  de  AC  engendrerait 
un  ellippoïde  aynnt  A  et  C  pour  sommets,  et  dont  le  volume  serait  équi- 
valent <m  volume  engendré  par  le  segment  circulaire  AMB  tournant 
au  leur  de  \\^ 

Le  maxiirmm  de  la  couroiuie  est  donné  par  le  plan  mené  à  égale  dis- 
tance de  A  et     parce  que  le  plan  passe  par  le  centre  de  l'ellipsoïde. 

Ce  maiimum  égale  ^  ica*,  donc  b*  de  TeUipsolde  est  donné  par  : 

L^eiHpsoïde  serait  continué  par  un  hyperboloïde  de  révolution  à  deux 
nappes  ayant  mêmes  sommets  A  et  C  et  mêmes  axes  que  rellipsoïde. 

7^  Il  en  est  de  même  pour  tout  cône  dont  la  génératrice  coupe  la  cir- 
conférence  en  deux  points. 

Les  projections  sur  Taxe  des  deux  points  dintersectton  sont  les  som- 
mets communs  à  TelUpsolde  et  à  Thyperbololde  à  deux  nappes» 

3*^  Lorsque  la  génératrice  du  cùne  est  tangente  à  la  crconférence ,  la 
projection  du  point  de  contact  représente  reilipsoïde;  l' hyperboloïde  à 
deux  nappes  devient  un  cône  à  deux  nappes  ayant  pour  sommet  la  pro- 
jection du  point  de  contact. 

4'*  Lorsque  la  gènèrati  ice  du  c«jnc  ne  rencontre  pas  la  circonféronce, 
on  obtient  un  liy[ierboloï(l*'  à  une  seule  nappe,  ayant  XX'  pour  axe  non 
transver&e  de  l'hyperbole  Lt  nér;itricc. 

Le  plan  mené  par  le  centre  de  l'hyper boioide  correspond  à  la  couronne 
minima. 
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Nous  rappetOD9  Ténoncé  d^un  théordme  beaucoup  plus  général 
celui  qui  donne  lieu  au  résumé  précédent. 

2068  {b\  Théorème  général.  On  a  des  courbes  du  second  degré  ayant 
un  de  leurs  cuces  sur  une  droite  OX  qui  sert  d'axe  de  rotation ,  les  m 
mets  des  courbes  sont  d'ailleurs  en  des  points  quelconques  de  UX;  o^f 
pareillement  des  droites  dans  une  situation  quelconque  par  rap^y^' 
à  OX;  toutes  les  lignes  tournent  autour  de  OX  et  engendrera  deswp- 
faces  connues  :  cylindre,  cône,  hyperboUnde,  paraboloide;  la  sommt 
algébrique  des  volumes  compris  par  ces  surfaces  exprime  le  volmt 
d*un  corps  de  révolution  dont  la  méridienne  est  une  courbe  du  stasà 
degré  ayant  OX  pour  axe,  {Appendice  aux  Easerdce»  de  Géométrit, 
n«  819.) 

Il  en  résulle  que  la  variation  (ic  la  somme  alg<^briqiie  des  seclion» 
faites  dans  ces  cor[)3  parun  plan  perpendirnlnire  à  Taxe,  dépend  du 
de  rtivolutio))  qui  <*st  la  sonmie  algébrique  de  tous  les  volumes  engai- 
dr6s  par  la  rotation  des  lignes  données. 

1<>  Si  le  corps  de  révolution  se  compose  d^un  ellipsoïde  et  de  Yhjf»- 
boloïde  à  deux  nappes  complémentaire»  il  y  aura  une  section  auxiw 
à  égale  distance  des  sommets  de  Fellipsolde. 

2^  Si  le  Lorjjs  de  révolution  est  un  byperboloïde  à  une  nappe,  il  >'  surs 
une  section  minima. 

30  La  section  minima  égalera  zéro  si  le  corps  de  révolution  est  oa 
cône  à  deux  nappes ,  ou  si  ce  corps  est  formé  par  deui  parabololdei  de 
même  sommet  et  dirigés  respectivement  vers  OX  et  vers  OX'. 

Exercice  860.  —  III. 

20(U?  (c).  Théorème,  (in  donne  une  sphère,  ini  point  fixe  A,  on  couy 
la  sphrrr  pitf  un  plan  (P) ,  et  Von  prend  le  cercle  d'intersection  flt»^"' 
ohtetiu  pour  dirrctria'  d'un  cône  <ti/a)it  A'  pour  sommet  ;  ce  cône  conyf 
de  nouveau  In  sphrre  suirctnf  un  cerrlc  <lo)it  le  plan  est  (O).  Démontw 
que  si  l'on  fuit  vorirr  Ir  j)lon  (P)  de  manière  qu'il  pusse  par  '*»  ;>ojfl^ 
fixe  H,  le  pion  (Hi  ]>assc  uussi  par  un  point  fixe  B'.  (PrO[>o>é  p^r 
M.  Mannhëiu,  résolu  par  M.  Sollbntersky,  à  Gatchina.  J*  M.  Ê., 
page  206.) 

On  considère  le  plan  déterminé  par  le  centre  de  la  sphère  et 
points  fixes  Â  et  B,  et  Ton  retombe  sur  une  question  connue  (n^lS^ 

et  mi). 

Ex«rdoe  880.  IV. 

2068  (d).  Lien.  Quel  est  le  lieu  géométrique  du  centre  des 
dreulaires  d*un  cône  oblique  à  base  circulaire? 

Soit  Al)(:  la  section  du  c^ne  par  le  pian  mené  par  le  sommet  C 
et  le  centre  M  du  cercle  de  base,  perpendiculairement  au  plan  decetu 
base. 
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AS  est  le  diamètre,  le  lieu  du  centre  des  seclione  parallèles  à  la  base 
si  la  médiane  CM. 

Pour  avoir  la  direction  des  sections 
Lrculaires  aotiparallèles ,  on  peut 
lener  la  tangente  CT  au  cercle  cir- 
onscrit  ABC,  ou  bieo  prendre 

GA'  =  CA  et  CB'  =  CB; 

l  Ton   obtient  A'B'  parallèle  à  CT. 

Voir  aussi  659.) 

Le  lieu  du  contre  de-^  ^^c!ions  per- 
>eiuliculaire8  au  plan  principal  A'CB' 
't  parallèle  à  CT  est  lu  médiane  CM' 
iu  Iriangle  A'B'C ,  c'est-à-dire  la  sv- 
nrUaife  du  triangle  ABC,  on  ligne 
^yluétIi«{ue  de  CM  par  rapport  à  la 
l;ibSFclrice  (IDK. 

On  peut  aussi  mener  In  tanî>'onto  AF, 
BF  et  mener  (iF;  cette  dernière  con- 
structioo  est  due  à  Cuâslks. 

2068  (e).  Lieu.  Étant  donné  deux  droites  SA,  SB  qui  se  coupent,  par 
?A,  Dtt  mène  un  plan  et  par  5rB  un  plan  perpendiculaire  au  précédent: 
trouver  le  lieu  deê  droites  d'intersection,  (J.  M.  Ë.  S.»         p.  447.) 

Si  Von  mène  un  plan  perpendiculaire  à  SA,  ce  plan  coupera  le  trièdre 
formé  par  ASB  et  les  deux  plans  mobiles  suivant  un  triangle  rectangle 
dont  le  sommet  de  Tangle  droit  sera  sur  Taréle  SG;  donc  le  point  G 
d'interseetion  de  cette  arête  mobile,  avec  le  plan  mené  perpendiculaire- 
ment à  SA,  sera  sur  un  cercle  ayant  pour  diamètre  Tinlersection  de  ce 
plan  et  du  plan  ASB.  Il  en  résulte  que  la  surface  engendrée  par  Tinter- 
section  des  plans  mobiles  est  un  cône  oblique  à  base  circulaire;  les  deux 
directions  de  sections  circulaires  sont  les  deux  plans  perpendiculaires 
aux  arêtes  SA  et  SB. 
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THÉORÈMES 

I 

Ellipse. 

Théorème.  LeB  diamètres  de  VellipsB  sont  des  droites  qw  patsen 
par  le  centre  de  la  courbe. 

On  appelle  diamètre  reetiliyne  une  droite  qui  divise  en  deux  partie 
égales  une  série  de  cordes  paralldles.  Deux  diamètres  sont  dits  conju 
gués  lorsque  chacun  d*ei]z  (Uvise  en  deux  parties  égales  les  cordes  parai* 
lèles  à  l*auU*6. 

Dans  le  cercle,  dont  la  projection  donne  relllpse,  considérons  uoeséf» 
de  cordes  parallèles  :  les  milieux  de  ces  cordes  sont  sur  un  même  dis* 
mèire  du  cercle,  et  ce  diamètre  se  projette  suiTant  une  droite  qui  paM 
par  le  centre  de  l^ellîpse. 

Toutes  les  cordes  parallèles  du  cercle  donnent,  par  leurs  projcctim 
des  cordes  parallèles  de  l*e11ipsc;  car  tous  les  plaos  projetants  toil 
parallèles. 

Le  milieu  de  chaque  corde  du  cercle  se  projette  au  milieu  de  la  evfrèi 
correspondante  de  Tellipse  ;  car  chaque  partie  de  cette  dernière  corè 
égale  la  moitié  de  la  corde  du  cercle  multipliée  par  le  cosinus  de  Vv^ 
formé  par  la  corde  et  par  sa  projection. 

Ainsi  la  projection  d'un  diamèlre  quelconque  du  cercle  donne  un  ^ 
mètre  de  Tellipse,  et  toute  droite  menée  par  le  centre  d^une  ellipse  estu» 
diamètre.  Donc  les  diamètres  de  Vell^pse**, 

£xercice  962, 

2070.  Théorème.  Dettœ  diamètres  rectangulaires  du  cercle  princifé 
ont  pour  projections  deux  diamètres  conjugués  de  V ellipse, 

Soient  deux  diamètres  rectangulaires  MM'  et  NN',  et  les  cordes  EE'^ 
FF'  parallèles  à  Tun  d*eux.  Les  lignes  nn\  ee\  ff  sont  parallèles  (o«'2U69  : 
les  projections  g  til  des  points  6  et  L»  où  les  cordes  sont  coupées  ptf 
MMV  sont  au  point  de  rencontre  des  cordes  de  rellipae  et  de  mm!  :  ctf 
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nts  d'ailleurs  sont  au  milieu  de  Ieurs5  cordes  respectives  (n°  2069). 
ac  mm'  divise  eu  deux  parties  égales  les  cordes  ee'  et  ff  parallèles  à 


H' 

Fig.  1275. 


n'  ;  donc  mm\  qui  passe  au  cenlre,  est  ua  diamètre.  De  môme  nn' 
fisc  en  deux  parlies  les  cordes  parallèles  à  mm'  ;  donc  mm'  et  nn', 
rojcctions  <!e  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle  principal ,  sont 
iux  diamètres  coiyuguéa  de  Tellipse. 

Exmice  863. 

•2()7I.  Thr-orémo.  Les  jniralUlcs  hi'  et  li'i.  menées  à  nu  diainèlre  mm' 
nr  les  evtremih's  de  son  conjudfir .  sont  tangentes  à  Vellip»e  ;  et  rêci- 
roii}(e)nent ,  lu  conle  des  cori!<i>  ii^  de  deux  tnnf/cntes  parallèles  à  un 
unnètre  donné  iiini'  e-<t  le  conjugué  de  ce  diamètre. 

1»  Les  parallèles  \\V  et  Il'I,  au  diamètre  MM',  sont  perpendiculaires  à 
N  ,  et  par  suite  sont  tangentes  au  cercle;  les  projections  /li'et  h'i  n'ont 

u'i)n  point  commun  avec  Tellipse,  et  elles  aoot  tangentes  à  cette  courbe, 

iQisqu*elle  est  convexe.  (G.,  n»  62i.) 

2*  Réciproquement,  la  ligne  des  contacts  NN'»  dans  le  cercle,  est  per- 
leodiculatre  aux  tangentes  ;  donc  sa  projection  nn*  est  le  diamètre  eon* 
ugué  de  mm\  projection  de  MM'. 
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Exercice  864. 

l'**  Tliéovéïae  d* Apollonius.  Les  parallélogrammes  civm<'r, 
à  l'ellipse,  et  dont  les  côtés  sont  parallèles  à  deux  diainèlrta  cvnjugv 
sont  équimlents  au  rectangle  construit  sur  les  axes. 

U  cosiDUB  d'inclinaiaoD  égale  -|  (n«»  1790  et  2069)  ;  donc  le  para!!? 
logramme  hWff  =  nmv.^. 

a 

Or  le  carré  circonscrit  au  cercle  égale  2a .  2a =4a*;  doue  le  fuà 
lélogramme  égale  4a* .    =  iab,  et  aiofii  il  est  équifalenl  au  recUork 

des  axes.  c.  Q.  F.l). 

Un  peut  encore  dire  :  le  rectan!j:le  construit  sur  les  axes  cl  le  ^>âfal.^ 
logramme  construit  sur  deux  diamètres  conjugués,  sont  les  projaclia: 
sur  un  môme  plan  de  deux  carrés  égaux  tilués  dans  ua  même  plan i  iic£^ 
ces  projections  sont  équivalentes  (n<»  1790,  scolie  I). 


2073.  En  (îcsigncutt  par  a'  et  h'  deux  de  mi- diamètres  conjuguâti- 
ir  V  V angle  qu'ils  forment ,  on  a  la  relation 


20- 
par 

UV.sinW^Hh 

L'aire  da  parallélogramme  s'obtient  en  multipliant  le  prodoit  des  dis* 
genales  par  le  sinus  de  Tangle  qu'elles  forment;  car  on  sait  que  l'aire  à 

triangle  qui  a  mômes  côtés  a',  y  et  même  angle  V,  égale 
(Trifir.,  ii<>74.) 

Donc  4a'6' .  sin  V  =  4a6;   d'où   a'6'  sm  V  =  ad      C.     f .  / 

Ex6MÎoe  ses. 

2074.  La  sointnv  ih  s  carrés  des  projections  lU:  deux  diamètres  conj^ 
gués  sur  un  axe  quelconque  égale  le  carré  de  cet  axe, 

OP*  +  OQ«==a«  et  Pm«  +  On«=b« 

En  effet,  les  triangles  rectangles  OMP  et  ONQ  sont  égaux;  t» 
l'angle  MOP=  ONQ  et  ON  =  CM  ==  a. 
Donc  MP^OQ;  et,  puisqu'on  a  OP*  +  MP'=:NO*r=a*,  on  p^t 

écrir.'  OP*  +  OQ2  =  «2  .I»' 

Les  projections  de  a'  et  de  b'  sur  le  petit  axe  égalent  Pm  et  Qn 

de  même  -^^±;   d'où  On«=gN^-J^ 

Pm»  +  Q»i«  =  (  PM»+  QN*)  = 
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Exeroioe  6€7/ 

*^0'7ii.  2*  Théorème  d'Apolloniu».  La  somme  des  carrés  de  deux  dia- 
àlycs  cotijugties  éyaie  la  somme  des  cannés  des  axes. 

+  b'*  =:  a*  +  b* 
Elu  ajoutant  les  relations  (t)  et  (S) ,  on  trouve 

0P«  +  OQ*  4-  Pi,é^  -h  0'^'  =  + 
Or  OP*  +  Pm^  =  a'^   et   0Q-  +  Qn*-.6'* 

>n  c  a'*  +  6  *  =  a*  +  6*  C.  (?.  i»'.  D. 

Remarque.  Les  deux  rddUons  d'Apollonius 

a'b' .  sio  Y  =  ab 

ermeltent  de  calculer  le.^  axes  2a,  26,  lorsqu'on  comiait  deux  diamètxes 
onjugués2a',  26',  el  l'angle  V  (n°  2188). 

Exercice  868, 

2O70.  Théorème.  Uellipsc  a  deux  diami-tres  conjm/ut's  rr/aux  ^  ils  cor- 
espondeni  aiix  dtayonales  du  reclanyle  comiruU  sur  les  cures. 


n   a 


J     mit"'  1.11 1  I 


V 

Fîg.  i276. 

En  nous  bornant  aux  demi-diamètres,  on  reconnaît  que  les  diagonales 
OE  et  OF  du  carré,  dont  les  c6lés  sont  parallèles  aux  axes,  sont  égale- 
nienl  inclinées  sur  A  A'  ;  el,  puisque  PM  =  PN ,  on  a 

Pm  =  Pm  ; 

d'où  Om  =  On 

Exercioe  MS. 

2077.  Théorème.  Po"r  uuf  tmi'/rtitf  (lueh'tnhjuc  à  l\  llij><i',  le  firtnhdt 
de  Vahftcissp  iht  point  de  conlaci  par  l'ahsriss,  du  ]'oi}it  où  cette  tangente 
coupe  le  grand  luce,  égale  le  carré  du  demi- grand  ojcc. 

(U  y  a  un  théorème  analogue  pour  le  petit  axe.) 
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Soit  la  langentc  jhT,  et  soit  MT  la  tangente  correspondaote  du  cœ 
principal  (G.,     626)  ;  le  triangle  rectangle  OTM  donne 

OT.OP  =  0M«=:a« 


\ 

\ 

\  \ 

1/  ( 

\  ^ 

il 

De  mémo 


Flg.  1277. 
OH.OV=:(>»* 


2078.  Théorème.  Les  axes  d'une  ellipse  interceptent  sur  une  tango '-^ 
quelconque  des  segments  dont  le  produit  égale  le  carré  du  demi-d»^ 
mètre  conjugué  au  diamètre  du  point  de  contact. 


Fig.  1278. 


Soient  les  tangentes  Lm/et  LMF  à  TeUipse  et  au  cercle  principal  M' 
est  perpendiculaire  à  la  tangente  au  cercle  et  à  sa  parallèle  GO^  IIO<^ 
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ïO  donnent  deux  demi-diam.  1res  conjucriiés  mO  etyO;  ffO  eai  parallèle 
^fp  puisque  GO  et  LF  sont  parallèles  (  2069). 

On  a  donc  .gg.=  Lm^_>^ 

Mais  le  triangle  rectangle  F("iL  donne 

ML.MF  =  OM^  ou  ML.MF  =  OG« 
En  réduisant  toutes  ces  lignes  dans  un  même  rapport,  on  a 

mL.)w/'=Oy''  C.  Q.  F.  D, 


871. 


TliéMréme.  Pout  déterminer  le»  axes  d'une  elUpee,  eannaiesani 
ieux  demi^ diamètres  conjuguée  OM  et  ON,  et  teur  angle  MON  ou  V, 
I  faut  mener  par  M  une  parallèle  à  NO ,  élener  la  perpendiculaire  MG 
îgale  A  NO,  faire  passer  par  GO  une  circonférence  qui  ail  son  centt-e  sur 
)Ë.  Les  points  D  et  E  font  connaUf*e  la  direction  des  a  rcs  (n^2078); 
i>ut5  on  décrit  une  demi-circonférence  sur  le  diamètre  OE.  La  perpenài* 
nOaire  MPA."  donne  OA"  =  a  (n«2077). 


0 


La  droile  DME,  parallèle  à  NO,  est  tangente  à  Tellipse  (no  2071);  la 
perpendiculaire  éle?ée  au  milieu  de  OC  détermine  le  centre  de  la  circon- 
férence  auxiliaire.  Si  l*on  joint  le  point  O  aux  extrémités  du  diamètre, 

on  a  DM .  ME  =  MC*  =  NO* 

Donc  (n*  fOW)  tes  droites  OD  et  OB  font  connaître  la  direction  dei 
axes. 
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î^iir  le  diamètre  UE  décrivons  une  circonfôreDce ,  abaissons  la pcn^ 
diculdire  Ml^Â"  j  nous  aurons 

OA"^  =  OP .  OE 

Donc  (ûo  â077}  OA"  est  la  valeur  du  demi -grand  aie. 
On  détermioeraii  d'une  manière  analogue  le  petit  axe. 


2080.  Ranwqott.  Gomme  construclion,  ce  procédé  est  médiocre;  c 
0  et  G  étant  aouvent  très  rapprochée ,  la  circonférence  e^t  maldéSe 
mioée. 

Le  procédé  suivant,  dû  à  Chaslbs,  est  bien  préférable;  maisladéasl 
stration  directe  de  la  seconde  partie  est  longue  et  assez  difficile.  { 

Du  point  M,  abaissons  une  perpendiculaire  sur  NO  ou  a*,  im^l 
MG  =r  MG  r=  a\   et  menons  00  et  OG.  ! 

OGi  —  a-\-b,  OG  =  a  — d,  et  lo  grand  axe  est  la  bi^tactriceaj 
l'angle  COG.  ! 

Le  triangle  OMG  donne  (G.,  n«  252)  • 

OG«  =  a'«  +  6'«  +  2a'.ML  ' 

Mais   ML  =  V  .  sin  MOL  =  6^  sin  V.    (  Triy.y  n^  62.) 

Donc  OG*  =  a'^  -f  b'^  +  2a! b' .  sin  V  =    +  b^  (  n«  207Ô). 

De  même,  dans  le  triangle  OMG,  OG*t=MC<4-6'>-*2MC.ML 
mats  MG  =  o'.  Donc  OC*  =  a'«  +  6'*-2o'6'.sin  V;  donc  OC«  =  {fl-^; 

En  utilisant  notre  première  construction ,  la  deuxième  partie  se  ^ 
montre  plus  facilement.  11  suffit  de  remarquer  que  la  circonféreoiv  : 
a  la  tangente  pour  diamètre  passe  au  point  G ,  puisque  MG=:MC.  \^ 
OE  est  bissectrice,  car  les  angles  COE  et  GOE  ont  pour  mesure  les  m 
égaux  GE  et  CK. 

Enfin  la  droite  MF,  parallèle  à  la  bissectrice,  donne 
FG  =  fl;  car  RG  =  o'  +  MR,  RG  =  a'  — MR,  î)0  —  a-^h,  OC=fl-' 

ht  puisqu  on  a,  a  cause  de  la  oisseclnce,  â'^  MH  ^"a--6' 

dans  une  proportion,  la  somme  des  deux  premiers  termes  est  à  ^c- 
différence  dans  le  rapport  de  la  somme  des  deux  derniers  i  leur  ctiir 

"la'       2a  a!       a       ,  .  a'  Cf 

ronce,  on  a   ^SÛi^  oi,    ou  î>  ailleurs,  ^==Tïï  i 

donc  UF  =  a  cl  FU  =  6. 

2ÛiO  [il,.  Note.  1"  Le  calcul  dcà  axcb,  indiqué  ci-après  (n»  2188),  eâlpa:;^ 
nécessaire.  Par  exemple,  loraque  le  mur  de  lèle  d'uu  pont  biais  est  eu  ^ 
Vm  de  léte  est  une  demi- ellipse  rapportée  &  deux  diamètres  conjuguée: 
Taut  calcult'f  les  axes  pour  trouver,  au  moyen  des  tables  connues,  le  déftl^pf^ 
ment  de  Varc  de  tête*  La  déterminalion  géométtnque  des  axes  est  une  qu^'  ^ 
très  intéroHsaDie,  mais  en  réalilé  nioin^  ulilo  dans  les  appIicalioDs:  car, 
ne  se  d«'*lcrminanl  quo  pnr  p^inis,  il  nV.-i  guère  plu-^  diflicile  <ie  déleriniD-' 
point'?  lor:«(]u'on  connaii  eu  grandeur  el  eo  position  deux  diamètres  coojUè'*^^' 
que  iui>i*ju\»ii  connaît  les  axes.  *  ; 

2o  La  détermination  des  axes,  conuaifesanl  deux  diauitstrea  coiiju^o^H* '•'^l 
angle,  a  exercé  la  sagacité  d*un  grand  nombre  de  ctaerchears  :  dass ooi  ^-  ; 
cice9  de  Géométrie  descriptive  (3*  édition,  n»  563)»  nous  avons  reproduit  1*  ^'^^1 
solution  donnée  par  M.  A.  JuLueir,  professeur  i  Ssînle-Bsrbe.  {S.  A..  >'  ^ 
pages  32'i  et  35U.)  Nou^  pouvons  signaler  aussi  uoe  autre  coostructios  ^ 
remarquable.  (N.  A.,  lââtf,  page  ;329.) 
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Exerdoe  872. 

208I.  Théorème.  Xa  droite  qui 
joint  le  point  de  concours  de  deux 
tang entée  au  miUeu  de  la  corde  de» 
contacté  passe  au  centre  de  l'ellipse. 

Soient  PM  el  PN  deux  tangentes 
à  Tellipse,  et  soient  P'M'  et  P'iN'  tes 
tangentes  correspondantes  au  cercle 
principal.  FO  passe  au  milieu  de  la 
corde  M'N';  donc  sa  projection  PO 
passe  au  milieu  de  MN,  et  la  droite 
PD  pa^se  au  centre. 

Scolie.  La  droite  qui  joint  le  pohit  de  concours  de  deux  tangentes  au 
point  milieu  de  la  corde  des  cotUacU  et  cette  corde  elle-même  donnent 
lieu  a  un  système  de  diamètres  conjugués. 


Flg.  1280. 


873. 


20a2.  Théor<  nu  Ou  peut  construirc  une  eUipse  par  points  lorsqu'on 
connaît  deua;  diamètres  conjugués  et  leur  angle. 


Flg.  1281. 


Lorsqu'on  connaît  deux  diamètres  conjugués  et  leur  angle,  le  paral- 
lélogramme circonscrit  fsit  connaître  quatre  tangentes  et  leurs  points 


39 


Digitized  by  Google 


914  BXBRCICK8  OB  oftOMÊTRIB 

de  contact;  on  obtient  quatre  autres  points  en  joignant  A'  au  [>■  E, 
milieu  de  CB,  el  C  au  point  A,  etc.  En  (irenant  DG  —  AD,  il  fâul  t^u;^ 

DP  AV 

w=A(r 

Une  droite  divisée  en  parties  égales  a  pour  projection  une  droite  div> 
séo  en  un  iiiême  nombre  de  parties  égales;  et  p6r.<^  raie  ment,  puisque  !« 
projections  de  deux  parallèles  sont  proporlionnolles  à  ces  lignes,  si  m 
droite  est  divi:  (^r»  dans  un  r.'j[)port  donné,  il  en  sera  de  m^rac  de  sa  pro- 
jection. Il  suilil  donr  fi\MaMir  pour  la  circonférence  ies»  propriétés  énOL- 
cées  ci -dessus,  pour  qu'on  puisse  les  ai'pliquer  à  IVllipse  ;  deux  dia- 
mètres conjugués  de  cette  dernière  courbe  remplaceol  deux  diamàUts 
rectangulaires  du  cercle,  et  réciproquement. 

l*'  Prenons  cc=Vi'^^-  triangles  rectangles  a'ec  et  ac'c  scot 

semblables,  car  cc  =  Vt<^'  ac' zr^^j^aa'.  Donc  Tangle  cae  —  aac, 
donc  l'aogle  a'ac-^-aa^m^i  droit,  et  Tanglc  m  est  droit.  Par  uite, 
les  droites  a*e  et  ac  se  coupent  sur  la  circonférence;  leurs  projecliou 
X'K  et  ACse  coupent  sur  TeUipse.  D'ailleurs,  le  point  Ë  est  le  milkc 
de  CB... 

Pour  la  seconde  partie,  bornons  •nous  à  considérer  le  cercle.  Preoos» 

dg^ad  ou  ag^'îadvtua'.  Si  Ton  a  =  ,  les  triangles  rec- 
tangles adp  et  aa'v  sont  encore  semblables;  Tangle  m  o&t  droit.  Donc  ce 
point  appartient  à  la  circonférence... 

Remarque.  Voir  à  ce  sujet  :  E^^rcict  de  Géométrie  descriptive,  9*  édi- 
tion y  n^  92. 

Exerdoe  874. 

2003.  Théorème.  La  jjt'ûjeclion  d  utie  ellipse  sur  un  pian  qutilconqttx 
est  une  ellipse. 

Toute  piopriété  descriptive  qui  se  conserve  en  proj<^r(ion  rof^duil  à  ce 
ré-ullat.  Ainsi,  dans  la  ligure  précédente  (fig.  l*28iu  les  points  ttis  qu^'  M 
api-arlieiinenl  à  la  courbe;  mais  en  projetant  celle  ellipse  et  les  hgiicà 
construction,  lellfs  que  AC  et  A'E,  el  le  pardlklou'i amme  circonscrit,  on 
obtient  une  lif^ure  analogue.  Les  projections  des  divers  points  de  U 
courbe  donnent  donc  une  ellipse... 


Ezerosoe  875. 


8084.  TliéiMèaie.  Le  produit  des 
distances  des  foyers  à  une  tan- 
gente quelconque  est  constant. 

Les  points  M  el  M',  projections 
des  foyers,  sont  sur  le  cercle  prir- 
cipal  (G.,  n®  6i6)  ;  prolongeo.-s 
M'F'.  Puisque  OF  =  OF',  et  que 
les  lignes  FM  et  FM'  sont  parai* 
lèles,  on  a 

MF  =  NF 
Or  NF'.F'M'sxA'F'.FA 
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Donc      FM .  F'M'  =  A'F' .  F'A=  {a  ^c)(a  +  e)z=a^^  c» 

ou  FM  .  F'M'  h- 


m 


i.  La  somme  des  distances  de  chaque  foyer  d'une  eUipse  à 
une  tangente  quelconque  peut  varier  de  2a  à  tb.  Elle  égale  26  lorsque  la 
iangeote  est  parallèle  au  grand  axe;  elle  égale  Sa  lorsque  la  tangente 
est  parallèle  au  petit  axe. 


Exerdce  876. 

9096.  Théotéme.  Dans  l'elUpsCf  le  cercle  décrit  sur  un  rayon  vecteur 
quelconque  pn^  pour  diamètre  est  tangent  au  cercle  principal,  (N.  A., 
184i>,  page  394.) 

Ce  théorème  a  déjà  été  démontré  {n^  1469). 

Soît  MF  un  rayon  Yecteur 
quelconque  ;  menons  la  tan* 
gente  PMP'.  Projetons  les  foyers 
et  prolongeons  les  projetantes 
et  les  rayons  vecteurs  jusqu'au 
cercle  directeur  relatif  au  foyer 
F. 

On  sait  que  le  point  £  est  le 
symétrique  de  F,  et  que  la  pro- 
jection P  est  sur  le  cercle  prin- 
cipal. (G.,  no«  624  et  626.)  D'ail- 
leurs DP  est  parallèle  à  F'E  et 
en  égale  la  moitié  ;  donc  G  est 
le  point  milieu  de  FM;  d'ail- 
leurs CP  =  CF»  car  le  triangle 
MPF  est  rectangle  ;  donc  le 
cercle  décrit  sur  le  diamètre  MF 
est  tangent  au  cercle  principal , 
au  point  P. 


Iflg.  1283. 


».  Dat»  l'hyperbole,  le  cercle  décrit  sur  un  rayon  vec- 
teur quelconque  pris  pour  diamètre  est  tangent  au  cercle  principal. 


Tliéovème.  Dam  la  parabole,  le  cercle  décrit  sur  un  rayon  wc- 
leur  quelconque  est  tangent  à  la  tangente  au  sommet, 

SUfitt.  Tbéorème.  Dans  Vellipse,  la  somme  des  circonférences  dit  nies 
sur  les  rayons  vecteurs  d'un  même  point  M  égale  la  circonférence  du 
cercle  principal* 

Exeroioe  977. 


«2<):iiJ.  Théorème.  Soient  MT,  MT'  deux  tangentes  menées  à  une 
ellipse  par  un  jioint  M.  -Si  Von  prend  sur  ces  tangentes  des  longueurs 
MO,  MO'  respectivement  égales  aux  dislances  MF,  MF',  la  droite  OQ' 
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sera  égale  au  grand  axe  2a  de  Vellipêe»  ^W.  Robbrts*.  N.  A.,  1848, 
page  b8.) 

Soient  MO=:MP,  MO'  =  MF;  û 
faut  prouver  que  00'  =  2a. 

Joignons  le  foyer  F  au  point  de  coa- 
taet  V,  Prolongeons  ce  rayon  veclear 
jusqu^aa  cercle  directeur,  c^est-i-dift 
prenons  FE'=:2a. 

Les  triangles  MT'E',  MTF'  sont  égaax 
comme  ayant  un  angle  égal  compris 
entre  deux  côtés  égaux  ;  car  TE'=TF 
(G.,  0*6-^)  l'angle  EW  =  MrF;  donc 
Pangle  EW=0'MF'  et  ME'  =  Mr- 
De  même  Fangle  EMO    OMF  et  ME  =  MF. 
Les  deux  triangles  ElifF  et  F'ME  sont  égaux  comme  ayant  les  trois 
côtés  égaux  ;  d*où  Ton  conclut  le  théorème  de  Pancelet  (G.,  633.) 

La  droite  MF  est  bissectrice  de  Tangle  TF'T',  et  tes  qualre  angles  sont 
égaux  entre  eux  ;  donc  Tangle  O'MO  =:  E'MF. 

Les  triangles  E'MF,  O'MO  sont  égaux  comme  ayant  un  angle  égal 
compris  entre  deux  côtés  égaux  ;  donc  O'O  =  E'F = 2a. 

Exercice  878. 

2090.  Théorème.  Par  Hn  fo\jer  (V une  eHipi>c  on  mène  une  cùr(U 
par  le  j>o\nl  de  rencontre  C  des  d^ux  noi'male,s  en  A  et  H  on  )iiènc 
parallèle  au  grand  a.ie;  celte  parallèle  passe  jmr  le  poi,it  milieu  d£ 
AB. 

Soient  BC,  AC  les  normales;  il  faut 
prouver  que   DA  ™  DB. 

Les  triangles  semblables  ADC,  Al  ù. 
puis  BDC,  BFE  douaent  les  rapports 
suivants  : 

.\p  _  AJ;;^     «  .  ^«  AF 

UC  —  FG  ' 

BD  _  BF 

TJO— TE"' 


d*où  AD=:DG. 


d'où  BD=^DG.-yg- 


et  -pj^'  sont  égaux. 


A  F 

Il  suffit  de  prouver  que  les  rapports  -yî;- 

Or  les  normales  sont  bissectrices  des  angles  A  et  B  du  triangle  ABP, 
et  les  bissectrices  divisent  la  base  en  segments  proportionnels  aux  càiés 
hi  et  n  du  triangle  ;  donc 

AF  _  AF4-  AF_  2a  _  a 
T5"~     FF'     —  2c""T 


de  même 


BF  „ M  +  ^il^il 
TE"""     FF'     —  c 


donc. 


*  >s  iLiJAM  Rousaxii,  célèim  géomètre  irUndaJi.  aatdur  de  nombreux  artioiee  ém  ><w- 
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Exercice  879. 

fiMI.  nèovèM.  Dans  VelUpse,  la  normale  en  un  point  fà  de  la 
courbe  est  divisée  par  les  axes  en  deux 
segments  MN,  ML,  dont  le  produit  égale 
te  carré  du  demi- diamètre  conjugué  à 
celui  qui  passe  par  le  point  donné  M. 
(N.  A.,  1847,  page  231.) 

Soit  la  normale  MNL;  menons  la  tan- 
gente DME  ;  la  parallèle  OK  à  la  tangente 
est  le  demi -diamètre  conjugué  à  OM.  Il 
faut  prouver  qu'on  a 

MN.ML  =  OK* 

Les  triaogles  rectaDgIes  semblables  DML«  MNE  donnent 

3n7==W»  ^'^^  MN.ML=rMD.ME=rOK*  (n«2078) 

MM,  néorème.  Le  produit  des  segments  déterminés  sur  la  normcde 
par  un  axe  et  par  le  diamètre  conjugué  égale  le  carré  de  Vautre  demi- 
axe. 

Il  faut  prouver  qu'on  a 

MP.ML=a'  et  MP.MN  =  d' 
Or  on  vient  de  prouver  que 

MiN.i\lL  =  OK« 

On  peut  donc  écrire 

MN .  ML  X  MP»  =  0K«  X  MP* 

Mais  OK  X  MP  représente  le  flurrace  du  parallélogramme 

circonscrit  à  Tellipse  ;  ce  produit  égale  ofr  (n<>  2072).  D^ailleurs,  on  pour* 
rait  remplacer  la  perpendiculatre  MP  par  6'  sin  a;  ainsi 

OK.Mr^c'      \n  7Lz=zah 
donc  MN .  MP  X  ML .  MP  =  a'^^  (1) 

D'ailleurs 

a'«  +  MP«  ou  MN.ML-f  Mr''=:ii(MP  — NP)ML-f(MN  +  NP)MP  = 

=  MP.ML-NP.ML4-MP.MN  +  MP.NP 
d'où   a'«  +  MP»:==MP.ML  +  MP.MN  — NP.MP  — NP.PL  +  NP.MP 

En  simpliflant,  remplaçant  NP.PL  par  ON*,  on  trouve 
MP.ML  +  MP.MN  =  a*-f  MP=^-f  UN^  =  a'*  +  6'*  ou  =a^  +  b*  (2) 
De  la  comparaison  de  (1)  et  (i)  il  résulte  que 

MP.UL  =  a*  et  MP.MN  =  6«  C.Q.F.D. 


Exercice  880. 


^003.  Théorème.  Le  carré  de  la  distance  du  centre  d'une  ellipse  à  une 
tangente  queleimque,  diminué  du  carré  de  la  distance  du  centre  à  la 
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droite  menée  par  un  foyer  parallèh'mctit  à  cette  tatigente,  égale  k 

carré  du  demi- petit  axe, 

il  &ttl  proQTer  que 

QM^  —  ON-  =  6* 

Décrivons  le  cercle  principal;  pro* 
jetons  les  foyers  sur  la  taogâite. 
Les  points  P  et     appariienneot  aa 
cercle  principal. 
On  sait  d*ail leurs  que 

F'F  =  FO 

et  que  FP  .  FQ  ou  AF  .  FA'  =  b^; 
donc     FP .  F'P'  =  6«    (  d<»  2084 ) 

Ceci  étant  rappelé,  il  suffit  de  remplacer  F'P'  et  FP  par  leurs  valeurs 
ou  foiictioD  de  U.M  el  (ie  ON. 

Or  FT'  =  OM  +  ON   et  FP  =  OM  — ON 

donc  .  FP = (OM  +  ON)  (OM  -  ON)  =  0M«  —  ON* 

ou  OM^  -  PN«  ==:  6«  C.  0,  F,  D. 

20î>4.  Théorème.  Le  lieu  des  sommctë  tJcs  rectanfjh's  circonscriU  à 
une  ellipse  donnée  est  un  cercle  concentrique  à  cette  ellipse. 

Soit  M'S  une  tangente  perpendiculaire  à  MS. 
D*aprè3  le  théorème  prôcédeot,  on  a 

d'où  OM*  +  OM'*  =  26»  +  (ON*  +  ON'*) 

Mais        0M«  +  OM'«  =  OS«;   ON»  +  ON'*  =  0F«  =  c« 

donc  Ob''  =  26''*  +  c«  ou  =o^  +  6'^  quantité  couâtaote. 

Ainsi  le  lieu  du  sommet  S  est  une  circooféreoce  décrite  du  centre  0 
avec  ^a-  -pB^   pour  rayon. 


Exerdoe  8S1. 

{K)Oi>.  Théovésne.  Pour  un  point  quchonque  M  (Vuue  ellipse,  en  dési- 
gnant pur  X  la  distance  OP  du  centre  de  la 
courbe  au  pied  P  de  la  perpendiculaire  MP 
abuissce  sur  le  rjrand  axe,  le»  rayatis  tw- 
e  ura  MF'  et  MF  ont  pour  expression 


,  ex 


et   a  — 


ex 
a 


Soient  et  i/  les  rayons  vecteurs  ;  on  sait  que 
0F  =  0F  =c 
—  PF*—PF* 
v't  _    -=  (PF»  +  pF)  (PF'  —  PF) = 8e  X  2r 
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d'où 
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a 


Oi\  sait  que  la  deraî-somme  de  deux  quantités,  nu.^tnenlée  de  la  demi- 
diiîêrcDce,  égale  la  plus  grande  de  ces  quantités;  donc 


tZ-h»  I  v'  — «  ,        ,  ex 

v'  +  t? 

"2  


2 


ou    v  =  a  — 


(i) 


£xercicc  682. 

fiQ96.  Théorème.  XtJii  ta)iycntt:s  incnccs  par  les  extrémités  d'une  corde 
focale  (Vune  ellipse  se  coupent  sur  la  directrice  correspondante. 

Considérons  le  cercle  principal. 

A  la  corde  focale  MiùN  correspond,  dans  le  cercle  principal,  la  corde 
M'FN'. 


Or  îe  lien  des  points  L'  de  con- 
cours des  taii  ji  :it(  s  est  une  droile 
L'D  perpendiculaire  h  OP.  (G., 
no  HOL^  Cette  droile  est  la 
polaire  du  point  F. 

Il  en  est  donc  de  môme  pour 
Tellipse. 

On  a  -^==4   (G.,  no  640.) 

La  droite  DL  est  la  directrice 
relaiite  au  foyer  F. 
£n  effet,  menons  la  perpendi** 


Fig.  1280. 


cttlaire  FC  et  la  tangente  CD  ;  le  triangle  rectangle  OCD  donne 


(G.,  no84Ô.) 


SÛ96  (•).  Théorème.  La  somme  de$  «fUMrMf  des  iegmenU  d'une  «erde 
focale  e$t  une  quantité  coiularUe» 

(Voir  MélhodêBf  n»  287,  Remarque.) 

2090  (b).  Théorème.  Soil  F  l'un  dei  foyers  d'une  ellipee  inecrite  à  un 

paralléloymmme  ABCD  : 

10  lee  circonférencee  cireoneeritee  aux  Mangtee  PAB,  FBG,  FCD, 
FDA  ecnt  égales.  (STBi:tBa.) 

2*  Leurs  centres  se  trouvent  ear  une  circonférence  égaie  aui  premières 
et  dont  le  centre  est  le  foyer  F,  (.N.  G.  M.,  1878,  p.  123,  Meutzner.) 


Exercioe  883.  —  I. 

2007.  Théorème  do  Chatlet.  Le  lieu  des  sommets  d'un  angle  droit 
dont  les  côtés  sont  respectivement  tangents  à  deux  ellipses  home* 
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foealeB       une  circonférence  concentrique  à  ces  ellipses.  (X.  A.,i^] 

page  214.) 

Puisque  les  ellipses  sont  hoc 
locales,  elles  ont  les  mê mes  foyers 
ne  varie  pas.  Soit  6*  Je  carré  t. 
Homi-pelit  axe  de  Tune  d'elles  H; 
6^  celui  de  Paulre  courbe. 
La  tangeatd  à  la  première  dooM 
0M«-0N«=6«  {i)  (D«m 
La  tangente  k  la  seconde  dooce 

d'où         OM*  +  OM'« 
ou  OS«=r6«  +  6''  +  (ON»-hON^ 

Mais  ÛN^  +  ON'*  égale  la  c(bi- 
tante  c*;  donc 

OS»  =  t«  +  6'2  +  c»  quautilé  constante. 

a  Q.  F.  D, 

Eemar^e.  On  peut  écrire  OS*  =    -f  b'*  ou   OS* = 6«  +  a'K 

Ezerdoe  883.  —  il. 


Fig.  1290. 


Théorème  de  Maclaurin.  Étant  données  deux  ellipses  homothc^ 
txqups  concentriques,  par  un  dr,  sommets  A  de  la  plus  petite  on  mhu 
9a  tangente  MAN,  qui  rencontre  l'autre  ellipse  en  deux pmntê  M  et  N. 

Par  l'un  de  ers  points,  on  wène  dans  cette  seconde  ellipse  dMX 
cordes  quelconques  Ml\  MQ,  mais  également  inclinées  sur  la  U»- 
gente. 

Par  le  point  de  contact  de  CelUpse  intérieure,  on  mène  deux  cordei 

AB,  AC  parallèles  aux  cordes  de  l'auirt  d- 

lipi^p  -. 

Prouver  que  la  somitw  de  ers  deujc  cordcf 
est  égale  à  la  somme  des  deux  antres  cordes 
(Maclauhin,  Traité  des  fhixions,      C>48,  p.  Il9.i 
Par  le  point  N ,  menona  Nh  parallèle  à  AB, 
On  aura  NR  s=  MQ 

Les  ellipses  étant  concentriques  et  lioinolhe- 
tiques,  les  poiuts  milieux  des  cordes  parallèle? 
MP,  AB,  NR  appartiennent  à  un  même  dia- 
mètre (n»  20TO). 

Dans  le  trapèze  EMNG,  AF  est  la  base 

moyenne  i  car  AM  =  AN; 

Më  +  NG  =  2AF 
MP  +  NR  =  2AB 

MP  +  MQ=AB  +  AG  C.  Q,  F.  D. 


Fig.  im. 


donc 
d'où 

ou 
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Pour  un  autre  système  Â'fi',  A'C,  A'D'  parallèle  au  premier,  on 

A'C'  +  A'D'  A'B^ 

donc  on  a,  d'une  manière  générale, 

AC-4- Al>  \n 
AV-fA'D'  A'B' 

Remarque.  L'énoiicii  cl  la  démonslralioii  de  Maclaurin,  625  du 
Traité  des  fluxtom  (tome  ÎF,  page  103  i.  correspondent  à  Texercice  sui- 
vant, que  i'oQ  peut  proposer  directement. 

201)9.  Tboori'cne.  Uii  ti'iaiiyle  iHocèlc  est  inscrit  dans  un  cercle;  par 
ftti  poiiil  de  la  circonférence  on  mène  lïcs  parallcles  aux  côtes  égaux  du 
t  riaugle  isocèle  et  au  diamrtrc  bissecteur  de  Vanyle  du  sommet;  puis 
LUI  projette  les  côtés  des  anylcs  inscrits  sur  leurs  bissectrices  respec- 
tives. Prow'cr  que  la  somme  des  projections  des  deux  côtés  égaux  est 
uu  diamètre  dans  le  même  rapport  que  la  somme  des  projections  des 
côtés  parallcles  du  second  angle  est  à  la  corde  qui  sert  de  bissectrice  à 
ce  dernier. 

2100.  Vole.  En  considérant  rellipse  comme  projecUon  d*on  cercle  sur  un 
plao  paraUèle  an  diamètre  bissecteur  du  triangle  isocèle,  Maclaurin  prouve 
que  le  liiéorèroe  est  mi  pour  Tellipse;  puis  il  L-iablit  le  théorème  fondamental 
du  n^»  2098,  que  nous  avons  pu  démontrer  directement  d'une  manière  très 

Lo  théorème  du  n°  2098  a  suffi  h  Maclaurin  pour  domonlrrr  Tiniportante  pro- 
position buivanto  :  Une  masse  fluide  homogène  tournant  auiinir  d'elle -tntme 
doit  prendre  la  figure  d'un  eÛipsoide  de  révolution  dans  l'hypothèse  de  l'at- 
traciion  en  raUon  inverse  du  carré  des  disiances.  Deux  lliéorèmes  relatife  aux 
ellipses  décrites  des  mêmes  foyers  lui  suffirent  pour  établir  le  calcul  de  Tatlrac- 
tion  sur  les  points  extérieurs  à  Tellipsoïde.  {Aperçu  historique,  pages  1(13,  lt»7 

et  m.) 

Exeroioe  884. 

2101.  Théorème  de  Carnot  <!<>}, ue  une  ellipse  et  un  triangle  ABC 

dont  choque  côté  cotij>r  la  curhi  ,n  deux  points  :  AB  la  confie  en  D, 
D';  BC  en  E,  E'  et  CA  en  F,  F'  ;  démontrer  que  Von  a  la  relation 

AD^AD'  BE .  BE'  CF .  CF'  _  . 
BU .  BD^  •       .  CE'  •  AF .  AF'  "  ^ 

La  propriété  est  évidente  dans  le  cercle,  car 
chaque  produit  placé  au  numérateur  est  direc- 
tement égal  à  un  des  produits  du  dénomina- 
teur; ainsi 

AD.AD'  =  AF.AF'  etc. 

Le  ihéorèuie  est  vrai  pour  Tellipse  obtenue 

«n  projetant  le  cercle  cl  le  triangle,  car  la 

,  AD.  AD'  .       .  »  u 

fraction  -gjjr  Bb^  ^  point,  chaque 

segment  étant  réduit  dans  un  même  rapport;  Il  en  eat  de  même  des 
deux  autres  fractions  ;  donc  la  relation  subsiste. 

39* 
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SlOlà.  Kenuir^ne.  Le  théorème  de  Camot  est  vrai  pour  ks  te 
autres  coniques,  et  se  déntontre  trôs  simplement  par  la  Géométrie  tu* 
lytique. 

Gomme  le  théordme  de  Newton  (n«>  2103)  et  Thexagramme  de  Paioi 
(n*"  2IS0},  le  théorème  de  Camot  permet  de  déterminer  un  sixième  pont 
d'une  conique  lorsqu^on  en  connaît  cinq. 

Soit  D,  D\  E,  £\  F.  On  mène  DD',  EE'  et  une  ligne  quelconque 

le  point  F.  La  relation  fait  connaître  F;  puis  on  peut  meDer  une  seconde 

ligne  par  F  et  déterminer  un  nouveau  point,  etc* 

Deux  points  peuvent  être  remplacés  par  une  tangente  et  aoo  point  dr 
contact. 


2103.  Tliéorème  de  Ifewton.  Par  un  point  M ,  pris  dans  le  plan  d*um 
ellipse,  on  mène  deux  cordes' quelconques  ;  le  rapport  du  produit  det 

segments  déterminés  par  la  courbe  sur  une  de 
ces  cordes  au  produit  des  segments  de  Vautrf 
corde  est  constant,  quel  que  soit  le  poini  U, 
pourvu  que  la  direction  des  cordes  soit  dira- 
riable. 

Soient  a,  b  les  segnïents  d'une  corde;  c,d 
ceux  de  la  seconde. 


Fig.  1293. 


Pour  un  autre  point  M',  il  i<iut  qu'on  ait 


ab  a'b' 


OU  -r,Ki 


ah 


cd  ~~  c'd 

Or  le  théorème  est  évident  pour  le  cercle^  car 


cd 

Vît 


ah 

'cd 


a*b* 

TcT 


(G.,  n«  259.) 


Donc,  pour  le  cercle,  on  a 


ab    cd 


Mais,  en  projetant  le  cercle  sur  un  plan  oblique,  les  droiles  AB,  A'B 
seront  réJiiites  dans  un  ni'-rne  rapport;  les  produits  cd,  c'd'  seront  aussi 
réduits  dans  un  rapport  constant;  donc,  pour  l'eliipse,  on  a  la  propor- 
tion (1),  d'où  l'on  dcduit 


ah 
cd 


conslaole. 


6*.  Q.  h  .  V. 


Pour  avoir  la  constante,  on  peut  mener  deux  diamètres  dans  les 
directions  données.  Soient  m  et  n  la  longueur  des  demi-diamèlreb;  oii 


aura 


ab  ^  a'b'  ni' 

c«r      c  d'  —  11* 


Remarque.  Le  ihcorcme  de  ^ev'iv)t  est  vrai  pour  une  courbe  algé- 
brique quelcon  que.  Le  cas  particulier  relatif  aux  coniques  ^t  d'Amu^ 
MUS.  (N.  A.,  1844,  page  510.) 
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2104.  Théorème.  Lùrsqu'un  cercle  coupe  une  ellipse  en  quàtre  points, 
1$  bieeectriccê  àeê  angles  formé»  par  les  cordes  communes  sont  parai- 
SJcs  aux  axes  de  la  courbe. 

Par  le  centre  0,  mciions  des  parallèles  aux  cordes  ABC,  ABC. 
A  cause  du  Ibéorème  de  ISesvlon,  on  a 

AB . AG  _  OD^ 

aB'.aC  —  W 

\n .  AC 


Or 
ionc 


Ab'.AC 


=  1 


OD* 


=  i;  d*où  OD  =  OE 


Fig.  1294. 

Les  deux  demi-diamètres  00,  OE  étant  égaux,  sont  éîralcmenl  inclinés 
sur  les  axes  de  l'ellipse;  donc  la  bissectrice  de  Tanglc  A  est  parallèle  à 

l'un  (Je s  axes. 

La  bissectrice  de  i  angle  formé  par  UB'  et  CC  est  parallèle  à  TattirQ 
ax6« 


Exercice  887. 

Théorème.  Si  d'uti  point  (juclconifuc  lVidw  ellipini  on  abaisse 
des  perpoidiculaivcs  sur  les  quatre  rôles  d'ufi  quadrilatère  inscrit,  le 
produit  des  perpendiculaires  abaissées  sur  deux 
côtés  opposé»  est  au  produit  des  deux  autres 
j"rpe)idin(laires  dans  un  rapport  constant, 
qut'l  que  soit  le  point  conHdéré. 
(Problèmo  ad  quatuor  lineas  de  Paipus.) 

Il  faoi  prooTer  que  le  rapport  j^^i,. 

tàl  ronsiant. 

Considérons  un  cercle  qui  aurait  Tellipsc 
ciôûiiée  [)Our  projection,  et  menons  le  pian  de 
ce  cercle  par  le  point  M  donné.  Soient  ME',  MG',  etc.,  les  perpendicu- 
laires abai-^éo^  du  p<iinl  M  sur  les  côtés  du  quadrilatère  A'ii'C'D'  qui 
^  projelle  suivant  AiiCD. 
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On  sait  qu^on  a 

ME' .  MG'  =  MF .  MH'     ( n«  4214) 

Or  la  perpendiculaire  ME  n'est  pas  la  projeclion  de  la  perpendirulsi' 
MF';  mais,  en  Joignant  le  point  E'  au  point  E,  on  obtient  un  trioTçc 
MKK'  qui  reate  temblable  à  lui-même,  quel  que  soit  le  point  M  de 

ME' 

Up$e  ;  donc  U  rapport  -j^»   e$t  oonetant. 

RepréflentODs  ce  rapport  par    par  exemple  ;  nous  aurons 

^  —  e;  d*où  !iIE'  =  ME.iî 

De  même,  le  tnaDgie  MFF'  reste  scmbUble  à  lui-uiéme; 
MP 

port    i^^y  eat  ordiDairemeat  diflérent  du  rapport       mais  il  ati 

cooBtaot,  quel  que  soit  le  point  M.  Soit  donc  f  la  valeur  de  ce  rapport, 

on  aura  W=='^'  MP=rMF./ 

On  aurait  de  môme 

MG'  =  MG.<?  et  MH'  =  MH.A 

Dans  régalité  (1),  remplaçons  ME' ....  MB'  par  leurs  valeurs  û^éesm^ 
On  a  ME.exMG.9=MF.f>cMH.A 

MF.  Mil  eTg 

Or  le  membre  de  droite  est  constant  ;  donc  il  en  est  de  môme  du  rap- 
port des  produite  ME.  MG  et  MF  «MU.  C.  Q.  F,  D, 

Théorème.  Par  ufi  point  M  d'une  vllijtse ,  on  mène  une  droiU 
Mil         rencontre  le  côté  AB  d'un  quadrilatère  inscrit  sou<  un  angK 
donne  a;  une  droite  MF  qui  coupe  BC  sous  un  angle  aussi  donne  ^; 
droite  MO  qui  coupe  CD  sou$  l'angle  y,  et  utie  droite  MH  qui  coupe  bÂ 
sous  l'anyle  o. 

Le  rapport  des  prodmtê    ME .  MG ,   MF .  MH  est  cùnetant, 
La  démonstration  est  identique  à  la  précédente. 

Si07.  «oi».  G*6Bt  BOUS  la  forme  générale  que  nous  venons  d'indiquer  (n^SItf 
que  le  problème  ad  quatuor  linea»,  que  Pappus  nous  a  transmis,  avait  été  éua^ 

par  EuCLUiE  et  Apollonius.  La  queBtion  est  connue  sous  le  nom  de  problème 

de  Pappus ,  depuis  qu'elle  a  été  ninsi  désignée  par  Dr.sCARTES. 

Les  anciens  se  proposaient  le  problème  plus  géD('*r.U  de  trouver  le  l'^'U  dtr 
points  M  tels  qu'en  menant  de  ce  point  des  droites  reucunlraul  n  droiies  dan- 
nées  sous  des  angles  donnés ,  le  rapport  du  produit  de-^  distances  au  pnMhut 

des  -l^  autres  distances  eût  une  valeur  donnée;  ils  reconnurent  que  pour  quii:^ 

droites  le  lieu  est  une  conique  ;  le  triangle  n'est  qu'un  cas  parliculier  où  l'c^ 
prend  le  rapport  du  carré  d'une  distance  au  produit  des  deux  autres.  Descarin 
résolut  le  ()rol)lèm0  par  la  niéi)H>n(»  df'<?  conr-ionii»ip=; ,  qu'il  Venait  d'eiablir. 
Newton  donna  une  démonstration  puremeul  geomeinque  pour  le  oas  du  qtn* 
drilatère.  {Aperçu  hmlorujue ,  page  37.} 
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21 08.  Théorème  de  Detarguef.  Lorsqu*une  tranêvenaU  coupe  une 

ellipse  et  un  quadrilatère  iriHcrit ,  elle  détermine  deux  pointé  $ut  la 
courbe^  tels  que  le  rapport  des  produits  des  distances  de  Vun  d'eux  aux 
couples  des  points  d'intersection  de  la  transversale  et  des  côtés^  opposés 
du  qitadrilatèri'  égale  le  rapport  des  produits  des  distances  du  second 
point  aux  mêmes  couples  de  points  d'intersection  de  la  transversale  et 
des  côtés  opposés. 


FIg.  1296. 

M\  MA' 

En  effet,  d'après  le  théorème  précédent  (n<*  2106),  le  rapport  -^^^ 

est  constant,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M  sur  la  courbe;  donc, 
pour  un  second  point  M'  d^intersecUon,  on  aura 

MA .  MA^  M'A .  M'A' 
MB .  MB'  —  M'iOl'B'^ 

2IOt>.  Remarque.  Le  théorème  de  Desargues  ebt  fondamental  dans  la 
théorie  de  Vinvolution.  LV'noncë  sous  le()uel  i!  f^^t  présenté  est  de  Pascal*. 
Il  peut  servir  à  déterminer  un  sixi  ni^  point  d'une  conique,  connaissant 
cinq  points  de  celle  courbe.  Avec  >ii!alre  des  poitits  donnés,  D,  K,  \'\  G 
par  exem()le,  on  forme  un  (jundrilaiere  ;  par  le  cinquième  point  M.  on 
mène  un\î  transver.-ale  quelconque^  et  sur  Cette  ligne  00  détermine  M' 
à  Taide  de  la  relation  ci-desbus. 


,  —  I. 


2110.  l*^*"  Théorème  de  Poncelet.  L'angle  SOUS  leguel  on  mit  de  l'un 
des  foyer^i  d'une  section  conique  la  partie  d'une  tangente  itiobile,  inter- 
ceptée entre  deux  tangentes  fixes ^  est  constant 
pour  toutes  les  positions  de  cette  peemière  tan- 
yenle.  {Traité  des  propriétés  projectives  des 
figures,  lomc  1,      40 j. 

Irc  Démonstration.  Soient  LH,  \.\)  les  tan- 
gentes fixes;  MN  la  tangente  mobile.  Il  faut 
prouver  que  ran.u'Ic  MFN  est  constant. 

Joi.rnons  le  fov»  r  F  aux  trois  points  de  con- 
tact el  aux  extrrmilés  de  la  tangente  innl  ile 
MN.  On  sait  que  la  droite  qui  joint  le  pomt  de 


*  Voir  Introdufiion  à  r/tmle  de  I  homoçrapMê^  ptg»  fiO,  par  J.-B,-V.  Rkvmavd,  prolM- 
lenr  da  iBatli4matlqu€«  au  lycée  de  Toatontc. 
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concoure  de  deux  tangentes  à  Tan  des  foyere  est  bissectrice  de  Tsngk 
formé  les  rayons  vecteurs  qui  vont  de  ce  foyer  aux  deux  poisti 
de  contact  (G.,  no  633);  donc 

angle  MFC  =  MFE  ;  angle  NFB  =  NFD 

d'où  angle  MKN  z=z  *  ,anL,'lc  Cl-D 

Ainsi,  quelle  que  Boit  la  position  de  MN,  Tangle  MFN  est  constant,  car 
il  est  ia  moitié  de  Tangle  invariable  CFD. 

ReuMiqne.  Le  théorème  ci- dessus  peut  être  démontré  directement.  t\ 
Ton  peut  en  déduire ,  comme  simple  corollaire,  que  la  droite  FL  est  ber 
sectrice  de  Pangle  GFD. 

1^1  IL  2o  Démonstration,  Décrivons  le  cercle  principal  et  projctoos  »c 

foyer  sur  chaque  tangente.  D'aprà? 
le  théorème  de  La  Hire  {G.,  u"  &~0', 
on  sait  que  le  suiruiict  des  ancles 
droits  FLÎG,  FGN ,  FDE  se  troare 
sur  le  cercle. 

Le  quadrilatère  FGDN'  est  ics- 
criplible  d.ins  le  cercle  qui  aurâ:l 
FN  pour  diamètre,  car  le^  augiei 
FGN,  FDN  sont  droits;  donc 

angle  FNG  =  FDG  =  \,arc  GBK 

Le  quadrilatère  FBGM  est  auffii 
in^rriptiblè;  donc  Tangle  NMF  égale 
FBM  comme  ayant  le  même  soppl^ 
ment  FMG  ;  donc 

angle  FMN  =  FBG=  V,arc  GDP 

Le  troisième  angle  MFN  du  triangle  MFN  a  pour  mesure  la  moitié  de 
ce  qui  reste  de  la  circonférence,  c'est-à-dire  Vi^rc  PR;  donc  l'angle  MFN 
est  constant.  C.  0-  F.  D. 

21112.  Théorème.  Si,  sur  le  plan  d'un  angle  fixe  donné  BCË,  on  fait 
tourner  autour  d'un  point  fixe  F  choisi  un  angle  «  de  grande  ur  «a- 
stanie,  la  corde  MN,  commune  à  Vangle  fixe  el  à  Vangle  mobile,  etive- 
hppera  une  conupte  ayant  le  point  V  pour  foyer,  (Pomcblbt,  T,  des  P. 
P,  des  F.,  no  472.) 

Ce  théorème  est  le  réciproque  du  précédent. 

Ezerdoe  889.  —  H. 

Théorème.  La  droite  qui  Joint  un 
foyer  au  point  de  concours  de  deux  tangenta 
est  bissectrice  de  Vanglc  formé  par  les  rayons 
vecteurs  qui  joignent  ce  foyer  aux  dcu.vpoinU 
de  contact.  (Poncblbt,  n«  461,  409.) 

La  déiiioustralion  directe  de  ce  théorème 
est  connue  (G.,  n<>  033)  ;  mais  on  {.cul  mon- 
trer qu'il  n'est  qu'uu  corollaire  du  Ihéoretuc 
de  Poncelet  [  n^'  2110). 

Lu  eilet,  pour  uue  iaugeole  mobile 


Fig.  1298. 


Fig.  1299. 
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ingle  LFN  est  eonstant;  or  quand  MN  tend  vers  la  position  limite  HC, 
point  M  Tient  au  point  de  eontaet  H,  et  le  point  N  vient  en  G  ;  donc 

»ngle  MFN  =  HFC. 

1  »o  même  MFN  =:=  CFL  ;   donc  FC  est  bissectrice  de  l'aogle  UFL. 

^414.  Dèfiakion.  L'angle  vecteur  qui  correspond  à  une  tangente  mo' 
lie,  limitée  à  deux  ian(fente9  fixes,  e$t  l'angle  formé  par  les  droites  qui 
H^nent  le  foyer  considéré  aux  extrémités  de  la  tangente  mobile. 

A  une  tangente  mobile  MN  correspondent  deux  angles  vecteurs  MFiN, 
fF'N.  Ces  angles  ne  sont  éi,Mux  entre  eux  que  lorsque  les  tangentes 
xes  sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  la  conique. 


890. 


Fig.  1300. 


12  11  S.  2<' Théorème  de  Poncelet.  iJcuis  l'ellijtf^e ,  la  somme  des  angles 
facteurs  relatifs  à  tme  tatu/vntc  mobile  est  constanlei  cette  somme  a  pour 
upplément  Vangle  formé  par  les  deux  tan- 
ft^nti's  furs.  (  Traité  des  P.  P.  des  figures, 
onie  1,  no  477.  —  ApplicationH  dWlgèbre  et 
le  Géométrie,  tome  II,  page  460.) 

11  faut  prouver  qu^on  a 

angle  MFN  +  MFN  +  L  =  2  droits 

Or         angle  MFN  =  Vï<^i'l> 
angle  MF'N  =  V,GF'D 

Dana  ohaque  quadrilatère  FCLD,  F'CLD, 
les  angles  Talent  quatre  droits;  la  somme  totale  Taut  donc  huit  droits. 
Celte  somme  peut  se  décomposer  en  deux  groupes  : 

CFD  +  L  +  CF'D  +  L   ou   2(MFN  +  MF'N  +  L)       •  (1) 

FCL  +  FOL  +  K'CL  +  F'DL  (2) 

Mais        FGL  +  F'CL=: 2  droits;  car  F'GLs=:FCH 

De  même  FDL  -f-  F'DL    2  droits 

Ainsi  le  groupe  (2)  égale  4  droits  ;  il  en  est  donc  de  mt^mc  du  groupe 
(l)  ;  donc  MFN  +  MF  N  +  L  =  2  droiU         C.  0.  F. 

21  lù  Théorème.  Dans  V hyperbole,  la  différence  des  angles  vecteurs 
est  constante. 


Exercice  891.  —  I. 


2tl7.  Théorème.  Lorsqu'un  quadrilatère  circoiscrit  à  une  c<nii<jne 
n  pour  points  de  contact  les  sommets  d\m  quadrilatirc  inscrit,  !vs  dia- 
gonales des  deux  quadrilatt  ras  passent  par  le  même  point.  (Newton.) 

On  peut  placer  une  conique  quelcunfjuc  sur  un  cône  de  r.'volulion 
(n<'22l'J).  F^ar  le  sommet  du  cône  et  f>;ir  ciin(|ue  coté  des  deux  quadrila- 
tères, ainsi  que  par  les  diagonnlos,  on  mène  des  [)lan5i.  Le  quadrilatère 
circonscrit  donne  une  pyramide  quadra ngulaire  circonscrite,  l'n  coupant 
le  cOae  par  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe,  on  obtient  uo  cercle  inscrit 
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et  circonscrit  à  deux  quadrilatères  ;  or  les  diagonales  de  ces  deui 
drilatères  passent  par  un  même  point;  il  en  est  donc  de  même  dans  i 
section  conique  (n<>  1274). 


.  —  n. 


f  I 

Fig.  1301. 

tiennent  aux  deux  quadrilat' 


FroWémc.  Coiina Usant  cinqtawjenlcs  à  une  conique ,  déierm 
ner  les  points  de  contact. 

Cestune  application  directe  du  théorème  de  Xewtnri  (w^  -JllT  .  Oi'*'^ 

tangentes  donnent  lieu  à  un  'tua^n 
tère  ABCI»  cirronscrit  à  la  court-c 
Ipp  dliiiroiiales  se  coupent  au  j>oict  ' 
et  les  cordes  de  contact  doivent  iBâ** 
passer  par  ce  j)oint. 

Soit  iJ  la  cinquième  tangente;  c<t:^ 
liL'ne  et  trois  des  premières  tnnrpci^^ 
donnent  lieu  à  un  quadrilat èr'  cir- 
conscrit ABU,  dont  les  diagonales  n 
coupent  au  point  T. 

Or  les  tnnL'e»ites  AD  et  BC 
;  donc  la  ligue  menée  par  les  points  L. 
0  est  la  corde  FH  des  contacts. 

On  détermine  d'une  manière  analogue  la  cirde  KG  ;  il  sulûrait  àùCi*^- 
sidérer  le  quadrilatère  formé  par  AB,  BC,  CD  et  iJ. 

2llii.  Polaires  dans  les  conique*.  On  peut  placer  une  coniquc  que- 
conque  sur  un  cùne  de  révolution  (n  ;  dès  lors  loutcs  Its  iiroprieU» 
descriptives  des  polaires  dans  le  cercle  i  (j.,  n"^  7U9  à  809)  donnent  H  '' 
à  des  propriétés  correspondantes  dans  les  coniques.  Nous  devons  dc.- 
borner  à  en  énoncer  quelques-unes. 

Lorsqu*ûn  mène  des  sdcantt'S  par  irn  même  point  du  phti  ff'*»?» 
conique,  et  qu'on  mène  des  tangentes  à  la  courbe  par  les  divers 
d'intersection,  les  tangentes  correspondantes  se  coupent  sur  une  inéjr 
droite,  et  cette  droite  est  la  polaire  du  point  fixe. 

Les  droites  qui  joigne}^  deux  à  deur  tes  points  d* intersection  J 
sécantes  menées  par  un  point  fixe  se  coupent  sur  la  polaire  dt  o 
point. 

Lp  point  de  concours  de  tieux  tangentes  est  le  pôle  de  la  corde  à- 
cotiiacla. 

Pour  se  rendre  compte  de  la  fécondité  de  la  théorie  des  polaires  appli- 
quée aux  coniques,  et  de  la  Méthode  des  polaires  réciproques  de  Poooelet 
il  suffit  de  lire  le  Traité  des  propriétés  projeelives  des  figures  de  M 
illustre  géomètre. 


2180.  Bezagramae  de  FammI.  Bans  tout  hexagone  inscrit  à  m»^ 
conique,  les  trois  points  de  concours  des  côtés  opposés  se  trovwit  tn 
ligne  droite. 
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La  démonstration  se  déduit  immédiatement  du  théorème  oonnu 
our  lo  cercle.  ((;.,  n'^  IM.)  Il  suffit  dô  projeter  le  cercle  et  Thezagone 
iscrit  pour  obtenir  TeUipse;  dooc... 


FIg.  1302. 

On  peut  auFsi  pincer  la  conique  sur  un  cône  de  révolution  ;  la  propriété 
tablie  pour  Thexai^one  inscrit  dans  le  cercle  s'étend  à  Thexagone  inscrit 
Jans  une  conique  quelconque. 

En  raisonnant  sur  la  conique  elle-même  et  Thezagone  inscrit^  on 
peut  appliquer  la  théorie  des  transversales  en  procédant  comme  il  a  été 
indiqué.  (G.»  tfi  747.) 

3»  On  pourrait  recourir  aux  faisceauz  enharmoniques,  en  procédant 
pour  une  conique  quelconque,  comme  on  le  fait  pour  le  cercle.  (Voir 
Traité  de  Géométrie,  par  MM.  Roucné  et  db  Comberousse,  n<»  332.) 

TbéorèfB©  BrittAohoa.  Les  trois 
diagonaies  q>n  Joignent  les  sommets  op^ 
posés  d'un  hexagone  circonscrit  à  une  co- 
nique quelconque  se  coupent  au  même 
point* 

Tout  ce  qu'on  a  dît  four  la  démonstra- 
tion de  Pbexagone  inscrit,  1'^  et  3°,  est 
applicable  à  la  démonstration  de  Vfwxa- 
gone  de  Bvianchon.  Les  polaires  réci- 
proques permettent  de  le  déduire  du  théo- 
rème précèdent  (d°  2120). 

2122.  Applications  de»  théorème*  de  Pascal  et  de  Brianohon.  h'^hexa-' 

gone  inscrit  permet  de  déterminer  une  conique  par  points  1'  rsqu'on 
connaît  cinq  de  ces  points  ;  car,  en  joignant  ces  cinq  points  deux  à  deux 
de  toutes  les  manières  possibles  et  les  considérant  comme  étant  cinq 
sommets  d*un  hexagone,  on  détermine  <ianB  chaque  cas  le  sixième 
sommet.  Ces  nouveauz  points ,  combinés  cinq  à  cinq,  entre  euz  ou  avec 
W&  premiers,  donnent  lieu  à  de  nouveauz  hexagones,  et  par  auite  à  de 
Douveauz  points. 

Vhexagone  circonscrit  permet  de  déterminer  une  conique  par  les  tan* 
gestes  lorsqu*on  en  connaît  cinq,  d^une  manière  analogue  à  ce  qui  vient 
d*être  dit  pour  les  points. 

Les  théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon  permettent  de  déterminer 


A  B 
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une  coni^jue  dans  tous  les  cas  où  Ton  connaît  cini]  dooDées;  pareictti 
cinq  points,  quatre  points  et  une  (anircntp,  trni^  points  et  deux  tanitala! 
etc.,  cinq  t  inirentes.  (Voir  Mémoire  sur  les  Uynes  de  second  ordre, 
Briiinchon,  lbl7.) 


8123.  Tiiéoréme  de  Moblus*.  Une  surface  de  révolution  étant  en^a 

drée  par  la  rotation  d'une  conique  autour 
l'axe  focal,  tout  plan  mené  par  un  fo^er  ' 
de  la  conique  coupe  la  surface  suivant  'i 
conique  qui  a  le  même  point  F  pour  fojfff 
(N.  A.,lë57,  p.  m.) 

Sdt  une  ellipse  AHA'  ayant  F,  F  foff 
foyere,  a,  b  pour  demi-azee,  c  ponr  ^ 
tance  focale,  et  DL  pour  directrice.  (Oh 
n«  84S.) 

On  sait  que  celte  droite  est  perpeodiniUir! 
À  Taxe,  et  que  le  rapport  des  distances  «Tia 
point  de  la  courbe  au  foyer  et  à  la 
trice  est  constant. 

AF  _  HP 


Ainsi 


Fig.  rm. 


AD 


a 


Dans  îa  rotation  autour  de  AA',  la  court-; 
AHA'  ensrendre  un  ellipsoïde  de  révolution,  et  la  directrice  engendre 
pian  P  perpendiculaire  à  Taxe  AA'. 

Coupons  la  surface  de  révolution  par  plan  perpendiculaire  au  n^en- 
dien  principal  AIÎA':  soient  GMH  la  courbe  obleaue  et  LE  riolersecûâ 
du  plan  directeur  par  le  plan  sécant. 

Pour  dëtnonlrcr  le  théorème,  il  suliit  de  prouver  qne,  pour  un  p'/i^* 
quelconque  M  de  la  courbe,  le  rapport  des  distances  MF  ei  MB  est  cor* 
stant  ;  car  si  cela  est  prouvé,  F  sera  le  foyer  et  LE  la  directrice,  et,  ^ 
suite,  la  section  sera  une  conique. 

Par  le  point  M  menons  un  pian  méridien  et  un  plan  perpeadic4ila^r: 
à  Taxe. 

Le  premier  donne  pour  st*  lion  un  cercle    IM:=:  IJ. 

PM,  pHrpendiçulaire  nu  méridien  principal  AHA'.  est  parallèle  à  LE 

l.e  plan  con<luit  par  l'axe  donne  le  méridien  AMA'  cl  la  directrice 

prii  allële  à  IM  comme  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  le  pl^i 

méridien.  En  projetant  le  point  M  en  N,  on  a 

MN  =  P(J  =  ID  =  JK;    MR  =  PL 
Le  point  M  appartenant  à  Tellipse  AMÀ',  dont  DN  est  la  direcUia 

et  ~  le  rapport  constant,  donne 

MF      c  ,4 


*  MonuF,  p(''>i)ic'trc  aîlcniand  ;  <1an5  son  traité  Dcr  barlcfntrlche  Calai!  a  prt- 

po60  Ja  n*»t:iUou  ëyuiboitquo  (AIJCU'  p  nir  do^igncr  le  rapport  nnharmoniqoo  cie» 
poiuts  A,  U,  C,  D.  On  lui  doit  aut>«l  rej^pieobiuii  tien  »ix  ta^fport^  ta  foQcUon  de  rui:4'eta 
(O.,  n*  rss.)  ^  (Cit.  CJoatowA,  pêgn  4<  •»  il.) 
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suffît  d'exprimer  ID  en  fonclion  de  PL,  qu'il  faut  faire  entrer  dans 

pport,  et  en  fonction  de  lignes  connues. 

'  les  triangles  Li  D,  IFP  sont  semblables  ;  donc 

in  FD 

"PlT^Ttr  (2) 
aliiplions  (i)  par  (2)  afin  d'éliminer  ID  ;  on  oblient 

MF    ^„    MF      c  FD 
TT  MK      a  •  TU  . 

r  le  membre  de  droite  est  constant  poar  une  section  donnée;  donc 
ourbe  GMH  est  une  conique  ayant  F  pour  foyer  et  LE  pour  direc- 
e. 


Uyperliole.  —  Théorèmes. 


Exemoe  893.  —  I. 

1124.  Tliéoffénie*  Une  droite  ne  peut  rencontrer  une  hyperbole  en  plus 
deux  pointé. 


La  dénionslration  lu  plus  riofoureute  cl  la  plus  complète  résuUc  de 
îlude  de  la  variation  de  la  iliiïcrcnce  des  distances  de  deux  points  fixes 
un  point  quelconque  d'une  droite  donnée  (  n"^  258  à  261);  nmis  cette 
5nionslratioa  ne  saurait  trouver  place  uaub  les  Eléments  de  Gêo- 
lêlrie. 


(•).  Remarque.  Une  difficulté  analogue  se  présente  quand  XX' 
asse  entre  F  et  F'  pour  les  points  situés  au  delà  du  point  d^intersec» 
ion  de  XX'  et  de  FF|,  —  F,  étant  le  point  symétrique  de  F'  par  rapport 
XX'. 

La  question  omise  (G.,  n9  661)  est  «elle  qui  se  rapporte  à  un  point  tel 
,uo  N ,  gitué  au  delà  du  point  D,  où  la  droite  coupe  XX'.  —  Lorsque  le 
ymétrique  N'  est  tel  que  M  se  trouve  dans  Tangle  FN'F',  la  démonslra* 
ion  donnée  ne  prouve  pas  que  FN'  —  FN'  est  essentiellement  différent 
le  F'M  -  FM ,  dès  qu'on  a  déjà  FM'  —  M'F = 2a. 

Il  faut  donc  recourir  à  Tétude  de  la  variation  de  la  différence  des  dis- 
AQces  (o«  268);  mais  la  connaissance  de  celte  variation  suffit.  En  effet, 
le  C  à  X',  la  différence  varie  de  zéro  à  ft,  projection  de  FF'  sur  XX'.  Or 
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toutes  les  valeurs  donnérs  j.ar  les  points  de  D  à  X  sont  plus  grar.<fe 
ff  ;  donc  le  point  N  ne  saurait  donner  une  différeoce  égaie  à  ceât 
points  iloiinL'S  M  et  M'. 

De  mémo,  si  l'un  pn-nait  pour  points  donnés  M  et  N,  on  en  wnclJ 
que  In  difTérenc^  est  plus  grande  que  ff,  et  par  suite,  que  CX'  ne 
avoir  aucun  point  donnant  la  difTérence  voulue. 


»... 


St24  (b).  Théorène.  L'hyperbole  a  pour  asytnptotcs  ks  <1roHi:^tn-i 

par  non  ccnfr** ,  jmr'iUèkn< 
aux  générât l  ivrs  cjki  Jt'/fnxjV'- 
dans  le  cane  uh  pian  mem'  j-i' 
le  sommet,   parallèlement  i  ' 
section  qui  donne  la  courk. 

Soient  le  plan  sécant  MAM  d 
son  parallèle  NS.N'  perpecdiri- 
laires  au  mAiidien  principal: 
le  milit  u  D  de  AA'  m  r'^n-  i'i 
parallèles  aux  gén^rr  trices  ^> 
SN'.  11  faut  prouver  que  OC  H 
OC  sont  les  asymptoléf  de  % 
perbole. 

Coupons  le  cùne  par  un  pi'î 
BNB'N'  parallèle  à  OS.  et  r-- 
même  temps  perpendiculaire  i 
méridien  principal,  et  mené 
une  droite  PM  perpendiculairt- 
plan  B<n'  et  è  uP.  La  drcî^* 
MM'  est  perpendicukiire  à  l?'' 
à  PO,  et  au  i)lan  BSli'.  De  m^cf. 
NN'  est  perpendiculaire  à  Bl>i^ 
SV  et  au  pl;m  li^LV. 

Le  point  O  étant  le  milieu  : 
AA',  la  ligne  SV,  parallèle  à  AV. 
divise  en  parties  é^-dkâ  les  lii:Q>' 
AE  et  BB',  parallèles  à  SO.  P  r 


FIg.  1908. 


  -    -  j    j,  —  ,  —  - 

NN  est  le  petit  axe  de  l'ellipse  BNB',  et  MM'  est  une  corde  parallè^M 
cet  axe  ;  on  a  donc  :    I»M  <  VN ,    ou    PM  <  PC. 

Si  le  plan  BNB'  s'éloigne  du  sommet,  la  différence  MC  diniiuue,  ciC 
PV  est  une  quantité  constante,  et  en  considérant  le  cercle  décrit  sur  1» 

grand  axe,  on  a  :  ^^^^ 


Vn  -  VN 


Or 


p»i  =  v^v«^  -:rvp5*=:  VNy/ 1  — 


Ainsi,  quand  \n  aui^miente,  le  radical  tend  vers  l'unilé;  et  par  saiki«{ 
différence  de  \n  à  Pm  diminue  ;  il  en  est  donc  de  même  de  ! 

VN-PM 
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L>onc  les  droitcB  OC  et  OC  parallèles  aux  génératrices  SN  et  SN'  sont 
asymptotes  de  rbyperbole.  (G.,  680.) 

(c).  Remarque.  L'anpic  des  asvinptotes  égale  Tan^le  des  i^'énéra- 
ces  SN ,  SN',  déterminées  par  ](i  plan  mené  par  le  sommet  du  cône 
roUùlrment  au  plan  de  rhyperbole. 

Pom-  un  côtfp  donné,  Vangle  des  asymptotes  est  maximum  lorsque  le 
an  sécant  est  parallèle  ù  Vnxp ,  far  cet  angle  égale  celui  que  forment 
tre  elles  deux  géoératrices  diamétralement  opposées. 


£&erdce»  894  et  895. 


St*2o.  Théorème.  Deux  Itypcrbolcii  sont  dites  conjuguées  lorsqu'elles 
it  les  métyies  asymptotes  et  les  mêmes  axes;  mais  Va.vc  transverse  de 
une  etit  l'axe  non  transverse  de  Vautre,  et  réciproquement. 
Dans  Vhyperbole  équilntère,  tous  les  diamètres  conjugués  sont  égaux ^ 

parallélogrammes  con- 
'.ruits  sur  deux  diamètres 
oujiigués  ont  leurs  sommets 
ur  les  asymptotes. 

ïùn  admeltanl  (|ue  le  li.u 
•Aométrique  du  point  milieu  P 
les  cordes  I);iralliMeri  MM'  soit 
ine  droite  Ul'  qui  |Kisse  au 
:eDtre,  on  voit,  a  cause  <le  la 
îyniétne  de  la  fiirure  jiar  rap- 
[>jrl  à  chaque  aî^yuiptole,  qu*en 
piruaiil  011=01.,  la  droite 
110  e.-t  tangente;  le  \  do 
Contact  B  est  au  riidieu  de  IIG, 
puisque  A  est  nu  niiliei/de  LG. 
honc  ces  diamètres  AO  et  OB 
sont  parallèles  aux  côtés  du 
losange  Gl.G'H,  et  par  suile  aux 

cordes  MM'  ou  NN'  qu'ils  divisent.  D'alllears  ils  sont  égaux  entre  eux,  et 
les  sommets  du  losaiifre  GLG'H  sont  sur  les  asymptotes.  Par  rapporté 
une  hyperbole  donnée,  uu  diamètre  est  transTOrse  et  son  conjugué  est 

aou  tratiâvertàe. 


Fi|{.  19(17. 


2lt6.  Théorème.  Le  produit  des  distances  des  foyers  à  une  tangente 
quelconque  à  Vhyperbole  est  constant» 

Joignons  M  au  centre  ;  soit  N  le  point  où 
cette  ligne  coupe  F'M'  :  les  triangles  FMO 
cl  FNO  sont  égaux,  car  F'0  =  FO;  les 
angles  en  0  sont  égaux,  ainsi  que  les  angles 
en  F  et  F,  puisque  les  lignes  MF  et  FM' 
sont  perpendiculaires  à  la  tangente.  Donc 
F'N=MF  et  NOssOM.  Ainsi  N  est  le 
point  oii  le  cercle  principal  coupe  F'M'.  rig.  laos. 
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Or 
ou 
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F'M' .  MF 
F'M' .  F'N  =  F'G*  =    -  a«  =  6* 


donc  FM.  F'M' =  6* 

Bemarque.  La  plupart  des  Ibèorèmes  relatifs  à  Fellipse  ont  leurs 
logues  par  rapport  à  Thyperbole  :  c^est  ce  qui  a  lien  notamment  poir 
théorèmea  9093  el  9004  ;  mais,  pour  ce  derni^,  le  earcle  nVst  réA  q 
tant  qu^oD  a  :  6  <  a.  Le  cerele  se  réduit  au  point  0  lorsque  1% 
est  équilatère,  et  lorsque  b  est  >  a,  on  ne  peut  pas  mener  à  Th; 
deux  tangentes  qui  soient  perpendiculaires  Tune  à  Fautre. 


2127.  ThéovèM,  Sur  une  séeatUê  quele^nquê,  ^hyperMi  d  ^ 

asymptotes  interceptent  deê  êegwwnU  égaux» 
(Voir  Méthodes,  n<»  iU,) 

2128.  Thtoréme.  Toute  tamjcnle  limitée  aux  aaymptotes  est  dai-'- 
en  deux  parties  vyales  jxtr  le  point  de  contact. 

{\o'\r  Méthodes ,  17o.i 


Lorsqu'on  projette  en  G  un  point  M  de  th^ffttià 
équilalère  sur  Vaxe  non  tnMKM 
la  distance  AG  du  sommet  au  F-^ 
obtenu  G  égate  VabsdsssUCàêft^ 
considéré  M. 

En  effet, 

MG-  ou  X'  —  i/  +  a^ 
MC»  =  OC*+OA* 
donc  MC»=:A(?  C.Q^f^ 

ê 

Remarque.   Uû  pCUt  construire 

Cil'  nicut  l'hyperbole  équiK«tère  \^ 
Fig.  im  points,  en  utilisant  la  propriété  P 

cèdent 'V  Ainsi,  on  mène  Uûe  parà:!-* 
quelconqu*'  iiE  à  l'axe  trnnsverse.  Du  puinl  D  comme  centre,  ave-" 
ravon  DA,  ou  décrit  une  demi-circonférence  \  elle  lait  connaitre  les  [xn^^ 
N  et  N'. 


2130.  Théotèaie*  Dans  Vhyperbole  équilatère,  la  droite  qmpin^ 
centre  à  un  point  quelconque  de  la  eourhc  est  ivoyeni^e  prof^^rtiom*,^ 
entre  les  deux  rayons  vecteurs  de  ce  point,  (N.  A.  1842,  p.  4i9.) 

Dans  le  triangle  FMF',  la  droite  MO  est  médiane  ;  donc 

2M0'  +  20F-  =  MF'^  +  M¥^ 


ou 


MF'^  +  MF*  =  2M0*  +  2«« 


i 
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MaisoDa:   MF'-MF  =  2a 
>u      MF'«  -  2MF .  MF'  +  MF»  =  4a« 

MF«  +  MF'^  =  io^  +  2MF .  MF'  (2) 

En  corn  pai  r»  lit  (i)  et  (^),  on  trouve  : 

2M0*  +  2c«  =  4a«  +  2MF .  MF' 

Maiadans  Pbyperbole  équilalère  c'  =  Sa*; 
donc,  eD  simpliflaot  et  divisant  par  2,  on 
Irouye  : 

MO*=:MF.MP  C.Q.F.D. 

Exercice  901. 

213t.  PraUèm^.  Dans  Vhyperhale  cquilatère,  Ua  angles  à  la  base  du 
triangle  AMA'  oblenuen  joignant  un  point  quelconque  M  de  la  courbe 
aux  deux  sommets  A  et  A'  ont  un  angle  droit  pour  différence. 

L'équation  de  la  courbe   x-  —  y-  =  a-,    revient  à 

MF*  =  0F«  —  UA*  =  (OF  —  ÛA)  (OF  +  OA') 

donc  MF-  =  AF.A'F;   d'où  "gp"  =  -ypr 

Ainsi  les  triangles  AFM,  MFA'  sont  semblables;  par  Sttile, 

l'angle  MA'F  =  AMF 
donc  M A'F  +  MAF  =  un  droit 

d'où  MAA'  —  MA'A  =  «n  droit  C.  Q,  F,  D. 

2132.  Vol».  Les  auteurs  anglais,  dans  rètu'io  f  lenienhire  des  seclùmt  coniques, 
dt'linisseul  ces  courbes  f  .Tr  la  propriété  do  la  direcirire  el  du  foyer. 

Une  conique  est  le  lieu  dt'<:  /ioùi/s  dont  le^  di'^tatires  à  fin  point  donné  et  à 
une  droite  fixe  sont  entre  ellea  datm  un  t apport  vunstaut. 

La  courbe  est  uae  ellipse,  quand  le  rapport  esl  tuouidrcs  que  l'uMilé;  une 
parabole,  quand  il  Obl  l^unilè;  une  hyperbole,  quand  il  est  plus  grand. 

La  différence  du  point  de  dépaK,  eonduil  à  une  exposition  bien  différente  de 
cède  que  nous  suivons;  comme  comparaison,  il  y  aurail  utilité  réelle  è  étudier 
les  tuteurs  anglais. 

Dans  le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  (l^yO).  on  a  une  suile  d'ar- 
licle^î  de  M.  MoiŒLd'njr^s  le  (ir-riii- r  mode  indiqué;  on  peul  voir  d'ailleurs 
quelques  onvrrvpf'»  nnel  |>ar  exemple  ;  A  Ireatise  on  (ironu: trient  rnnics  by 
Cockshott  and  Walter,  publié  eu  180i  ;  et  le  travail  si  remarquable  de  MM.  Milne 
et  DAVià  :  Geometî'ical  contes. 

M.  MoRCL,  professeur  à  Saiate- Barbe,  a  publié  de  nombreux  articles  dans 
le  JourmU  de  Mathématiques  éléntenîaires  et  spéciales. 


Parabole*  —  Théorèmes. 

Ezerotoe  902. 

2133*  ThèorèoM.  Les  tangentes  menées  à  la  parabole  par  un  point 
extérieur  font  des  angles  égaux  arec  la  ligne  qui  joint  ce  point  au  foyers 
e<  arec  la  paralWt  à  Vame  menée  par  ce  même  point  aostérieur; 
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Et  la  droite  qui  joint  ce  point  au  foyer  est  bUaectrice  de  l'angk 
rayom  vecteurs  des  point  &  de  contact. 

Soient  les  tangente?  T'J 
et  P.\ ,  et  soit  PH  la  parir 
lèle  à  l^axe. 

1^'  Il  f^ut  prouver  qzi 
Tangle  FFN  =  IIFM. 

Clierchons  les  svtnétr 
qiu'^  E  et  G  du  foyer,  p:r 
rapport  aux  tangentes.  Cf^ 
poinls  appartiennent  à  h 
directrice  (  G.,  695):  k- 
projections  l  et  J  du  fojtr 
sont  sur  la  tangente,  *l 
sommet.  (G.,      ^97  , 

La  circon i-' T'-n^e  d^T'tr 
sur  PF,  comme  diamètre 
passe  aux  points  î  et  J. 
puisque  les  angies  FIP  « 
FJP  ^onl  droits. 
Les  angles  inscrits  FÎJ 


Fig.  1311. 


et  FPJ  sont  égaux  ;  niais  FIJ  et  HPI  sont  égaux  comme  ayaat  les  oôlèê 
respectivement  perpendiculaires.  Donc  Tangie  HPM=:  Fl'N. 

2o  II  faut  prouver  que  la  droite  PF  est  bissectrice  de  Teoffle  MFN.ou 

que  ranglô  PFM^^PFN. 

Or  PFM  =  PEM,  PFiN^PGN  et  PEM  =  PGN,  puisque  ces  demkrs 
égaient  1  droit  plus  PG£  ou  son  égal  PEG.  Donc  Paogle  PFM  =  PFN. 

C.  0,  t\  D, 

Exercice  903, 


*il34.  Théorème.  Les  tangeniêi 
(i  lu  parabole ,  menées 
même  point  de  In  dirtctria. 
sont  perpendirKÎuiiw^  l'i'itt.  ï 
Vautre;  la  corde  do  cjontacî} 
passe  au  foyer ,  ci  la  droV: 
qui  Joint  le  point  r/c  concoure 
des  tangentes  ait  fujcr  est  pef- 
pendiculaire  à  ta  corde  des  con- 
tacts. 

Pour  mener  les  taugentes  h  !* 
parabole,  du  point  P.  comme 
centre,  avec  le  rayon  PF,  il  faut 
décrire  une  circonlércnce.  îG.. 
n°  7U3.  )  Les  perpendiculaires 
EM  et  ON  déterminent  les  point* 
de  contact.  Joignons  le  k^jti 
aux  points  M  et  iN. 

L'angle  PFM=PEM=ldreà; 


Fig.  1312. 
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de  même,  Tangle  PFN  est  droit.  Donc  les  droites  FM  et  FN  sont  dans 
te  prolongement  Tune  de  Tautre.  Ainsi  la  corde  des  contacts  MN  passe 
au  foyer,  et  PF  est  perpendiculaire  à  cette  ligne. 

Cela  résulte  aussi  de  la  deuxième  partie  du  théorème  de  rexercice  pré* 
cédeiit  (no  2133). 

Les  tangentes,  étant  perpendiculaires  aux  droites  EF  et  GF,  se 
coupent  à  angle  droit,  puisque  l'angle  EFG  est  inscrit  dans  une  demi- 
circonférence. 


lie.  La  directrice  est  le  lieu  des  points  de  concours  des  tangentes 
qui  se  coupent  à  angle  droit;  autrement,  la  directrîce  est  le  lieu  des 
points  de  concours  des  tangentes  pour  lesquelles  la  corde  des  contacts 
passe  par  le  foyer. 

Exeroîoe  904* 

2f3t>.  Théorème.  La  sottunc  ilcs  inversai  (h's  scr/menis  d*une  corde 
menée  par  ie  foyer  d'une  parabole  est  une  quantité  constante, 

i  i 

Soit  une  corde  focale  MFN  ;  il  faut  prouver  que  "PM"  +  ~Y^^ 
quantité  constante. 

1         1   _  FN -f  FM  MN  _ 

TBT  "I"  Fi\  —  FM.FN  —  FM.FiN 

Menons  les  tangentes  MG,  NG;  ces  droites  se  coupent  à  angle  droit; 
le  point  G  se  trouve  sur  la  directrice  (it34»  Sco- 
lie)  ;  GF  est  perpendiculaire  à  MN,  car  les  points 
F  et  G  étant  symétriques  par  rapport  à  GN  et 
Taogle  GGN  étant  droit,  Tangle  NF6  Test  aussi. 

Donc  FM .  FN  =  Gl  -  (G.,     247,  2°.) 

Il  fiufflt  de  prouver  que  -^^^  est  une  quantité 

constante. 

On  sait  que    BG = GF  ==  GC  ; 

donc  BC  =  2GP 

Abaissons   la   perpendiculaire  MF  sur  crs  ; 
MP  =  BG. 

Les  triandes  rectangles  DFG,  MNP  sont  semblables  comme  ayant  les 
côtés  perpendiculaires;  donc 

MN      MP       MN  2GF 


d'où 
2136. 
Ainsi 


Ut*  —         quantité  constante. 
2  __2 

_i      J  ^ 

FM  +  F.N  —  p 


C.  Q.  F.  D. 


La  somme  des  inverses  des  segments  de  la  corde  focale  est  le  double 
de  rinverse  du  paramètre  de  la  parabole. 

40 
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905. 


8137.  Théorème.  Si  par  le  foyer  d*une  parabole  on  élève  utte  perpe 
dicuiaire  à  Va.rr,  et  que  sur  cette  droite  on  prenne  des  grandeurs  égola 
FM,  FN  de  p»rt  et  d*aulre  de  cet  axe,  le  trapèze  obtenu  en  projetant  li 

points  U  et  H  sur  une  tangente  est  constant,  qtulk 
que  soit  la  tangente  menée*  (  N.  A.  1846 ,  p.  363.) 

Soit   FM  =  FN. 

il  faut  prouver  que  le  trapèze  MCDN  a  uiic  âi-'e 
constante. 

Or  la  surface  peut  s'obtenir  en  inuitipliant  un  d« 
côtés  non  piiiallèles  par  la  perpondiculaire  at)aisst# 
du  point  m. heu  de  Taulre  côté,  mais  la  projection  B 
du  foyer  F  sur  une  taiiiiente  quelconque  D  l  aetrou^^ 
sur  la  tan^HMite  :iu  suuiiuet. 

Ainsi  le  pOiiiL  liiilieu  de  CD  se  trouve  tur  A\ . 
Dl-  est  la  hauteur,  et  ïou  a 

MCDN  =  MN  .  BP  quantité  constante. 


Flg.  1314. 


2I3B.  Problème.  Par  le  foyer  l  iTunc  cUipsc,  an  élève  uttc  pcrpend  - 
rulaire  ëur  la  grand  eux ^  on  prend  de  }iart  cl  d\u'tre  de  l'axe 
ffruiuleurs  cyalos  FM,  \  S;  )nencr  une  tangente  à  rellipse  de  nianièn 
que  le  trapèze  obtenu  en  projetant  M  et  N  mr  la  tangente  mt  une 
donnée  k^. 

La  projection  du  foyer  sur  la  tangetite,  c*est-5-dire  le  milieu  du  c^U 
op{>o.-6  à  MN,  est  sur  le  cercle  prim  ipal  (G.,  no626;  ;  le  probl«'me  n.vieiit 
donc  à  déterminer  sur  le  cei  cle  principal  un  point  B  dont  la  distaucelîl 
au  grand  axe  soit  telle  qu'on  ait 

Il  faut  donc  mener  une  parallèle  au  grand  axe,  à  ane  distance  doosét 


par 


BP  = 


l^ig.  i315. 


d*où 


2139.  ThtorèoM.  Toute  corde  menée  par  le  fejfer 
d*um  parabole  est  égaie  au  quadruple  du  rayon  vec- 
teur du  point  de  contact  de  la  tangente  parallèle  é 
cette  corde,  (N.  A.  1877,  p.  335.) 

Menons  les  perpendicalaires  AC»  MP,  BE  sur  la 
directrice;  PM  prolongé  passe  par  le  poinl  G  mtliao 
delà  corde.  (G.,  n«706, 2».) 

Donc  2 .  GP  =  AC  +  BE  =  AB 

Mais  le  triangle  FMT  est  isocèle,  car  Taugle 

FMT  =  GMV  =  FTM. 

Donc  FM  =  FT  =  GM  =  MP 

d'où  PG:=^2FM 

26P  ou  4FM==:AB  CQ.F.B. 
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Exerotcc  907. 

Ui  iu.  Théoremei,  llans  )inc  paitibvle,  une  (nH'ioite  itwhtlf}  limifce  à 
deiw  tamjvhtes  /ijcs  est  rue  du  foyer  sous  un  anylc  consiatil.  {Traite 
des  Propriétés  projictncs  dea 
fnj'O'cs,  t.  I,  nos466,  -'ib7.;  U  après 
l*oN<:tLET,  le  théorème  est  de 
Lamiîkht  *  ;  il  en  est  de  même  de 
celui  qu'où  en  a  déduit  facilement 
(u^  2141). 

La  déiuonstralion  est  analogue 
à  celle  qu'on  a  doanée  pour  Tel- 

Projetons  le  fo^er  sur  les  trois 

tangentes. 

Les  points  M,  G,  N  se  trou- 
vent svir  la  tangente  au  sommet. 
(G.,  n*^ 

Le  quadrilatère  l'GDN  est  ins- 
criptible  dans  le  cercle  qui  au*  Mg.  t8l6. 

rait  FD  pour  diamètre;  donc 

angle  FNG=FÛG  =  FiNG 

De  même  angle  FBO  =  FMG 

d'où  angle  BFD==MFN 

Ainsi  Vangîe  BFD  est  eonstantf  il  est  le  supplément  de  l'angle  G, 
car  Tangle  MFN  est  le  supplément  de  Tangle  formé  par  les  tangentes 
fixes. 

2141.  Théorème  de  Lambert.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  BCD 
formé  par  trois  tangentes  à  la  parabole  passe  par  le  foyer. 

Les  anglea  F  et  G  sont  sapplémentaires.  (Voir  aussi  n^  2166.) 

5tl4ft.  Remarque.  De  063  théorémes  CD  peut  déduire  un  grand  nombre 
de  corollaires.  Voir  Poncelet,  Traité  des  propriétés  proJecHties  des 
fifftures,  t  I  y  n<»  465  et  suivants.) 

Applicatiati  d'Analyse  et  de  Géométrie,  t.  II,  p.  461  et  suiTantes. 

Exercice  908. 


2143.  ThéttvéoM.  Pour  tracer  le  balancier  de$  maehi$te8  à  vapeur, 
connaissant  la  demi-longueur  AP  et  la  demi-largeur  PM  =  PN|  on  divise 
MP  et  AP  en  un  même  nombre  de  parties  égahê;  par  les  points  de  divi- 
sion de  MP  on  mène  des  parallèles  à  Vaxe,  et  Von  joint  N  à  chaque 
point  de  division  de  Vaxe, 

Prouver  que  Von  obtient  un  are  de  parabole. 


•  Lambki;).  né  en  17J.>  d  Miilhou«-e,  mort  en  1777  h  ];orlin  :  publia  un  Traité  d<  jterê' 
ptcUve  et  DU  TruiU  deê  comeUê,  où  i'iiultrur  dévcluppù  diverbett  jtropriétés  dos  conlqQ6tt 
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Pour  le  point  B,  par  exemple,  on  a  :   BG  =  -g-MP;  ^  les  triai^ 

semblables  BCD  et  DPN  donnent  : 

CD  _  BC  _  3 
"UF—  MF—  5 

CD  =  VjDP  =  »/» .  ViAP = 7»AP 


Or 


et  puisque 


i^.  1317. 

ac=-|ap-cd=^ap 


J^AP  =  ^AP 


BC 
MP 


5 


_^  ou 


BC- 


9 


AC 
AP 


le  point  B  appartient  à  une  parabole  qui  a  la  ligne  AP  pour  axe,  A  ^ 
sommet,  et  MP  pour  ordonnée  extrême  eonsidérée.  (G.,  n*  700») 

2144.  On  emploie  aussi  le  tracé  suivant*  : 

Le  sommet  A  est  joint  auJ 
points  i ,  2,  etc.  ;  les  pointi 
où  ces  lignes  coupent  les 
rallèles  do  même  cote  app^^ 
tiennent  à  une  parabole,  i^  * 
n*  700.) 

La  démonstration  tsi  ai^ 
logue  à  la  précédente  : 

BC      3      BC  9 


Fig.  1318. 


Or  les  triangles  semblables  ABC  et  ADJi  Joaucnt  : 


AC^^^S..   ^,i3  eD=4aP 


Donc 


liD 

3  ^„ 


"F 

AC       9  BC* 

aF  =  "S^=="MF* 


Les  carrés  des  ordonnées  sont  dans  le  môme  rapport  que  les  sbMà*'^' 
on  a  donc  une  parabole. 

*  (Jommoakiiiâ  par  M.  Rvu%xv,  protessetir  à  VicoU  d  artê  et  matera  d'Aix. 
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Exercice  909, 

21411.  ThèofèoM.  Démmtrer  directement  que  le  triangle  curviligne 
formé  par  un  arc  de  parabole  et  les  deux  tangentee  menées  aux  extré- 
mités de  cet  are  est  le  tiers  du  parallélogramme  construit  sur  la  corde 
dee  contacts  et  le  diamètre  conjugué  à  cette  carde.  En  déduire  que  Voire 
du  segment  parabolique  est  les  deux  tiers  de  ce  même  parallélogramme. 


Fig.  iai9. 

Le  triangle  MON  est  é((uivalent  au  pnrallélogramrnc  CMNG. 
Pour  avoir  la  surface  MBN,  il  suHit  de  relraiK  hor  du  trianp;le  total  ia 
surface  compric^e  eolre  ia  courbe  MBiN  et  les  tangenleâ  DM,  DN. 

Menons  la  tangente  AF  parallèle  à  la  corde  MN«  on  aura  AF=^1|^  , 
car    DB  =  BE. 

Donc  le  triangle  ADF  est  le  quart  du  triangle  MDN  ou  le  quart  du 

parallélogranuue. 

Menons  les  tangentes  parallèles  aux  cordes  BM,  BN. 
Le  Irianprle  Il'J  est  le  quart  de  BFN. 

Mais  le  triangle  BFN  e^it  équivalent  à  DBF;  donc  IFJ  e&l  le  quart  de 
DBF. 

Donc  IFJ  +  ARS  =  ^  J - 

Des  tangentes  p;iralièles  aux  cordes  BF,  BN  doiuient  lieu  à  deux  tri- 
angles dont  la  somme  est  le  quart  de  IFJ. 

Les  tan^^Mites  parallèles  aux  cordes  BL,  LM  doiUM^raient  lieu  à 
deux  autres  triangleà  analogues;  la  somme  des  qualre  nouveaux 
triangles  est  donc  le  quart  de  la  somme   1FJ-|-AFQ    ou  le  quart 

de         ,  etc. 

Donc,  en  résumé,  en  représentant  par  P  le  parallélogramme,  le  tri- 
angle ADF  =  ^ . 

ADF  P 

U  somme  des  deux  suivants  ou  IFJ  +  AKS  =  — ^ —  t=z  , 
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La  somme  des  quatre  suivants  est  le  quart  du  résultat,  précédent,  eU 

Donc  la  somme  des  triangles  fornte  entre  la  courbe  et  les  taDgeol» 

Î)M,  DN  est  donnée  par  la  somme  des  termes  d'nne  progressioD  dëéroif- 

I  P 
saole,  dont       est  la  raison  et  ^     premier  terme. 

Or  la  limite  de  la  somme  des  fermes  d^ane  progression ,  dont  a  est  le 
premier  terme  et  q  la  raison ,  est  donnée  par 

s=^(,-i)=-S 

2 

Donc  l'aire  parabolique  MiiN  =  -g- ,  ?• 

Rrmarquo.  Cette  démonstration  est  rnpplicalion  Je  la  Mrtfto'h^  d'ei- 
haïalioii  [u^  1902).  Pour  évaluer  Taire  <le  la  |«aral<ole.  Arriiimè-le  a  coc- 
sidéré  les  triangles  t/(fc'/'i6'Mrà; ,  au  lieu  de  faire  la  soinnie  (le>  triandeî 
t'xfe'm'urft.  Le  nom  de  Mt'thode  (Vipm&emcut  vient  de  ce  qu'où  épuift. 
en  quelque  sorte,  l'espace  compris  entre  la  courbe  et  les  droites  DM. 
DN. 


LIEUX  GÉOMÉTRIQUES  ET  ENVELOPPES 

Exeroioe  010. 

2140.  Lieu.  De  (oks  les  points  d'uiie  circoiifrrence  ou  abaisse  (k$p€f' 
pcudiculinrcs  ftftr  une  droite  quelconque  siturc  dans  le  plan  du  eertk. 
Quel  est  le  lieu  du  miliru  de  ces  perpendiculaires? 


Fig.  im 

Soient  AA'  et  t'/  la  droite  et  la  circonférence  données;  et  il  la  diitauce 
du  centre  à  la  droite. 
Pour  un  point  N  quelconque  on  a  :  wC  =  Y,NG.  Ur  NG=2/4-*NP; 

donc  Cm  =  /  +  V,PN,.. 
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Or  si  nous  divisons  les  ordonnées,  telles  que  PN,  en  deux  j)arlie?i 
égales,  nous  obtenons  Pellipse  ABA'B',  dans  laquelle  BB'  =  ',jAA';  et, 
puisque  la  courbe  ahalh'  est  obtenue  en  prenant  sur  chaque  parallèle  une 
longueur  constante  Mm  égale  à  l,  nous  obtenons  une  courbe  égale  à  la 

première,  car  on  a  :  =  *jgr ,  puisque  -pjj-  ==  ,  Donc  aba'b 
est  une  ellipse. 


21  'i7.  Lieu.  Lieu  du  centre  (les  ellipses  tangentes  à  dextx  droites  en 
lies  points  donne.'i,  et  l'tcu  du  centre  et  du  foijer  F  des  ellipses  tangentes 
à  deux  droites  et  dont  Vautre  foyer  F'  est  fij  c. 


kig,  1321. 


Fig.  1322, 


io  D'après  rexercice  872  (    2081  ) ,  le  lieu  du  centre  0  des 
est  sur  la  droite  BP,  qui  joint  E  milieu 
de  la  corde  MN  des  contacts  au  point  P  ; 

'2  •  l.e  lipu  fin  foyer  l''  e^l  une  Hroito  BP 
(jui  f.iit,  avec  la  (nuirtMite  TP,  un  angle 
égal  à  F'PT'  (G.,  n  '  ^SS)  ;  le  lieu  du  centre 
est  une  parallèle  Ox  menée  à  égale  dis- 
tance de  F'  et  de  BP,  car  on  a  constam- 
ment F'C  =  CD. 

2147  (a).  Remarque.  La  droite  F'P  est 
la  position  extrême  de  l^axe  focal  des 
ellipses  tanjj^entes  aux  deux  lignes  don- 
nées.  Pour  FT,  Pellipse  est  réduite  au 
grand  axe  F'P  ;  jusqu'à  cette  limite  ex- 
trême, lea  points  de  contact  sur  chaque 
droite  se  rapprochent  de  plus  en  plus  du 
point  P. 

Au  delà,  pour  F'B,  on  a  donc  unf*  hy- 
perbole  dont  les  foyers  sont  F'  elB;  de 
même,  pour  F'F",  la  droite  F'DG  donne 
le  centre  D  sur  la  tangente  T'.  Cette  ligne  Fig.  lass. 
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tB%  don€  uaa  asymptote  ;  et  le  point  où  W  rencontrertit  la  tai> 
geate  T  serait  le  centre  de  Thyperbole  qui  aurait  TP  pour  asymptote. 
La  droite  Fij,  parallèle  à  EP  et  à  OCy  eorreepond  à  une  panMe 
(G.,  no  690.) 

Exerdoe  918. 

2148.  Lieu.  Lieu  des  points  également  disUaUt  de  deux  dreonféreiua, 
ou  d'une  circonférence  et  d'une  droite^ 


io  Cas  de  deux  eireonférenees.  Soit  le  point  M  tel  que  Too  aii  : 
MB^MB';  d'où  MF  —  MF'  =  BF -B'F'={R -r),  quantilé  coifr 
tante. 

Le  point  M  appartient  à  une  hyperbole  dans  laquelle  2a  =  R  —  n  et 
dont  F  et  F'  sont  les  foyers.  Le  point  Â',  milieu  de  DD'»  est  un  des 
sommets,  car  VF  — A'F"  =  R  — r;  il  en  est  de  même  du  poisiAt 
milieu  de  EE\  car 

AF'  -  AE  =  (AE'  -  ET')  -  ( AE  -  EF)  =  AE'  -  E'F  -  AE  +  EF  = 

EF~E'F  =  R~r 

Lorsqu'on  a  NC=N'G',  le  point  N  appartient  à  cette  mine 
branche. 

Les  points  de  Thyperbole  obtenue  sont  les  centres  des  circoofêreoees 
tangentes  aux  deux  circonférences  données  extérieurement  à  l^ine,  et 
intérieurement  à  Vautre» 

En  procédant  d*une  manière  analogue»  on  voit  que  le  lieu  complet 
comprend  une  seconde  hyperbole  :  A'  est  le  milieu  de  DD',  et  A,  celû  é» 
EE'.  On  a  :  MB  =  MB'«  et  par  suite  la  valeur  20  ou 

MF  — MF'  =  (BM  +  R)-(MB'-r),   2a=:(R  +  n; 

la  cirronfcreiice  d<^orite  de  M,  avec  le  rayon  MB  =  MB',  est  tangente  inté- 
rieurement à  la  circonférence  F',  et  eitérieurement  à  la  circonfôreoct  F; 
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»  contraire  a  lieu  pour  les  points  de  la  branche  de  droite.  Lorsque  les 
irconférences  sont  intérieures ,  le 
eu  se  compose  de  deux  ellipses. 

2o  Pour  une  circonférence  et  une 
xoite  xy,  le  lieu  se  compose  de  deux 
»araboles  :  le  milieu  de  OB  est  le 
ommet  de  Tune  droites.  On  prend 
lD  r=  AF  ;  puisque  ML  =  MF,  on  a 
Al  =  MJj  car  A  est  le  milieu  de  OB 
»t  celui  de  FD. 

Donc  LJ  =  IF... 

A\  milieu  de  00,  est  le  sommet 
le  la  seconde  parabole. 

NF  =  NP;   donc   NH  =  NG 

La  di'^rnssion  des  divers  cas  que 
peuvent  présenter  deux  circonfé- 
•ences ,  et  une  circonférence  et  une 
iroite,  est  intéressante,  mais  n^offre 
lUGune  difficulté. 

Exercice  813. 

1^148.  Lieu.  Lieu  du  centre  des  cercles  qui  passent  par  un  point  fixe, 
sf  qui  sont  tangents  à  une  droite  donnée  ou  à  une  circonférence  donnée. 

Ce  n^est  qu*un  cas  particulier  du  lieu  précédent  :  un  cercle  est  réduit 
à  son  centre.  D^ailleurs,  suivant  que  le  point  donné  est  intérieur  ou 
extérieur  au  cercle  donné,  on  a  une  ellipse  ou  .une  hyperbole.  (G.,  n^6i5 

i  Exeroioe  914. 

I  silSO.  Lieu.  Par  les  points 

Oif  une  tan'jriife  mobile  coupe 
ilMCir  droites  fixes  tangentes  à 
parabole,  on  mène  des 
parallrlt  !^  au.r  tangentes  fixos : 
lieu  du  point  de  concours  de 
ÊiS  paralUies* 

(  pour  une  troisième  tangente 
qadeonque   DE,  on  a  (G., 

EG  DB 

'^^^  •  iiF=Tnr- 

noas  menons  la  parallèle 
|H  jusqu'à  la  corde  des  con- 
puis,  par  le  point  H, 
parallèle  à  AB  jusqu'à  la 
itre  de  la  tangente  BG, 
aurons  les  égalités  : 

EC      CH  _ 
W  — HT  — 

Donc  la  ligue  DK  ainsi  déteriuiuéô  diviae  les  tangentes  flxes  en  segments 


Fig.  im 


EH  ou  PB 

 CÂ  
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inverscmenl  proportionnels;  et  cette  ligne  DE  n'est  autre  chose 
lanj^enle  mobile.  (G.,  n»  712.)  Donc,  si  l'on  eonetrait  le  paralWagraw» 
PBEII,  le  sommet  H  sera  sur  la  corde  des  contacts. 

Exeroftce  SIS. 

Lteii.  Lieu  dti  foyer  des  paraboles  qui  ont  Ufie  directrice  dor- 

et  qui  passent  par  un  point  donné.  '-^ 
(jui  sont  tangentes  à  une  droite  âoni^  ■ 

Lieu  des  sommets  des  mémei 
boles* 

io  Puisque  le  point  M  est  à  égale  ir 
tance  du  foyer  et  de  la  directrice,  le 
du  foyer  est  le  cercle  décrit  de  M  c^hu'^^ 
centre  tangentiellement  à  la  dir  ctri 
car,  pour  un  foyer  quelconque  Fi 

MF=::ML. 

Le  sommet  A  est  au  milieu  de  la 
pendiculaire  FD;  donc  (Exercice  9i0;  > 
lieu  du  sommet  est  une  ellipse  :  le  ^tué 
axe  oa'  =:2LM,  et  LM  est  le  petit  a». 

2«  Soient  TP  la  tangente  et  LDI»** 
rectricc  données.  Tour  une  parabole  quelconque,  remplissant  lei 
ditions  iiiipoBées,  N  est  \o.  symétrique  du  foyer,  et  la  tangente «tpj" 
pendiculaire  au  milieu  de  FN.  (G.,  n"  693.)  Donc  l'angle  FPM=îfW: 
et  la  Ivjm  PR,  qui  fait,  avec  la  tangente,  un  angle  égal  h  celoi 
cotte  taiigcnle  fait  avec  la  directrice,  est  le  lieu  des  foyers. 


Fig.  1327. 


Fig.  1338. 

3«  Si  d'un  foyer  quelconque  F  nous  abaissons  la  perpendiculaire 

sur  la  directrice,  le  ^ionimel  correspondant  est  au  milieu  de  DF; 
le  lion  des  sommets  est  la  droite  POE  ainsi  menée,  car  on  auracoosto- 
meut  D'0'  =  û'F. 


LIVRE  VIII 


947 


Exercice  916. 

2152.  Lteu.  Lieu  des  points  dont  la  somme  ou  la  différence  des  diê- 
ances  à  un  point  et  à  une  droite  donnés  égale  une  ligne  donnée, 

(Voir  Méthodes,  76.) 

Exercice  917. 

2fB3.  Lieu  des  points  dont  le  produit  des  dislances  à  deux  droites 
'ectangulaires  égale  un  carré  donné, 

(Voir  Méthodes,  n<»  78.) 

Lorsque  les  droites  ne  sont  pas  perpendiculaires  l\ine  à  l'autre»  le  Heu 
sst  une  liyperbole  ayant  ces  droites  pour  asymptotes;  mais  la  détermi- 
latioD  est  analytique,  car  elle  dépend  de  Tequalion  de  rhy(»erbole»  et 
)ile  utilise  diverses  transformations  de  formules. 


CMvdce  918*  —  I. 

2IK4.  Lieu.  Dans  un  trapèze,  la  grande  base  est  fixe,  la  petite  base 
^st  donnée  de  longueur,  et  la  somme  des  deux  autres  côtés  est  constante. 
Quel  est  le  lieu  du  point  de  concours  des  diagonales? 


Soient  M) -.a,    DC  =  h    et   AD  +  DC  =  i 

Par  le  point  0,  menons  des  parallèles  aux  côlès. 
On  a:  AE  =  OG  z:=  OH  =  DF 

puis  OE  =  AG,    OF  =  DH 

2a6 


1»  La  droite  HGsr: 
Donc 


(n<»  1199.) 


a  +  b 


ah 
u  +  b 


Ainsi  les  poinU  F  sont  fixes,  quelle  que  aoit  la  position  du 
K>int  0. 

A6      a  AG  a 

Mais  on  sait  que  -gc^-y  ou  -SF==a>6 


AG  =  AB. 


a 


a  +  b 
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Dli==DC. 


a 


al 


dODC  OF  +  OE  =  (AB  +  DC)        j,  r:= 

La  Romme  des  distances  du  point  0  aux  points  fixes  E,  F  eta 
constante,  le  lieu  du  point  U  est  une  ellipse  ayant  E,  F  pour  forera  c: 

(7? 


longueur     _^  ^  pour  grand  axe. 


2155.  Lieu.  Jjcu  dit  point  K  OÙ  se  coupent  les  côtés  non  panGi 
lorsque  la  somme  l  des  diagonales  est  constante. 


ah 


AR  =  KM  =  KN  =  DS=- (nM199,2»); 

donc  les  points  B  et  S  sont  fixes. 

AM      AK  _  a 


AG 

AM  =  AC. 


a 


DNouSK  =  BD. 

a  —  o 


d'où 

de  mtoe 

donc 

+  SK  =  (AC  +  BD) .  =       ^    quanUté  constante  ;  dose 

Remarque.  On  peut  présenter  les  questions  précédentes  d^une  tm^ 
très  simple  et  très  générale. 


2156  (a).  Théorème.  Oh  donne  dciu'  droitt's  parallclcs  AD,  BCdfiv; 
ytteurs  connues  a  e<  b  ;  l'une  AD  est  fixe  de  position,  et  flU^  " 
réunies  par  deux  droites  AB,  AC  dont  î a  somme  1  est  cou-taidcU 
point  quelconque  M  du  plan  eut  relié  au  système  donné  pur  um  àt*i' 

ME6  de  longueur  constante ,  et  dont  le  rapport  -^^  distance  aux  hn 

est  constant  ;  or,  que!  que  soit  le  déplacement  de  le  lieu  (ht  j/fA 

M  est  une  ellipse  dont  le  eeiitre  0  et  les  foyers  F,  P  se  dtierm^'A 
en  menant  par  ce  point  M  des  parallèles  à  la  médiane       et  aux 
NA,  ND. 


JE    B  P 
flg.  1330. 

En  effet,  chaque  point  du  système  mobile  décrit  une  eilipsCi  eiU>^'^ 
lea  ellipses  sont  semblables. 

Digm^uù  Google 
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Pour  G»  par  exemple,  on  a  : 

DR=:a  +  6  et  DC  +  GR  =  « 
donc  D  et  R  sont  les  foyers  et  le  grand  aie= 

AN      DN  a 
Pour  N,  on  a  :  -s;^  =  Mr  =  y 
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al 


donc  la  somme  AN  +  DN  est  constante  ;  elle  égale  d'ailleurs  . 

A  et  D  sont  les  foyers. 

Par  le  poiul  11 ,  il  faudrait  mener  des  parallèles  aux  diagonales. 
Il  en  est  de  môme  pour  M,  car  OP  =  MH  ligne  de  longueur  donnée, 

01' =UF'  =  Pl  =  rJ 
D'ailleurs  le  calcul  de  ces  longueurs  OF,  OF'  et  de  ia  somme 
MF  +  MF'  est  connu,  car  on  a  : 

FF'      OM    -       FF'  m 


==£-777-  ou 


d*où 

De  même 
d^où 


m-fn 

MF  4-  MF' 
Cà+GD  ' 


m 
ml 


MF  +  MF=^':j:-^  donc... 


ItfISS  (b).  Ltea.  Un  trapète  àrcomerii  à  une  denn-circmféreuce  a  le 
diamètre  pour  hauteur;  le  côté  opposé  est  mobile;  quel  est  le  lieu  du 
point  de  concours  des  diagonales  f 


O  l: 
Tig.  1331. 

i<»  Soit  K  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales,  on  a  : 

AK 

PK  CP 


de  môme  : 
donc 


B£ 


CB  ' 
AK  =  PK 


d'où   PKîss  -Qg 
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Le  point  de  concours  est  le  point  milieu  de  AP,  propositioo  eom&e 

(no  mij  a). 

Le  lieu  du  point  K  cBt  une  ellipse  ayant  6C  pour  graod  sze  el 
OH  =  demi  OL,  pour  demi-petit  axe. 

2**  Les  diagonales  et  la  perju  ii  iiculaire  AP  .-ont  les  syiiK^dianes  du 
triangle  rectangle  ABC,  or  ces  ligues  se  coupent  au  point  milieu  de  h 
hauteur  AP,  donc...,  etc. 


819. 


'2187.  Lieu.  Por  iin  point  M  pris  sur  nu*'  rJfip-ie,  on  ^nèue  une  tan- 
gente MT  qui  coupe  le  petit  OJW;  an  point  T.  (jifcl  est  te  lieu  de  la  pn>- 

jeeliiyn  du  point  T  s>/r  le  rtnjnft  vec- 
teur FM  du  point  de  coniactf  (Milili- 
UEiM,  N.  A.,  1868,  p.  316.) 

Du  foyer  F'  abaissons  uoe  perpeo* 
diculniiL  F'D  sur  la  tangente;  prolon- 
geons-la jusqu'au  ccvcV^  directeur  du 
Toyer  F  ;  on  sait  que  DE  =  F^O  et  que 
FE=:2a  passe  par  le  point  de  con- 
tact M. 

Mais  FT  =  TF'  égale  donc  TE;  dose 
le  triangle  ETE  est  isocèle,  et  la  per- 
pendiculaire TN  tombe  au  milieu  de  la 
^  base;  donc  FN=  7t^E  =  a.  Ainsi  le 

^  "  lieu  est  le  cercle  décrit  du  foyer  F 

comme  centre  avec  le  demi  «grand  axe  pour  rayon. 


Remarque.  .9i  Von  projette  le  w&ine  point  T  8UV  l'autre  rayon  F'M|  la 
droite      passera  pail^  le  centre  de  la  courbe. 

Théorème.  On  mène  u)ie  ttrngenfe  MT  à  une  jxieabole,  cette 
droite  coupe  la  tamjente  au  sommet  \  en  un  point  T;  lien  <l''  la  pn}- 
jection  du  point  T  sur  le  rayon  vecteur  FM  du  point  île  evniiu  '  est  une 
circonférence  décrite  du  foyei*  comme  centre  ,  avec  un  rayon  FA  égal 
à  la  distance  du  foyer  F  au  sommet  A  de  la  courbe. 

Exercice  920.  —  I. 

2IoO,  Lieu.  >  sonii/icis  A  pt  B  d'un  triangh'  donné  glisse/tt  resp^di- 
vrmf'nt  sur  deux  droites  fixes.  Quel  est  le  lieu  décrit  parle  troisicnu 

.sonunet  ? 

(Voir  Méthode» f  n»  144.) 

On  peut  énoncer  le  théorème  comme  il  suit  : 

2100.  Théofème  4e  Mooton    LorBqu*tm  segmmi  rectHigfw  AB,  de 


*  ScHouTKV,  gc'oniètre  hollnndnifl,  né  vers  1620,  raort  en  Hfil ,  fit  ik*  nnnibnn«e?!  appli- 
cattons  de  la  méthode  analjtltiuo  do  Dkôcauteé»,  Oq  lui  doit  ousisj  le  ttH-orème  de  la  frl*. 
«ofltrlM.  (O.,  n*  f«S.) 
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fouguru)'  et  th'  position  (lonnt^p  fiur  yr7  plan  M,  sr  dt'placr.  rh  manière 
(j\n'        r  rf  r>'initcs  A  cl  li  tjlissent  respectivemcnf  sur  dcK.r  droites  cnn- 
ronru/dcs  tracvm  dan^  vft  p!nn  P  qfd  coïncide  avec  le  premier,  tout 
point  du  plan  M  décrit  une  ellipse  sur  le  plan  P. 

Gotollaûre.  Un  point  quelconque  d*unê  droite,  dont  les  extrémités 
glissent  respectivement  sur  deux  droites  concourantes  fixes,  décrit  une 
ellipse  ayant  pour  centre  le  point  de  concours  des  deux  droites  fixes. 

L'importance  de  co  corollaire,  quo  Ton  éoonce  fréqueiament  comme 
(h/^orôme,  nous  conduit  à  le 
démontrer  directement. 

Soient  «  ,  OY  les  droites 
fixes,  ABM  la  droite  mobile, 
leâ  longueurs  Ali,  HM  ne  va- 
rient pas,  le  point  A  L^disse  sur 
OX ,  tandis  (jue  B  udisse  sur 
O^' ;  il  faut  prouver  que  le 
point  M  décrit  uno  ellipse, 
ayant  le  poiot  0  pour  centre. 

Circonscrivons  une  circonfé- 
rence au  IrianLde  AOB. 

.loii;nûns  le  point  M  au  centre 
L,  afin  d'obtenir  un  diamètre 
Ch;  joignons  aussi  les  points 
C  et  D  aux  points  0,  A  et  B. 

Jm  circonférence  ne  varie 
pas  de  {irandeur  :  en  eiïet 
ACOli  est  un  arc  de  segment  décrit  sur  une  ligne  donnée  Ali  et  capable 
d'un  angle  donné  XOY. 

Les  triangles  ACM  et  6DM  ne  varient  pas  de  grandeur,  car  la  droite 
MDC  est  déterminée  par  le  centre  L  du  cercle  ;  or  ce  centre  se  trouve  , 
sur  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  AB  et  à  une  distance  LH  qui 
ne  varie  point,  car  le  rayon  AL  ne  varie  point,  quelle  que  soit  la  position 
de  la  corde  AB  du  segment  décrit  ACODB. 

Dans  le  déplacement  de  AB,  chaque  point  C  etH  décrit  une  droite  qui 
pasue  par  V origine  0. 

En  effet,  Tangle  AOC  égale  Pangle  ABC,  qui  ne  varie  point;  donc  le 
point  C  est  constamment  sur  une  droite  OX'  qui  forme  avec  OX  un  angle 
XOX'  égal  à  CBA. 

De  même  le  point  D  se  meut  sur  une  droite  OY'  qui  forme  avec  OY  un 
angle  YOY'  égal  à  l'angle  invariable  BAD, 

7>  point  M  décrit  une  ellipse  ayant  0  pour  centre,  et  dont  les  demi' 
nxfs  égalent  MC  et  MD,  car  le  mouvement  de  AB  entraîne  celui  de  la 
figure  invariable  ACDM  ;  or  CD  est  une  droite  de  longueur  constante^ 
dont  les  extrémités  C  et  D  glissent  respectivement  sur  deux  droites 
rectangulaires  fixes  OX',  OY';  donc  le  point  M  décrit  une  ellipse ,  etc. 
(G.,  n«  643.) 

Exeroîoe  920.  ^  H. 

Théorème  de  Stcincr.  L'airr  dr  t\Hij>^r  rvurndfX'C  par  un  point 
dû7iné  M  d'une  droite  AB  de  longueur  invariable,  dont  ks  extrémités 


Digitized  by  GQpgle 


BXKRCICES  DE  G&OMéTRIB 


glissent  respectwement  9ur  deux  droites  coneùurantee  OX,  OY,  est  imé^- 
pendante  de  Vangle  XOY  formé  par  ces  deux  droites. 

Le  théorème  de  Stemer  eit  une  simple  scolie  du  th^nrème  de  Sehoetf^ 
(n*  2160),  en  efifet  : 

L'aire  de  Tellipse  ayant  a  et  6  pour  demi-axes  est  doonëe  par  ««6. 
G.,  no  637.) 

Ainsi  Taire  de  Tellipse  engendrée  par  le  point  M  (fig.  1333}  ^1-. 
irMG .  MD. 
Or  quel  que  soit  Tangle  XOY,  on  a  : 

MC .  MD     MA  .  MB  ;   aire= tiMA  .  MB 

donc  Paire  est  indépendante  de  Tangie  0. 

Eacmîce  9ft0.  —  III. 

2161  (a).  Lien.  Quel  est  le  lieu  du  centre  du  cercle  des  neuf  points  du 
triangle  A06  formé  par  un  segment  rectUigne  AB  invariabU  de  km- 
gtieur,  dont  les  extrémités  glissent  sur  deux  droites  fixes  OX,  0Y7 
(Wbill.) 

G'eiît  une  ellipse;  la  question  se  rattache  à  celle  de  Schoutkn.  car  k 
centre  L  du  corrle  des  neuf  points  circonscrit  au  triangle  complémeij- 
taire  A'O'B'  peut  être  considéré  comme  le  sommet  d'un  triangle  invariable 
A'LB'  dont  deux  sommets  A'  cl  IV  glissent  sur  OY  el  UX. 

(Voir  d'ailleurs  J.  M.  ii.,  1887,  p.  163.) 

Exeroioe  921. 

2162.  Lieu,  rtu^  clvroiifcrencc  roule  iiitcrieurtnicKt  (huis  inu-  cDVoit- 
férc.nce  de  rayon  dvuhlc.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  ini  point  (jaelconqui 
du  plan  (le  la  prernièn  rirco)ifé renvoi  ^nr  le  pian  de  la  seconde? 

D'après  le  théorème  de  Cardan  ou  de  La  Hire  (n<*  1285)  *,  un  point 
quelconque  A  de  la  circonférence  M  décrit  un  diamètre  de  la  seconde  P. 

Soient  donc  deux  points  A  et  B  situés  aux  extrémités  d'un  même  dia« 
mètre  de  la  petite  circonférence;  ils  décriront  deux  diamètres  rectangu- 
laires de  la  grande  circonférence;  on  est  donc  ramené  à  la  question 
précédente,  car  les  extrémités  d'un  segment  rectiligne  AB  du  plan  .M 
glissent  respectivement  sur  deux  droites  concourantes  du  plan  P;  donc 
tout  point  du  plan  M  décrit  une  ellipse  sur  le  plan  P. 

Remarque.  Les  points  A  et  I>  eux-mêmes  et  tous  les  muUos  points  Je 
la  circonférence  intérieure  décrivent  des  seg'ments  rectiligoes  qu'on  peut 
considérer  comme  des  ellipses  infiniment  aplalieà. 

Hxeroiœ  922. 

2163.  Lieu,  ijtiel  est  le  lieu  du  centre  des  ellipses  imcrites  dam  un 
quadrilatère  convexe  ?  (Newton.) 


*  I>'aprèB  La  Hou  Inl-mtoio,  c'nt  à  Dat/utouM  qvB  Ton  doit  la  eoiuMteailoa  te  Mi^ 
qftiéSdtê.  (Pour  cw  «mrbes,  votr     n*  SM,) 
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C^cst  la  droite  qui  joint  les  points  luiiieux  des  diagonales  du  quadrila- 
êre. 

Kn  clfel,  pour  imo  r  ilipse  donnée»  on  peut  projeter  la  figure  de  manière 
[uo  cette  courbe  soit  un  cercle. 

Le  quadrilatère  ABGD,  dont  M.N  est  la  droite  qui  joint  les  milieux,  se 
jrojette  suivant  un  qu.KÎrilatère  abcd,  dont  mn,  ligne  des  milieux  des 
liac^onales,  est  la  projection  de  ^ÎN.  Or  mu  contient  le  centre  o  du 
ercle  inscrit  (n'*  1(U4},  et  ce  centre  est  la  projection  du  centre  0  de  Pel- 
ipse  ;  donc  0  est  sur  la  droite  MN.  C.  Q,  F.  D, 

Si64«  KtBMUpqna.  Ce  théorème  de  Newton  permet  de  déterminer  la 
centre  d'une  ellipse  dont  on  connaît  cinq  tangentes,  car  les  lignes  prises 
:]uatre  à  quatre  donnent  des  quadrilatères  circonscrits  et  des  droites 
telles  que  MN,  M'N',  dont  le  point  de  concours  est  le  centre  cherché, 

Exeroiee  M8, 

dt6tf .  lÀeu  du  foyer  des  paraboles  cireorucriies  à  trois  droites  données. 

SoU  ABC  le  triangle  formé  par  les  trois  tangentes. 

La  projection  du  foyer  F  d*une  parabole  circonscrite  sur  chaque  tan- 
geote  à  la  courbe  se  trouve  sur  la  tangente  au  sommet  (G.,  no  697)  ; 
donc  les  projections  obtenues  D,  E,  G  sont  en  ligne  droite.  Or  la  réci- 
proque du  théorème  de  H  Simson  (n^  22)  prouve  que  le  point  F  appar* 
tient  à  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABC  ;  donc  cette  circon- 
férence est  le  lieu  des  foyers  F. 

12160.  Remarque*.  \^  Théorémes  de  Lambert.  La  circonférence  circon- 
'^cyntr  à  trois  tangentes  à  une  parabole,  passe  par  le  foyer  de  cette  courbe. 
Cest  une  manière  différente  d'énoncer  la  question  ci-dessus.  (Voir 
no  2141). 

2»  Le  lieu  que  Ton  vient  d'étudier  a  de  nombreuses  conséquences  : 
Pour  déterminer  le  foyer  d'une  parabole  dont  on  connaît  quatre  ton» 
génies,  on  eirconserit  des  circonférences  à  deux  des  triangles  formés  par 
ces  lignes. 

Les  circonférenoes  circonscrites  a%ix  quatre  triangles  formés  par  des 
droites  qui  se  coupent  deux  à  deux  passent  par  un  même  point  F.  (Théo- 
rème de  MiQUBL,  n9  21.) 

Exercioe  924. 

2197.  VtMèmm.  Quelle  est  l'enveloppe  d'un  côté  d'un  angle  droit  dont 
Vautre  eÔté passe  par  un  point  fixe,  lorsque  le  sommet  glisse  : 
!•  Sur  une  droite  fixe  ; 
2*  Sur  une  circonférence. 

(Voir  Méthodes,  n'^»  126  et  127.) 

Exevoîoe  92S. 

2ie8.  P^oblAme.  On  coupe  les  côtés  de  Vangle  droit  par  une  droite 
7«»  détermine  un  triangle  d'une  aire  donnée.  Quelle  est  l'enveloppe  de 
l'hypoténuse  de  ce  triangle? 

(Voir  Méthodes,  n«  129.) 


Digitized  by  Google 


m 


EXSRCtCB»  DB  OÉOMÉTRIB 


Exercice  926. 

SHîO.  Problème.  Quelle  f^t  Vcivclop}»'  (Vtfne  ilroiff  AC  qni  rfc  v 
deu.r  droites  concourante»  1>M,  Lj.N  données  (in  longueur  et  de  p^ity 
eti  parties  inmrftentcnt  proporlionnelles  ? 

(Voir  Méthodes,  128.) 

2170.  Problème,  lltie  droite  AB  e^t  purtoqèc  par  un  jioint  \'nrm}iU% 
en  segmenta  oddillfs^  ou  ^ouHraclifs  ;  s}iv  i  lumm  des  s;ryrnc>i(f:  dtT' 
un  mrrr,  du  hii''}nt:  vnté  dr  AB  si  les  srgmruts  sont  uddififs:  , 
ef  d'iudri',  s'ils  so,i(  so>i>ttrac(ifH,  Démnutrt^r  que  la  droite  quijouU 
centres  des  carrés  enveloppe  une  parabole.  {A.  Boutin  *.i 

La  parabole  a  pour  foyer  le  point  milieu  de  AB;  la  directrice  ts\  îi' 
parallèle  à  AB,  menée  par  le  sommet  D  de  Tangle  droit  du  triangle  tse-i 
cèle  rectangle  ADB  constrnit  sur  la  ligne  donnée.  : 

(J.  M.  Ë.,  i887«  pagedl5.)  ! 


«71. 


.  Omll^  est  Venveïoppe  de  la  base  d^un  (rkmgle  M 
l* angle  au  sommet  est  donné  de  gf^- 
deur  et  de  position,  et  dont  Ut  so^ 
des  côtés  qui  le  comprennent  ett  em- 
stante^ 

Pour  revenir  à  la  question  pr^ 
Jente,  il  suffit  de  prendre  AB  =  AG, 
égale  à  la  somme  r  ii- tante. 

Puisque  AE  -f  Ab  doit  égaler  AB. 
OD  a 

EC  =  AD 

Donc  les  droites  AB,  AC  sont  à\rr 
Eées  en  segment?  inyer^rment  prof-r- 
tionnela  et  Tenveloppc  est  uiif»  paricbt'i'' 
tangente  aux  côtèa  de  Tangle  aux  poio^ 
B  et  C. 


FIg. 

Le  sommet  G  est  au  point  milieu  de  AF* 


217!  (&y  Remarque*.  V'  L'cnveloppe  de  la  base  I>K  du  triangle  à  p^'^i- ' 
mètre  constant  est  uo  arc  du  cercle  tangent  aux  droites  AB,  AG»  | 
points  B  et  G. 

2«  L'enveloppe  de  la  base,  lorsque  la  somme  des  cAiés  AD,  Afie^ 
constante,  est  une  parabole  tangente  en  B  et  G. 

d«  L*eDveloppe  de  DE,  quand  Paire  DAE  est  constante,  est  une  kJp(^  ' 
bole  ayant  AB,  AG  pour  asymptotes. 


*  X.  Botmv  ft  inséré  de  nombreux  et  intércsMntê  artltiles  dm»  le  JourtMi  4t 
matiquei  éUmentair^ê  et  apéHaUê*,  il  »  tralU  daa  cmtm  iâDdjmoflHffitf»  es  IM». 
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Lorsque  le  triangle  a  Taire  eonatanlet  le  produit  AD  .  AE  est  eoas* 

Dt. 

On  sait  d^silleurs  que  l'aire  est  donnée  par  —  -  '  ^  ^      ^  • 

Exercice  828. 

dl71l,  problème.  Quelle  est  l'enveloppe  deê  cercles  dont  le  centre  est 
<r  une  parabole,  et  qui  sont  tangents  à  une  corde  perpendiculaire  à 
aœe  de  cette  courbe  f 

(Voir  Méthodes,  n^m.) 

!2f73.  ProUène»  Enwiloppe  des  cercles  dont  le  centre  est  sttr  une 
Uipse  et  qui  sont  tangents  à  une  circonférence  décrite  d'un  foyer  comme 
entre, 

(Voîr  Méthodes,  133.) 


2171.  Problème.  L'S  hauteurs  d'un  triinn/le  ARC  imcrif  flfWfi  un 
en  le  dooné  m  totrprnf  en  im  point  H.  Ce  point  peut  servir  de  point  de 
onvo^ns  (les  haiifrurs  ilr  frii'fifitrs  inKrrit<;  dav^  fr  mt'mr  cercle.  Quelle 
'ët  l'envcloj^pe  des  côtes  de  tous  ces  triangles?  ^Paul  Serret.) 

(Voir  Méthodes,  no  i3o.) 

»«lA.  Le  théortoie  est  de  Paul  Sbrrbt  (N.  A.,  1865,  page  428,  questions 
737,  738).  On  peut  ref^arder  ces  questions  comme  se  rapportant  aux  figures 
nverses  que  M.  Matribu,  nî  t  -  capitaine  d'artillerie,  sous  -  directeur  de  la  Ton- 

^  rie  de  Toulouse,  publinii  dans  le  même  numéro  des  N.  A.,  page  393.  —  l  a 
-  Inliun  fut  donnée  en  pages  170  ri  Î72;  on  y  reni^ontre  des  noms  bien 

connus  depuis  :  Delaunay,  Tannbry,  Laisamt,  Nibvënglowski  ,  elc* 


Exercice  930.  —  I. 

3I7S.  Lien.  Quel  est  le  Heu  du  sommet  M  d'un  angle  constant 
un  côté  passe  par  le  foyer  F  d'une  ellipse  tandis  que  Vautre 
tangent  à  la  courbe  ? 

Soient  M  et  M'  deux  des  positions 
du  sommet  de  l'angle  constant  a. 

On  sait  que  la  projection  P  du  foyer 
F  sur  une  tangente  quelconque  se 
Irouvo  sur  le  cercle  principal  dont 
AA'  est  le  diamètre.  (G.,  n»  626.) 
r>'ailleurs  les  triangles  rectangles 
I  PM,  FP'M'  sont  semblables;  donc, 
d'après  une  question  connue  (n®  1355), 
le  lieu  du  point  M  est  une  circonfé- 
rence dont  le  rayon  est  au  rayon  OA 
*ians  le  rapport  de  FM  à  FP. 

Pour  déterminer  la  position  du  Heu , 
procédons  comme  à  TExercice  rappelé 
lnM355). 


dont 
côté  est 


Fig.  133" 


Au  point  F,  menons  FC  formant  l'angle  OFC  =  PFM. 
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Les  triangles  OFC,  PFM  sont  semblables;  les  distances  |FO,  FC 
dans  le  rapport  de  Fl^  à  FM  ;  donc  C  est  le  centre  du  lieu. 
Soit  r  le  rayon  iDconnu  CM,  ou  doit  avoir  : 

_r  FM  r  _  FC 

OA  —  FF         ÔT  — TÔT 

SI 76.  Remarques.  !<>  L'oUipse  est  bî- tangente  au  liea  demandé.  U 
deux  points  de  contact  D,  D'  corresfwndeDt  aux  posiUont  pour  lesqut  id 
la  tangente  fait  Tangle  a  arec  le  rajpn  recteur  du  poiot  de  coolact  (r,] 
ci-aprâ0,  DoâlS6)« 

2^  Le  point  N  du  foyer  F'  donne  le  même  lieu  ;  PL  donne  une  eûtes 
férence  égale  au  lieu  des  pointa  M,  mais  le  centre  est  en  G'. 

Enmce  930.  —  0. 

2177.  Problème.  Un  angle  a,  de  grandeur  donnée,  a  un  de  sestivti 
qui  passe  par  un  point  fixe  F,  tandis  que  le  sommet  M  gii$$e  s«r«»* 
eireanférence  donn^.  Quelle  est  V enveloppe  de  l'ault^  côté?  iN  A, 

1865,  p.  546.  Question  traitée  ptf 
Poncelet,  dès  1817.  Appl.  d\h 
G.,  t.  II,  p.  462.)  ; 

Kn  se  reportant  au  problème  pré-:c'' 
dent  '  •2175',  on  peut  dire  quelV^ 
veloppe  est  unr  ellipse  lorsque  le  po:^i' 
F  est  dans  le  cercie,  mais  il  esl  f-ft-, 
férable  de  rétablir  direcleraent. 

Du  point  F,  abaissons  une  perpc^' 
diculiiiro  FP.  Le  triangle  FMP  re^i 
semblable  à  Un-ni<'mo:  donc  k 
P  dérrit  uno  rirconférence  <^n'  135^^ 
et  Ten veloppe  du  second  côté  PM 
Tangle  droit  FPM  est  uœ  ell^ae 
(n"  127). 

On  peut  déterminer  facileme&t  l 
lieu  des  points  P. 
La  plus  courte  (Ji.^lance  FN  est  sur  la  ligne  CFN.  qni  pa^sp  par  k 
centre  C;  en  faisant  Tangle    NFA==MFP    et  abaissant  la  perptStlivi- 
laire  FA ,  on  obtient  ia  plus  courte  distance  FA  du  sommet  de  TaQ^iic 
droit  au  point  fixe  F. 

Prolongeon.^  AF  jusqu'à  la  rencontre  d  une  droite  CO  parallèle  à  NA.  | 
0  est  le  centre,  AU  le  rajon  du  cercle  principal  de  Pellipse.  | 

Remarques.  1^  L'eliipse  est  bi- tangente  au  cercle  donDé  MNU' 
(n"2l7G;. 

2»  Quand  le  point  est  extérieur  au  cercle,  on  obtient  une  h}fperMe^ 

2178.  Théortme.  Pour  un  même  cercle  MNM'  et  un  même  pmt  F, 
on  obtient  des  ellipses  semblables  lorsqu'on  fait  varier  l'angle  a. 
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I£d  ellét,  quel  que  soit  l'angle  donné,  FO  =  c,  AO  =  a;  or 

"a         "OA"  ~  "Un"  constante 
inc  le  rapport  ~  ou    —  est  aussi  constant. 

!M79.  TlièoréiiM.  Le  lieu  du  second  foyer  F  des  enveloppes,  lorsque  ae 
ttne,  est  un  cercle  concentrique  au  premier, 

CF'  =  CI:'  quauLilé  invariable. 

12100.  Théorèmes,  L'enveloppe  de  toutes  les  ellipses  semblables 
b tenues  est  le  cercle  donné. 

Kn  ctlet,  ce  cercle  est  doublement  tangent  à  chaque  eliip:îe. 

2»  Lorsque  le  cercle  donné  NMM' es^  remplace  par  une  droite,  on 
>btient  pour  enveloppe  une  parabole,  quel  que  soit  V angle  a,  dont  un 
été  passe  par  le  point  fixe  F,  tandis  que  le  sommet  M  gli&se  sur  la  droite 
lannée» 

ExMfâoe  93a.  —  UI. 

Théorème.  Lor^>qu'tm  triangle  isocèle  01  NI  M  "O  «lig.  1330)  reste 
semblable  à  lui-mâme,  que  la  ba^ic  MN,  de  longu^nv  variable,  est  lotc 
corde  d'un  cercle  donné  et  qu'un  des  côtés  égaux  MFO  passe  par  un 
point  fijec  F  : 

Im  troisième  côté  du  triangle  NU  passe  aussi  par  lui  point  fixe  F'  ; 
2*^  Ucnvdoppe  de  la  base  est  une  ellipse  doublement  tangente  au 
cercle  donné. 

Porisme  176  d*Kud.ide,  d'où  Ton  peut  déduire  les  points  de  Brocard 
(J.  M.      1890,  pages  83  et  151). 

^  Exnmœ  SaO.  —  HT. 

2181  (a).  Lieu.  Deux  sommets  d*un  triangle  ABC  sont  fixes,  et  le  pied 
Dde  la  bissectrice  de  l'angle  Â  parcourt  une  droite  domuïe  MN  ;  le  lieu 
du  sommet  C. 

Meocn»  les  droites  BE,  GH  perpendîcttlaires  sur  MN«  On  a  : 

CH  CA  PC 

lE""  DB  '     BA  —  DB  ' 

CA  l'-A, 

Par  CODSéqueot,  le  lieu  du  point  C  est  une  conique  ayant  pour  foyer 
le  point  A^pour  directrice  la  droite  MN,  et  passant  par  B.  (J.  Nsubbrg, 
N,  C.  M.,  1874-15,  page  186.) 

Cxcfoioo  931. 

2182.  Tliéorèine.  Si  une  figure  reste  constamment  semblable  à  elle- 
même  et  se  meut  dans  son  plan,  de  manière  qu*une  de  ses  droites  Mt 
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tourne  autour  d'un  point  fixe  F,  tandis  que  te  point  M  se  weut  turf» 
circonfèretice ,  tout  autre  point  de  la  figure  décrira  une  circonfâm 
et  toute  droite  qui  ne  passe  j»as  par  F  de  cette  figure  enveloppera  »  • 

conique. 

\"  Soit  un  lioinL  quelconque  N.  Le  triaiiL^le  FMN  reste  sembldbt^i 
lui-uiOnie  ;  donc  N  se  meut  sur  ime  circonférence  (u^  13îx>;. 

^  La  droite  MN  latflaût  un  angle  constant  avec  MF,  et  le  poiol^ 
restant  sur  une  circonférence,  Teoveloppe  de  MN  est  une  coo^oe* 
centre  (no  2177). 

3<>  Une  droite  quelconque  A6  coupe  MF  en  un  certain  point  B,  pii 
eiemple  ;  6  décrit  une  circonférence  »  mais  Tangle  ABP  est  coosCaot 
donc  l'enveloppe  de  AB  est  une  conique  à  centre. 

Exarciœ  ^2. 

2iîW.  Problème,  (ht  do)nie  dvMx  droitcs  rectamjului ri's  OX,  OV,  0'. 
le  centre  couuatm  à  </'■>  (  //ly/^t-^  d'aire  constante  a»/ant  Us  axes  fiu*«> 
droites  données.  Quille  est  l'eHvelo})pc  de  ces  ellipses? 

L^aire  de  l'ellipse  est  donnée  par  Tiab.  | 

Ainsi,  on  a  :    u\  .  oB  ^  oon^îtanle  =  par  exemple  2/;*. 

En  se  reportant  à  la  fiLMire  1338,  ou  reconnaît  imnit'dialemenl  que: 

réduisant  les  ordûnri('''  s  du  cercle  dans  un  rapport  donné,  onobtieaii* 

ûgure  1337  et  les  résultais  suivants  : 


P  a 


FIg.  18S7. 


Fig.  4888. 


Le  rectangle  OPLO  est  la  moitié  de  OACB;  il  CLT.ile  donc  k'.  La  ta.- 
gente  iMLN  est  divis<je  en  deux  parties  égales  par  le  point  de  coûlsct 
et      triangle  MON  a  une  aire  constante,  car  il  est  double  du  r.^- 
tangle  Oi^LQ.  Nous  retombons  donc  sur  une  question  connue  (d^ 
et  118). 

L'hyperbole  équilatère,  ayant  /c*  pour  puissance,  est  tana:oiite  en  ^ 
à  la  droite  MLN,  et  par  suite  elle  est  tangente  à  l'ellipse  considérr 
donc  l'enveloppe  des  ellipses  d\iirc  constai)tc  sr  tomj>ose  de  • 
hyperboles  equilatères  ayant  OX,  OY  pour  asymptotes  et  pQui'y>*^' 
sance, 

2183  ^ii).  Vote.  On  cite  fréquemment  le  théorème  suivant  dont  les  dppii<^^!'^'- 
soDt  nombreuses  t 
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Dafis  tout  ti  uAtujle  imcrit  à  une  hyperbole  équUatère ,  Ut  point  de  concours 
des  troiê  hauteun  mi  ntui  mtr  la  courbe.  (Bauncmon  6t  Pongblet.) 

On  tfouve  la  ^lémonstratioD  «a  second  vohime  dM  AppUcatUm  d'analyu  et 
de  Géométrie  de  Poncblbt,  page  504. 

Acluellement  même,  il  y  aurait  grand  profit  k  lire,  étudier  et  résumer  le 
Traite  des  propriétés  projectives  des  figures,  et  les  Aj^licaiiom  d^analyse  et 
de  Géométrie, 


PliOJLiLÈMES 

Ellipse  et  Hyperbole* 

Exercice  933. 

SI84.  FrdblèaM.  Dans  une  ellipse ,  quelle  est  la  distance  du  centt*e  à 
une  corde  parallèle  au  grand  axe,  et  dont  la  longueur  est  la  moitié  de 
ce  grand  axe  9 

Celle  dislance  =  ^  ^/'3  (n« 

Ex«roice  034. 

Problème.  Une  ellipse  est  donnée  par  ses  fo>/ers  et  la  hnKjacur 
ta  dii  (jrand  axe',  sans  consfniirr  hi  courbe,  dctenniner  les  points  où 
cette  ellipse  est  coupée  par  une  circonférence  dont  le  centre  est  sur  le 
petit  axe. 

(Voir  Métiwdes,  q»  116.) 

Exerdne  93ft« 

2186.  Problème.  ^frTter  à  une  ellipse  une  tangente  qui  fasse  un  angle 
donné  a  avec  le  rayoèi  vecteur  du  point  de  contact. 


Fig.  im 


Soit  l'angle  IML  — a. 

La  tangente  ot^t  éçralement  inclinée  sur  les  deux  rayons  vecteurs;  donc 
IVingie  FMF'  égale  deux  droits  moins  2«.  Aillai,  sur  FF',  il  faut  décrire 
uii  segment  FMM'F' capable  de  Tangle   2(i— 2a, 

H  y  a  qualre  langcDles  formant  un  losange  circonBCrit* 
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Grandeur»  lindies.  Le  segment  décrit  sur  FF'  est  capable  d'un 
d^autaot  plus  grand  que  le  rayon  de  ce  segment  est  plus  petit.  k\nÂ,  k 
point  B,  l'angle  est  le  plus  grand  possible;  par  suite  FBT  est  U  plu^ 
petite  valeur  qu^on  puisse  attribuer  à  Tangle  oc. 

La  plus  grande  est  90^;  elle  correspond  aux  sommets  A  et  A'. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  Tangle  FÂF  est  nuL 

Exercice  936. 

2187.  PtoUénM.  Trouver  Voire  de  VeUipse  en  eoneidérant  cette  eemk 
comme  la  projection  d'un  cercle  sur  un  plan,  (G.,  n«  634.) 

Soit  a  le  rayon  du  cercle.  ' 

Le  diamètre  mené  parallèlement  à  rintersection  du  plan  donné  awc  .t 
plan  du  cercle,  se  projette  en  vraie  grandeur  parallèlement  à  rioterxc- 
tioii,  et  i mne  le  grand  axe  2a  de  l'ellipse. 

Le  diamètre  2a,  mené  dans  le  cercle  perpendiculairement  à  riota»!':- 
iion  des  deux  plans,  se  projette  en  une  ligne  26,  qui  est  le  petit  axeds 
Tellipse.  (G.,     634.)  Ces  deux  lignes  donnent  l'angle  1  des  deux  plafis, 

et  cet  angle  a  pour  cosinus 

Or  la  projeclion  d'une  surface  plane  quelconque  sur  un  plaoé^lek 
produit  de  cette  suriacc  par  le  cosinus  de  Tangle  qu'elle  fait  avec  le  plac, 
on  a  donc  :  ' 

Ellipse = cercle.  cosl=ica*.-^  =  icafr  C,Q,F,h 

Exercice  937. 

2188.  PiroliléiBe.  Calculer  le»  longueurs  a  s<  b  des  demi-WDee,  tonnais 
sant  deux  diamètreê  coîtjugues  et  leur  angle. 

On  a  les  deux  relations  :  a'^  +  =  +  et  a'fc'.8iaV=a* 
(n^«  2073  et207K). 

£cri?ons:  a*  +  b*=:a'*  +  b'^  et  2a6=2a'd^  sin  V 

Successivement,  ajoutons  et  retranchons  membre  à  membre  ces  deoi 
égalités  ;  on  trouve  : 


aî  4-  2ab  +  6«  =  a"  +  6'^  +  2a'6' .  sio  V 
OU  [a  +  6)«  =  a'«  +  b'^  +  2a'b' .  sin  V 

a«  —  2a6  +  6« = a'* + 6'*  —  2a'A' .  sin  V 
ou  (o  -  b)* = a'«  +  6'*  -  2aV .  sin  V 

Donc  a  +  b  =  ±^a''  +  b'^  +  2a'6' .  sin  V 

et  a  —  6  =  ±  Va'«'+r6'«  —  2a'6'  TsmV 


Connaissant  la  somme  et  la  différence  des  deim-axe:5,  on  obtient  6f> 
lement  a  et  6  ; 

a  =  -g-  yl^il^+^'+iS^VT^n  V"  +  ^  +  " * ^ 
6  =     V     +  b'^  -fWFTsinT  —  -y  Va'«  +  6'*  -  ^la'b' .  sin  V 
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11188.  Problème.  Sans  recourir  au  procédé  général,  déterminer  les 
axes  lorsqu'on  canneUt  les  deux  diamètres  conjugués  égaux  et  leur 
angle. 


Fig.  vm. 

Soit  OD  =  OD'.  Le  grand  axe  est  sur  la  biesectriee  de  Pangle  DOD'  ; 
Oy  est  per|>eDdiettlaire  à  Ox^  Menons  la  bissectrice  de  Tangte  xOy  : 
Tordonnée  DP  fait  connaître  OE,  rayon  du  cercle  principal.  D^ailleurs 
rabscisse  DV  donne  0Ls=6.  (G.,  tfi  635.) 

Remanfue.  Le  cas  OÙ  ToD  conuaît  les  deux  diamètres  conjugués  égaux 
et  leur  arule  se  présente  souvent;  par  exemple,  dans  les  voûtes  en 
décharge,  dans  les  avant-becB  des  points  biais  à  plusieurs  arches,  etc. 
lians  ce  cas,  Taire  de  Tellipse  égale  xDO-.sin  DOD'  ou  Tra'-.sin  V; 
OP  =  0D.C08  DOP  =  a'.cos  VtV,  Or  OE  ou  a  =  OVy/T;  donc 
a  =  ttVâ  .cos  V,V. 

De  môme  OVsa'sinVtV;  d*où  dso'^/T.sin  V|V. 

ai80.  FMUème.  En  considérant  l'ellipse  comme  la  projection  du 
cercle  principal,  et  sans  constmire  la  courbe, 

Mener  une  tangente  :  !<>  par  un  point  donné  sur  la  courbe; 
2^  par  un  point  donné  hors  de  la  courbe;  3*^  parallèlement  à  une  ligne 

donnée  ; 

Et  mener  une  normale  :  1«  par  un  point  pris  sur  la  courbe;  2f*  parai' 
ièiement  à  une  Ugne  donnée. 

Tangmte» 

%9  Soit  N  le  point  donné;  IVdonnée  PN  foit  connaître  le  point  M  du 
eercle.  On  mône  MT  tangente  au  cercle,  et  puis  TN.  (G.,  n®  640.) 

Si  le  point  T  est  trop  éloigné,  on  mène  DE  et  BF  (G.,  vfi  642),  et  puis 
FN.  Une  remarque  analogue  s'applique  aux  autres  cas. 

M.  41 
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2*'  Soit  G  le  point  donné.  Oo  mène  BGR  ;  G'  est  le  point  corre8poQ(te 
par  rapport  au  cercle  principal.  On  mène  le»  tangentes  G'ii'  ôi  01 
puis  OL  et  Gii,  lâDgenUs  demandées. 


D 

\ 

\ 

3"^'  Soit  OS  la  direclion  donnée.  On  cherche  la  litrne  correspondant* 
Ob'»  et  ToE  mène  la  tangente  U'  parallèle  à  OS',  pui»  U  parallèle  à 

SIM.  1»  Soit  M  le  poloi  donné.  On  mène  la  tangente  MI  el  la  perpeo- 
dienlaira  MN ,  qui  eai  la  normale  demandée. 


Flg.  134a. 

le.  La  normale  MN  n^eat  pas  la  projecUoo  de  la  normale  O.vf 
du  point  correspondant;  auaai  fent-il  préalablement  déterminer  U  tir 
gente  ML 
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2"  Soit  OC  la  direction  donnée,  et  OD  une  perpendiculaire  à  OC. 
On  détermine  01»'  r  t  la  tangente  TE',  qui  lui  est  parallèle  :  la  tangente 
ET  sera  parallèle  à  DO,  et  par  suite  la  oormale  ËF  le  sera  à  CO. 

2102.  Scolic.  Dos  construcUons  analogues  permettent  de  résoudre  les 
mêmes  questions  lorsqu'on  connaît  deux  diamôlres  conjugués  quel- 
conques de  leur  angle;  niais  il  faut  8*appuyer  âur  quelques  théorèmes 
non  démontrés  dan»  le  VI 11^  livre,  et  nous  devons  nous  borner  à  citer 
ces  théorèmes  :  Si  Van  incUm'  d'utie  iiuanlilé  coiisfante  lea  orUoïtnccs 
d*une  ellipse,  on  obtient  une  ellipse  rapportrc  à  (ieff.r  'Uamètres  conjti- 
<juv».  On  pt  ut  tuiijuurd  partir  du  cercle  en  inclinant  les  ordonnées  et  les 
réduisant  toutes  dans  un  rnéme  rapport.  Les  tanyentcB  aux  points  COT' 
respondant»  M  et  hï  renconlrctii  A  A!  au  même  point. 


Pour  ces  théorèmes  et  les  conBlnictioiis  qu*on  peul  en  déduire ,  il  f^ut 
recourir  à  V Appendice  aux  Exercices  de  Géométrie,  ouvrage  où  toutes 
ces  questions  se  trourent  traitées. 

Les  constructions  sont  aussi  indiquées  dans  la  3»  édition  des  Exercices 
de  Géométrie  descriptive  {d9^  91  et  suivants). 


Problème.  Déterminer  les  points  où  mie  droite  donnée  coupe 
une  hypcrhole  dont  on  connaît  les  foyers  et  la  différence  constante 
(Voir  Mcliiodes,  n^  113,  6.) 

Remarque.  On  peut  l.  tr niiiner  les  poinls  où  une  droite  rencontre  une 
hyperbole  dont  on  connaît  un  point  et  les  asymptotes,  sans  construire  la 
courbe  et  même  sans  déterminer  les  foyers.  (Voir  Exercices  de  Géométrie 
descriptive,  3*^  édition.  Note  j  m'  1311  et  sui?ants.) 


2194.  PrcAlème.  Une  hyperbole  équilutère  étant  donnée  par  ses 
asymptotes  et  sa  puissance  k\  mener  une  tangente  sans  construire  la 
courbe  et  de  manière  que  la  partie  interceptée  entre  les  asymptotes  ait 
une  longuewr  donnée. 

(Voir  Méthodes,  n*'  118.) 


Fig.  1849. 


EsOTCÎee  940. 


Eseroioe  941. 
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219».  ProUème.  Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole  avec  Us  do^ 

nées  suivantes  : 

1^  Le  centre,  h'  loixjuvur  du  qrufid  cujce  et  deux  tangentes,     ^  ^ 
Du  centre  donné  0^  avec  a  pour  rayon,  on  décrit  le  cercle  V^^* 
aux  points  C  et  C,  D  et  D',  ou  les  tangentes  80Dt  «oupées  par  le  OMtie, 
on  élève  aux  tanirentes  des  perpendiculaires  qm  se  cottpeni  deux  à  W 
aux  foyers.  (G.,  no=  626  et  667.)  Si  les  foyers  ,^»~ 
(  fiL^  13'»4) .  on  a  une  ellipse,  et,  dans  le  cas  omtraire  (ûg.  13«), 
hyperbole. 


Fig.  13H. 


Fig.  t34B. 


GéDéralement  il  y  a  deux  solutions;  car  on  peut  chercher  le  p^ni  / 
où  se  coupent  les  perpeudiculaîres  C  et  D'..-:  /T  e»*  ^«^ûce  locale 
d^une  hyperbole... 

2I8G.  2»  Le  grand  axe  {position  et  longueur)  et  une  tangente. 


Ffg.  1316. 


Fig.  i8«. 


On  décrit  le  cercle  principal  sur  le  grand  axe  donné  AA';  les  pojHj- 
culaires  élevées  à  la  Ungenle  en  G  et  C  donnent  les  foyers.  On  obW». 
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suivant  le  cas,  une  ellipse  ou  une  hyperbole  :  une  ellipse,  lorsque  la  tan- 
gente ne  rencontre  pas  le  grand  axt;  entre  les  sommels  A  et  A'  (ûg.  1340)  ; 
une  hyperbole,  Uaos  le  cas  cootraire  (ûg.  1347). 

2107.  3o  Un  (les  foyers,  une  tangente,  la  direclion  du  graiid  axe  et 
sa  longueur  2a. 


Oa  point  F,  abai.iâcr  \^  i>orpotidjculaire  FO. 
Fig.  1348. 


Fig.  im 


Du  foyer  F  on  abaisse,  sur  la  tangente  T,  la  perpendiculaire  FC;  du 
point  C,  avec  a  pour  rayon,  on  coupe  xy  en  0  et  0';  du  point  0  comme 
centre,  avec  a  pour  rayon,  on  décrit  le  cercle  principal;  au  point  D,  on 
élève  une  seconde  perpendiculaire  à  la  tangente,  et  le  second  foyer  est 
en  r. 

Le  cercle  décrit  de  0'  comme  centre  donne  une  seconde  solution. 

Quand  les  foyers  sont  dans  le  cercle  (fig.  1348),  la  courbe  est  une 
ellipse,  c'est  une  hyperbole  quand  ces  points  F  et  F"  sont  boni  du  cercle 
(fig.  1349). 

La  première  figure  donne  deux  ellipses;  et  la  seconde,  une  hyperbole 
et  une  ellipse.  On  peut  STOir  deux  hyperboles  :  il  suffit  que  la  tangente 
coupe  xy  entre  A  et  A'. 

2196.  4^  les  deux  fayer$  et  le  rapport  des  axes  ^ , 
io  Pour  relllpse«  le  rapport  est  toujours  <  1. 
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Oq  prend  OM  et  OiN  tel  que  Toq  ait  ^=:-|.  (ûg.  1350),  et  par  k 
point  F  on  mène  une  parallèle  à  NM. 


Fig.  1860. 

BF 


flg,  I3&S. 


On  a  (G.,  n«  eaO)  ^{3  =^;  donc  BF=a,  BO  =  ft. 

2»  Pour  rhyperbole  (ûg.  1351),  on  élère  ane  perpendicalaire  MN  teU« 
que  l'on  ait       =  y  •  Du  centre  0  on  décrit  Tare  ND,  et  par  le  fiijw 

F  on  mène  FE  parallèle  à  ND;  on  a  *^s=^. 

Donc  OK^a,  AE=:fr;  car  AO<+AE<=OE's:  A  (G.,tt«e6S.) 

OE  est  UDe  asymptote.  (G.,  n<>  G63.) 

2199.  5°  (/n  /bt/^r,  t<}iâ  tan^mte,  le  point  de  contact  et  la  longuewr 
2a  ou  la  longueur  2c. 


Fif .  1392. 


Fig.  i3B3. 


On  détermine  F|  symétrique  do  foyer  par  rapport  à  la  tangente  donnée 
T;  on  joint  F,  au  point  de  contact  M»  et  on  prend  F|F"  s=:2a.  Le  aecood 
foyer  est  F'  (fig.  1352). 

Quand  FF'  est  moindre  que  2a,  et  que  les  deux  points  sont  du  même 
côté  de  la  tangente,  on  a  une  ellipse  ;  quand  FF'  est  >2a,  et  que  1« 
points  F  et  F'  ont  d.^  part  et  d'autre  de  la  tangente,  la  courbe  est  une 
hyperbole  (tig.  1353).  Dans  le  premier  cas  (fig.  13o2),  en  prenant  F,F"=2û, 
coniin  -  FF''  ou  2c  est  >  F,F"  ou  ïa,  on  obtient  ausdi  une  hyperbole;  dans 
le  deuxième  cas  (fig.  1353),  si  F|F"  =  2a,  comme  on  a  FF"=:2a,  od 
obtient  une  deuxième  hyperbole. 
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Kn  rësuiné,  on  oblieol  une  ellipse  ou  une  hyperbole ,  ou  bien  deux 

i»yp€rboles. 

2200.  6«>  Un  foyer  et  trois  tan- 

ycntcs. 

Il  faut  projeter  le  foyer  sur  chaque 
tangente.  Le  cercle  qui  passe  par  D, 
î>',  est  \p  cnrcl^  principal;  FG  fait 
connaître  le  ;;ran(l  axe... 

Hn  obtient  une  ellipse  lorsque  îc 
point  F  est  dans  lo  cercle  (fig.  1354)^ 
et  une  hyperbole  dans  le  cas  contraira. 


Fig.  1354. 


2201.  7<»  Un  foyer,  deux  tanyenles  et  l'un  des  points  de  contact. 


Fig.  1355. 


Fig.  1356. 


GhercbOBS  les  symAtriques  E  et  E'  da  foyer  F  ;  joignons  E'  au  point  de 
cootacl  M.  Le  cercle  directear  doit  passer  par  les  points  E  et  E',  et  avoir 
son  centre  sur  E'M.  Ainsi  le  point  où  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu 
de  EE'  coupe  E'M  est  le  second  foyer. 

La  courbe  est  une  ellipse  lorsque  le  cercle  décrit  comprend  le  foyer  F 
(flg«  1365),  et  une  hyperbole  si  le  point  F  est  hors  du  cercle  directeur 
(fig.  ldt{6). 


EseroÎM  MS. 


*Z'Z()2.  8"  Construire  une  rlUpnef  connals$in\t  denx  f<fn(jcnie<i ,  les 
points  de  contact  et  la  droite  sur  laquelle  doit  se  trouver  le  grand 
axe. 

Soient  tes  tangentes  BM  et  RM',  les  points  de  contact  M  et  M\  et  xy 
la  droite  du  grand  aie  (flg.  iBlSH), 

La  ligne  RGO,  qui  joint  R  au  milieu  de  la  corde  des  contacts,  passe 
au  centre  (n«  Mî);  puis  a«sOT.OP  (n»  2077).  H  faut  donc  dé- 
crire une  cireonférenee  sur  le  diamètre  OT.  L'ordonnée  MF  donne 
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OL>=^OP.OT;  donc  OË  =  a.  Oa  peut  décrire  le  cercle  principal  i 
achever  l'ellipse. 


Fig.  18S7. 

La  li^ne  ML,  parallèle  à  xy,  donne  UL  pour  le  demi- petit  «xâ. 
(G.,  n^  635.) 

Problèmes  relatifs  à  la  Parabole. 

Exercice  944« 

29fl3,  PwMèÊn»,  Construire  une  parabole  avec  le$  donnée»  iuwmU»  : 


lo  Le  foyer  et  deux  tangentes. 

On  projette  le  foyer  sur  les  deux  tangentes  (fig.  1358).  La  droite  BC 
est  la  tangente  au  sommet  (G.,    697),  et  la  perpendiculaire  FA  est  Vait^ 

2204.  2*»  Le  foyer,  Vaxe  et  une  tanijvnte. 

On  projette  le  foyer  sur  la  tangente  (Ûg.  1359),  et  du  point  B  on  abaisse 
la  perpendiculaire  BA  sur  l'axe  ¥x  ;  le  sommet  A  est  ainsi  déterminé. 

21Z01S.  3»  La  directrice,  une  tangente  et  le  point  de  contact. 

projetons  le  point  de  contact  M  sur  la  directrice  (fig.  1360),  et  le  potot 
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B  sur  la  tangente.  Puisque  b  est  le  symétrique  du  foyer^  il  suffit  de 
prendre 


CF=:BG 


Fig.  1300, 


f^.  1861. 


2206.  4<>  La  (Hrectrxce  et  deux  tangentes,  ou  lu  tangente  au  sommet  et 
deux  autres  tanjmtes. 

Dans  le  premier  cas  (fig.  1361),  soient  E  ei  E'  les  points  où  les  tan- 
gentes données  coupent  la  directrice.  Faisons  l'angle  TEF=:TEL,  et 
T'E'F' =  T'E'L'.  Le  foyer  est  déterminé;  cnr  la  tangente  étant  perpen- 
diculaire au  milieu  de  la  droite  qui  joint  le  foyer  à  un  point  L  de  la  direc- 
trice (G.,     003),  les  angles  TEF  et  TEL  sont  égaux. 

Dans  le  deuxième  cas  (fig.  1361),  les  perpendiculaires  élevées  aux 
tangentes  aux  points  B  et  B',  où  elles  coupent  la  tangente  au  sommet, 
donnent  le  foyer.  (G.,  n<»  697.)  , 

2207,  5°  Le  foyer  ou  la  directrice ^  et  deux  poinif. 
Si  le  foyer  F  est  donné  (fig.  i3t>2), 

ainsi  que  les  points  M  et  M',  il  faut 
meiit-r  une  tanL'outo  aux  circonférences 
décriles  des  centres  M  et  M'  avec  les 
rayons  MF  et  M'F.  D  est  la  directrice. 
II  y  a  deux  solutions. 

Si  la  directrice  D  est  donn*''o,  il  faut 
décrire  des  circoulérences  larrirriitos  à 
cette  ligne.  On  a  deux  solutions,  ou 
une  seule,  ou  il  n'y  en  a  aucune,  sui- 
vant que  les  circonférences  se  coupent 
en  deux  points,  ou  sont  tangentes,  ou 
ne  se  rencontrent  pas. 

a«aMf<que.  On  peui  pr«Ddr6  aasBi  les 
données  tai?aiites  : 

6*.  Le  foyer,  un  point  ei  une  ton- 
gente. 
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5b.  La  direetrieêf  un  peint  et  une  tangente. 

Le  foyer,  un  point,  et  Ut  nonnaie  en  ce  point. 

.  6*  L*axe,  une  tangente  et  le  point  de  contact  (flg.  1363^. 

On  pnut  prendre  aussi  ks 
données  suivantes  : 

6b.  LasDe^  une  normale  et  le 
paramètre, 

61».  Vaxe,  un  point  et  la  lon- 
gueur de  la  eoue^of^ente  en  er 
point. 

6c.  Une  t(\t>>icnte.  Ir  pt.in'  4^ 
contact f  l"  I ' <ii ' ! pur  de  h>  ^(-^^ 
fanrjrnte  correspondante  et  k 
paramètre. 

Pour  la  question  proposée  ci 
premier  lieu,  il  faut  remarquer 
que  la  perpendiculaire  élefée 


Fig.  iM. 


au  milieu  de  MT  passp  nu  fov(  r,  car  on  doit  avoir  FT  =  FM.  (G.,  n«6fl9.) 

I.c  point  A ,  milieu  de  la  sous- tangente  TP^  est  le  sommet  de  la  pan- 
bole.  (G.,  m.) 

2209.  70  Vaxe  et  deu^  points  (fig.  1364). 


Fig.  1364. 

Soient  Ax,  M  et  Taxe  et  les  poinls  donnés. 
Si  A  est  le  sommet,  on  aura  : 

_MP«  AP 


d*où 
et 


AC 

MP^-BG''  _  AP-AGou  CP 
BG«  ^  


(G.,n<»7(H.> 


CP.BC? 


^..j.^   CP.BC»  

Hpt -Bl?  -  -(SÏP+  BCHMP-BC) 

rp  BG* 

ou  AC  =  -j^'^ji       ,  quantité  facile  à  eonstrufre. 

Le  point  M'  est  le  symétrique  de  M. 
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On  peut  arriver  à  la  solution  plus  rapidement  en  utilisant 


Fig.  13Ô5. 


iQO  question  comme  n«  2143;  car,  en  cherchant  M',  point  symétrique 

AD  _  PH 


le  M ,  on  a  : 


;   d'Où  AD  =  -^ 


Itiatiième  proportionnelle  à  constraire. 
miO.  8<»  Ihux  iaf^entes  et  (e«  points  d$  eontaet  (6g.  «366). 


Fig.  1366. 

Soient  M  et  M' les  points  de  contact  donnés  sur  lee  tangentes  PM  et  PM'. 

La  droite  PG,  qui  joint  P  an  millea (tek corda  des  contacts,  est  paral- 
lèle à  Taxa,  (G.,  no  705.)  Projetons  M  et  M'  sur  PG;  joignons  H  au  point 
B ,  milieu  de  PB,  et  le  point  M' au  point  d  milieu  de  PH.  UIntarsectIon 
des  deux  droites  MB  et  M'G  est  le  sommet  A  de  la  parabole;  car  on  a  : 
AT  ^  AO ,  AV  r=  AI ,  et  les  soua-taogentas  sont  dlTlsèes  en  deux  parties 
égales  par  le  sommet.  (G.,  n''  699.) 

Menons  la  normale  M'N,  et  portons  la  moitié  de  la  bous -normale  IN 
de  A  en  F  et  en  D  :  on  a  ainsi  le  foyer  et  la  directrice ,  ce  qui  permet  de 
tracer  la  parabole. 
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Emmwm  MS. 

2211.  Problème.  Un  segmeiU  parabolique  est  limité  par  une  eofdifir 
pendiculaire  à  Vaxe;  par  une  des  extrémités  de  cette  corde,  on  mm 
une  parallèle  à  Vaxe.  Mener  une  tangente  limitée  aux  côtés  de  Tii^  ' 
droit  et  telle  que  le  point  de  contact  eoU  le  milieu  du  eegment  intercefn 

(Voir  Méthodes,  n<»  318.) 

2212.  Problème.  Couper  uv  rrnir  dr  i  évolHtiù7i  (le  manière  gtàclasa- 
lion  soit  une  ellipse ,  une  parabole  ou  une  hyperfwlr  données. 

D'après  le  théorème  fîc  Dandclin  *  '0..  n°  8i'i>  relatif  aux  sections  d't: 
cône  de  révolution,  on  sait  que  toute  section  piano  de  ce  ccmeeslur? 
eUipse,  une  par(d>'>h'  ou  une  hyperbole^  ilâ'dgit  de  déteraûaer  ksaciiâLj 
qui  donne  une  courbe  donnée. 

Suivant  le  cas,  on  donne  les  axos  2a,  2b,  ou  le  paramètre  p.  So\iti 
l'angle  au  sommet  du  cône  considéré;  a  représente  ronirle  que  forr- 
Taxe  du  cône  avec  les  génératrices.  Nous  coasidôreroûs  trois  cas,  sekM. 
la  natnre  de  la  courbe  que  l'on  veut  obtenir. 

EUipse  (fig.  Iâ67).  Le  problème  revient  à  construire  le  triangle  AVA 
dans  lequel  on  connaît  AA'  =  2a^  AV=s2c  (G.»  &«  d46«  2»K  et  raogle  V  | 
égal»  en  degrés,  à  90  —  a.  { 

Il  y  a  toujours  une  solilUoD »  et  niie  seulei  car  AV  est  <  AA'  et  raiigte  1 
V  est  aigu.  (G.,     185.)  j 

Le  triangle  eonstruit,  on  fait  Tangle  VA'S  égal  à  Y;  et  sur  deux  gé^)^ 
ratrices  opposées  du  côae  donné,  on  porte  des  grandears  égaies  i  SA  : 
et  SA'. 


/ 

Ftg.  1367.  Fig.  iSBB. 

Pc  ahoîc  (  fig.  11  faut  conslruire  un  triani^le  rectangle  A<''0, 

connaissant  l'angle  aipu  0  =  a,  et  le  côlé  AG  —  \i^p  (G.,  n»  8^i8,  2^),  prcn 
blènie  toujours  possible,  et  qui  n*a  qu'uiie  seule  solution. 

S2t3.  3»  Hyperbole  (fig.  1369).  Le  problème  revieot  à  constroir»  le 

*  Dandklin,  né  an  Bourgct  en  17d4  ,  mort  h  Bmxelles  en  184*.  Lo  théorème  qoi  P^-^ 
Bon  nom  a  été  ]»ubllé  en  1831,  dans  un  rc»cncil  p</riodiqne  de  Qt-ittuet,  il  ecraît  vréati'- 
h  ce  dernier;  mak  Dakdkun  l'a  étendu  an  cdne  obUqno  (HMoire  des  aei^nm  matk&R* 
iiqtte»  et  phjfêlque»,  pur  HAxuiiLnnr  Maiidi,  i,  XII,  p.  201). 
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triangle  AVA',  dans  lequel  on  connaît  AA'  =  ti«,  AV=2c,  V  =  90  — a 
(G.,  no  S'il,  2'»);  mais  comme  le  côté  opposé  à  Tangle  V  est  plus  petit 
que  AV,  il  peut  y  avoir  deux  solutions,  une  seule  ou  aucune.  (G.,  186). 
Il  faut  au  moins  que  l'angle  2z  égal*  cl  ni 
des  asymptotes  (n^  !212o);  car  lorsqu  il  y  a 
égalité,  A  A' est  parallèle  à  Taxe,  VA' ==26. 
Il  y  a  deux  solutions,  lorsque  Tangle  2»  est 
plus  petit  que  Taogle  des  asymptotes. 

22! 4.  Remarques,  Sur  un  cylindre  dont 
le  diamètre  est  ibj  on  peut  facilement  déter- 
miner une  section  elliplique  dont  les  axes 
soient  2a  et  26. 

Sur  uii  cône  donné  on  peut  toujours  pla- 
cer une  ellipse  donnée,  ainsi  qu'une  parabole 
donnée.  ()n  peut  y  placer  aussi  toute  hyper- 
bole dans  laquelle  Tangle  des  asymptotes  ne  j-ig.  im 
surpasse  pas  Tangle  au  sommel  du  côoe; 

une  hyperbole  quelconque  peut  ôlre  placée  Sur  tout  cône  dans  lequel, 
Tanglc  au  sommet  n'est  pas  Inférieur  à  Tangle  des  asymptotes  de  la  courbe. 
Un  cône  quelconque  eontient  toutes  lee  ellipses  et  toutes  lesparàboles 

possibles. 

2«  Pour  étudier  les  t  ourbes  du  second  degré,  on  peut  toujours  sup- 
poser que  rellii>sc  appartient  à  un  cylindre  ou  à  un  cône  de  révolution, 
et  que  la  parabole,  ou  Thypti  bulc,  appartiennent  à  un  cône  de  révolution. 


Hélice. 


Exercioe  947. 

22IH.  Problème.  Exprimer  la  longueur  d^un  are  d'hélice  en  fonction 
de  sa  projection  horizontale  et  de  Vune  des  quantités  suivantes  : 
La  différence  des  ordonnées  de  ses  extrémité; 

2"  Le  pas  de  V hélice, ' 

3^  Uamjle  constant  que  forment  Us  tangentes  avec  Us  génératrices. 


Fig.  1370, 


On  résout  facilement  le  problème  et  le  suivant  en  considérant  l'angle 
plan  dont  renrouleiaent  sur  le  cylindre  produit  l'héliee. 
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!•  D'après  la  définUion  de  la  courbe,  Tare  VP  =  vp,  iN M 
Or  nm  =  ^nc^  -f  (m/>  —  nv)*~ 

donc  MN  =  >/(apcTP)^^  (MP^irrv^^p 

2®  Le  pas,  AB  ou  ab,  est  orLliiiairemciiL  représenté  par  h. 
Ona:  I!^  =  IP. 


—  nm,  etc. 


p 

Fig.  1271. 

Or  me  est  la  différence  des  ordonnées ,  aa'  =  27;R. 

me  ^  vp 


iwe'  = 


Donc 


NM=0arcVP^'+j!i!:g^ 

ou  NM=ar.cVPy/l+.^-^ 
S'^  Soit  a  Tangle  constant  6aa'  ; 


ne 


don 


=  cos  mnc  =  cos  a  ou  nm  =  -^2£-, 
«m  ces  a 

cosinus  a 


Eradoe  Ma. 


Problème.  ÉvMncr  l'airr  de  lu  surface  cylindrique  comprise  : 
\o  Knh'c  un  arc  d'hélice,  leé  ordonnées  extrêmes  et  la  prqlectim hori- 

zonliilc  (le  Vhvlicef 

2o  En  trc  deux  arcs  d*hclice  UQ  même  pus,  et  les  génératrice»  qui  limitent 


ces  arcs; 


3û  Efifrc  deuT  arcs  .Vhriicr  ilr  mcrnc  pas,  et  les  arc$  de  deux  lUMf* 

relies  hclicvs  normales  aux  premières. 

1"  mpm>  =   — ^ — '  .  vp 


donc 
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2*^  Les  hélices  de  môme  pas  soûl  parallèles,  et  proviennent  de  droites 
•m  et  ti'm' parallèles. 
Or  le  parallôloi/rammc 

nn'mm'  z=  vp  .nim' 

lone  l'aire  de 

NN'MM'  =  arcVP.MM' 

30  î.es  hélices  normales  aux 
.reinières  proviennent  de  droites 
fi  et  fm  perpendiculaires  aux 
ificnes  nm  et  u'in'.  On  peut  d'ail- 
curs  prouver  directement  que 
a  surface  ENN'  =  FM  M'. 

Mais  le  rectangle  cni,>fT=  nm .  fm   ou  vp .  wm' 

ionc  Taire        £NFM  =  NM.FM  ou  arcVP.MM' 

Ordioairement  on  multiplie  Tare  projeetiOD,  ou  VP,  par  la  distance 
MM'  mesurée  sur  une  génératrice. 

l/Appendice  aux  Exercice»  de  Géométrie  (publié  en  1877)  contient 
quelques  exercices  relatifs  à  Thélice  (n~  868  et  876). 


Fig.  ia72. 


Maximum  et  Minimum. 


Exeroioe  848« 


2217.  Problème.  Qucl  est  le  rectangle  maximum  qu'on  puisse  imei*ire 
dans  une  ellipse  donnvc? 

La  considération  du  cercle  prin- 
cipal montre  que  le  rectangle 
maximum  a  pour  diagonales  les 
deux  diamètres  conjugués  égaux. 

Rappelons  qu^il  suffit  de  mener 
une  tangente  FOL,  telle  que 

DF==DL 

Pour  la  mener,  ou  peut  aus.-i 
utiliser  le  cercle  principal  (G., 
n*'  626);  d'ailleurs 

OL=aV^f 
CL  =  CE=:OC  =  a 


car 

donc  auâsi 


2218.  Problème.  Dam  une  ellipse^  mener  deux  parallèles  équidhtantes 
d*un  diamètre  dû,rnt^,  de  m(tnicrr  que  le  paraUvhujramme  inscrit,  qui 
auraii  ces  parallèles  pour  côtés  opposés,  ait  le  périmètre  nwximum» 

(Voir  Méthode»,  n«  339.) 
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Ezeroioe  951. 

2210.  Problème.  Quel  est  le  minimum  et  le  maximum  du  rtctaîk;^ 
circonscrit  à  une  ellijme? 

Le  lieu  du  sommet  d*uii  angle  droit  circooscrit  à  TeUipse  est  ooe  cl^ 
conférence  ayant  même  centre  que  TeUipse  et  décrite  avec  V^HF^  P''^ 
rayon  (n«  2094). 

i«  Or  le  rectangle  maiimum  inscrit  dans  le  cerele  a  les  cdtée  égaoi: 
donc  le  carré  circonscrit  à  Tellipse  répond  au  maximum. 
Les  sommets  de  ee  carré  sont  sur  les  prolongements  des  axes. 

Le  rectangle  inscrit  dans  le  cercle  principal  est  d'aularit  pius  p 
que  ses  côtés  diffèrent  davantage  1  un  de  l'autre,  car  la  somme  des  csm- 
des  côtés  est  constante;  donc  le  reclangle  miniiuuoi  t«t  c^lui  <2i 
construit  sur  les  axes  de  la  courbe. 

Maximum,  La  demi -diagonale  du  carré  est  égale  au  rayon  ^0*+** 
indiqué  ci-dessus.  La  surface  de  ce  carré =2(a'  -|-  b*). 

3iinimum,  Le  rectangle  des  ax6S£=Sa.26  =  4a6. 

Exercice  952. 

2220.  Problème.  Dan$  un  paralléloyramme  donné,  tmcrire  l'etii^'» 
de  surface  imixima. 

Soit  le  parallélogramme  AliCD;  menons  les  droites  EF,      qui  joigaccl 

deux  à  deux  les  milieux  <ie# 
1>V       SHN        jc     Q^u    côtés  opposés.  Soit  uneeilir^^ 

inscrite  IJKL;  les  poiots  «i^ 
contact  I,       et  le  ceotrt 
sont  en  ligne  droite,  car 
tangentes  AB  et  DC  sont  pa- 
rallèles comme  côtés  oppose^ 
d'un    parallélogramme.  U 
ligne  KOL  est  le  diamètr 
conjugué  de  ÎJ ,  car  les  taih 
gentes  MN,  PQ,  menée?  [ 
rallèlement  à  IJ,  doivent  éui 
divisées  en  deux  parties  égales  par  les  poinls  de  contact  \     68!  d^c: 
EF,  qui  passe  par  le  milieu  de  toutcf?  les  sécantes  limitées  aux  paral- 
lèles AH ,  CD,  passe  par  les  points  de  contact  et  donne  le  diamètre  iwL 
conjugué  de  IJ. 

Or  l'ellipse  rapport«^c  aux  diamètres  conjugués  a  pour  aire 
OKxUjTtxsin  (n^  2073),  tandis  que  le  parallélogramme  circoDScnt 
cgnî*'  'tOKx  UJ  X  sin  a.  Le  rapport  de  la  surface  elliptique  au  paral- 
lélogramme construit  sur  deux-diiamètres  conjugués  est  constant^  il  igik 

;  donc  l'ellipse  maxima  est  celle  qui  aura  EF  et  GH  pour  diamèires 
conjugués.  En  effet,  elle  sera  à  la  surface  ABCD  dans  le  rapport  las* 
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dis  que,  pour  toute  autre  eourbe,  on  a  du  parallélogramme  MNPQ» 
moindre  que  RSTU,  c'estrà-dire  moindre  que  ABCD, 

Bemarque.  L^ellipse  maxima  esl  tangente  au  point  milieu  de  chaque 
côté  du  parallélogramme  donné.  En  représentant  les  côtés  de  ce  parallé- 
logramme par  2a  et  "ih.  Taire  de  l'ellipse  =-7:a6  sin  x  {U"^  2073).  Si  Ton 
abaisse  une  perpendiculaire  EV,  on  a  S=:7:axEV. 

Exerosœ  953. 

2221.  Problème.  Pur  un  point  A,  diniuc  sur  nn  des  axes  d'une  ellipse 
ou  sur  leur  prnlduf/cmcnt ,  mener  une  sécante  ABC,  felle  que  le  irunufle 
BOC  forme  en  joignant  les  cjclrcmitcs  de  la  corde  ile  l'ellipse  au  centre 
ilc  la  courbe  soit  mcurimum . 

il  sufiii  de  ee  reporter  à  un  Exercice  déjà  traité  (uo  1696). 

Décrire,  du  centre  0,  une  circonférence  avec  —  pour  ravon;  mener 

v2 

une  tangente  AH'C';  elle  coupe  le  cercle  principal  en  deux  points  B'C; 
le  triangle  B'OC  est  maximum  pour  le  cercle  principal;  puis  on  déter- 
mine ABC,  projection  de  AB'C, 

Remarque.  Le  triangle  B'OC'  étant  rectangle  en  0,  les  côtés  ÛB  et  OC 
du  triangle  correspoiidant  BOC  sont  deux  demi-diamètres  conjugués,  et 
tout  triangle  formé  par  deux  demi  -  diamètres  conjuguée  est  équivalent 
à  DOC,  car  on  ^ait  que  a'b'  sïn  V=:  ab. 

Exercice  9&4. 

2222.  Problème.  Inscrire  dans  une  ellipse  le  triangle  maximum  ;  le 
sommet  A'  est  donné  sur  lu  courbe.  2^  Quel  est  le  lien  du  nulicu  de  la 
base  des  triangles  inscrits  cquimlents  au  maximum  demandé? 


Fig.  1875.  Fig.  1370. 


io  Lorsqu^on  projette  un  cercle  et  un  triangle  équilatéral  inscrit  au 
cercle  (flg.  1375),  les  deux  surfaces  sont  réduites  dans  le  même  rap- 
port ^  (flg.  1376). 
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Or  le  triangle  équîlatéral  inscrit  dans  le  cercle  de  rayon  a  a  pour  snper 
ficie  ^^^'^  .  La  projecUoD  daas  l'ellipse  du  triangle  maiimum  tm 

pour  aire  iiij^. 

Le  diamclre  EF  parallèle  à  BC  et  le  diamètre  perpendiculaire  Al 
donneront  deux  diamètres  conjuprués  A'D',  ET'.  La  corde  B'C  et  lô  ta>i 
gente  L'A'G'  seront  parallèles  à        (fitr.  13761. 

D\iiilei]rs,    0'M'  =  M'D';   car   OM  =  MD    (fig.  1375). 

La  tangente  G'C'H'  est  aussi  divisée  en  deux  parties  éfrales  par  le  poi^t 
de  contact;  donc  il  faut  mener  la  tangente  6u  point  A'  ^.hui^l  pour  ^l-i- 
met,  mener  le  diamètre  A'O'D',  et  tracer  une  tangente  E'C'ir  telle  quek 
point  de  contact  la  divise  en  deux  parties  égales;  on  sait  que  le  parall^  ; 

logramme  A'M'CN'  est  maximum,  car  il  égale  (a««  367  ei  aW» 

et  tout  autre  point  P'  de  la  courbe  donnerait  un  parallélogramme  ^lis, 
petit  (n"^  3o9  et  ''àijO),  d  ailleurs  Ali  C  est  équivaieut  à  A'M'C'N',  etc. 

Henuir<|ue.  Dans  le  cas  actuel ,  ou  peut  ae  dispenser  de  meuer  la  in* 
gente  G'CH'.  En  effet,  par  le  point  U\  milieu  de  0'D\  il  suffit  de  moff 
Wa  parallèle  à  la  tangente  L'C 

2"  IjC  lien  du  point  milieu  de  chaque  côté  des  triaiiyles  rtufji  ima  iiifcri'f 
à  VcUipRc  est  une  ellipse  de  mètm  centre  et  homothétique  Vellif^ 
2)roposée. 

V.n  effet  (fig.  \Tl%  le  point  M'  milieu  de  B'C  est  sur  le  dinmMre  AT»' 
et  au  milieu  du  rayon  O'D'.  Il  en  serait  dp  même  pour  1p  point  milieu  (?e 
chacun  des  côtés  de  tous  le?  triangles  équivalents  maxima,  obtenus  ?n 
projetant  des  triangles  ] m  latéraux  égaux  inscrits  au  cercle  fig.  i3'o''. 
donc  le  point  milieu  de  ciiaquc  côté  divisant  le  rayon  co^^e^^pondant, 
O'D'  par  exemple,  en  deux  pnriîes  ép-ales,  le  lieu  des  [)oints  tels  que  M 
est  une  ellipse  ayant  0'  pour  centre  et  homotbètique  à  TeUipse  ^ 
posée.  ' 

2!223.  Remarquf>«  \^  Le  triangle  équilfttéral  G'H'L'  e&t  le  triangle  cir-  i 
conscrit  minimum  (n"  3(iU)  ;  or 

AO  =  VaAH;  donc  DH=:OD    (âg.  137$) 

de  môme  D'H'  =  O'D'  (fîg.  1376)  î 

donc  le  lieu  des  sommets  H'  des  triangles  mînima  circonscrits  est  UAC  i 
ellipse  de  môme  centre  homothétique  à  l'ellipse  proposée.  ' 

2**  En  considérant  Tellipse  comme  la  projection  du  cercle,  on  résout  j 
facilement  les  problèmes  de  maximum  et  de  minimum  relatifs  aux  sur- 
faces des  Hgures  inscrites  ou  circonscrites.  On  remplace  deux  diamètres  i 
rectangulaires  du  cercle  par  deux  diamètres  conjugués  de  Tellipse, 
diamètre  et  une  perpendiculaire  à  ce  diamètre  [n^  2222)  par  un  ditmètiv  . 
de  Tellipse,  et  une  parallèle  au  diamètre  conjugué  de  ce  dernier. 

Ainsi  les  divers  triangles  équilatèraux  égaux  entre  eux,  clrcoofcrits 
à  un  cercle,  deviennent,  par  projection,  des  triangles  équivalents eaU% 
eux,  circonscrits  à  une  ellipse.  Chaque  c6té  est  divisé  en  deux  parties 
égales  par  le  point  de  contact.  La  médiane  qui  aboutit  à  uo  eétè  é»^ 
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,  sur  le  diamètre  conjugué  au  diamètre  parallèle  à  la  tangente  consi- 
r^ée  et  à  la  corde  des  contacts  des  deux  autres  cùtès. 

'i^^  T.o  «^cc  teur  circulaire  devient  un  secteur  elliptique  formé  par  deux 
j i-diaii:tMres  quelconques.  Le  rectangle  inscrit  dans  le  secteur  circu- 
re  se  transforme  en  parallélogramme  dont  deux  côtés  sont  parallèles 
a  corde  du  secteur  rlliplique,  tandis  que  les  autres  sont  parallèles  au 
^  mètre  conjugué  de  celte  corde,  c*e8i-à*dire  à  la  droite  qui  joint  le 
aire  au  milieu  de  la  corde. 


Fig.  1377.  F»g.  1378. 


Le  problème  inverse  «  cireonMrire  le  triangle  minimum  à  une  ellipse 
année,  fera  connaître  les  relations  de  Tellipse  et  du  triangle  qui  répondent 
)a  question. 

1  Au  cercle  DE^l  j  (fig.  1377)  correspond  un  triangle  ôquilatéral  CA|B|. 

2  '  A  Pellipse  I)1!F  (fig.  1377)  coi  ri  spond  un  triangle  isocr'le  ABG,  lors- 
u'on  veut  que  Tun  des  côtés  du  triangle  fioit  perpendiculaire  à  l'un  des 
xes. 

Le  rapport  de  rellîj)Se  an  triancrU*  AP.C  est  le  m^me  que  celui  du  cercle 
•u  triangle  A,f'/',  (n<'  2»)0).  D'ailleurs,  le  triangle  minimum  circonscrit 
x>rre8pond  au  triangle  maximum  inscrit  £DF.  On  sait  que  OH  —  HG 

H©  Î222),  DH  =  HC;  par  suite,  en  fonction  de  OD,  on  a  DH=  et 

e  double,  r)C  =  3(i;  donc  CG^OO.  On  sait,  de  plus,  que  les  médianes 
\F,  Luj  se  coupent  aux  */.,  de  leur  longueur;  on  pourrait  donc  en  conclure 
mmédiatement  que  GO  —  2a;  d'où  00  =  a. 

3^  Les  mêmes  relations  existent  quand  on  transforme  )a  figure  en  incli- 
lant  CD  sur  la  base  AB.  On  peut  donc  en  conclure  les  résultats  suivants 
lflg.1378)  :  Dans  le  triangle  quelconque  A'B'C,  l'ellipse  de  surface  maxima 
1  pour  un  de  ses  diamètres  les  V.i  de  la  médiane  C'D\  La  droite  Ë'F't 
lui  joint  les  milieux  des  côtés  A'C  et  h'C\  est  une  corde  conjuguée  au 
diamètre  D'G'.  Le  centre  0'  est  au  Vs  de  BV. 
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De  môme ,  îos  la  inérliane  A'F'  donnent  un  autre  diai»:^ 

Or,  de  môme  que  dans  le  triangle  équilatôral  AfiB^  inserit  au  cct. 

(fig.  1377),  on  a  EtF,  =  OMjVT        (G.,  n«  277); 

de  môme  ËF  =  0Mv'3  ou  £F  =  6V3 

VST 

Ainsi  on  détermine  facilement  la  longueur  du  diamètre  MS 

de  rxi. 

Il  en  est  de  môme  pour  M'O'  ou  6'  (ûg.  1378). 

E'F' 

L'angle  a  des  diamètres  conjugués  est  Taogle  que  forme  la  màm 
CD'  avec  la  base  Â'B'. 

2224  (a).  Remarque.  Commc  vériGcatioD ,  on  peut  déterminer  IVirc  î' 
l'tjJlipse  et  celle  du  triangle  circonscrit;  il  faut  que  le  rapport  s^^»  j 
môme  que  celui  du  cercle  au  triangle  équilatéral. 

(Fig.  13770  Le  cercle  égale  7ra';  le  triangle  équilatéral  a  pour  bs-- 
teur  3a;  or  la  surface  du  triangle  équilatéral  en  foDction  de  la  baotas 

A* 

est  donnée  par  --=:  (n°  1720)  ;  donc 

d'Où  c  _  itayy  _  TT^y 

2«  (Fig.  1378.)  L'ellipse  égale  7ra6  sin  a. 

Or  le  triangle  en  fonction  de  la  médiane  D'C  et  de  la  bâte  A*- 
égale  ^'^^P-^-AËÎBiL ,  car  la  hauteur  du  triangle  égale  D'C  sin  au 

Ainsi  T'—Al)'.  D'C'sina 

OU  E'¥'.  D'G'aina=ET'.  3a'  sio  « 

.  ET' 
mais  5:= 


donc 


E  _    7:a'.  E'P.  sin  a  Tty/BT 
3a'.  E'F.  dn  «>/S" 


Ainsi  T  =  T"  ^ 


^2K.  P^lèDM.  Dat»  fin  sefftnent  parabolique,  inscrire  U  «dw»*^ 
rnoontitum.  Le  rectangle  doit  avoir  dewp  eommete  sur  la  eotu^^ 
deux  autres  sur  ta  carde. 
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iSoii  donné  le  segmeut  AiiO. 

L.a  tangente  menée  parallèlement  à  la  corde 
if,  connaîire  Textrémilé  A  du  diamètre  AD 
ené  par  le  milieu  de  la  corde;  d^ailleurs^  il 
ifût  de  mener  une  parallèle  quelconque  EF 

BC,  et  de  joindre  les  milieux  D  et  G. 

Pour  avoir  ie  paraiiclugramme  maximum  EFIJ, 
;  par  suite  le  rectangle  maximum  EFMN,  il 

ut  mener  une  tangente  UEL,  telle  que  EU=EL 

v'>  360). 

Pour  cela,  on  sait  que  AH  =  AG  (n»  318); 
'ailleurs  GH  =  GD,  car  EH  =  EL;  donc  AG  est 
»  ^  3  de  AD;  donc,  pour  avoir  le  rectangle  maxi- 
j  ij  in ,  il  suffit  de  mener  une  corde  EF  pyrallèle  à 
en  prenaat  le  point  G  au  premier  Va  AD. 


Fig.  1379. 


loue 


BACs=:|-AD.BG8inot;  AG=-^ 

EG«  ou   JiV=i^^;   d^où  IJ  =  ^ 


Le  rectangle  ou  le  parallélogramme  maximum  égale  donc 
4  ADx-^sina  =  --^  AD.BÇ sina 


ilDSl 


BFlJ=r 


ABC 


Exeroioe  957» 


PiraUèaM.  On  donne  une  parabole  et  deux  tangentee  à  cette 
courbe;  mener  une  trcieième  tangente 
telle  que  le  triangle  formé  par  les  trois 
droites  soit  maximum. 

Le  triangle  maximum  est  donné  par 
la  langente  DE,  que  le-point  de  conlact  H 
divise  en  deux  par  lies  égales.  Pour  mener 
cette  tanprente,  il  sufût  de  joindre  les 
points  milieux  D,  E  des  côtés  AB,  AC. 

Toute  tangente  FG  est  divisée  en  parties 
égales  au  point  0  par  la  langente  Dl*^  pa- 
rallèle à  la  corde  des  contacts  ;  or  le 
Iriani^le  ADE,  dont  la  base  DE  est  menée 
par  le  milieu  de  FG,  est  plus  grand  que 
AFG;  donc  ADE  est  le  ti  iangle  maAimum. 

2^  D'un  exercice  connu  (n<>  369),  on  peut  conclure  immédiatement  que 
le  triangle  maximum  est  donné  par  la  tangente  DUE,  que  le  point  de 
contact  divise  en  deux  parties  égales. 


Flg.  1380. 
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BXERCICBS  DE  OioUÈniE 


8227.  Problème.  Dam  un  scymcnt  parabolique  ABC,  limité} 

corde  IjC,  inscrire  un  trapèze  bll 
qui  ait  BC  pour  f/ratide  base  eid. 
la  surface  mit  maxima. 

Le  irapéze  BEDC  esl  éqDÎfakH 
reetaogle  JEHG;  dooc  il  fout  ai» 
une  Ungente  FEG,  telle  qae  E  «oasJ 
le  milieu  (n»  318). 

En  déeigoant  AM  par  a,  MB 
on  IrouTe  que 


d*oa 
donc 


a 


8 


a; 


surface  BDEC 


ou  JEiiG  = 


8a  46 


Or  le  segment  parabolique 

=  V,BC .  AM  =  V«^.«  =  Vi«^' 
Ainsi,  l6  trapèze  maximum  esi  les  7»  du  segment  parabolique. 


|ue.  (Juelle  que  soit  la  valeur  de  Tangle  a,  que  la  corde  BC  P'V. 
former  avec  AM  ,  Ja  solution  esi  la  même;  l'aire  seule  chaDee  :  elJecst 
exprimée  par    , .a6fiin  a.  ^ 

Cxeroîoe  959. 


ProUème.  Couper  un  cône  droit  par  un  plan,  tel  que  le  tegme^ 


parabolique  rémltant  eoil  maxiwwm, 

Exprimons  LP  eu  fonctioa  de6  lignas  du  cet^ 

de  base  ;  ou  a 

^  =  -|r;  d'où   U'  =  AP.^  Il 


donc 
On  peul  écrire 


3  2r 


AP.  MN 


Q__2«  AP,MN 


—  2 —      *  ^^^^      triangle  mscnt  AMT^;  les  varialioûs  dus^ 

ment  parabolique  ne  dépendent  que  de  cette  yariable;  par  suite,  le ami- 
mum  a  lieu  lorsque  le  triangle  est  maximum.  On  sait  qull  firatosele 
Inangle  AMN  soit  ëquilatéral;  donc  le  maximum  a  lieu  lorsque 

8r 


AP=: 
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Valeur  du  maximum.  Le  triangle  èquilatéral  a  pour  aire,  en 
foDcUon  du  rayon,  A=  -<j~  (G.»  n«  316, 1  ) 

donc 


Exercioe  960. 

2230.  Problème.      solide  €&t  ûomposc  de  deux  cônes  égaux  ayant  une 
base  commune f  couper  ce  solide  par  un  pluii 
pttrallèle  iti(j:  (jénératriccii  SB  ci  AT,  de  ïna- 
tiièà'c  que  la  section  ,^olî  nuu  una. 

La  section  80  coœpoee  de  deux  segments  pa- 
raboliques. 

Si  GH  et  MN  sont  les  lignes  principales  de  la 
section,  on  rcronnallra  comme  précédemment 
que  le  segment  parabolique  MON  varie  comme 
le  triangle  MAX,  et  que  le  segment  MHN  varie 
comme  le  triangle  MlîN;  donc  la  section  varie 
comme  le  quadrilatère  AMBN  ;  donc  le  maximum 
a  lieu  quand  la  section  passe  par  le  centre  0, 
cnr  le  carré  ACBD  est  le  quadrilalôre  maxi- 
mum. 

2231.  Valeur  du  maximum. 

ECFD  =  VaCD .  EF      ECFD  =  «/«  •  2r .  =  'j^r 


2238.  Mentt^iMfl.  !<>  On  peut  arriver  très  rapidement  à  la  détermina- 
tion da  maximum  en  procédant  comme  il  suit  : 

La  somme  des  aires  paraboliques  est  donnée  par  Va^H .  MN. 

Or  6H  est  une  quantité  constante,  car  GH  =  BS=:^;  donc  la  varia- 
tion ne  dépend  que  de  MN.  Ainsi  le  maximum  a  lieu,  lorsque  la  section 
est  menée  par  le  centre  0 ,  car  alors  la  corde  MN  devient  le  diamètre  GOD. 

2«  On  pourrait  étudier  la  variation  de  diverses  sections  qu'on  pourrait 
produire  dans  un  octaèdre  régulier,  ou  même  dans  tout  octaèdre,  dont 
les  trois  diagonales  AB ,  CD  et  ST  se  couperaient  respectivement  en  par- 
ties égales. 


2233.  Problème.  On  donne  une  sphère  y  un  grand  cercle  et  un  plan  ; 
mener  un  plan  jxirullèfe  au  plan  donné ^  tel  que  le  cylindre  qu*on  obtient 
en  projetant  la  section  sur  te  grand  cercle /lie  ail  un  volume  maximum, 

(\oiT  Méthode9,n9m.) 


2234.  Problème.  Ihuts  u)i  se>/)tient  à  une  Jxise  de  paraboloide  de  révo 
lution,  inscrire  le  cylindre  de  volume  tnaximum, 

(Voir  Méthûde$,  n» 

Le  ejrlindre  est  la  moitié  du  parabololde< 
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EXERCICES  DE  GÉOMÉTRIE 


Ezercm  963. 

223^>.  Problème.  Circonscrire,  au  segment  de  paraboioide,  U  c 

inutitxion. 
(Voir  Méthodes,  n*»  396,  II.) 
Le  c6d6  est  les  %  parabololde* 


Questions  diverses* 


2236.  Théorème  de  Mannheîin.  Soit  ABCD  HH  pai'allrlogram>o,-  .Tr>i 
Cillé  :  le  soyntHct  \  est  fixe,  et  les  côtés  AB,  AD  fonnnnt  /'u'cur i| 
d*(tngles  éynujc  en  sois  contrnires,  JJénwtUrei*  que  le  point  C  décrit  **■  ' 
elUpae.  (iMathésis,  1892,  p.  235.) 

Y 


Fig.  ISM. 

Soient  k  et  II  les  points  où  BC  rencontre  A.r ,  l^issectrice  do  DM», 
Al/,  bissectrice  extérieure  du  même  angle  :  les  triangles  AiiK  et  AEH 
sont  isocèles  ;  donc  AD  ■=  BK  —  BH. 

Ainsi  la  droite  IIK  a  une  longueur  constante  et  se  meut  entre  deuJ 
axes  rectangulaires ,  donc  le  poiat  fixe  G  de  cette  droite  décnt  une  eUi^ 


Eserdioe  963. 

2237.  FroUème.  Construire  un  triangle  ABC,  cannaissani  la  hoMlai'^ 

AU,  la  médiane  AM  et  le  rapport  \ 

AU  — AC  _  m 

m  n 

Construisons  le  triangle  AHH. 
Des  égalités 


a 

on  conclut 


n 


n 


Si  Ton  prolonge  AM  de  MA'=:AM»^ 
question  est  rameaéc  au  probUmo  cofl**-  ■ 
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rouver  sur  une  droite  donnée  MH  un  point  li  dont  la  somme  des  dis- 


n 


inces  aux  poinU  donnés     A'  soit  égale  à  —  MU. 


Wotc.  La  flolution  ci^l  de  Van  dbn  Brobck  {M(Uhésis,  1885,  p.  19).  Le  recueil 

rêcilé  en  indique  plusieurs  aulreô. 

Van  den  Bhoeck  (18^20-1887),  professeur  au  y)en«iotiiiat  de  Malonne,  auteur 
a  diver»  ouvrages  estimés  de  matbématiqueà  élémentaires.  {Mat/iésis,  p.  1^5, 
snvoi.) 


12230.  Théorème.  0)i  htvnc  dcu.r  fan- 
'trntes  à  la  pimiboU  ,  les  lomjuenrs  de 
rs  lifjnrs,  dt'jitùs  leur  ))oi)it  commun 
HSrpt'iiuj-  points  tic  Ci>)itactf  smtt  d"ns 
e  7fn'me  rapport  <pie  les  se(jments  que 
'iuce  détermine  sur  res  tangentes. 

On  a        "TC"  —  1  i>j 

»r  Faie  AX  e^t  parallèle  au  diamôlre 
rP;  or  toute  parallèle  ABC  à  la  mé- 
lianeTPd^un  IriangleMTN  déterminesur 
les  côtés  eorrespoodants  des  segments 
i)roporUoQDels  à  ces  célés  (n*»  1135,  b). 
[J.  M.  E.,  1892,  p.  92.) 

Exercîoe  967. 


Ffg.  1368. 


Théorème.  Lea  parallèles  menées  par  un  point  de  Vcllipse  de 
Stcificr  aux  médianes  d'un  triangle,  rencontrent  les  côtés  opposés  sur 
une  droite.  (Mathésis,  1893,  p.  70.) 

Vellip^c  (le  Steincr,  (Vuu  triangle  quelconque,  correspond  au  cercle 
circonscrit  d'un  trian-l  ■  »  quilatéral;  en  considérant  celle  dernière  figure, 
le  théorème  est  démontré,  rar  î<'s  parallèles  aux  médianes  du  triangle 
équilatéral  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  côtés  du  triangle; 
doue  les  trois  poiots  sont  sur  la  droite  de  îiimsm  relative  au  point  con- 
sidéré. 

La  projection  dn  triangle  èquilatéral  et  du  cercle  circonscrit,  de  ma- 
nière à  rcprO'iLiiro  le  triangle  donné  et  l'ellipse  de  ^leiner,  montre  que 
les  trois  points  de  rencontre  sont  bur  la  projection  de  la  droite  de  bimson 
du  triangle  èquilatéral. 

Exeroioe  968. 

2240.  Théorème.  Ij^rs(ii(r  drur  tnangl4js  hamot Itct irp/rs  ont  même 
centre  de  (fntrUr,  !c>  si.r  points  d' nitersfcto.m  drs  ct'iirs  de  Vnii  d*cnx 
arec  h  >  cuh's  de  Vuntre  appartiennent  à  une  ellipse  semblable  à  Vcllipse 
de  Slciner  de  chacun  de  ces  trianylcs. 

La  figure  donnée  peut  être  considérée  comme  étant  la  projection  ortho- 
gonale de  deux  triangles  équilaiéraux  homotbétiques  a^ant  même  ceatre; 
H  42 
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les  six  poiiiU  ti'iiiter?f*clion  du  côté  opposé  apparlieniieut  à  une  cift-: 
féreDCt  tio  même  centit'  que  les  cercles  circonscrits:  donc,  en  jirojecl;.' 
CD  obtiendra  une  ellipse  iioDuoliiéUque  à  celles  de  Sleiuer  et  de  mL 
ceolre  G  que  ces  derûièreâ. 


2241.  Thémémm.  L'aire  de  Vellipse  de  Sieiner  esl  à  celle  du  tri»* 
,  ^  _  inscrit  qui  lui  corresp(md,d^' 

le  rapport  de  4~  à 

L'ellipse  et  le  triangle  pt4itcr: 
être  considérés  comn;»^  èli* 
la  projection  orthogonale  d  J 
cercle  et  d'un  Inaiiprle  équ^u- 
lëral  inscrit  ;  or  les  tijurc?  o:- 
tenues  par  projection  jonUfiîr' 
elles  dans  le  même  rapport  qj'* 
les  ligures  situées  dans  un  luroïc 
plan,  et  que  Ton  a  projelf??  : 
ainsi  L1M  =  >!D,  couiini  otaj 
le  triangle  équilatéral  et  kctnV. 
.  ^.  circonscrit;  nuis  pour  les  aires, 

on  a  de  même  : 

ellipse         ^ercle  circonscrit 

A  Bl:       tri  angle  équilatéraF 

Or  la  surface  du  triangle  équilatéral,  en  fonction  de  la  hauteur,  oi 
donnée  |»ar 


*  ST" 


d^atUeuTB 

par  suite, 


/,=  1k,   donc  T=i*^^l 

ellipse    4ff 

ABC  ^  3^3  • 


2242.  Moto.  L'ellipse  rircoD8crite  au  triangle  rencontra  le  cercle  ànciBÈcn 

en  un  quatrième  point  H.  Ce  po|pt  a  été  nomme  point  de  Sieiner,  j^rce 
ce  savant  on  n  fait  connaître  diverses  propriéléa;  puis  il  a  élô  étudie  i- 
M.  T.udiv,  *itii  a  fait  auêsi  connaître  les  propriétés  du  point  T,  appelé  mwtl*" 
aaul  point  de  iarrif,  cl  qui  se  trouve  diamélralemeAt  opposé  à  c«Ui  ^ 

SlEINEU. 

Pour  ce  dernier  point,  ou  peut  consulter  la  belle  étude  analytique 
M.  Nbubbrg  en  a  faite  {Journal  de  Mathématiques  spéciaif'4,  1886,  pagt*< 
suivantes;  puis  la  construction  indiquée  par  M.  ob  Longcbahrs,  1^  p«gtl!^« 
enûn,         page  242,  n«  69.) 


Cxemoe  870. 

2243.  Théorème  de  S4ein«r.  Le  liett  dea  points  dr  rue  ieU  r/ut' /a  j<r 

epectivc  d'une  circonlcrence  C^ëur  un  plan perpeiuiiculaira  àocimi^- 


I 
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soit  une  autre  circonfnrnce ,  est  l'hyperholoide  équUatère  de  révùlutim 
à  nue  nappe  y  dont  C  est  la  circonférence  de  gorge. 

Soit  V  un  des  points  de  vue,  situé  daos  un  plar  perpcodieutnire  au 
plan  du  cercle  G  et  mené  par 
son  ecDtre,  AB  étant  le  dia-  ^ 
mètre  du  cercle  donné. 

Il  suffit  de  démontrer  que 
sur  le  plan  principal  le  lieu 
des  points  V  est  Thyperbole 
équilatère  dont  AB  est  l'axe 
irsnsTerse. 

Or  sur  le  diamètre  VOV 
décrirons  une  circonférence, 
elle  passe  par  les  sommets 
A  et  A',  car  Téquation  de  la 

courbe       —  y-  ^  a* 

doooe    aj*  =  a*-J-y' 

donc      OA  =  OV. 

Pour  avoir  la  direction  des  Fig.  im 

sections  circulaires  antipa- 

rallèlea  du  cône,  dont  Y  est  le  sommet  et  AB  le  diamètre  de  la  circon- 
férence  de  base,  il  sufAt  de  mener  des  plans  perpendiculaires  au  plan 
principal  ABV  et  parallèles  à  la  tangente  VF;  or  cette  ligne  est  per- 
peodiculaire  à  OY,  à  CX,  donc  toute  section  DE  perpendiculaire  à  AB 
donna  no  cercle  pour  perspective  du  cercle  C.  —  Sur  le  plan  de  profil 
mené  par  le  centre  du  cercle  donné,  on  aurait  pour  perspecti?e  un 
cercle  ayant  MN  pour  diamètre. 
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PROBLEMES  ISUMEKIQLËS 


Indications  générales. 

2ft44.  Les  problèmes  numériques,  en  Géométrie ,  ne  sont  leplasm- 
▼eni  <|ue  de  simples  applications  du  calcul  à  des  formules  connues 

Dans  un  problème  numérique,  on  distingue  :  la  solution  ou  ier- 
semble  des  considérations  par  lesquelles  on  trouve  les  opérations  à  e§è^ 
tuer;  2°  le  calcul  des  opérations. 

Degré  d'exactitude,  i**  Si  les  (lo)inées  SOtit  des  '/t^wbres  cjr"cf< ^  le  ré&ei- 
tat  peut  être  obtenu  avec  tel  degré  d'approximal ion  que  Vou  voudra. 

2**  «St  les  tiuHHCv^  coèiliennent  un  noinbie  opproxih\»itif  (\\\\  n^ail  qu^ 
3,  4...  chiffres  exacts,  le  résultai  ne  peut  être  donné  qu'avec  ce  mhod 
nombre  de  chiffres. 

D'après  ces  coDsidérations,  on  fait  choix  du  mode  de  calcul  :  cak.l 
complet,  calcul  approché,  calcul  par  logaritlimes,  soit  avec  les  p£i\Ui 
tables  f  soit  avec  les  grandes  tables,  selon  les  cas. 

ObMmiloat  priseipaiM.  Il  eonyieut  de  tenir  compte  des  ob8en«iîoiiS| 
suivantes  :  1 

io  Disposer  les  calculs  avec  beaucoup  d^ordre  *.  1 
Employer  les  logarithmes  dès  que  les  muUipllealioos  et  les  diftms  1 
deviennent  nombreuses,  et  surtout  lorsqu*!!  y  a  des  racines  i  eitraifs.  I 

3^  Transformer  les  formules,  afin  d^obtenir  Texpression  de  la  Ttleul 
de  rinconnue  en  fonction  des  données,  au  lieu  de  faire  dépendre  ua<;  J 
suite  d^opérations  d*un  calcul  approximatif  qu*oa  aurait  lait  au  début  1 

Voici  quelques  exemples  :  1 

fixeiB^.  I 

224^.  Problème.  Pour  u)i  diamètre  de  1  mètre ^  quelles  serinent  ht 
valeurs  de  la  circoufcrem  e  ^  de  l'aire  du  cercle,  de  l'ait*c  et  du  voUt^-^Ê 
de  la  sjfhère?  On  demande  huit  décimales.  I 

Circonférence  ?rrf=       =  3»"  14159260  I 

2*^  Cercle  y^T.d^  =zy^T:=^0'^<ilS^^^m  I 

30  Surface  de  la  sphère  4  ^/^Tul^=i     ::  =  3""'  14l5!'*3J3  I 

4"  Volume  de  la  sphère    V^k d^  =  y^n=^Ù^<^  5233 m%  à 


*  On  peut  Uror  ua  bon  parti  de  U  TaMe  dct  nombres  ustuU,  p, 
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2240.  Prohième.  L(t  voiondc  du  jntnorrtïïiti  des  ChumpS'Élysf^es ,  à 
Paris,  a  55  méLrcs  de  diamètre.  Quelle  est  la  surface  occupée  par  cet 
édi/icef 

On  a  recours  i  la  formule  icr*,  ou  mieux  à  la  formule  V4«<^* 

Log.     ou  0,25.    .  1,39794 

Log.  -   0,49715 

Log.  5o   1,740  36 

i>       ....  1,74036 

Soit  23  ares  7580.  3.375 81    correspond  à  2375»«80. 

2247.  Problème.  Calculer  le  diamèhc  d'an  boulet  de  fonte  de  12  hec- 
togramme», la  densité  de  la  fonte  étant  7,207. 

.  Prenons  pour  unilés  correspondantes  le  décimètre  et  le  kilogramme. 
Soient  x  le  diamètre  demandé,  ci  la  densité,  p  le  poids.  Le  volume  est 

donné  par  la  formule  «  =  Vo*^  *  ^^^') 

Oo  sait  que  le  poids  égale  le  volume  multiplié  par  la  densilé^  donc 

d'où  "^'="9^3* 

Log.  p  _  •   •   •   •  ^i^''918  Numérateur. 

,      ,                 fi  QKin-       0,57675  Dénominateur. 
Log.  d   0,857  74>    )  '  

Différence.   1,50243 

Va  de  la  dîflérenee  T,83II4  correspond  à  0,682 S. 

4»  Exempte. 

2243.  Problème.  Qurlîr  est  In  surface  d'une  zone  sphérique  de  3  déci' 
mètres  dr  hiuileur,  h)'.<q'(t'  cette  zone  appartient  à  une  sphère  dont 
le  volume  éyale  50U*'°"^7  On  demande  la  surface  à  1  centimètre  carré 
près. 

Soient  r  le  rayon  et  v  le  volume  de  la  sphère. 
La  zone  est  donnée  par  la  formule 

zone  =  27n*;^  (G.,  n<»5S9.) 

Le  rayon  dépend  de  la  relation 

TOlume=Vt^ 

.  ^     3o  V3iir 

d'où  r3=^;  r=y/^ 

w)ne=2wr*  =  2irAy/^  (1^ 
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Calcul.    luis  ;jOO  =  l,bOU;    4  fois  3,i4l6  =:  12,l>tïti 4, 

Log.  1, .•;()<)  3,17609 

Log.  12,5064  1»09921 

DifTérencp.    ......   2,076  88 

V,  de  ia  différence  ....  0,69229      Ainsi  log.  r  =  0,69ild 

Log.  A  ou  3                          ,   0,47712 

Log.  2ir   0,796  S3 


1,96764 

Soit 

Remuées.  !<>  La  formule  (i)  donne  un  calcul  facile;  on  poorratt néas- 
moins  modifier  celle  formule  arec  quelque  avantage  (n^  2238). 

En  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  soua  le  radical  par 
le  dénominateur  devient  un  cube  parfait,  et  Ton  a  aueceasivement  : 

zone  =  /*^6uK*  {i 

Log- 6x500  ou  3,000.  .  .  3,47712 
Log.  7c   0,49715 


0   0.49715 

4,471 42 

Va                                  1,49047.   .   .  1,49047 

Log.  3   0,47712 

OZ^n'-^Si .  1,96759 


La  première  valeur  obtenue  est  approchée  par  excès  et  la  seconde  ^ 

défaut. 

2"  Le  calcul  direct  du  rayon,  si  Ton  se  bornait  au  cenlimètrs, coo- 
du  irait  à  une  réponse  beaucoup  trop  faible.  Ainsi  on  trouverait  : 

r  =  4«»«»9;  2icrA  =  92»i"»436 

En  prenant  même  quatre  chilTreB  pour  le  rayon,  ou  f*  =  4<*"923,« 
ne  trouve  que  93^^196^. 

SttbdmmoB  d'un  problème. 

Dans  les  applications,  les  problèmes  numériques  se  rapporleol  par- 
fois  à  plusieurs  figures  géométriques;  chaque  problème  donné  se  subtfi* 
vise  alors  en  plusieurs  autres,  auxquels  on  applique  directemeat  les 
formules  connues. 

Exemple. 

2240.  Problème.  La  ^ctiûn  droite  iVune  chainUère  a  3"b142  de  cimnh 

fermer  cxlcricurc ;  la  partie  cylimftique  a  3"*  de  longueur;  Vcpaispeur 
de  la  tôle  est  de  0>"0015;  la  rhamlière  ne  termine  par  deux  h^Utphh^^ 
(h-  rucnic  rayon  que  la  jtartlc  (  i/Undvitjuc.  On  dcwcnJc  la  capacitt' i^f 
la  chaudicrr  et  sonjxnds,  la  demité  du  fer  étant  7,79,  (Aix,  hre«i 
if»  série,  1677.) 

La  circonférence  extérieure  étant  exprimée  par  la  valeur  approxin»- 
iive  do  ic  ou  3,142,  le  diamètre  total  est  de  1  mètre;  le  diamètre  intéiieir 
égale  1  mètre  moins  deux  fois  0nKK)t5;  soit  i»— 0,003  on  (M97. 
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T.e  volume  intérieur  se  compose  d'un  cylindre  ayant  0'**fHy7  de  diamètre 
et  .*^"'  de  longueur,  et  d'une  pphère  ayant  On^OOS  de  diamètre.  Le  rolume 
extérieur  se  compose  aus&i  d  un  njUndre  ci  d'une  sphère. 

Volume  total. 

Cylindre  Vi'fl^-S  ou 


Sphère  Va«i' 
Volume  total 


ou 


ou 
ou 


Il  / 


It 


Lel2« . 


Calcul, 
3.1'il6 


Différeiice.   .   .  2,8798       Volume  total  2n( 879  8 

VoliDue  inh'rirur  ou  capm  iti\ 

^^yVmdre  \i.-<l'h   ou    ^,\^r.(l^h   ou    \iiQzd-.'Mi    ou  *I^^tuIK\) 

Sphôre   '  ,-z(P     ou   V„Tîd«£i  ou   V^TctiMia   ou  Vit^^'- ^-^^'^ 

Capacité  loUle .   '/\^7:dKiOJà'ùi 

Calcul. 

Log.  V^jt:  ou  0,2018  .  .  r/il797 
Log.  d  ou  0,997.    .    .    .    T,998  70 

»  f,l^S7() 

Log.  10.944  I.OU  IG 

Somme  0,4^53     Soit  2n>'86i  1  capacité. 

Volume  de  la  tôle. 

Voliimo  total   2,879  8 

Volume  intérieur  ^«861 1 

Volume  de  la  tôle  0,0187 

Soit  i8«»i«»^700. 


Esaaple. 

22i)0.  Problème.  Un  corps  f^e  cnnt)}Ose  d*un  c>t- 
lindre  trvminé  à  chatiue  vdlrvuiiti-  par  yin  cône 
dont  la  bn.^e  "  le  inênw  diamètre  une  Ir  ciilindr*'. 
Ces  def(T  i  >>nf  s  s>mt  cgmix  etttrr  <ni  r ,  rt  le  côte  dr 
chariDi  d'mrrsf  l'qal  ou  dxainitrc  ib'  >r/  ba^e^  enfin 
Ifi  hauteur  du  cylindre  est  double  de  son  dia- 
mètre. 

Oit  >i'fipù6e  que  la  surface  lalcrale  de  ce  corps 
soit  njitlc  à  28  mèfrcA  carrés^  et  on  demamle  de 
calculer  h'  du' nn'  t  n-  iU(  cnhndrr. 

Le  résultat  s'ohlenant  ji'ir  f'erf roctinn  d'mir  ra- 
cine carrée  f  on  extraira  celU:  rorinr  à  ii>>  crnlirmc 
près  ^  et  Von  jmtifieni  la  règle  que  i  on  auè^a  em- 
ployée. 

On  cah  uirra  a  usai  le  columc  du  corps  donné. 
(lirevet  supérieur,  188L) 

Soit  4  le  diamètre  iocoonu.  La  moitié  du  corps  se 
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compose  d'un  cylindre  ayant  d  pour  diamèlre,  AD  ou  ci  pour  haaleor  « 
d*uû  cône  dont  la  génératrice  AE  ^  AB  =  ' 


Surf,  da  cylindre = 2ir AF .  AD  =  ird*  | 
Surf,  du  cône     =  itAF.  AE  =  j 


Double  de  la  fionûme  3;iti'  =^  28™« 

6ii 


<î  =  i,72 


En  nous  bornant  à  ia  question  géomélrique»  il  reste  à  ealealnll 
volume  du  corps. 
La  hauteur  EF  du  triangle  équiiatéral  est  donnée  par 

EF^^^^v'S";   ou   EFr=  4  #=0,86^3"  ' 
Volume  du  cylindre  ABCD  =  ttAF*  .  d  =  V^itd^  | 
Volume  du  cône  AEB  =  «AP*.  M~  =  i-  'fd*.  4  %/3 
Le  double  de  la  somme,  c*e8t-&-dire  le  Tolume  total 


V=: 


Of 


V3\ 


à  un  millième  près  par  défaut. 

Log.  7r.  .  .  .  =  0,497  15 
3  fois  log.  1,72=0.70659 
Log.  0,644.   .  =  i«80889 


1,012G3 
V=10«c29 


correspond  à  10,21^ 


Remftri^e.  D'après  Pénoncé,  il  fallait  d'abord  calculer  le  diaij»ètre  <\ 
un  centième  près.  Ou  «Hait  donc  conduit  à  se  servir  de  la  valeur  obte- 
nue </,  pour  calculer  le  volume  du  corps;  mais,  afin  d'avoir  le  voluriic 
avec  une  certaine  approximation,  il  eût  fallu  calculer  d  avec  un  plu? 
grand  nombre  de  décimales,  ou,  ce  qui  eût  encore  été  plus  exact,  expri- 
mer le  volume  en  fonction  de  la  sur- 
face donnée  (n^  2238,  3o). 


22i)l.  Aire  du  legment.  Pour  obte- 
nir Taire  d'un  segment  circulaire 
AFB,  il  faut  calculer  l'aire  du  sec- 
teur AOBF  et  en  retrancher  Taire  da 
triangle  AOB. 

10  Les  élémenls  de  géométrie  permettent  de  calculer  Ite 
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Fig.  1391. 


►s  segments  circulairts  ayant  pour  corde  le  côté  d'un  polygone  régulier 
le  l  oti  sait  inscrire,  en  n'employant  que  la  règle  el  le  compas,  car  pour 
s  polygones  on  peut  exprimer  la 
>rde  AH,  Ta po thème  OD  en  fonc- 
Dn  du  ravon,  et  Ton  connaît  l'angle 
j  centre  AOB  (no«  1752  à  1755). 
Dans  tous  les  autres  cas,  il  faut 
tcourir  à  la  trigonométrie,  afin  de 
^terminer  certains  éléments. 

2"^  Nous  conviendrons  de  repré- 
Miter  la  corde  AB  par  2c,  la  dis- 
lijce  OD  par  d,  la  flèche  DF  par  /, 
\  rayon  par  r,  la  perpendiculaire 

abaissée  sur  AO,  par  p,  et  la  longueur  de  Parc  AFB  par  l;  puis  le 
Btni-aDgle  au  centre  par  a ,  et  l'angle  entier  par  lo. 

224>2.  Données.  Tour  obtenir  Taire  du  serment,  il  faut  connaître  le 
ayon  r  el  ranfle  au  centre  c»,  ou  2a;  rnnis  ie  segment  est  déterminé  de 
randeur^  lorsqu'on  donne  deux  quelconques  des  six  quantiLétî  suivantes: 

1  onnak's  principales.  On  sait  que  dans  le  triangle  rectangle  AOD, 

ont  Taugie  AOD=:^  a,  on  a  : 

c^rsiaa  (1) 
c 


r  = 


sma 


siû  a  = 


(3) 

(5) 


d  =  r  cos  oe 


c 


tang.  (x  =  -^ 


(2) 
(4) 

(6) 


Quel  que  soit  Tangle  w,  aigu  ou  oblus,  le  triangle  rectangle  BOP 
lODne  la  relaUoû  p  =:  r  sin  <i>  (7) 

On  sait  aussi  que  la  longueur  l  d^un  arc  AFB,  ayant  ta  pour  angle  au 

180 


sentre,  est  donnée  par 
Toù 


ît 


(0 


l 


(8) 

(9) 
(10) 


Aire  du  secteur.  L'aire  du  secteur  s'obtient  en  multipliant  la  surbce 
In  cercle  par  le  rapport  i  ou  en  multipliant  la  longueur  de  Tare  par 
la  moitié  du  rayon. 


Secteur=icr*.-^j-  ou 


Aire  du  triangle.  On  peut  abaisser  la  perpendiculaire  OD  ou  la  per- 
pendiculaire CE. 

Triangle  AOC  =  cd  ou  ^ 


42' 
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22^3.  Formules  du  segment.  On  peut  écrire  : 

segments icr* .       —  cd 


Ott 


.1 


«1^ 


En  remplaçant  l  et  p  par  leur  valeur  en  fooelion  de  «> ,  la  formule  (ii 
défient  : 

8egmenl  =  ~(7:r.       —  »•     <»>)  — • -j^  sîûw] 


D^ailleurs 
donc 


..1 


segments     (0,017 49 .  a>  —  sin  a>) 

Cette  formule  i)ermet  de  calculer  rapiflement  Paire  du  segment  cirfj 
laire.  On  doit  se  rappeler  que  (•>  est  exprimé  en  degrés,  et  qu*OQ  ^ 
prendre  le  .-^nn/.s  uttiurel  de  (o,  et  non  le  logarithme  do  re  sînus.  On  pa 
recourir  à  la  petite  table  placée  à  la  fin  des  Élëtiwnts  de  Géom&rie, 

ReroarqiM.  On  peut  Toir  Tétude  suivante  :  Calcul  d'un  segment  circt 
htire  dont  on  connaît  la  corde  et  la  flèche,  par  M.  A.  Aubrt.  (J.  M.  S. 
1893,  p.  184.) 

Application. 

22iS4.  Problème.  Dan»  le  cercle  qui  a  12m5Û  de  rayon,  quelle  ut  m 
surface  du  segment  gui  correspond  à  unungle  au  centre  de  35»?  | 

0,01745  x  35  =  0.61075 
sin  35  =  0,574 


diflrérence=r  0,030  75 


segment    78,125  x  0,036 75 = S» 

Mélféf.  I 

22di>.  Les  métrés  des  ouvrages  d'art,  tels  que  ponts,  aqueduc?,  o'c . 

exigent  de  nombreux  calcul?,  : 
présentent  des  cas  fort  xan,^; 
d'après  les  données,  on  calcul 
les  lignes  nécessaires  pour  éva- 
luer les  surfaces  et  les  Tolumr^i 
Voici  un  exemple  pris  d^n 
les  cas  que  Ton  renconlrt  î 
plus  fréquemment  :  j 

Exemple.  Ev  aluer  la  surfj^'^ 
(Je    )n(u;i>nneHe  de    la  section 


MJtO 


Fig.  iaU2. 


droite  d'un  ponceati  i\  fA^t^ 
cintre,  d'uprès  ies  cote*  d*»f 

ners  au  cro(pn>  ei-contre. 

Vintrados  a  pour  section  une  demi -circonférence  de  1  mètre  de  rajos. 
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et  la  hauteur  des  pieds  droits  est  de  1"'20,  Vcxtrados  n'est  point  parallèle 
à  IHntrados  (G.,  1000);  sa  section  est  un  arc  dont  on  calculera  le  rayon 
ol  la  longueur.  En  appelant  x  la  partie  du  diamètre  qui  est  au-dessous 
de  la  corde  MN ,  ou  a  :         x  .  IC  IN* 


d'où  ^=-.7,-= 


_  m  _  3,72 


diamétre=:3,44-f  1,08  ou  4«52  rayon  OC  =  2ra26 
01  ~  OC  —  IC  =r  0,26  —  1,08  =  Imia 

Log.  1,08.  .  .  .  0,03342 
Log.1,93.  .   .   .  0,2^56 

Différence.  ,   .   .  1,74786.  .  .  .  29«»i3'49"Vt.  •   •   .  VtCM 

Arc  iMCiN  =  4  fois  autant  —  1 16<'55'  18"   ou  116o922 

UDgueur  absolues: -^^'^^^^^^^^^^  =4«6i 

Secteur  MONC  .    ,    ,    .   Vi  •  4,61 . 2,26  ou  5»«209 

Triangle  MON  Vt.3,86.1»18  ou  2  277 

Différence  (segment  MNG)  2  932 

Relevé  de  la  surface  totale. 

Rectangle  BD  4'"40  .  0'"30  ou  l''"320 

Trap»^ze  MNGF  Vt  •  I"*'ï0(4n»20  +  3'n86)   ou   6  85! 

Segment  MNG   2  932 


ToUl  11»«103 

A  déduire. 

2""'4{;k)  ) 

I)emi*cercle  AEP  .   .   .   y^ic  .1^       ou  1  571  j 

Surface  demandée  7">«132 


Rectangle  AELK  .    .    .   2"'00 .  Im20  ou  2"'  '4œ  , 

'  3ina97l 


Remarque.  La  question  si  importante,  au  point  de  vue  de  la  pratique 
fies  travaux  des  ),>rtn's  des  trarnux  d*art,  exige  des  développements  dans 
le=:qnels  nous  ne  pouvons  entrer  ici;  mais  i!  sufGt  do  se  reporter  à  Pou- 
vrage  :  Arpcntwic ,  levé  def^  plans,  nivellement,  par  F.  J.,  4*  édition, 
1895,  ch.  vi,  p.  131  et  suivaoles. 

Notet. 

22i>0.  Aîre  du  segment  hyperbolique.  (G.,  n<*  995.)  La  formulc  qUÏ  a  per- 
mis de  contrôler  les  résultats  donnés  par  les  di- 
verses méthodes  approximatives  n'est  pas  du  ressort 
de  la  géométrie  élémentaire. 

Pour  le  demi -segment  de  Phyperbole  équilatére, 
lorsque  MP  =  ir,  OP=a?,  ÛA^a,  on  a  : 

Aire  =  ^  -  ^  ^.  (5  ^.^ 

In  indique  le  logarithiue  népérien;  pour  lobtenir  on  peut  prendre  le 
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logarithme  Yuigaire  de  multiplier  le  résultat  par  la  cona- 

=  2,30259. 


tante  -r— - — 
iog.  e 

On  a  donc  : 

Aire  AMP  =    [xy  -  a^log  (-^4^)  -^,302  59] 
j/=^^a;«~o^   y  =  17,320;  ^^m^ 
x  +  y^  Ti,3î;    -îJrî' =3,732 i    lug.  3,732  =  0,571 114 
U,571  04x2,302 59  =  1,316 943,    et,  puisque  ^- =50,   on  a  : 
^-  X  lûg.  (  ^  +  ^  )  X  2,302  59  =  50  X 1 ,316943 = 65,847 160 
Aîre=:173,20  -  66,847 15= 107,^285 

8267.  LoAgimr  de  l'eUipte.  La  longueur  de  Tellipse  n*e8l  donnée  que 
par  une  térie  (ti9  2268);  des  tables  ont  été  calculées  pour  abréger  lit 
opérations.  Dans  celle  que  nous  donnons,  le  petit  aze  est  toujours  égal  ^ 
à  i ,  et  le  grand  aie  varie  par  dixième. 

Pour  connaître  le  nombre  de  la  table  qui  correspond  à  un  cas  donné,  É 
on  dÎTtse  le  grand  axe  par  le  petit  axe.  On  prend  alors  dans  la  première 
colonne  le  nombre  qui  égale  le  quotient;  on  lit  à  droite  la  longueur  eor^ 
respondante,  et  on  multiplie  cette  valeur  par  le  petit  axe. 


a 

h 

longueur 

a 

1  ^ 

a 

l 

\  1,00 

8,1416 

ir)0 

1.3 

9,6379 

1C77 

2,6 

8>7506 

lUi 

1,01 

3,1575 

1,4 

8,7956 

1  2,6 

5,9948 

18.*! 

lëi) 

M 

1701 

2.7 

1,02 

3.1734 

9,9657 

6,1199 

1855 

158 

1,6 

1791 

1,03 

8,1832 

4,1378 

9,8 

6,3054 

1^6] 

1799  ' 

1.01 

;!.2051 

1  1,7 

4,3117 

•2.9 

6,4916 

1865 

m 

1756 

\  1,05 

o.2'JlO 

1,8 

4.1S7.'î 

3,0 

6.67S4 

1874 

10$ 

1.S 

1772 

\,Oii 

4,664.^ 

3.1 

1880 

159 

2,0 

1793 

1,07 

4,8427 

3,2 

7,0W8 

1884 

Ut» 

1795 

1,08 

s, '2»,'^  7 

2,1 

.■{,3 

m 

1607 

1888 

1,00 

.'..•J'i-.".) 

3,4 

7,4310 

159 

2,9 

1617 

1891 

1,10 

8,3005 

5,3846 

àfi 

7,6202 

1896 

1622 

1896 

1,20 

3,4627 

2,4 

0^79 

1834 

8.6 

7,909S 

i 

1653 

Exemple.  Quelle  est  la  longueur  de  VelUpse  qui  a  ptmr  eûtes  3  métro 

et  l'»20? 


3 


=  2,50;  or  à  2,60  correspond  6,7606,  et  eette  valeur  ma 


1,20 

par  1,2  donne  6'"9U072. 
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EaBempk.  L'ellipse  a  pour  axe$         et  3  mètres. 
4  62 

^   =1,54;  or  1,54  est  compris  entre  1,5  qui  dooDe  3,9567,  ei  1,6 

qui  donne  4,1378.  La  différence  de  longueur  égale  0,1721;  Il  faut 
prendre  les  quatre  dixièmes  de  cette  longueur  :  1721x0,4=0,08884 
et  3,9657  +  0,068  84 = 4,03454.  Il  faut  ensuite  muIUplier  ee  résultat  par 
le  petit  axe  3;  on  trouve  i2HQBf&. 

8258.  flériet.  On  nomme  série  une  suite  illimitée  de  termes,  telle  que 
chacun  de  ces  termes  se  déduit  de  ceux  qui  le  précèdent  d*après  une  loi 
connue. 

En  représentant  par  e  rexcentricité  de  Tellipse,  c'est-à-dire  le  rapport 
de  la  demi -distance  focale  c,  au  demi -grand  axe  a,  la  longueur  l  de  la 
moitié  de  Tellipse  est  donnée  par  la  série 


ou  bien      i = ita(i  —  0,â5e*  —  0,046 8756«  —  0,019  531^  ) 

Cette  série  converge  très  lentement  lorsque  Vepccentrieité  est  petite;  il 
est  donc  ulile  de  recourir  aux  tables  fournies  par  divers  ouvrages  pra- 
tiques, tels  que  ceux  des  Sbrgbht,  Yassblon,  Gu^udel,  etc 


ou 
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tr  La  Géométrie  du  triangle  est  le  progrès  le  plus  remarquable 
qu'aient  fait  les  mathématiques  élémentaires  en  ces  derniers  lenips*.  » 

On  a  toujours  considéré  dans  le  plan  du  triang'Ie  des  points  et  des 
droites  remarquables;  néanmoins  c'esl  surtout  depuis  1873  que  l'éluda 
du  triangle  a  été Tobjet  de  recherches  nombreuses  et  fécondes;  Tensemble 
des  résultats  obtenus  et  coordonnés  a  regu  le  nom  de  GéomctrU  ék 
triangle  ou  de  Géométrie  récente. 

2200.  VÀBBoeiation  française  pour  l'avancement  des  sciences  a  été 
roceasiOD  des  premiers  iravaux  de  la  période  actuelle,  et  les  compta 
rendut**  de  ses  congrès  annuela  ont  fait  connaître  périodiquement  In 
découvertes  accomplies  par  plusieurs  de  ses  membres  les  plus  émioeota. 

lo  Les  yoKvclIcs  iumalcs  mathématiques  oui  eu  la  pi  ioiour  des  pre- 
miers articles  de  MM.  Le.moine  et  Brocari»  (-1873  et  1875  j,  relatifs  aui 
points  el  aux  cercles  qui  portent  aujourifliui  leur  noin  ,  f  Oiunj'r  elles 
avaient  ou  antérieurement  ceux  du  capitaine  MATuiiiu  (186ti;»  trop  peu 
remarqué,  ce  semble,  à  cetle  époque,  malgré  Pimportance  de  Vitivcrsion 
iso;/oiiale;  comme  elles  eurent  plus  tard  (1883,  etc.)  les  études  de 
M.  d'Ocagnb  sur  la  symédiane. 

2^LeJoin-)ial  des  mathématifiues  élémentaire»  el  spéciales  de  MM.  BouR- 
OET  et  0.  DE  I.oNr.niAMPS  a  é(é  le  principal  organe,  en  France,  de  la  (rA,- 
mrtriv  (lu  (riau'jlc;  on  peut  dire  que  les  investigateurs  d'une  part,  et  le 
pul)lic  de  l'autre,  doivent  beaucoup  à  cette  importante  publicâtioo  scien- 
tifique. 

3"  En  Belgique,  Mathésis,  de  MM.  Mansion  el  Neubsbc,  a  continué, 
dès  1881,  la  Nom' <■  Ile  correspondance  de  M.  M.  Catalan.  Pour  faire 
comprendre  ce  qu'est  la  revue  belge,  pour  la  Géométrie  réccufr  ^  îl  sufSt 
do  dire  que  lorsqu'on  Teut  citer  les  principaux  auteurs  de  la  Géomé- 
trie du  triangle;  on  nomme  universellement  MM.  LeMomSt  Brocard  et 
Neubbro. 

Diverses  publications  anglaises  et  allemandes,  de  leur  côlé,  font  con- 
naître les  études,  les  résultats  relatifs  à  la  nouvelle  branche  de  Géo» 

mélrie. 

On  lira  arec  plaisir  VÉtttde  historiqtêe  de  la  marche  du  développement 


*  Citation  empronit^  &  VE»quU9e  hiâtotique,  par  ILTioabib,  18S9. 

**  fions  n*aTOitft  pas  à  uotre  Ulsposttton  ees  contple»  rtnàuB  à  pnldleaUoii  nstrt 'nte. 
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de  in  yvomt'tric  du  Iriangle,  par  M.  Vicarie,  1889  (supplément  à  Sfathé' 
sis,  1890)  et  les  articles  du  mémo  auteur,  publiés  sur  le  niLme  sujet, 
chaque  année,  depuis  cette  époque,  dans  le  Journal  des  mathématiques 

de  M.  DE  LONOCHAMPS. 

2!MII,  4«  Après  les  publications  périodiques  citées  ci-dessus,  nous  pou* 
Tons  indiquer  divers  ouTrages  que  Too  consulterait  aree  profit  :  Géorné- 
rie  récente  du  triangle,  par  M.  Nbqbkrg,  note  3,  de  edxante-dix  pages, 
de  la  première  partie  du  Traité  de  Géométrie,  par  MM.  Ruucaé  et  db 
GouBBBOusBB ,  0*  édition ,  1891 . 

o*^  Mémoires  sur  le  tétraèdre,  1884,  sur  les  Projrctioïis  et  rotU ic-pro- 
jcctiom  d*un  triani/lr  fixe  f^t  mr  le  ai/Hème  des  trois  figures  directement 
semblables ^  par  M.  Neuuf.rg  (Bruxelles,  1890). 

6^  Trigonométrie  rectiligne  et  Géométrie  du  triangle,  par  Lalbalbt- 
TRiBB  (ParîF,  1889). 

7*  Troisième  Iti^e  de  Géométrie,  etc.  Théorème  de  Stewart,  par  Thiry 
(Gand,  1887, 1891). 

8"  Principes  de  la  nouvelle  Géométrie  du  triangle,  par  A.  Poulain,  S.  J. 
(Paris,  1892). 

Qo  \  s'cqttef  fo  the  flr^tt  sir  books  of  thc  Klcitic/tts  of  Kuclid,  par  John 
Casey  ti  Cil  il.,  Dublin,  1892).  La  moitié  du  volume  est  consacrée  à  la 
Géométrie  du  triangle. 

10°  Companion  to  the  WeekUj  Vroblem  Papers,  par  J.  Miuvb,  section  V, 
par  T.  G.  SntMOMS  (Londres,  1888). 

11^  À  treatiee  on  tlie  Geometry  of  the  Circle,  par  J.  M'Clbllabd 
(Londres,  1891). 

12°  Supplcmcnt  to  Euclid  revised^  par  Nixon  (Oxford,  1891). 

13»^  An  Elemcntary  Treatise  on  modem  pure  Geometry,  par  Lachum 
(Londres,  1893). 

140  Die  Brochardechen  Gebitde,  par     A.  Emmbrich  (Berlin,  1891). 


Coonlonnées  trilinéaires. 


i982.  DéfinitioD.  On  nomoae  coordonnées  trilinë«ireB«  des  grandeurs 
propres  à  déteroiiner  la  position  d*an  point  par  rapport  à  trois  droites 
concourantes  situées  dans  un  même  plan. 

Triit))(jlc  de  référence.  Le  Iriangle  formé  par  les  trois  droites  est  nommé 

lri;tii,^ie  de  référence. 

Sit/ncs  des  réordonnées.  Chaque  droite  partage  le  plan  en  deu.x  réi:i<^n*=» 
laissant  le  triangle  dans  Tune  d'elles;  pour  chaque  axe,  la  réi^Mon  où  f^e 
trouve  le  trÎHugîeest  regardée  comme  posilivt;  et  Taulre  comme  nc^alive. 
D'nprès  cette  idée  tr^^nérale,  il  est  facile  de  déteruniier  1''  "^i^Mie  «le  cha- 
cun les  coordonnées  d'un  point  d'après  la  nature  du  s^sléme  de  ces 
coordonnées. 

Syetème  de$  eoordonnée$.  Les  principaux  systèmes  sont  les  coordon- 
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nées  norrnala*  et  les  coordonnées  bai*ycenfriqtœs;  un  leur  réserve  géné^ 
ralemciit  le  nom  collectif  des  coordonnées  tritùiéalres. 

On  peut  y  adjoindre  actuellement,  bien  que  moins  employées,  les  coor^ 
données  angulaires  et  les  coordonnées  tripolaires, 

2263.  Coordonnéet  nomMiet.  On  nomme  coordoonéas  Donnâtes  d*aa 
point  M ,  les  perpendiculaires  x,  y,  z  abaissées  de  ce  point  sur  les  côtés 
a,b,  c  du  triangle  de  référence. 

On  a  les  coordonnées  normales  absolues,  lorsqu^on  donne  les  loogoeon 
mêmes  des  perpendiculaires  x,  y,  z,ei  coordonnées  narmaie»  relatim, 
des  longueurs  x',  y\  z'  proporUoDodles  aux  premières;  dans  la  pralîqie 
on  supprime  les  accents  dès  quUl  n'y  a  pas  ëquiyoque. 

BigMt.  Pour  M,  les  trois  coordonnées  so&t  positives. 
Pour  N,  on  reconnati,  diaprés  la  convention  indiquée  préoédemmest, 
que  a;  a  une  valeur  négative. 
Pour  le  point  0,  «  a  une  valeur  positive;  mais  y  eX%  soni  négatives. 


Fiff.  iSW. 


ncaiime.  Pour  les  points  situés  dans  le  triangle  «  les  trois  coordonnées 

sont  poi^itives. 

Lorsqifun  point  est  pitué  hors  du  triangle,  mais  dans  un  angle  ménie 
de  ce  triangle,  une  seule  des  coordonnées  est  négative,  N,  par  exemple. 

Le  point  a  deux  coordonuLN^s  négatives  et  une  positive,  lorsqu^il  est 
dans  un  angle  opposé  par  le  sommet ,  0,  par  exemple. 

Esmîoe  071. 

2261>.  Problème.  Déterminnr  un  point,  connaissant  trois  grandeurs  X» 
y,  z,  proport  (OHuciies  aux  distances  de  ce  point  ausc  côtés  a,  b,  e  (fifii 

triangle  donné. 

1""  Sur  CB  et  sur  CA  on<SIèv6  des  perpendiculaires  BQ^  AP  respective- 
ment égales  ou  proportionnelles  à  a?  et  y;  les  parellèlea  QD,  PD  déler^ 
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minent  le  lieu  CO  des  poinU  doiil  iea  tiistances  aux  côtés  a  et  6  sont 
dans  le  rapport  de    à  y. 

On  dclcrmine  de  la  même  ma- 
nière le  lieu  des  points  dont  la  dis- 
t.iace  aux  cùtés  a  et  c  est  dans  le 
r;ipporL  de  .r  à  le  point  coin- 
tuun  M  aux  deux  lieux  est  le  point 
demandé. 

2®  Pour  trouver  un  point  de  CO, 
on  peut  procéder  comme  il  suit  : 
Sur  CA  ou  h  prendre  CG  —  x ,  sur 
CB  ou  (X  :  prendre  Cll  =  y  le  som- 
met L  du  parallélogramuie  appar- 
tient au  lieu  CO,  car 

LJ  _  LH  _  a? 

*  Flg.  1396. 


.  Établir  une  relation  entre  les  trois  (Jistances  <Vun 


jHnnt  aux  côtés  d'un  triangle  donné*et 
les  côtés  de  ce  même  triangle,  de  ma- 
nière à  pouvoir  calculer  une  de  ces  dit- 
tances,  connaissant  les  deux  autres  et 
les  longueurs  du  côté, 

SoieDt  X,  y,  z  la  distance  d*tin  point 
M  aux  c6U8  a,  b,  c;  soit  S  la  siirfaeo  du 
triangle  donné,  on  a  : 

ax  +  by-\-cz  =  2S  (i) 

Ain.-i  on  ne  peut  se  donner  arbitrai- 
rement que  deux  distanoeSf  par  exemple, 
X  et  y;  alors  on  a  : 

2S  —  «ur 
c 


2267.  ScoHci.  1°  Certaines  coordonnées  peuvent  être  négatives,  y,  par 
exemple  (fig.  1397).  Dans  ce  cas,  si  I  on 
mettait  le  signe  en  évidence,  on  aurait 

ax^by-^ez^^, 

2<*  Lorsque  les  distanees  sont  respec- 
fiTement  proportionnelles  aux  côtés  cor- 
respondants, on  a  : 


a     o  c 


(2) 


d*où 


û«  +  6*  +  c*^^* 

Celte  formule  est  souvent  employée 


ax      by  cz 


elle  caractérise  la  distance  du  point  K  de  Lemoine  aux  trois  côtés. 
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lfc268«  Problème.  I>éierminer  un  point,  connaissant  trois  grnnà^wv 

Y  proporlionneUesmtxéw^ 
des  tfx>îs  triangles  qui  aurweht\ 
ce  point  pour  sommet  et  pwr' 
bases  respectives  un  daeètà 
du  triafigte  donné. 

Soit  M  le  point  denméc, 
on  a  : 

BMC  « 

Les  Iri3nî7lesci-des?u5sncl 
un  Coté  ooiiiniiin  .MC  soiiteitrî 
eux  comme  les  perpendio 
laires  x  et  y  abaissées  î*it 
cette  ligne,  ainsi 

X  B 

7=T 

il  suffit  donc  de  diviser  BA  en  segments  proportionnels  aai  goantilés» 
et     et  le  point  M  se  trouve  sur  CD. 

En  procédant  d^une  manière  analogue  sur  le  côté  h  pour  les  grandeur! 
OL  et  Y,  on  détermine  une  nouvelle  ligne  BE  sur  laquelle  se  irmt  V- 
point  M. 

Remarque.  Si  im*^  des  grandeurs,  B  par  exemple,  était  négative, ea 
déterminerait  un  point  G  sur  le  prolongement  de  BA  tel  qu*oo  eût 

BG      a  ' 
J  • 


AG 


en  ne  considérant  que  les  Tsleurs  absolues  de  a  et  ^,  le  point  cheiebé^ 
serait  sur  GG,  etc. 

2860.  GoordofliBée»  ImrjoentriquM.  Les  grandeurs  Qc,  6,  Y  soDtoonuD^ 
coordonnées  barycentriques  du  point  M  ;  lorsque  « ,  p ,  r  sont  les  air« 
mômes  des  triangles  BMC,  CMA,  AMB,  on  a  les  coordonnées  froryora- 
Iriques  absolues;  quand  ce  sont  des  grandeurs  proportionnelles  à  ees 
aires, on  a  les  coordonnées  bartfcentriques  relatives, 

L^expression  de  coordonnées  barycentriques  vient  de  baryce$ttre,  nm 
du  cenff^  de  gravité.  Si  Ton  a  trois  masses  «,  P,  y»  'i  i  1  luées  lespte^ 
vcment  aux  points  A,  B,  G,  le  point  M  est  le  centre  de  gravité da 9;^ 
tème. 

£xeroi(3e  974* 

2270.  Théorème.  En  repn'scnlmit  par  a,  jS,  y  l'aire  lies  iriaHyUif" 
(»tf  wèntc  so)nmct  M  e(  tloitt  les  luises  respectives  «Joj/f  un  dr^  rôf^'srf'"'' 
tr'uiufjlr  tlonnr  ABC  aynut  S  pour  ain',  on  a,  quelle  que  soit  la po-^ii^'-^ 
de  M,  la  relation  suivante  : 
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Uaire  est  regardée  contwe  négative  lorsque  pour  le  triangle  AMB,  par 
exemple,  les  points  HetC  smt  de  part  et  d'autre  du  côté  AB. 


FSg.  1399.  rig.  1400. 


Soient     3,  y  l'aire  des  triangles  BMC,  CMA,  AMB  (ûg.  1399). 
En  désignaot  par  S  Taire  du  triangle  donné,  on  a  : 

a+?  +  Y  =  S  (i) 

Cette  formule  est  générale  «  pourvu  qu^oo  tienne  compte  des  signes; 
ainsi  (fig.  1400)  la  hauteur  MR  du  triangle  AMB  tombant  dans  une  direc- 
tion opposée  à  celle  qui  est  regardée  comme  positive,  le  triangle  AMB 
doit  être  regardé  comme  négatif,  or  on  a 

BGM-f  (  MA  -  AMB  =  ABG 

donc  la  relation  (1}  est  encore  vériOée,  car  y  a  une  valeur  négative. 

2271.  Scoltes.  1"  En  désignant  suivant  Tiisage  (û**2267 >  par  x,y,  z  lei 
hauteurs  respectives  des  trois  triangles,  on  a  : 

  ax^     û       hy    cz 

a  —      ,    [1  —      ,    Y  — 

Ce  qui  permet  facilement  d*exprimer  ot,  y  en  fonctions  ûex,y,  et 
réciproquement 

Dans  le  cas  particulier  où  les  trois  triangles  sont  équivalents ,  on  a  : 

Ces  valeurs  caractérisent  le  point  de  concours  des  médianes  du  triangle 
ABC*  Ce  point  se  désigne  par  6  «  Il  est  le  centre  de  gravité  de  la  surface 
du  triangle  donné. 

iM.  Théorèiii«.  La  médiane  est  le  lieu  des  points  dont  le  rapport 
des  distances  aux.dsugs  côtés  correspondants  du  triangle ^  égale  le  rap- 
port inverse  de  ces  mêmes  côtés.  Il  en  est  de  mime,  au  signe  près,  de  la 
droite  menée  parallèlement  au  troisième  côté,  par  te  sommet  opposé. 

Le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  médiane  est  le 
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même  que  celui  du  point  M  milieu  de  la  Vase;  or  les  triangles  ACM. 

BCM  sont  équiraleots  oonat 
i>4  ayant  des  bases  égales  et  mtnt 

hauteur,  on  a  donc  ausaî  : 


ax=hy,  d*où 


a  i 


Fîg.  1401. 


2°  En  prolongeant  AG,  cm- 
nant  P»n  parallèle  à  la  Di6diaM 
la  droite  CN  parallèle  à  AB  fe- 
la  médiane  du  triangle  ACD  H 
CD=GA=6,  doDC 

ax  =  by;  d'où  x:y=z-^:j 

Par  rapport  au  triangle  dout 
la  distance  x  est  négatire;  p^r 
suite,  &ï  tenant  compU  des 
signes,  il  faut  écrire  : 

=  — —  :4- 
a  b 


2273.  Sooliet.  !<>  Le  poial  de  concours  des  médianes  donne  : 


b 


c 


20  En  menant  par  les  sommets  du  triangle  ABC  des  parallèles  an 
côtes,  on  obtient  un  triangle  A'  B'  C  ;  donc  le  premier  ABC  est  le  triaogie 
médian  ;  les  sommets  A',  B',  C  sont  les  points  assoeiés  du  point  de  con- 
cours G  des  trois  médianes  du  triangle  donné;  au  signe  près,  ils  jouisacst 
de  la  même  propriété  que  G;  pour  le  rapport  des  distances  aux  trois  cékêi 
de  ABC,  on  a  : 


Pour  A'. 


Pour  B'. 


Pour 


x:y:  1=  A 

a 


1 

T 


b 


•  m-  m. 

•  e 

j_  1 
b  •  T 

l 

c 


Exerotoe  976. 


tm.  Problème.  Déterminer  les  coordonnées  nar^nah  s  et    s  rooninn- 
nées  baryeentriques  absolues  du  centre  de  gravité  C  d'un  trum-jk 
et  celle  du  point  K  qu'on  obtient  en  menant  des  droites  sifwrfr^urs  ù 
chyie  médiane,  par  rapport  à  la  bissectrice  qui  part  du  même  som- 
met. Le  pomt  K  est  le  point  de  Lemoine  (n«  2352  >. 

lo  Pour  le  centre  de  gravité  G,  les  triangles  lîGG,  CGA   AGB  soût 

hK'n';  P^i"'  ^      ^"  ^^^'^  ^®     m^i^n^  AN,  à  partir 

du  pied  N  de  celle  ligne,  donc 
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loue 


2S 


aî=-y^  ;  de  même  y= 


2S 
36 


2S 
'Se 


(2) 


Xeiles  sont  les  valeurs 

îes  coordonnées  normales 
xbsclues  du  centre  de  gra- 
h'itê;  quant  aux  coordon- 
nées relatives,  ou  écrit 
aimpiemeni 

1  1  i  ,QX 

ou      ax  =  by  =  cz  (4) 

^  Centre  K  des  symé* 
cUanes.  La  sy médiane  est 
le  lieu  des  points  dont 
les  distances  aux  côtés 
correspondants  a  et  6, 
par  exemple,  sont  dans 
le  rapport  de  ces  mêmes 
c6tés  ;  cette  ligne  CD  est 
la  symétrique  de  la  mé- 
diane CM,  par  rapport  à 
la  bissectrice  CL  On  a 
donc 

x:y  :z  =  a:6:c  (5) 

pour  coordonnées  normales  relatives;  pour  les  coordonnées  normales 
absolues,  il  suHit  de  prendre  les  iuversei  de  celles  de  G,  on  a  : 

3a  36  3c 


car 

donc 


0) 

Les  coordonnées  barycenlriques  absuiacs  se  déduisent  des  précédentes, 

ax 

a  =  -g-  etc. 


3  û     3    6^  3 


Pour  les  coordonnées  relatives,  on  écrit  : 
les  coordonnées  barycentriques  sont  donc       6%  c^. 


ou 


227tf.  Remarque.  Le  point  r^'riproquc  d'un  {lUiiit  donné  (n*^  12  â'i,  d  ) 
a  pour  coordonnées  barycentriques  les  inverses  des  coordonnées  du  pre- 
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mier  poiot»  donc  le  point  réciproque  du  potfU  K  de  Lemoine  a  pov 

1       1  4 

coordonnées  -r-t    -r->  -zr 

Les  coordonnées  des  points  de  Brocard  (n®  1097)  ont  beaucoup  d'ac*- 
iogie  avec  les  précédentes ,  car  elles  soot  : 


1 


Pour  U|. 
Pour  û,. 


1 

1 

1 

1 

i 

i 

(J.  M.  E.  1889,  p.  18.  —  Poulain,  Principes  de  la  nouvelle  géonUU 
du  triangle,  p.  18,  n°  15). 


Exeroioe  977. 


2*i7(»  Problème.  Coordonnées  angulaires.  JJvtcnnûwi'  un  }>o{i(f  M,to/,- 
}faii:sant  les  angles  X,  Y,  Z  des  droiies  qui  joignent  ce^  points  aux  sû^^ 
tnets  du  triangle  d^  référence  (fig.  1403). 

l»  Deux  des  angles  suffisent,  car  on  doit  avoir  pour  le  point  M 

X  +  Y  +  Z  =  2w 

Il  suffit  de  décrire  sur  a,  vers  rintérieur  du  triangle,  uo  segtaecl 
capable  de  X;  sur  b,  un  seyinent  capable  de  Y.  Le  segînent  dôrrit  s'jr  • 
et  capable  de  Z,  passe  par  le  point  dlolersection  M  dej»  deux  preuùers. 


Fig.  1403.  Fig.  1404. 


29  Pour  N  (fig.  1404),  un  des  angles,  en  valettr  absolue ,  égale  la  sonute 
des  deux  autres. 

Les  segments  décrits  sur  et  c  cl  capables  de  Y  on  de  Z  sont  décrits  de 
cdlé  môme  du  triangle,  tandis  que  le  segment  capable  de  X,  décrit  &or  a, 
est  &  Topposé  du  triangle,  par  rapport  au  eété  a;  il  doit  donc  être  regardé 
comme  négatif. 

2277.  Remftrqae.  En  tenant  compto  de  la  Taleur  relattTe  pour  os  mène 
point,  on  a  une  des  deux  relations  suivantes  : 

XH-Y  +  Z=2::  (1)    ou         X  +  Y  +  Z=:^0  i2) 
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L^ezemple  bien  eomiii  des  cercles  circooscrils  à  chacun  des  triangles 
éqailatéraux  construits  sur  chaque  c6ïé  d'un  triangle  donné  (n®  754) 
revient  è  ce  qui  suit  : 

Lorsque  les  triangles  équilatéraox  sont  eitérieurs,  le  point  0  peut  être 
obtenu  par  trois  segments  positifs  capables  de  ISO^. 

Lorsque  les  triangles  ëquilaléraux  sont  intérieurs,  deux  segments  sont 
positifs  et  correspondent  à  60<>,  un  segment  est  négatif  et  correspond 
à  120. 

2278.  Note.  Les  coordonnées  angulaires  propor^é*^^  par  M.  Scuoutk,  de  Gro- 
iiin^rue,  ont  été  utilisées  par  divers  auteurs  et  notamment  par  MM.  Artz,  Neu- 
BEK'î ,  GoB,  Poi  l. AIN,  Lfm  ink,  Fl'RHMan{J.  M.  E.,  1891,  p.  101).  M.  r.'ibbé 
T'oui^AiN  en  a  traite  tout  ^pccialement  dans  ^a  Géométrie  du  triangle  et  dauâ 
te  J.  M.  E.,  1891. 

GoB,  professeur  à  Hamlt  (Belgique). 

Exercice  976. 

2*270.  Théorème.  En  ycmplaçant  les  coordonnées  anfpihfircs  d'un 
point  M  sttfié  dans  un  triawjle ,  par  les  t^upplrments  de  dexj-  d'entre 
f'iles,  et  la  troisième  par  sa  valeur  même,  prise  tiéyaliveinenl ,  on 
obtient  un  nouveau  point. 

En  effet ,  soit  pour  nouvelles  valeurs  des  coordonnées  angulaires  : 

—  X,   ir-Y,  ic  — Z 

ces  valeurs  yériiient  la  relalion  (2) ,  car 

-X  +  w  — Y  +  w  — Z  =  U 

29I0Ù.  ReoMi^.  Les  points  qui  ont  pour  coordonnées  angulaires 

—X,  w  — Y,   71  — Z 
ir-X,     —Y,  X  — Z 
3p  »_X,    w  — y,     — z 

sont  les  points  associeB  du  poiût  X,  V,  Z.  ■ 

Exerdoe  979. 

2281.  Théorème.  les  coordonnées  angulaires  X,  Y,  Z  vérifient  la 
relation  X  -f-  Y  ^  Z  „  2-,  c'est-à-dire  correspondent  à  un  point  M  sitnr 
dans  un  triangle ^  les  coordonnées  —  X,  —  Y,  —  Z  donnent  un  )wint  N 
situé  à  l'extérieur  du  triangle. 

  » 

En  d^autres  termes  :  Lorsque  trois  circonférences  passent  par  deux 
sommets  d'un  tHangle  et  se  coujjHtnt  au  même  point,  les  trois  eirconfé* 
renées  symétriques  des  premières  par  rapport  aux  côtés  du  triangle  se 
coupent  aussi  en  un  même  point. 

En  effet,  suit  N  le  point  où  se  coupent  les  circonférences  AhU,  lil^C. 
Le  setrment  ADB,  eu  valeur  absolue,  égale  AMii  et  correspond  à  l'angle  /; 
donc  rare  BÛ'NA  est  capable  de    —  Z;  de  môme  BE'iNG  =  t:  —  X,  et  i>uiâ 
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le  segment  ANC  égale  AMC,  correspond  à  Y,  il  passe  par  le  point  d'îst^-  ' 
seetion-N  des  deux  preroters,  car  on  a  bien  : 


Réotproquement.  Les  cercles  symétriques  des  trois  cercles  qui  passent 
par  le  point  extérieur  N  donneraient  le  point  intérieur  M. 

21282.  Triangle»  podaire  et  antîpodaire.  Le  triangle  podaire  d^UO  poiot  M 
par  rapport  au  triangle  de  référence  ABC  est  le  triangle  PQR  qui  joi  ' 
deux  à  deux  les  pieds  des  pcTpcndicuIaires  abaissées  du  point  M  sur  le» 
côtés  a,  6,  c  du  triangle  donné  (  «g.  U06  et  1407,  n»  2283). 

Le  trwnrjle  anfipoff  nvc  d'un  point  M  par  rapport  au  triangle  ABC  e$t 
le  triangle  qu'on  oblient  en  menant  par  les  sommets  A,  fi,  G  des  perpes- 
dicuiaires  aux  droites  MA,  MB,  MC. 

Cas  particulier.  Le  triangle  de  référence  se  réduit  à  un  point  lorsque 
les  trois  droites  données  sont  concourantes;  mais  le  triangle  podtire 
n'en  subsiste  pas  moins,  et  il  y  a  lieu  de  le  considérer  (fig.  1408  et  TiOO. 
no  2287);  mais  il  n*en  est  pas  de  même  de  Tantipodaire,  puisqu'on  n'ob- 


Fig.  14Û5. 


tient  qu^une  droite  perpendiculaire 
à  MA  au  point  A. 


880 


B 


Fig.  im. 


A 


2283.  Théorème.  T^s  t  ooninnriéef 
angulaires  d  un  point  M  ,  /hj»-  ra}'- 
port  aux  angles  du  frinnrjh  âc  rf- 
/emice  ABC  ei  à  vciki-  du  tn  'ngU 
podaiî'c  PQR  du  ^hhïU  domu' ,  sont 
resjMjictivcincnt  égales  à  la  sonnai 
ou  à  la  différence  des  avfjfps  A  l't 
P;  B  rM},  C  e/  R,  i>uivoiil  ii'u:  k 
point  M  est  à  V intérieur  ou  à  l'ei' 
tëricur  du  triangle. 
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1^  Potnf  (uttlrieur  (fig.  1406).  L''anL,'le  BNIT'.  ou  X  =  A  +  1  +  2;  mais 
le  quadrilatère  GPMQ  est  inscriptibïe,  de  même  pour  BPMR;  donc 
l'angle  1  =3«  TaDgle  2=4;  ainsi 

angle  GMAouY=:=B+Q  et  AMBoaZrrG  +  R 

S2&4.  2"  Point  extérieur  (flg.  1407).  L'angle 

BMG  ou  X  =  7c  — [(B  — 2)  +  (C  +  i)J 
X=ic--(B+C)-(l  ~2)  =  A-(i— 2) 


Flg.  1407. 


mais  à  cause  des  quadi  ilii tores  inscriptibles  MPCQ  et  MIUJP,  on  a  Tangle 
l=3et  rangle2  =  4,  d'ailleurs  Tangle  3  —  4  égale  Tangie  QPii  =  P; 

donc  Xs=Â^P;  deDidmeZ  =  G  — R 

Reste  à  étudier  l'angle  AMG  ou  Y 

Q-B  =  BPQ+BRQ 

or  angle  BPQ  =  CMQ;  angle  BRO  =  AMg  et  GMg  +  AMQ  =  X 

donc  Y  — Q-B 

Avec  ]a  convention  des  signes,  regardant  comme  positif  le  segment 
auxiliaire t  BMG  capable  de  Tangle  X,  lorsqu'il  est  décrit  du  côté  même 
du  triangle  et  comme  négatif,  le  segment  AMG,  capable  de  Tangle  Y» 
parte  que  ce  sèment  décrit  sur  b  est  à  Topposé  du  triangle,  on  écrira 
Bans  ambiguïté  et  d*une  manière  générale,  pour  les  coordonnées  d*ttn 
point  extérieur, 

X  =  A--P;  Y  =  B-0;  Z  =  C-R 

2285.  Note.  I-e  problème  précédent  eet  traité  avec  de  loDps  développements 
dant)  UQ  uuvrapG  de  mérite  :  A  treati!^c  o>>  tlic  (icomptry  nf  Lhe  Circlc,  par 
\V.  J.  M.  Clelland  (principal  de  la  Sociclu  des  écoles,  à  iiubiiu).  Sertioo  III  : 
The  Point  0  Tiieorem* 

La  eoDf  enlioD  des  signes  permet  de  slmpUBer  et  de  généraliser  toutes  choses. 

ExeMÎfle  Ml. 

2280.  Problème.  I"  Dëlcnmaer  les  angles  du  triamjle  podaire  d'un 
point  M  en  (onction  défi  coordonnées  angulnit  cs  'Ir  ce  point. 

2°  Étudier  le  tt  iatcjlc  podaire  qu'on  obtient  lorsque  le  triumjle  de 
référence  se  réduit  à  un  point, 

m.  « 

Digm^uù  Google 


1»  Triangle  de  référence  ABC.  Point  M  tiifi'riru,'  (Og.  14Uti,  tt*^  22?>3  . 

On  présuppose  toujours  les  équalions  de  coiiiiitioii  : 

A+B  +  G  =  7c  et  X+Y  +  Z  =  23r 
D'après  la  question  précédente      on  a  : 

P  =  X-A;    Q  =  Y  — B;   R=Z  — G 

l'oint  M  extéineur  (fig.  1407).  On  a,  vu  tenaol  comj^te  de»  signes: 

A  +  B  +  C  =  îr  et  X  +  Y  +  Z=0 

car  Tune  des  coordonnées  angulaires,  Y,  par  exemple,  est  de  signe  cod-  • 

traire  et  égale,  en  valeur  absolue,  la  somme  des  deux  autres.  ■ 
D*aprô8  la  question  précédente  2s  on  a  : 

P  =  A  — X;   0=B-Y;   R  =  C  — Z  ' 

Dans  Texcmple  donné  (fig.  1407),  la  normale  MQ  est  négative;  il  en  est 
de  môme  de  l'angle  AMC  ou  V;  donc  en  réalité,  en  valeur  absolue» 
Q  =  B  +  V,  ainsi  qu*on  le  sait. 

2207.  2""  Trois  droîtot  «oa«oiiraates.  11  faut  considérer  trois  angles  con- 
sécutifs, aiin  d'avoir  une  somme  égale  à  deux  droits,  comme  c^est  , 
nécessaire  pour  tout  triangle.  î 


Fig.  im.  Fig.  1100. 

Pour  obtenir  facilement  les  projections  de  M  sur  les  droites  ceaeoo- 
rantes»  on  peut  décrire  une  circonférence  sur  MO  comme  diamètre  (%. 
1408  et  1409). 

On  trouverait  immédiatement  : 

angle  P=:2;  Q  =  l;  R  =  3 

d'où  l'on  peut  conclure  : 

Le  triangle  poiluirc  l'OU  d'nv  point  M,  pot*  rapjjorf  à  inns  iir-  iu* 
concourantes ,  est  semblable  au  triangle,  rédmt  à  un  points  que  fornuu* 
cea  trois  droites. 

Exeroîoe  882. 

8888.  Pk«klèBM.  Coordonnées  tripôlaires.  Déieifwiner  un  point ,  eonmmê- 
sant  Us  distances  1,  m,  n,  de  ce  poini  aux  iroîe  sommets  d'un  trimgUt 
ou  connaissant  des  gfundeurs  proportionnéties  à  ces  distances. 

1^  De  A  et  B  avec  2  et  m  pour  rayons  ^  on  décrit  d^s  côrcW  ^ui  te 
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coupent  géaéraleineiii  ee  àma  poiots  D,  D'  ;  le  carde  décrit  do  sommet  C, 
avec  n  pour  rayoD,  doit  passer  par  Fun  des  pointa  trouvée,  D,  par  eiemple  : 
ce  point  répond  &  la  question. 

2o  Si  Ton  ne  connaît  que  des  grandeurs  proportionneltea  l,fn,n  aux 
?rales  distances  du  point  cherché  aux  trois  sommais,  on  a  recours  au 
lieu  des  points  dont  les  dislances  aux  sommets  A  et  B  sont  dans  le  rap- 
port de  I  à  m;  on  aait  que  ce  lieu  est  une  circonférence  facile  à  détermi- 
ner (O.y  n«  307)  et  dont  le  centre  est  sur  le  côté  G.  De  méose,  on  décrit 
le  Heu  des  points  dont  les  distances  à  B  et  G  sont  dans  le  rapport  de  m 
à  n;  les  deux  circonférences  se  coupent  en  deux  points  D  et  D';  cliaeun 
de  ces  points  répond  à  la  question ,  car  on  a  : 

2888.  Soolîet.  1^  Les  trois  circonférences,  lieu  des  distances  propor* 
tionnelles  aux  trois  sommets,  ont  deux  points  cooimuns  D  et 

•J^'  I.cs  dislances  !,  m,  n.  ou  des  grandeurs  [troporlionnelles  à  ces  dis- 
tauces,  cnustilueiit  h  s  ^léiiit-nts  des  coordonnées  trijiolaires.  {Gt'omcti'ie 
du  triangle ,  par  A.  i'oULAi.N.) 


Anlii»arallèles. 


'M 


2290.  DéfinitioB.  Deux  droites  AB,  CD,  sont  an  il  parallèles  par  rapport 
aux  c&tés  d*un  ani^lc  XûY, 
lorsque  Tangle  OAB  que  la 
première  fait  avec  OX  égale 
Tangle  OCD  que  la  seconde 
fait  avec  OY. 

Conséquences.      1°  Xa:"^ 

drolUâ  AD,  BC  sont  aoli- 
parallèlcs  par  rapport  aux 
côtés  de  ranple  N. 

'i*»  Le  quadrilatère  ABGD 
eai  vntcripiible ,  car  les  an- 
gles 0|  [  Qsés  A  et  G  sont 
supplémentaires. 

BD  êûtU  atUiparallèle$  par 
rapport  aux  cùtéa  de  Van- 
gleOet  par  rapport  à  ceux 
de  Vangle  H;  car  les  an- 
gles ADB,  ACB  sont  égaux, 
etc. 

4«  J^»  vtés  opposés  du 
iniftdrtli'tère  inscriplihie 
sont  antiparaUèle^  par  rapport  aux  diagonales  de  ce  même  quadrila- 

tére. 


Fig.  lUC. 
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Lorsque  deux  droite»  AB,  DC  sont  antiparaUèles  par  rapport  am 
côtés  d'un  angle  0»  on  a  : 

OA.OD  =  OB.OC  ou 


OA 


OC 


OB  UD 

!t89l.  Eéciproquemeiit.  1^  Tout  cercte  qui  coupe  les  côtés  d'un  angk  0 
détermine  des  droites  antiparaUèles,  On  a  trois  couples  d'aotlpanlJdci. 

it>  Lorsqu'mi  a  0\  .  OD  ^  OB  .  OC  ou   ^  z=z^  ,  le^  droiieê  ^B, 

BG  soni  antiparallètes. 

Plus  généralement ,  te  quadrilatère  ABCD  est  inscrijjtible^  et  Vo»  obUaa 
trois  (jroupes  d'antiparallèles» 

Note  1-1  Jeiioiuinalioû  de  droites  cuitipai  alièirs  se  trouve,  deâ  1667,  avec  k 
8CD&  actuel,  dans  les  Nouveaux  KléfnetUs  de  Gcottiélrie  d'A.  Arnaup.  (N.  A-. 
1810,  p.  408.)  C'est  le  cas  de  dire  : 

On  ne  8*attaidaU  guère 
A  voir  Arnaud  m  ceUe  afbire. 

Celui  que  ses  conlemporains  avaienl  surnommé  le  grand  Arnaud,  aé  a 
Paris  en  1612 ,  mort  à  Bruxelles  en  1694,  est  beaucoup  plue  COOOU  par  Ma 

Bt'jour  à  Port- Royal  et  par  ses  œuvros  de  polémique  que  par  ses  œuvres  malh^ 
maliqu»'«;  TM'nnmoins  dans  ses  N.  K.  de  Géométrie,  publiés  sans  nom  d'auleur, 
il  a  devance  liiiuitAND  de  Genève,  dans  remploi  de  bandes  infinies  pour  dém^ 
trer  certains  théorèmes. 


22S)2.  Théorème.  1"  Tout  cercle  qui  passe  par  les  extrémités  d*uH  eBtt 

d*un  triau(jle  coupe  les  denu 
autres  côtés  suivant  um 
droite  antiparallcle  au  pre- 
mier côte  considéré. 

C'est  line  simple  cooic- 
quence  du  quadrilatère  io- 
scrit  :  ainfi  OE,  FG  sont 
antiparnlIèU'S  au  cùlè  AB. 

2"  J."  <lr.>ifc  Ï^EquijoimX 
les  pieds  des  hauteurs  issu» 
des  sommets  \  et  B  est  ast- 
tiparaîlèle  à  AB. 

Car  le  demi  -  cercle  décrîi 
sur  ce  diamètre  AB  pa^ 
par  iea  pieda  des  hauleon. 

3^  Les  tangentes  menéa 
au  cercle  eirconserit  par 
chaqtte  sommet  d^un  irisM- 
gle  donnée  sont  respectifs-' 
ment  atitijiaraUèles  duoStt 
opposé. 
En  effet,  Tangle  ACX  =B. 

^oLes  antiparallcle^  à  f^i» 
des  côtés  dUm  triangle  seid 
perpendiculaires  au  rayon  du  cercle  circonsct*it  relatif  au  sommet  oppsié. 
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Car  le  rayon  OC  68t  perpendiculaire  à  la  tangente  ON,  et  par  suite  à 
ses  parallèles  DE ,  FG. 

2203.  Triangle  Ungeniîel.  Par  rapport  au  trianp:le  donné,  ou  triangle 
de  référence  ABC,  le  Irianglc  Î.MN  e?t  nommé  trUuiglc  tnnijrnticl. 

On  sait  d^ailleurs  qno  les  deux  triangles  sont  réciproquement  polaires 
par  rapport  au  cercle  circonscrit  ABC. 

EzeNÎM  984. 

2291.  Théorèmes.  4°  Le  lifu  du  point  milieu  des  parallèles  à  la  base 

d'un  triangle  est  la  méduine 
eori'eHpondantr .  2**  Le  îiei(  du 
point  milieu  des  and  parallèles 
est  la  s;f)inkliane ,  c'est-à-dire 
1(1  droit»-  si/inf'trique  de  la  mé- 
diiinr  par  rapport  à  la  bissec- 
trice qui  part  du  môme  som- 
met. 

io  Le  point  F,  milieu  deEG, 
est  sur  la  médiane  AM. 

2o  Par  retournement  ou  du- 
plicalion,  autour  de  la  bissec- 
trice AO,  c'est-à-dire  en  prenant 
AC'  =  AGet  AB'  =  AB,  on  ob- 
tient les  anliparallôîe?  "R'C, 
E'G',  etc.  Le  lieu  du  point  mi- 
lieu est  sur  la  médiane  AM' 

relative  à  IVC;  donc  le  lieu  du  Kig.  1M2. 

point  milieu  des  antiparallèiesest 

la  droite  AS,  symétrique  de  la  médiane  par  rapport  à  la  bissectrice  AO. 

Emrotoe  985. 

22J>i5.  Théorème».  1^'  Les  antiparallèles  éyales  relatives  aux  côtés  des 
angles  A  et  C  d*uti  trian- 
gle ABC  déterminent  un 
trapèze  isocèle. 

Qo  'prois  autij^ardllèh'S 
égales,  \n<icrites  dans  les 
angles  d'fn)  triangle^  dé- 
terminent sur  te  fi  entés 
du  triangle  si.r  j-mids 
coHcgeli(jnes ,  r  '  i  •  >  I  -  a  ~  t  i  i  r  e 
si-r  points  gai  (i]if>(> rhen- 
ncnt  à  une  même  circon- 
férence. 

[o  Les  angles  aijrus  L) 
et  J  sont  égaux  à  Tanple 

B,  donc  le  trapèze  DFI.l  *ig,  uia. 


C* 


est  symétrique  lorsque  Dt  IJ. 


Digitized  by  Google 


1014 


BXtUCICBS  M  eèlMiATIHB 


La  base  Fi  est  parallèle  à  AG;  Ue  méoie  DU  6sl  paralir^le  à  AB. 

2<>  Tout  trapèze  isocèle,  BFGH  par  exemple,  est  ioscriptible;  il  en  est 
de  môme  de  DFIJ;  pour  démontrer  que  lee  sis  points  déterminés  par  ks 
trois  antiparallèles  égales  sont  coDcycliques ,  il  sofBt  de  prouver  que  U 
cercle  circonscrit  DFGH  passe  par  le  point  I;  or  le  quadrilatèrs  FGHl 
est  inscriptîble«  car  les  côtés  opposés  FI,  GH  sont  antiparallèles»  dose... 

Remarque. 

]  o  r  rrlo  circonscrit  esl  UQ  cercle  de  Tucker^que  DOiiiélc- 
dierons  ultéricureuient  (n»  2383). 


Sa«f«ice  996, 


2206.  Théorème.  Jm  symédiane  qui  part  du  sohnnri  A  /rw«:;/ 

ABC,  t's(  Ir  lieu  iK>tf;f- 
d^où  les  >ntlifor'illrlcS  a^a 
côtés  (f/'s  < ni'/ les  B  et  Cionl 
égales  entre  elles. 

Soit  AS  la  sjmédisoe:  ï 
BuiBt  de  prouver  que  SI», 
antiparallèle  de  AB,  if^ 
S£,  antiparallèle  de  AC. 

Par  le  point  S,  menoni 
ranliparallèle  MX  de  la  base 
BC.  On  sait  que  SM-S> 
(no  2291).  Les  triangles 
ESN  sont  isocèles,  car  les 
angles  D  et  M  égalent  B,  etc.; 
donc 

SD  =  SM   et  SBsiSN 

Ainsi  les  an ti parallèles  SD, 
SE  sont  égales  entre  elles. 


Fis.  ^^14. 


11  en  est  de  même  pour  loul  point  de  la  médiane,  car  le  triangle  GFH 
semblable  à  DSK  c^t  isocèle  comme  ce  dernier;  or  le  Iriande  IFJ  e»l 
aussi  isocèle,  car  les  angles  I  et  J  sont  égaux  à  Tanglc  A,  dot)C  liî=/B. 

2207.  Remarque.  La  propriété  de  la  symédiane  d'être  le  lien  des  poisto 
d*où  Ton  mène  des  antiparallèles  égales  dans  les  angles  B  et  C,  S8«8i 
bien  que  d'être  le  lieu  du  point  milieu  des  aotiparallèles  relatif*  ^ 
Tangle  A,  simplifiera  bien  des  démonstrations.  Cette  propriété  doit ^ 
connue  depuis  longtemps  ;  elle  se  déduit  comme  conséquence  de  ce  ^ 
la  symédiane  d'un  sommet  passe  par  U  point  de  eoncours  des  iongef^ 
menées  par  les  autres  sommets;  mais  nous  ignorons  si  elle  a  été  ligsal^ 
directement  et  employée  à  démontrer  la  proposition  einiesaus. 

Exercice  987. 

2208.  Théorèmce.     Par  h  point  de  concours  de  deux  symédiane* 
trùinfjlr  ,  on  mètie  trois  antiparallèles;  prouver  que  ces  ligne»  sost 
entre  elles.  2»  En  conclure  que  les  trois  symédianes  se  coupent  au  leèiff 
point. 
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Soient  BM,  CN  les  symédianes»  DE  l'atilipaïuiièle  relative  aux  cotés 
\ic  l'angle  B  et  que  DM  divii^e  en 
deux  parUts  éi:alcs,  KG  Pantipnral- 
lêle  relative  à  C  et  que  CN  divise  en 
parties  é.uMles,  euliu  IJ  Tanliparal- 
lèle  relative  aux  côtés  de  Pangle  A. 

Ir»  Les  angles  D,  F  sont  égaux 
enti  f  ux,  comme  étant  respective- 
ment égaux  à  l'angle  A;  donc 

DK  =  FK   et  par  suite  DE  =  FG 
Le^  triangles  EKI,  GKJ  sont  iso- 
cèles, ainsi  IK  =  EK  et  JK  =  GK; 
donc  le  point  K  est  aussi  le  milieu 
de  1J,  et  cette  ligne  égale  les  deux  p>s-  i^i^- 

autres. 

S»  Le  point  K  étant  le  milieu  de  Tantiparallèle  IJ  »  relative  à  Tangle  A, 
appartient  à  ]a  eymédtane  de  A;  donc  les  tnns  n^dianes  concourent 
au  même  point» 

Remarques,  Sans  Considérer  l'antiparallèle  IJ,  on  peut  con- 
cl^ir»^  (]uo  les  trois  pyniéiiianes  sont  concourantes^  car  le  p^ùnl  Iv  où  se 
couftent  les  antiparallèles  éL,'ales  DE,  ¥G  relatives  aux  sommets  B  et  G 
appartient  par  cela  njéine  à  la  symédiane  de  A. 

2^  Le  point  de  concours  des  symédianes  se  désigne  par  K  et  se  nomme 
point  (le  T.rmm,ic  ;  on  dit  aussi  pouit  s\imédian. 

î.es  six  points  D,  K,  F,  etc.,  a['pnrlicnnent  à  un  même  cercle  décrit 
du  p  int  K  comme  centre;  ce  cercle  se  mmïSit  second  cmxle  de  Lemoine : 
il  sera  étudié  ultérieurement  (a»  2385). 

£xeroioe  98S. 

2300.  ThéoréiBM.  1*  Loniqu*on  divise,  dans  un  même  rapport,  les 
droites  AK,  BK,  CK  qui  joignent  les  sommets  d*un  triangle  au  point  de 
concours  des  symédianes,  les  anliparallêles  qu'on  mène  par  les  points 
de  division  sont  égales  entre  elles,  et  réciproquement* 
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On  a  : 


de  même 


D'E' 


DË 


d'où  DÊ'  =  DE.^ 


F'G'  =  FG 


mais  DE  =  FG ,  done  D'E'  =  PG',  etc. 

2"  L  s  (m  li parallèles  égales  divisent  les  diblances  AK,  BK,  CK  dan* 
le  mêine  rapport, 

2301.  Remarque.  Les  triangles  ABG,  A'B'C  sont  directemeDl  homo- 
tht'liqups,  et  K  est  le  centre  d'homothétie.  Si  les  points  de  di%^ision,  par 
rapport  aux  sommcls,  dépassaient  le  point  K,  venaient  par  eiemple  en 
A",  les  triangles  ABC,  A"B"C"  seraient  inversement  honiothétiques;  mais 
les  théorèmes  précédents  subsisteraient  encore.  Il  en  serait  de  même  éi 
A',  A"  étaient  sur  le  prolongement  de  KA  et  de  KS. 


989. 


230)2.  JUîew.  Dam  un  triangle,  on  mène  df-s  parallèles,  puis  des  anti- 

parallèles  à  le  hase:  }mr  les  rrfrt- 
mitéf^  de  vhacKne  de  li'/}i(  <  6fi 
élève  des  yterpend  ieff  laires  aux 
deu.r  côtés  de  Vangle  du  sommei. 
on  demande  le  lieu  du  ptnnf  de 
concoure  des  dett  e pcrptetnUt  nh^irfS 
menées  par  1rs  f\rtrcy)iit<''s ,  d€$ 
parallèles,  2^  des  aniiparailèîts. 

Dans  chaque  cas,  le  lieu  est  ane 
ligne  droite  qui  passe  par  le  sonii* 

met  A. 

Il  suffit  de  déterminer  on  second 
point. 

1<»  Pour  les  parallèles^  on  pesi 
considérer  les  perpendiculaires  AD, 
BD  élsTées  aux  extrémités  de  la 
base;  donc  le  Heu  est  le  diamètre 
CD  du  cercle  circonscrit. 

Pour  les  antiparallèles,  on  peut  mener  les  hauteurs  AE,  BF  :  le 
point  11  appartient  au  lieu  demandé,  car  Ki^  esL  antiparailèle  à  AB; 
duiic  ic  lieu  est  la  hauteur  ClIG. 

Remarque.  Les  droites  CD,  CL  sont  isogonalcs,  car  elles  sont  ègi* 
lement  inclinées  sur  la  bissectrice  CI  {n^  2292,  d'ailleurs  D6  est 
parallèle  à  AB|  donc  les  angles  en  C  sont  égaux  entn»  eux. 


2903.  Théorème.  On  divise  le»  hauteurs  d'un  triangle  en  pariiei  pro* 
portionnelles  (par  exemple,  à  partir  des  sommets);  des  points  de  dirwon 
D,  D',  D'^  OH  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  deux  côtés  gui  conti- 
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pondent  à  la  hauteur  consiilcvêe,  jn-ouvcr  qtw  la  trois  droites  anlipa 
rallèlcs  qu'on  obtient  en  joKjnant  les 
prnjectionfi  d'un  même  point  sont 
égales  entre  elles. 

Menons  le  diamètre  COM,  prolon- 
geons la  hauteur  CD  jusqu^au  cercle 
circonscrit. 

A  cause  de  Tangle  droit  GNM,  la 
base  AB  est  parallèle  à  NM. 

Les  quadrilatères  inscriptibles  CËDF 
et  CAMB  sont  9emblables  comme 
composés  de  deux  triangles  rectangles 
respectivement  semblables  CED,  CAM 
el  CFD,  CBM«  dans  lesquels  les 
angles  aigus  en  G  sont  respectÎTemenl 
égaux  ;  donc 

FE  _  AB 


d*où   FE  = 


Fif .  1418. 

CD.  AB 


de  mèine 


F'E'  = 


BP' .  CA 
2h 


Or  les  numérateurs  suul  égaux  lorsque  D  et  D'  divisent  les  hauteurs 
en  parties  proportionnelles,  car  CL  .  AB  =  BL' .  CA 
donc  £F    £'F',  etc.  . 


991. 

4304.  Théorémei.  1"  Lu  longueur  de  Vantiparallète  qui  Joint  les  pro- 
jections sur  les  vôff'!^  adja- 
cents, du  pied  de  chaijin'  hau- 
teur d'un  trinvfflr,  s'ohhoit 
en  divisant  l'a  ire  de  ce  tri- 
angle pftr  le  m  110)1  du  cercle 
circonscrit.  2"  Lrs  jtrojcctions 
des  picdfi  des  trois  hauteurs 
d'un  triangle  sont  six  points 
concycliques. 

On  sait  qu^on  a  : 

CD.  AB 


EF  = 


dans  le  cas  paï  uculicr  où  D 
esl  le  pied  même  de  la  hau- 
teur, on  peut  écrire  : 


EF  = 


(i) 


en  représentant  par  S  Taire 
du  triangle. 

2»  D'après  la  formule  ci-dessus,  les  trois  antiparaUôles  EF,  U,  OH  sont 
égales  entre  eUes;  donc  les  six  projections  sont  concycliquc8(n<»  2295, 
^  43* 
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Bmuii^.  La  cercle  des  sii  projections  est  oommé  cercle  de  Tayl«t. 
nous  y  reviendrons  ultérieurement  (n^  2391). 

exercice  992. 

1l90tt.  Théarém»,  Par  le  pied  S  d'une  Bymédiane  CS,  on  mène  tes  oiifi- 
fMrallèle$  SD,  SE  relatives  aux  côlés  des  deux  autres  sommeU  KeiB, 
la  eircotiférenee  eirconêcrite  au  triangle  DSE,      est  tangetite  àABn 
pied  S  de  la  eymédiane;  79  elle  coupe  les  deux  outrée  côtés  en  àmmeiA 
une  antiparallèle  égale  aux  deux  premières» 


Ffg.  1120. 


i**  Les  antiparallèles  SD,  SË  sont  égales  entre  elles  et  également  incli- 
nées sur  A6  (n^  2296)^  donc  le  cercle  circonscrit  au  triangle  isocèle  DSË 
est  tangent  à  la  base  du  triangle,  au  pied  de  la  syniédiane. 
'2*'  Les  six  points  déterminés  par  trois  anliparallèles  égales  sooteon- 
cycliqucs,  donc  le  cercle  déterminé  par  trois  d'entre  eux  donne  uoesnti* 
parallèle  F  G  égale  aux  deux  premières. 


Inversion  Isogonale. 

2306.  Hîtt«m(iiic.  Vinversion  isogon  a  le  est  due  au  commauda  n  t  M  a  rmtv. 
En  1865,  Tauteur,  alors  capilainc  d'artillerie,  sous^direcleur  de  la  fooée- 
rie  de  Toulouse,  pu])lia  dans  les  Nouvelles  Annah  s  itutthémaiiques  dl^tn 
articles  remarquables  de  ^^om^fnc  comparée  (N.  A.,  1865,  p,393,  4él. 
592),  en  indiquant  un  nouveau  mode  de  transformation  dea  llgaresi  Taiée 
de  poiiit/t,  de  droites  inverses. 

Or  depuis  quelques  années  le  mode  de  transformation  par  rayo»^  vec- 
teurs réciproques  est  généralement  connu  sous  le  nom  d'itiversion,  donné 
par  Bravais  dans  le  cas  particulier  où  la  puissatirr  trinvereiontsi  repré- 
sentée par  Tunité;  afin  d^éviter  toute  équivoque,  M.  Netjbbrg  a  propos? 
d'nppclr^r  points  isogonaux,  droites  isogoiialr^,  les  pointf;  et  1^  droites 
inverses  de  M.  Mathieu;  néanmoins  les  auteurs  emploient  encore  a«0 
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■souvent  les  termes  mômes  du  coniniandanl  d'artillerie,  lorsqu'il  n'j  a  pas 
lo  confusion  possible  à  redouter. 

« 

li307.  Définition.  On  nomme  droiles  iaoyaimles  deux  droites  qui,  partant 
J^un  mêtno  sommet  d'un  triangle,  font  des  angles  égaux  avec  la  bissec- 
trice de  ce  luôme  angle. 

Les  ]to{nts  isogonaux  sont  doimés  par  deux  groupes  de  trois  droites 
i  sogonaies  deux  à  deux  et  parlant  des  sommets  du  triangle  de  réfé- 

IjCs  points  inverses  ont  pour  coordonnées  normales  des  valeurs  inverses, 
et  c'est  ce  qui  justifie  le  premier  nom  qui  leur  avait  été  donné  :  si  Tun  d*eux 

a  poor  coordonnées  a,  b,  c,  Tautre  a  pour  coordonnées  — i  4-,  — . 

d      fy  c 

Le  Fcrnnd  nom,  points  isogonaux,  provient  du  mode  fxrapliique  de 
détermination,  qui  permet  de  déduire  Tun  de  Taulre  à  Laide  de  droites 
iiioyoHaUs. 

2308.  Bibliographie.  Pour  l'étude  de  VinrrrHion  isogonalc,  on  a  d'abord 
les  arlicles  rappelés  ci-dessus  dans  les  Nouvelles  Annales  de  1865;  ceux 
d«*  M.  Vi(.AniE  dans  le  Journal  de  yïuithématiques  élémentaires ,  !88r1; 
le  chap.  I  du  livre  V  par  M.  Stmmons,  dans  le  àompanion  io  the  weekly 
Problem  papers  de  M.  J.  Milne,  etc. 

Exweioe  99$, 


2300.  Théorèmct.  1  '  Les  distances  aux  côtés  de  l'angle  de  deux  poinls 

sur  deux  droilcs  isnriouales  sont 
inversement  proportionnelles  entre 

cffes. 

2"  Le  jn'O'h'il  '1rs  (Hstances  de  ces 
den.r  ynèmes  ],oi))ls  ù  rnn  des  côtes 
de  l'angle  f  t''(/(dc  le  jiroiiiiil  des 
iances  à  Vautre  côté,  (Mathieu, 
N.  A.,  1866,  p.  398.) 

1»  Par  duplication  ou  retourne- 
ment {û9  146)  on  a  é?ideniment  : 


M'D'  _  NjiL 


OU 


2.°  De 
on  déduit 


MD 


MD  _  Nil 

W  "~  NO 

C.  0.  F.  D. 

m 

"NG 

i\lD.NG=ME.NH 


2310.  Remar<{ue.  Sans  rccniirir  à  la  duplication,  on  pourrait  dire  :  Les 
quadrilatères  APME,  AllNi<  ^unt  semblables;  donc 

UD  NII 
ME      NG  ' 


MD.NG  =  ML.  Nil 
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2311.  Théorèmes.  1»  Lei>  ^teds  îles  quatre  j>et'ftcndicula%res  abai"- 

des  (h'u.r  pot  fit  s  M  et  X,  sur  les  îvk^ 
de  l'dHjh',  sorti  <'i>//*//( /<//i<es. 

2^  La  droite  qui  joini  le^  f^eiir  pr- 
jectfOJi^^  d%m  des  points  d-utiu-  :■■ 
perpcnnu  K  faire  à  i' i^og anale  qui pai^c 
par  Vautre  point. 

AD'       AK'  AD  _  AK 

AG 


10 


ou 


Hg.  1422. 


AH       AG  AH 

Les  droites  DE,  GH  &ODt  aDtipan'- 
lôles;  par  suite,  le  quadrilatère  D£H(' 
est  inseriptible. 

Le  centre  0  est  au  milieu  de  UN. 

2'>  Le  ^aaili  ilatère  AGNH  ëlaiil  it 
scriptiblc,  l'angle  Nr.HrzrNAll^GAM.. 
or  AG  est  perpendiculaire  à  G.\,d«K 
AM  est  aussi  perpendiculaire  à  Gil. 

De  même,  DE  est  perpeodicQJiirc 

à  AN. 


Ezercioe  99S« 

2312.  Théorème.  Lorsqu'une  circonférence  coupe  h  s  co/rs  d'un  ûta  - 

A,  et  que  jHw      .s*  pm?»'" 
tersi  rfiit/i  (Ht  t'irv*'  Je^  per^M^ 
dicidairrs  ai/x  côtes.  pi 
peudicuhnrrs   fonneut  un 
ralli  Ittifraunne  dont  ïc-i  ^ornint'. 
opposer  détennitient  d€4  iij^ 
Isogonales. 

Soit  M'  le  symétrique  de  > 
par  rapport  à  la  bissectrice, 
a  successiremeot  : 

AD.AG=rAE.Afl; 

d'où 

A^D  _  AE  AD  _  \K 

AH  "  AO    ®"    Air  AO 

tes  trois  pointa  A,  M,  N'  m\ 


donc  eu  ligne  droite  (n»  1117, 1);  par  conséquent,  tes  angles  MAD,  NAII 
sont  égaux. 

2313.  Remarque*.  1»  Loâ  fiommcts  P  et  Q  donueut  UD  antre  cooplede 

droites  isogonales. 

2^  Lorsque  la  cireonrèreoce  est  tangente  à  Tun  des  côtés  de  IWe, 
n'obtient  qu*utt  seul  couple  de  droites  isogonales. 
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Exercice  996* 

2314.  Théorème.  Veux  droites  isogonales  AM,  AN  déterminent  sur  le 

côté  opposé  des  segments  tels 
que  les  produits  CM.CN  et 
l\M  .  BiN  sont  dans  le  rapport 
des  carrés  et  c*  des  côtés  ad- 
jacents. 

Les  tria ntjles  tiAM,  BAN  d'une 
part  <'t  CÂN  ,  HAM  de  l'autre 
ont  respectivement  un  angle  égal 
en  A;  d*ailleurs  ils  ont  même 
hauteur,  donc  leurs  ba.^es  res-  ^ 
pectives  «ont  entre  elles  comme 

les  produits  des  côtés  qui  comprennent  les  angles  égaux;  on  a  donc: 

CM  ^bm    ^,     CN  _  bn 

en 

CM.CN 


cl   ~  = 
BM  cm 


d^oû 


5« 


W.BN 


C.  Q.  F.  D, 


2315.  Corollaire.  Dans  le  cas  on  AM  est  la  médiane  et  AN  la  symé- 
diane,  GM=:BN;  oo  a  donc  simplement 

"BN  ~  'ë? 

Ainsi  la  symédiane  divise  le  côté  opposé  en  segments  proportiannels 
aux  carrés  des  côtés  adjacents.  D^ailleurs  nous  démonlreroos  directe- 
ment celte  propriété  (d<»  2239,  '1^), 


23m.  Théorème.  Les  droites  isoc/onales  des  trois  droites  qid  joignent 
ati  somwet  oppo^^é  d*un  triangle,  les  points  où  une  transversale  coupe  les 
côtés  de  ce  triangle,  rencontrent  ces  mêmes  côtés  en  trois  points  situés 
sur  une  même  droite* 


Flg.  1435. 

Les  isogonales  AD ,  AL  donnent 

CD . CL  _ 
'BD. BL  " 


6« 


On  a  de  même 
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BF.BM     a'  . 
=  M 


c- 


AF.  AM 


Aii  .  AN  _ 

En  mnltipliant  ces  trois  égalités  membre  à  membre,  ea  rédaittet 
puisque  la  transversale  UFG  donne 


on  a  aussi 


CD 
BD 

CL 
BIT 


BF 
ÂF 
BM_ 
AM 


AG 
CG 
AN 
CN 


=  I 


done  les  trois  points  L,  M«  N  sont  en  ligne  droite. 

Ez«roSoe  9f8. 

2317.  Théorèmet.  !«  Loi'squ'on  joint  un  point  M  atur  trois  $ommU 
d'un  triangle  ABC ,  les  droites  it^ogonales  de  MA,  MB ,  MC  9e  eouftent  o? 
un  même  point  M'.  Ce  point  est  le  point  isogonal  ou  inverse  du  premier. 

2«  Les  projections  de  deux  points  isogonaux  M  et  M',  sur  les  eâtétia 
triangle  donné,  sont  six  points  coneyeîiques, 

i«  Soient  AM',  6M'  les  Isogonsles  de  AM,  BM. 

MD  _  M^G'     .     iMD  _  WE' 
"ISir  ®*    ME  "~  M  b 
MD  .  MD      M'G'  .  M'E'      ME  M'G 


On  a  : 


d'Où 


.  MD 
'  ME 


(ii*230e) 


MD' 


MG  ~  M'E' 

donc  les  droites  CM,  CM'  sont  isogonales  par  rapport  à  la  bisseetriee 

Tangie  C. 

En  consfdéniDt  M  et  IT 
par  rapport  à  Tangle  A,  on 
sait  que  les  quatre  poiats  D, 
D',  G,  G'  soDt  sur  une  cir- 
conférence dont  le  centre  est 
au  point  milieu  de  MM' 
(no  2311). 

Or,  en  considérant  M  et  IT 
par  rapport  à  Tangle  B,  Ie8 
quatre  points  D,  D',  E,  E* 
sont  sur  une  cireonftreoce 
ayant  0  pour  centre;  donc 
les  six  projections  sont  con- 
cycliques. 

^   -^E'  C       231».    Remarque..   i°  On 

Fig.  1426.  sait  que  lo  triangle  DEG, 

formé  en  joignant  deux  à 
deux  les  projections  d'un  poii)t  M  sur  les  côléfi  de  ABC,  est  nommé  tri- 
angle podnii'e  de  ce  pnint  '  12282). 

3"  On  sait  auspi  que  la  droite  DE  est  perpendiculaire  à  BM'  (n» 
donc  \r>  côtés  du  triangle  podaired*un  point  sont  respectivement  perpen- 
diculaires aux  droites  isogonales  du  point  inverse  dtt  point  conaidM. 

^2,^  La  hauteur  et  le  diamètre  circonscrit  qui  partent  du  même  sommel 
d'un  triangle  sont  des  droites  isogonal«i  (no  6tô,  4o). 
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3*»  I.e  triangle  qui  joint  deux  à  deux  les  pied?  des  hauteurs  d'un  lrian.!?le 
iîst  nouitiié  triarif/h'  ortfiiijue  :  diaprés  la  remarque  précédente  4^,  on 
reconnaît  que  les  côtés  du  irinixjJe  orfhique  sont  respectivement  p<^r- 
peiRliculaires  aux  rayons  du  cercle  circonscrit  qui  aboutissent  aux  soiu- 
mets  du  Iriani,^!»'  donné,  ri  Ton  retrouve  ainsi  le  ilitorèine  de  Nagel  \  663). 

A*^  Le  point  de  concours  lios  hauteurs  d'un  triangle  (ou  orlhocenire*)  et 
le  centre  du  cercle  circonscrit,  sont  dos  points  i^tu/onaux. 

Le  point  (1r  Lenwiiip,  OU  point  dô  coûcouTs  des  symédianes,  eat  l'iso- 
gonal  du  rf^nlre  de  c^ravitô. 

Le  centre  du  cercle  inscrit  se  correspond  à  lui-mr-me  dnns  Tinversion 
isogoaaie.  il  ea  est  de  m^me  de  cbacuo  des  centres  des  cercles  ex-inscrits. 

Exeroîce  999. 

2310.  Théorèm».  Trois  droites  parallèles,  issues  des  trois  sommets 
d'un  triangle  f  ont  pour  isogo- 
naU»  trois  droites  qui  se  coupent 
sur  le  cercle  circonscrit,  et  réci' 
proquement, 

Soientles  parallèles  AD,  BE,(!li. 

l*our  obtenir  l'isogonale  de  AD, 
on  peut  mener  DM  parallèle  à  BC, 
et  Ton  obtient  Tisogonale  AM. 
Pour  démontrer  le  théorème,  il 
suffit  de  prouver  que  Tisogonale 
d'une  des  deux  autres  parallèles , 
celle  de  BE  par  exemple,  passe 
par  le  point  M  du  cercle  circon- 
scrit. Ed  d'autres  termes ,  il  faut 
prouver  que  la  parallèle  menée 
par  E  au  côté  AC,  afin  de  dëter-  i  i^^  i  v27. 

miner  Tisogonale  de  BE,  passe 

par  le  point  M;  or  l*arc  AE=:BD,  àcause  des  parallèles,  égale  MG;  donc 
la  parallèle  menée  au  cèté  AG  par  le  point  E  passe  par  M. 
De  même  GM  est  Tisogonale  de  OP. 

2320.  Réciproquement.  Si  l'on  donne  le  point  M  sur  le  cercle  circons- 
crit, ce  qui  donne  iMA,  MB  dont  il  faut  mener  les  i^otronales,  on  peut 
tracer  pour  cela  les  droites  MD,  ME  respectivement  parallèles  ?»  CH  et 
à  C  \  ;  or,  à  cause  des  arcs  (-.'aux  liD,  MG,  AE,  les  droites  AD  et  BE  sont 
parallèles,  il  en  est  de  nirmo  de  CF. 

Le  point  isouon  d  d'un  iioint  M  (in  cercle  circonscrit  est  à  imfini,dans 
la  direction  des  parallèles  AD ,  BE,  CF. 

S3SI.  PoMfttoas  reUttvet  de  deux  poînto  îtegoiiain.  Il  auffildo  faire  mou* 
voir  le  premier  point  dans  un  des  angles  donnés,  A  par  exemple,  et  dans 
son  opposé  par  le  sommet;  le  point  isogonal  sera  constamment  dans  Tun 
ou  Tautre  de  ces  angles,  car  si  le  premier  point  parcourt  la  droite  MAR, 
son  isogonal  devra  parcourir  la  droite  AH^  isogooale  de  AR. 


♦  L'appiîUation  orthoetntre  «it  duc  h  11.  H.  Bicîaîit,  du  collège  Salnl-Jean.  h  Câni- 
bridge,  AQteur  do  nombreiucs  qncttlons  dans  les  N.  A.,  «n  1871  «t  î9f% 
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1'  le  jiol)it  dount}  M  cU  à  l'iufiniy  M'  ent  sur  l'arc  BM'C  du  cerck 
circonscrit,  ainsi  qu  un  Ta  démontré  (n"  2320). 

F.orsquv  le  point  donné  N  est  dans  Vopposépar  le  sommet  de  Vungh 
A  du  triangle  y  N'  est  dam  le  segment  circulaire  compris  entre  fe  côté  e' 

l'an-  PC;  car  risogoDale  CN'  de  CN^est  comprise  dans  Tangle  M'CB  égai 

à  l'angle  ACM. 

3^  Si  le  point  donné  coïncide  avec  le  sommel  A,  la  position  de  Uso- 
gonal  eat  indétermlDée  but  le  c6(6  opposé  BC. 


Fig.  1428. 

4^  Lorsque  le  point  donné  0  est  dans  le  triangle,  il  en  est  de  même 
de  son  isogonal  car  on  l'obtient  en  foisant,  vers  riotérieur  du  triangle, 
rangle  BCO',  égal  à  Tangle  AGO. 

5<*  Si  le  point  donné  est  sur  le  côté  UC,  sott  isO(jonfil  est  au  sommet  A 

H'>  Lorsque  le  yioint  donnr  P  est  oiire  le  Côté  et  Varc  BC,  l'isogonei 

P'  est  dans  Vanalr  oppostl  jynr  le  sommet, 
C'est  le  cas  réciproque  de  i\,  N'. 

7'>  -Si  le  point  donné  Q  est  sur  le  cercle  circonscrit,  Visogonal  est  à 
l'infini  dans  la  direction  de  ta  droite  isogonate  de  AQ. 
C'est  le  caa  réciproque  de  M ,  M'. 
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8**  r^)i'S(pte  le  point  donné  H  est  hors  du  cercle  circonscrit ,  da)is  Vmufle 
\  proprement  dit,  Visogonal  R'  est  aussi  hors  de  ce  même  cercle  et  du 
même  côtr  que  R. 

Pour  déterminer  R',  on  a  fait  Tangle  p'  =  f. 

^22.  Résumé.  Les  deux  points  isorfotniiLr  sont  tous  les  (Il'ux  à  Vinté' 
rieur  du  triangle ,  ou  tous  les  deux  à  l'extérieur;  si  l'un  d'eux  est  sur 
le  cercle  circonscrit ,  l'autre  est  à  l'infini. 

ExeroÎM  1000. 

2323.  Théorème.  Dc7w  poi)»ts  isogonavx  sont  les  foyers  d'une  conique 
tangente  aux  trois  côtes  du  triatir/le  de  référence  ;  on  obtient  une  ellipse 
ou  une  hi/perbole  suivant  <iHe  les  dciu:  pointé  êoni  à  l'intérieur  du  triangle, 
ou  tous  les  deux  à  l'extérieur» 


Ftg.  1429. 


SoieDl  F,  F'  (Icux  points  isogonaux. 

Les  projections  de  ces  points  sur  les  troi;'  côtés  sont  six  points  concy- 
cliqueft(nt>  2317,  -  /  ,  le  centre  O  est  le  point  niilieu  do  FF''.  Le  cercle  ainsi 
décrit  est  le  cercle  principal  d'une  ellipse,  dont  F,  F'  sont  les  fuvers  et  dont 
les  cdlèi^  du  triaiifrle  de  référence  -«ont  des  tangentes,  car  on  sait  que  les 
projections  \\  Q,  H  des  foyers  sur  les  tangentes  sont  .<ur  le  cercle  principal. 

Un  poui  rajl  dire  aussi  :  Les  produits  de.>  di.slances  des  deux  points  iso- 
gonaux  à  chacun  des  côtés  du  triangle  sont  é^aux  entre  eux,  car  on  a 

FP .  K'P'  =  FQ .  FQ'     FH  .  F'U'       (n^  23u9,  2«) 

propriété  bien  connue  de  Pellipse  (a<>  208^i);  d'ailleurs  ce  produit  codb- 
taot  égaie  le  earrô  du  demi -petit  axe,  Tellipse  est  donc  bien  déterminée; 
enfin,  poui'  avoir  les  points  de  cootact,  il  suffll  de  prendre  le  symétrique 
£  du  foyer  F  par  rapport  à  la  tangeole  et  de  mener  FlË. 
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On  sait  aasBÎ  que  le^  Uogenles  AP,  AR,  i&sues  d^uD  même  poini  > 
fboi  des  «Dgles  égaux  avec  les  droites  AF»  AF^^  qoî  j<Mgoeat  cepoiitA 
aux  foyer»,  propriété  bien  connue  des  coniques. 

2324.  BemarquM.  i«>  SuiTant  la  position  dos  points  isogcoaui  prispoj 
foyers,  on  obtient  une  ellipse  jouissant  de  quetqiie  propriété  parlicttUèrr 
tangente»  par  exemple»  aux  côtés,  aux  pieds  mêmes  des  syinédiaoes, eu. 

2»  Lorsque  les  pointe  isogonauz  sont  ezIMears  au  trisagie,  onoèticit 
une  hyperbole  tangente  aux  trois  côtés  du  trtaogle  ;  le  cercle  prisqn) 
se  détermine  comme  pour  rellipset. 

£zi6Ntoo  ieei« 

232II.  Théitèia.  I>Bm  pùiiUs  i$ogonauj:,  dofU  Vun  est  mr  U  ttft'^ 
cireomcrit  et  Vautre  à  Vinfini,  corresjfionâmi  à  utie  pat^aMi  toi^go^ 
aux  trois  côtét  du  triawjic;  le  point  donné  est  le  foyer,  Vajpc  de  la  ecmh'. 
est  dans  la  direction  des  trois  droites  isogonales  parallèles  menées  pif 
les  sommets^ 


Fi«.  1430. 


Soit  F'  à  rinfini  dans  la  direction  LA,  et  F  son  isogonal. 

Les  projections  du  point  F  du  cercle  circonscrit  déterminèreDt  use 
droite  de  Siïnson  du  triangle  donné;  les  symétriques,  par  rapport  asi 
côtés  du  fojrer  F,  déterminent  la  tangente  au  sommet;  pals  des  parallèk* 
ËM ,  GN  à  la  direction  AL  de  Taxe  de  la  parabole,  détermineiit  les  peiai^ 
de  contect. 

Exmîoe  1002. 

2320,  Théorénie.  L(f  transformée  ùcxjoyiuh'  d'tmv  circnnféf^Uf 
j^ass''  )><n'  (ffur       sormnrts  fht  trianfjlc  de  >'*'fi'-renoe  est  une  autre  cir* 
cotiféretiee  passant  par  les  deux  mêmes  soinmels. 
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Soient  M  et  iN  deux  points  isogonaux  à  Tinlérieur  du  triangle;  entre 
les   angles  M  et   N  des 
triangles  BMC,  RNC,  on  a 
\ii  relation  constante 

Ed  effet, 

M  =  A  +  p  +  v 
et      N  =  :r  —  p  —  Y 

donc  M-fN^^-fA 

Par  suite,  lorsque  le  poiot 
M  décrit  la  circonférence 
MBC,  h  point  N  décrit  une 
circonférence  BNC. 

RenMrqiMs.  io  Pour 
déterminer  facilement  la 
circonférence  qui  est  la 
transformée  de  BMC,  il 
suffit  de  mener  la  bissec- 
trice Alf  de  faire  un  angle 
BCE  =  AGD,  et  de  faire  passer  une  circonférence  par  BEC. 

2«  On  démontre  facilement  que  la  somme  des  an^rles  M  et  N  est  sup- 
plémenlaire  de  A  ou  Lien  égale  à  A,  snivcuil  ijuc  1(>  points  M  cl  N,  pla- 
cés en  dehors  du  cercle  circonscrit,  sont  dilues  dans  Tangle  A  ou  bien 
(j;(ns  Tanglc  adjarf»nt  supplémentaire  ;  tandis  que  la  différence  des  anirles 
M  et  N  est  supplémentaire  de  A  on  bien  Acfaîe  h  Tangle  A,  suivant  que 
le  segment  du  cerclo  circonscrit  a  l'intérieur  (Inqiiel  se  trouve  l'un  des 
points  M  et  i\  e&l  opposé  ou  adjacent  à  TauLrlt*  A;  le  second  des  points 
se  trouve  alors  dans  l'angle  opposé  par  le  bommet  h  celui  qui  s'appuie 
sur  le  segment  considéré.  (J.  M.  E.,  1891  ,  p.  114.  Solutions  et  dévelop- 
pements par  M.  Soi  LEUTiNSKY,  professeur  à  Gaichina,  de  questions  posées 
par  M.  Bi'Hm':s,  professeur  honoraire  à  Paris.)  Cette  que.-tion  avait  déjà 
pté  traitée  par  M.  Lemoine  dans  la  Nouvelle  Corresjtondance ,  1878, 
p.  OU. 

La  relatiou  générale  entre  les  angles  M  et  N  est  la  suivante  : 

Tang.  (M  ±  N)  ±  tang.  A  =  0 

(Voir  N.  A.*  1865,  p.  398  de  Particlc  foftdamental  de  M.  Mathieu.) 

.S"  Le  cercle  qui  iias;'e  par  B  et  C,  puis  par  le  centre  du  cercle  inscrit 
•  t  paroehn  lU-  Tex-inscrit  tangent  à  I3C  est  à  Ini-ménio  son  propre  inverse. 
Pour  obtenir  des  jtoint'î  isocronaux,  il  suftjt  de  meuer  par  le  sommet  A  des 
couples  de  lignes  isoiroiiales. 

4^  La  transformée  isogonale  d'une  droite  est  généralement  une  hyper- 
bole; celle  du  cercle,  sauf  les  cas  particuliers  ci-dessus,  est  une  quar-> 
tique  dont  l'étude  échappe  aux  Éléments  de  Gcoméirie,  (On  peut  voir  la 
question  d'agrégation  des  sciences  mathématiques,  en  1890,  dans  la 
Reme  des  Mathémaliques  spéciales,  par  M.  IL  iNiEWKNOLOWSKi,  profes- 
seur do  mathématiques  spéciales  au  lycée  Louis-le-Grand,  1890,  p.  8.) 
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EXERCICES  DE  GÉOMÉTRIE 


Exerdoe  1003. 

2;i2U.  Théorème.  Le  triaivjlc  podmrc  d'un  point  M  est  semblabUi 
triangle  antipodaire  du  point  i^yonal  M'. 


a' 

Fig.  1W2. 


SoU  M  un  point  quelconque;  en  menant  des  parallèles  DD\  EE',  i 
détermine  son  isogonal  M',  il  faut  prooTerque  «py,  podaire  deH^ej 
semblable  à  Tantipodaîre  a'^'y'  de  M'. 

Or  la  droite  py,  qui  joint  les  projections  de  M,  est  perpendiciilairti 
NM'  (n<»  23ii);  donc  Py  est  parallèle  à  ^'Y,  etc. 

Scoli'e.  D'après  un  théorème  connu  des  Afinnfes  dr  Genjoyvie,  l'aire  ^! 
triangie  inscrit  et  circonscrit  ABC  est  la  moyenne  géométrique  des  ma 
de  a{iY  et  «'pY-  (Voir  E.  de  G.,  1611). 


Exereîoe  1004. 

2328.  Théorème.  Les  droites  isotomiques  de  trois  cévénienne$  com^^ 

rantes  d'un  triangle  êont  eUe* 
mêmes  concourantes. 

Définition.  On  nomme  droites  î  « 
tomiques  deux  droites  qui,  partais' 
d'un  même  sommet  d'un  irianuh 
déterminent  sur  le  côté  opposé,  • 
partir  de  son  point  milieu  ^ 
segments  égaux  entre  eux.  U- 
points  équidistants  du  point  mUui 
du  côté  considéré  sont  isotomiqm 
entre  eux. 

Soient 

lD=rtD',  JE=JE',  LGr=LG' 

les  droites  AD',  BE',  CG'  sont  cor 
courantes. 
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effet,  la  relation  de  Ceva,  applicable  aux  troiâ  premiers»  est 

CD     BG     AE  _  , 
!  W  *  T5A  • 

|0r,  BÎ  Ton  remplace  CD  par  sod  égale  BD',  BD  par  D'C,  etc., 

lObiienl  ^  .  •-Gr|^=i 

me  les  troia  eévéoleDoes  ÂD',  BE\  CG'  sont  concourantes. 

*2330.  Remarqucf.  1°  Points  réciproques.  Les  droites  isotomiques 
G  ,  CG'  sont  iiii^èï  iioiiunées  droites  réciproques,  et  les  points  M  et  M' 

)Ml  aj)pelés  points  réciproques. 

2  '  On  sait  (jue  les  coorilonnces  baryccnh*iques  a  et  ^  du  point  M  sont 
roportioiinelles  aux  aires  des  triangles  GMB,  CMA;  elles  sont  donc  pro- 
ortioonelies  aux  segments  BG,  GA,  c'est-à-dire  qu'on  a 

a  _  BG 

onc  les  coordonnées  a%  P'  de  M'  sont  infterseê  despremièf*e$,  car  on  a 

«'  _  BG'  .    ».     a'  _  GA 


iinsi  t'^'T 

30  Pour  les  points  invertes  ou  îtagonattx  (n^  2316),  ce  sont  les  coor- 
ionnées  normales  qui  sont  inverses;  si  a;  et  1/  sont  les  coordonnées  d^un 
premier  point,  et  scf,  if  celles  du  point  isogonal,  on  a 

X   y' 

y  ""^ 

Remarque.  Ta  Considération  des  points  rtxiproqu€$  est  due  à  M.  G.  DE 
LoNGCHAMPS  vvoir  jSole,  n*^^  1231  et  1242,  c). 


S>  médiuues. 


2331.  Définitîonf.  La  symédiane  est  la  symétrique  de  la  médiane  par 
rapport  à  la  bissectrice  qui  part  du  roême  sommet. 

Ou  a  déjà  vu  que  la  syiuédiane  du  sommet  A  d*un  triangle  AliC  est  le 
lieu  du  point  milieu  des  aiiliparallèles  à  BG,  et  quel  est  aussi  le  lieu  des 
points  des  anti parallèles  égales  relativement  aux  côtés  des  angles  B 
et  r:  f  n*^'  229'i,  2"  et  2296). 

La  symé'iianf  jouit  de  diverses  propriétés,  Ton  peut  prendre  suc- 
cessivement comme  définition  de  cette  ligne ,  a  lin  d'eu  déduire,  comme 
conséquences,  les  autres  propriétés  :  nous  en  donnerons  divers 
exemples. 

Exercice  1005. 

2332.  ThéorèBM.  La  êymédiane  iwue  d*un  êommet  d'un  triangle  passe 
par  le  point  de  concours  des  tattgenles  menées  au  cercle  circonscrit  par 
les  autres  sommets. 
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Ou  ©ait  qii6  la  syinédian<^  pf»l  le  heu  des  poiiits  des  aiitij  oriiil-  les  è-^-i 
ID,  JE  et  (Je^  miroites  ôgal-.'.-^  1.1).  LK  iW'^.  \^'S^);  d^aill*  urs  It.-  tanern' 
CI*,  BP  tonl  L'giilcs  el  aiilipaiallèles  par  rapport  aux  cote»  desôiig«:^, 
et  G,  dooc  la  ^yméiiiauc  ASL  paâ»e  par  lo  poÎDl  h*. 


Autre  démon8ir€Uum,  Menons  la  médiane  kL  (fig.  1435),  la  bissacUk^ 
AM,  et  prouTOns  que  AP  est  mélrique  de  AL  par  rapport  à  la  lis- 
aectrice  A  M. 

Le  triangle  rectangle  OBP  donne  OL .  DP  =  t^,  d^où  oo  déduit  bik^ 
cessivement  : 

jr  ,._nL_oi^-r     LM      t  M 

OL       r  '    r  +  OL  — OP  +  r'    LN  ~TK 

donc  CM  eat  la  bissectrice  intérieure  de  Tangle  LCP,  et  ON  la  bissec- 
trice extérieure.  (6.,  307.) 

Ainsi  AP  est  la  symédiane;  en  d^autres  termes,  la  sjmëdîane  lelaliie 
au  sommet  A  passe  par  le  pâle  P  de  la  base  BG. 


2333.  Théorème.  Les  (JisttDiccs  d'un  paint  delà  symédiane  aux  côtés 
adjacents  sont  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  côtés. 

Soient  CM  la  médiane,  CS  la  symédiane;  ces  deux  droites  étant  symft- 
triques  par  rapport  à  la  bissectrice,  les  angles  BCM,  ASM  sont  égaux;  il 
en  est  de  même  de  BCS  et'AGM. 

Les  triangles  rectangles  CSX,  CMQ  sont  ssmblalilss;  il  en  est  éB 
même  de  CSY  et  GMB. 


N 


Fig.  1434. 


Ssercnoe  1006. 


GEOMETBIE  DU  TRIANi.LE 

Lies  triangles  danneoi  : 

X  es 


1031 


7-W 


et  X- es 
p  — CM 


ou 


x_   g 

y  ~  P 


Fig.  14361. 

>r  lea  iriaogles  ACM,  fiCM  ont  d»&  bases  égales  et  même  hauteur;  donc 

ap=zbq;  d'où 

AiDBi  T:  -  /  C.  Q.  F.  D. 


X 

y 


2331.  Reraar<{ue.  Ëii  s'appu^aDt  suF  la  théorie  dcs  droiUs  isogooales, 
on  peut  se  boroer  à  dire  : 

jT  q 

et  comme  les  distances  d*ua  point  quelconque  de  la  médiane  aux  deux 
côtés  sont  inversement  proportionnelles  à  ces  côtés,  on  a  : 

=    :  d  ou   —  =  1- 
p      6  '  y  6 


ExOToioe  X007. 

'233o.  Théorème.  Les  scg))ients  déterminés  par  chaque  symcdiaiie  sur 
le  côté  opposé  sont  proportionnels  aux  cm  t  és  dea  côtés  adjacents. 

ir«  Démw^iration.  (Voir  n»  2315.) 

2«  DémwMtiraiion,  D*après  le  théorème  précédent^  on  a  : 

BS      a      AS  b 


y 


BS 
AS 


a' 


AS  — 

3e  JJciiwnslrultou.  Mm  a'avuu  uii  poiuL  G  ûa  la  symédiaoe. 


C.  Q,  F.  V. 
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8UJ1Î5  lie»  carrés  sur  a  et  h,  la  droite  GCSfl  est  la  symédiane,  pui.-que 
diàtanceâ  du  point  G  aux  côtés  a  et  6  sont  daa^  le  rapport  de  a  à  à. 


En  prenant  SII=:CG,  etc.,  on  obtient  des  parallélogrammes  AB, 
BH  respectivement  égaivalents  aux  carrés  a\  6*. 

Donc  C.Q,F.D. 

4*  Démonstration,  par  M.  Thiry.  (Voir  ci-aprâs,  2339.) 

2330.  ThéorèoM  lécîpvoqiM.  Si  les  serments  sofU  proportiùnneb  «k? 
carrés  des  côtés  adjacents,  la  droite  CS  est  la  symédiane. 

En  effet,  les  triangles  CS^Iî,  CSA  ont  des  angles  supplémentaires  en  > 
ils  bont  donc  entre  eux  cummi  les  produits  des  côtés  qui  comprenoesii 
cet  angles  d'ailleurs  GS  est  un  facteur  commun,  il  sufût  donc  d'écrire  : 

BS  ax 

Mais  on  a  donné  = 
donc      ^  y  ^t  la  droite  AS  est  la  symédiane. 


2337.  Théorème.  La  tangente  menée  au  cercle  eircwscrit  par  le  $v»r 
met  G  d'un  triangle  donné  est  le  lieu  des  points  dont  les  distances  sent 
proportionnelles  aux  côtés  t.  et  h  de  cet  angle  (abstraction  ftf te  du  sig» 
négatif  d^ane  de  ces  distances). 


Soit  GT  la  tangente;  on  doit  SToir,  au  signe  prés,  y^T»  ^ 
même  qa*on  a  ce  rapport  pour  les  points  de  la  symédiane  CS. 


Digm^uù  Google 
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i033 


Par  le  sommel  G  menons  CL  parallèle  à  la  base,  les  droites  GT,  CL 
sont  symèiriqnes  par  rapport  aux  bisBectrioes  CI,  GJ;  or  Iob  triangles 


Fig.  1438. 

EBC,  EA<:  soot  équiTaleots  comme  a^ant  môme  base  C£  et  même  hau- 
teur ;  CD  a  donc  : 

a.E6  =  &.EF  ou 

y  a 

donc  pour  la  ligne  symétrique  CT  on  a  le  rapport  inrerse 


X  a 


C.  Q.  F,  D. 


S338.  RenMM|«Mt.  1<>  La  tangente  CT,  c'est-à-dire  Tanti parallèle  de 
AB  ,  a  reçu  le  nom  de  symédiane  extérieure,  à  cause  de  la  propriété 
énoncée  ci -dessus. 

2**  La  distance  j:  Gèi  positive  parce  quVlîe  a  môme  direction  que  Si}; 
y  est  négative,  car  elle  est  de  sens  contraire  à  SR.  Pour  mettre  le  signe  en 

évidence ,  on  écrirait  pour  la  symédiane  GT  :      =  —  . 


8338.  Théorème.  £m  carr^  de  deux  côtés  d'un  triangle  quiconque 
sont  e^itre  eux  :  comme  les  tegmenie  eouetractifs,  d&erminéè  eur  îa 
ha$e,  par  la  tangente  menée  par  le  eommei  au  eerde  eireoneerit; 


i034 
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2^  cofnme  les  spgmenis  additif»  déUrminés  mr  te  traiMme  edUpor  h 
êymédia$ie  relative  à  ce  côté, 

1®  Soient  AD  la  iangtoteH 
AS  la  symédiane. 

Les  iriangles  ABD,  C4j 
sont  semblables ,  dooe 

BD»         BD«  BP 
^  =  AD^  =  IBj^TTF  W 

C.  Q.  F.  D. 

2'^  Par  C  menons  une  pin- 
lèle  à  la  tangente  Ali,  cV. 
à-dire  une  droite  antiparall-'l 
à  CB,  par  rapport  aui  citir 
de  l'angle  BAC,  le  point  m 


ng.  14». 


lieu  de  CF  appartient  à  la  symédiane  AOS  du  triaogie,  car  celle  lign*^ 
est  le  lieu  du  point  milieu  dos  antiparalièles. 

Puisque  CF  parallèle  5  la  tangente  est  divisée  en  deux  parties  ^aks. 
le  faisceau  (A,  BSCI>i  est  harmonique  (G.,     793);  dooc  : 


BD 
CD 


BS 


d*où 


c.  Q.  F.  b. 


2340.  Remarque.  La  droite  Al)  est  la  sxfmédianc  exténcurt^ ;  on  p^t 
donc  résumer  le  théorème  précédent,  en  disant  :  Le»  symédianes  T<yif 
d'un  même  sommet  partagent  harmoniquemeni  le  côté  opi»ose  dan^  h 
rapport  des  carrés  des  deux  autres  côtés,  (Tumy,  Troisième  livre  de  G*- 
métrie,  tb.  XLIV.) 

Exemoe  lOie. 

2341.  Théorème.  Jm  symédione  et  la  média )ie  i^mes  d'u,-  mhr- 

sommet    sont   etitrc  t?.V» 

\  dans  le  mrnir  rapport  ç  »' 

le  double  produit  des  coif^ 
corres])ondants  à  la  •sovror^ 
des  c(iri*és  de  ces  mémi^ 
côtés.  (Thiky.) 

LesiriaoglesCASeiB/lM 
Qnt  ua  aogle  égal  «  ils  soeI 
dooc  entre  eux  comine  \t 
produit  des  côtés  quicotu- 
prennent  cet  angle;  d'til* 
leurs  ces  triangles  ajact 
mtoe  somaiet  A  sont  entre 
eux  comme  leurs  hsm, 

.  hs  es 

donc  =  -m- 

cm  on 


Fig.  1440. 


d'où 


j  e  es 


(I) 


11  faut  remplacer  GS  et  ;BM  par  leur  Tslenr  en  fonction  des  oélés;  or 
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BM  =  -^  ;  puîs  on  a  successivement,  diaprés  la  propriété  connue  de  la 

Bymédiane  (ji»  2239)  : 

es  es        y        ^ç,      a.  h* 

^=-r;  d'où  cS^-jr+cT 

Avec  les  valeurs  trouvées  pour  CS  et  DM,  (1)  devient  : 

Exerdoe  lOll. 

'2342.  Problème.  Par  le  sonnmf  iVim  triangle  inscrit,  on  mène  une 
tangente  an  cercle  jusquà  la  base  l'ruloH'jve  :  r.rftrim,  r  r)i  fonctioii  ih'> 
côtés  du  trmntjle  les  segments  soustraclijît  détct^muic.s  aur  la  base,  aiu$t 
que  la  lotigueur  de  la  tany&nte. 


Les  triaDgles  AGT,  ABT  sont  bemblables,  on  a  :   —  =  ^  =  — ; 

d'ailleurs  m  — n  =  a^  il  faut  exprimer  m,  n  et  f  en  fonction  de  a,  h,  c 
Des  dflox  premiers  rapports  on  déduit  successivement  : 

M      m*      m*  m 


c*       t'      twn  n 
résultat  connu  (n^  2239)  : 


))\  fi-  ...  m  —  n  5*  —  c'  av- 
n  ~à 


.    d'où  -=— nz=:^~^  a> 


n 


t«==wn;   d'où  ^j,t_^]ï;  f^^c* 


Exemoe  1012. 

2.'li3.  Théorème.  Par  chaque  sommet  d'un  triangle  inscrit,  an  mène 
une  tangente  jiisqy 'au  côté  oppose'  prolongé  ;  prouver  que  lasùmmé  algé' 
brique  den  invemes  des  trois  tangentes  est  nullcm 
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On  Mit  qae  la  tangeole  a  pour  valeur,  en  fonction  des  côtés 

*=  fct^ci/  rmverse  est  donc  y—    ^  - 
i      c*  — a»      i      a«  — 6* 


11341.  S«nMqM«.  l*"  Ce  réaultat»  qai  surprend  d'abord,  s'explique  M- 
lemeni;  une  des  tangentes  doit  être  considérée  comme  négative  par  rap- 
port aux  deux  autres,  et  son  inverse,  en  valeur  absolue,  égale  la  tonae 
des  autres  Inverses.  Au  point  de  vue  du  calcul,  et  au  point  de  vue  gra- 
phique, on  reconnaît  la  légitimité  de  cette  interprétation. 

Soient  à,  b,  e  les  cOtés  par  ordre  de  grandeur  décroissante  :  a'  —  è'd 
b*  —  c*  auront  le  «gne  +,  tandis  que  c*  — a*  sera  affecté  du  signe  —. 
Au  point  de  vue  graphique,  en  suivant  le  cercle  dans  le  sens  détennise 
par  deux  des  tangentes,  on  reconnaît  que  Tautre  tangente  est  de  sens 
contraire.  Ainsi,  dans  le  triangle  isocèle,  la  tangente  au  sommet  est  infi- 
nie, son  inverse  est  léro;  les  deux  autres  tangentes  sont  évidemmeot 
égales,  mais  de  sens  contraire,  puisqu'elles  sont  symétriques  par  rapport 
à  la  hauteur,  donc  les  Inverses  vérifient  la  relation. 

2o  Du  théorème  géométrique  on  peut  déduire  la  belle  petite  question 
de  statique  suivante,  que  nous  avons  proposée  dans  MiUhésù  (1895; 
question  1001.) 

234i>.  Théorème.  Un  disque  circulaire  mobile  aulour  d'un  a^'c 
passe  par  ^^on  coitrc ,  l'cste  en  équilibre  sous  Vaction  de  trois  forcfs  tin- 
gentielles  propordoNUcllvs  aux  iiiverscs  des  lotKjueurs  des  tottr^entes, 
chacune  de  ces  ligues  étant  memrée  depuis  sou  propre  point  de  contact 
jusqu'à  la  corde  du  contact  des  deux  autres  forces. 

It  faut,  bien  entendu ,  qu»^  chaque  inverse  soit  dans  la  direction  même 
de  la  tangente,  considérée  de  son  point  de  contact  à  la  corde  des  deux 
autres  contarts. 

Ainsi  les  forces  tangentielles,  a.:^issant  dans  les  directions  AL,  PM.  O" 
(fîg.  1447,  235'i)  et  inversement  proportioini*  Iles  à  ces  mêmes  ioo- 
gueurs  AL,  BM,  CN,  ont  une  somme  algébrique  nulle. 

fixeroioe  1013. 

2346.  Problème.  Indiquer  la  langueur  de  la  symédume  en  /o#tc(t^« 

des  côtés  du  triangle. 

Soient  nxy  s,  la  médiane  et  la  symédiane;  puis  /  et  9  les  segmenlft 

déterminés  sur  a  par  la  symédiane. 

Le  théorème  de  Stewart  (n®  1173)  donne 

il  fsut  remplacer  les  segments  /  et  (jr  par  lenr  valeur. 

Or  les  segments  déterminés  par  la  symédiane  sont  proportionnels  au 
carrés  des  cétés  adjacents 


d'où    /•—  •  a— 
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L'égalité  (1)  dofient  après  ré- 
duction :  ^ 

2*^  On  peut  utiliser  la  propriété 
connue  que  la  symédiane  et  la 
médiane  sont  entre  elles  dans  le 
même  rapport  que  le  double  pro* 
duit  des  côtés  correspondants,  à 
la  somme  des  carrés  de  ces  mêmes 
côtés       2a4i);  ou 

or  la  médiane  =  ^  sWW^'^i^^    (  G.,  255.) 


1037 


Donc 


he 


Ezeroiœ  1014. 


 ^^vA 


TliéovéaM.  Au»  extrémités  B  e^  G  des  eétée  cfun  triangle  et  sur 
eee  mêmes  côtés,  an  élève  des  per- 
pendicttlaires  m ,  n ,  Jusqu'à  la  ren- 
eùntre  de  la  pcf^endieuUdre  élevée 
au  troisième  côté  par  le  pied  de 
la  symédiane  AS,  les  perpendieu^' 
kdres  m  n  sont  proportionnelles 
aux  cubes  des  côtés  adjacents. 

Menons  la  haulear  AH,  on  a  : 
m       BS     .    n  es 

m  BS 
n  •  c  ""TÎSr 

m  _  BS  c 

Mais  les  segments  déterminés  par 
la  symédiane  sont  proportionnels 
ans  carrés  des  côtés  adjacents,  donc 

-2-=^  C.Q.F.3. 

Remarque.  La  même  propriété  a 
lieu  pour  la  symédiane  ex fr Heure 
AD.  (M.  D^OcAGNB,  N.  A.  M.,  1883, 
p.  45é,  n»  10.) 

XUeroioe  lOlâ. 

8348.  Théorème.  JD^un  point  quelconque  pris  »ur  la  base  d*un  tri- 
angle, on  abaiese  des  perpendiculaires  x,  y  sur  les  deux  autres  côté»  ;  le 


donc 


d*où 


103^  EXKacicefi  i>£  GÉuykimE 

mUnimum  de  la  wmme  de»  carrés  dea  perpendiculaires  a  Uâu  (onfvf 
4e  point  mobile  $ur  la  baee  coindde  afsec  le  pied  de  la  eymédiom  qm 
part  du  9ommet  oppoeé. 


c 


Fig.  14U. 


Soient  le  triangle  ABC,  CN  la  symédiane,  D  un  point  quelconque,» 

cl  V  des  parallèles  aux  côtés.  , 
On  sait  que  daus  tout  triangle 

àx-^'by  s=  constante 

car  on  obUmi  aind  le  double  de  Taire  du  triangle. 

Donc  le  minimum  de  la  somme  dès  earr6s  des  variables  ou  â^+y% 
a  lieu  lorsque  ees  variables. sont-propyrtionndlet  à  Jeura  coefBdeais  iss-  ! 

peetifs  (n<»  348),  c'est-à-dire  quand  ona.:  , 

a  15^ 

donc  le  minimum  a  lieu  lorsque  D  coittcide  avee  lé  pied  N  de  la  agmé* 
diane  GN. 

Bkmioe  lOl». 

2349.  Théorème.  Tm  droite  qui  joint  le  point  de  co7icours  de  deux 
tangentes  à  uns  parabole  au  foyer  de  cette  courbe  est  mfmédiaw  du  tfir 
HugU  formé  par  les  deux  tangentes  et  la  corde  des  contacts. 

On  sait  que  la  droite  qui  joint  au  foyer  le  point  de  concoiirs  de  desz 
tangentes  et  celle  qui  est  menée  parallèlement  à  Taxe  par  le  môme  point 
de  concours  font  des  angles  égaux  avec  les  tangentes  ;  dons  la 

droite  qui  joint  le  point  de  concours  an  foyer  est  la  sypaédiane,  de  même 
que  la  parallèle  à  Taxe  en  est  la  médiane. 

S3)M>.  Remarque.  Le  théorème  ci-dessus  n'est  en  réalité  quMne  ma» 
nière  nouvelle  d'énoncer  une  question  connue  (n»  2133 mais  elle  a  une 
réelle  importance,  parce  qu*elle  conduit  à  appliquer  k  la  parabole 
diverses  propriétés  étudiées  pour  la  symédiane. 

Le  théorème  ci-dessus  et  les  conséquences  indiquées.(n^  23^)  soot  di 
M.  d'Ocagnb  (N.  a.  m.,  1883,  p.  466). 

Exeroice  1017. 

23tfi«  TbéoiéaM*.  1<»  Les  dhianees  du  fp^er  iTuice  geurabole  à  dmx 
tangentes  sont  proportiûnnelles  aux  longueur»,  de  cm  tam^ente»^  3^  k» 
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gUtUmces  du  foy^t  ocur  painU  de  contact  smU  propottiamiêUm  am 
€Ê»fréêdiUknîfmur^de$tangmtêê. 

GN  étant  symédiane  (a'>  2349), 

-  FP  FQ 

— =-F 

2«  La  droite  qui  joint  le  foyer 
aux  points  dé'  contact  est  biflàec-^ 
tri  ce  de  Tangle  formé  par  les  rayons 
vecteurs  de  ces  mômes  points 

Donc  ^  = 

car  les  segments  déterminés  par 
la  symédiane  sont  proportionnels 
aux  carrée  des  côtés  adjacents  Fi8.'i4lft. 

Hote.  I  f*  est  loin  d'èlre  épuisé,  et  rien  ne  sern  phi-  facile  que  de  rom- 

pléler,  <i  ion  veut,  ce  court  paragraphe;  voir  iiolamuieal  divers  arlicles  do 
M.  D'OciGNE  que  nous  D*avoD8  pas  ulilisés.  (N.  A.  18d4,  p.  25;  1885,  p.  360.) 


Point  de  Lemoiue. 


I.  On  nomme  pohit  de  Lemoinê^  ou  point 
le  point  de  contours  des  trois  symédianes  d'un  triangle. 


23d3.  Théorème.  Lsè  trois  9ifmédiane»  d'un  triangle  se  coupent  au 
même  point. 

Démonstration.  Les  symédianes  sont  les  isogonales  des  médianes; 
or  ces  dernières  lignes  se  rencontrent  en 
un  knéme  point»  donc  il  en  est  de  mômé 
des  symédianes,  et  Xenv point  de  Lemoine 
K  est  risogonai  du  centre  de  graTilé  G« 

2*  LémonstrtUion.  La  symédiaoe  est  le 
lieu  du  point  mlUeu  des  antiparallèles 
correspondantes  et  le  lieu  des  antiparal- 
lèles égales  par  rapport  aux  deux  autres 
sommets,  d^où  il  est  flicile  de  conclure 
que  les  trob  symédianes  se  rencontrent» 
car  par  le  point  de  concours  de  deux 
d'entre  elles  on  peut  mener  trois  anti- 
parallèles divisées  par  ce  point  en  dèux 
parties  égales^  et^  d!aillturf  égalas  entre 
cîlleft;  donc  le  points  de  cancours  appar- 
tient aussi  à  la  troisième  symédiane. 

3»^  DémomlraUon,  Ciiaque  symédiaae  pasàe  par  le  point  de  cooeoira 


fiX&RClCB6  DE  OéûMéTiUB 


des  tangentes  relatÎTes  aux  deux  autres  sommata  (flg.  1446);  donc  ki 
trois  sjinédiaDes  sont  1^  droites  qui  joignent  les  sommata  d*an  triangié 
D£F  aux  pointa  da  contact  A«  C  du  cercle  inscrit,  or  ces  trois  droites 
sa  coupent  au potnf  de  Gergome  da  triangle  ABC  (n*  1242). 

4*  Démonstration,  La  syniédiane  est  le  lieu  des  points  dont  les  db- 
tances  aux  côtés  adjacents  sont  proportionnelles  à  ces  mômes  côtés;  soil 
donc  K  le  point  de  concours  des  symédianes  qui  partent  des  sommets  A 
alBy  on  aura  : 

^     '  -fi- 
9  a 


f  e 


d'oùt  en  multipliant,  on  a  : 


et 


X 


par  anite,  le  point  K  appartient  aussi  à  la  symédiana  de  Tangle  C; 
donc... 

6*  DémûmtratUm.  Chaque  symédiana  dlTisa  le  eôté  oppoaé  an 
menta  proportionnels  aux  earréa  des  côtés  adjacents;  aoient  m,  ni» 
aegmenta  fonnéa  sur  la  côté  e  et  adjacente  aux  eôléa  a  et  6;  puis  p,  q 
lea  aagmanta'fonnés  sur  a  et  adjacente  kheic,  etc. 


On  a 


m 
n 


a' 


d'Où 


mpr 


q  8 


"y 


ft 


=  1 


nqs  b'^c^a^ 

donc,  d'après  le  théorème  réciproque  de  Geva,  lea  troia  droitea  eoo- 
eourent  en  un  môme  point. 


23^.  Droite  de  Lmmom»,  On  nomme  droite  de  Lemoine  la  polaire 
LMN  par  rapport  au  cercle  droonaerit,  du  point  K  où  ae  ooupeat  iei 
troia  aymédianea. 


Fig,  1M7. 

On  sait  que  les  côtés  du  triangle  pédal  A'B'C  rencontrent  les  eôtéi 
opposée  du  triangle  de  référence  ABC  en  trois  points  L ,  M ,  N  ea  ligM 
droite  (n«i242^é). 

On  a  aussi  L,  F,  A ,  E  en  ligne  droite,  etc. 


Digm^uù  Googk 


GËOMËTRIS  DU  TRIANGLE  1041 

I^s  S  y  médianes  eoctérieures  sont  AL,  BM ,  CN.  On  sait  que  la  somme 
algébrique  de  leurs  inverses  est  nulle  (n<>  2344). 


Exercice  1019. 


231>o.  Théorème.  Le$  symédiaiics  d'un  trianylc  rectanyle  se  coupent 
au  point  nntltca  de  la  hau- 
teur relative  à  Vhypoténuse.  A.,.  

Soit  AK=:KIÎ. 
U  sufUt  (le  prouver  que 

—  =-T-.*  or  AK=-vf 

y  ^ 

et  les  triangles  rectangles 
Eemblables  AKP,  BAC  don- 
neDt  la  proportion  ci*dessus  : 
aîndi  B£  est  la  symèdianc 
relattye  à  h ,  etc. 


Boolîe.  Ija  droite  qui  joint  le  sommet  d'un  angle  ai'ju  d'un  triangle 
rectangle,  au  milieu  de  la  hauteur  relative  à  Vhypoténuse,  divise  le  côté 
qui  lui  correspond  en  segments  proportionnels  aux  carrés  des  côtés 
adfjacents. 


On  a  : 


n"  2335 


1020. 


TbèorèoM.  Le  rapport  d*un  côté  quelconque  d'un  triangle,  à  la 
distance  de  ce  côté  au  point  de  Lemoine,  éyale  le  rapport  de  la  somme 
des  carrés  des  Irois  côtés,  au  double  de  l'aire  de  ce  triangle. 


/ 

M  a 
m  * 

m  0 
m  * 
m  0 

/  / 

-\ 

il  faut  prouver  qu'on  a  : 


+  h'  + 


X 

OU  — 
a 


—  a*  +  6*  +  c« 


44' 
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Op  les  difiiances  du  point  de  Leim)ine  awL.Qâiém  aooi.  dans» k ate" 

rapport  que  ces  côtés,  ou  a  donc  : 

*  ^  y       »  .  ax      bu  cz 

-5- =  y     -  =  aussi =: -j^  = 


e.  Suivant  le  cas,  on  prend  (1)  ou       :  dans  la  formak, 


00  désigne  assez  souvent  ia  ioaimc  des  carrés  par        et  Ton  écrit  : 

a 


Exardoe  1021. 


Î3»8.  Théorème.  Le  point  de  concoxu  s  ârs  sumf'tfinnps  d'un  triangle, 

ou  |,oint  rie  Lemoin©,  esl  /^s  cenire 
(fe  f/riwifé  du  trioêt^le  pùdtm 
de  ce  même  poit%t. 

Les  triangles  ABC,  EKF  mà 
des  angles  supplémentaires  A  €t 
K;  ils  sont  donc  dans  le  mém 
rapport  que  les  produits  des  oMés 
qui  comprennent  ces  aiuriei. 
(G.,  n«  330.) 


On  a  donc 


ABt;  —  àê^ 


d*où 


Fig.  1450. 


(n«  3336/. 


Remplaçons  f  et  ^  parleur  valeur   ^^f^,   on  aura  : 


Celle  valeur,  étant  symétrique  en  fonctioa  des  trois  cOt.^.  trouve 
qu  elle  représenle  aussi  Taire  des  deux  autres  trian-ie^;  DRE  DKF-  h- 
trois  triangles  partiels  sont  donc  équivalents,  et  le  point  K  est  ie  centre 
<fe  gravité  du  triangle  podaire  DEF. 

DEF^'  ««.Uf.  10  Les  droites  telles  que  DM  soni  les  médianes  de 

somm«u  hT^''^  '  '^S'^^'  ^''^^"•^'•^  ABC  sVbtient  en  menant  par  les 
sommets  du  premier  des  perpendirulain^B  aux  médianes  et  le  trianaiê 
ainsi  formé  a  pour  point  de  Ur,wme  le  centra  de  grawlé  du  prem^ 
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3^  La  proposition  réciproque  est  vraie,  car 

BKF=8.-jg,  DKF=S.|j-,  DKE 
mais  les  troîa  triang^las  sont  équivaleota,  donc  : 


i04S 


^-  ab 


xz 


XXiZ 

(]a  di  (ridant  c^aqi^e  rapport  par  ^-^9   00  trouve  : 

a      oT  c 

donc  K  C8t  le  point  de  coacoura  des  symédiaaes. 


2360.  Vote.  Le  théorème  est  de  M.  Lbmoinb;  il  a  été  proposé  au  cmooun 
d'agrégation  en  1874.  —  M.  Chadu,  professeur  au  lycée  de  Moat- de -Marsan, 
résolut  la  question  (N.  A.,  1875,  p.  175),  de  même  qa*il  rcBolut  peu  après,  1875, 

p.  286,  In  queslion  proposée  par  M.  fiRocARD.  Les  ann<-<>g  1875  et  1876  des  X.  A. 
ont  de  nombreux  et  intéressants  articles  de  M.  GiiAOU  sur  la  Géométrie  du 
tviaiujh' .  alors  à  Fon  origine. 

F^ur  le  théorème  prujiOHÔ  (n»  235S)  011  peut  voir  aussi  :  Thiky,  Troisième 
livre  de  Géométrie,  1887,  y.  43;  N.  A.  M.^  1883,  p.  463,  VI;  d'Ocaons,  Enflu 
▼olr  ccutre  dêfr^nstratUm,  J.  M.  S.,  1885,  p.  76,  E«  VioAaiB* 


Bxerdoe  10S9. 


2361.  Théorème.  Iji  point  de  Lemoioo  d'un  triangle  est  te  point  dont 

la  somme  des  carrés  des 
distances  aux  trois  rAff>s  de 
ce  triangle  est  minutia. 

Soient  x\  y',  z'  les  per- 
pendiculalrea  abaissées  d*uD 
point  quelconque  D  sur  a, 
h,  e. 

Admettons  qu^une  des  va- 
riables, z'  par  eiemple,  soit 
couslaole,  le  point  D  sera 
sur  une  droite  A'B'  parallèle 
à  c  et  menée  à  la  dis- 
tance z'  ;  or  le  minimum  de 

aura  lieu  lorsque  la  perpendiculaire  x'  et  y'  sorout  directe- 
ment proporlionnoUea  aux  côtés. CB'  et  (^A' sur  lesquelles  elles  tombent, 
ou  bien  aux  côtes  a  et  b,  c'est-à-dire  lorsque  I)  coïncidera  avec  le 
pied  -\'  de  la  symôdianc  C:V  (n«  2348);  or  cette  ligne  coïncide  avec 
CN,  donc  le  point  D  est  situé  sur  la  symôdiane  CN  qui  part  du 
point  r. 

Pour  une  raison  analogue,  ce  point  doit  «5lre  situé  sur  chacune  des 
autres  svrnédianes;  donc  D  coïncidie  avec  le  point  K. 

C.  (J.  F.  I>. 


Fig.  14M. 
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9862.  Valeur  du  minimum»  On  aaii  qu'on  a  : 

__  j/^  z        _  .  ^ 

a      b      c      a'  +  6"  + 


ou 


(D<>  2356  .1 


et 


donc 


2aS 


2dS 


2cS 
m' 


~  m" 


2363.  »oi«.  La  démonstration  précédente  8*e6l  présentée  d*elld*mêaie,  «fie 
nous  paraît  simple  et  naturelle  et  elle  a  dû  être  rencontrée  par  bien  desanleus; 
quoi  qu*it  CD  soit,  voici  Tindication  de  diverses  démonstrations  : 

IIossAnn,  M.  A.  M.  18^i8,  p.  407,  /iS'^;  l^-Ti,  p.  2^,1. 

Gâtai  AN.  '1  îtènrhnen  et  probh''»u\s  de  Hëoniétne  élémentaire,^  édîLioo.  lélè^ 

M.  Di'  A  M  ,  N.  A.  M.,  1^-83,  p,  A55,  13. 

C.  Tiiihi,  Iroisiètue  Hvre  de  GconuHne ,  lfcH7.  p.  'iS,  n**  IX. 

ViGARiE,  J.  M.  E.,  li^îi,  p.  77,  n«  13. 

Exercice  1023. 

2364.  ProUème.  Calculer  la  surface  du  triangle  podaire  du  point  de 

Lcoioîne. 

r 

On  sait  qiut  Ir-  point  U- 
mohii  K  est  le  ceniro  (Je  LTavité 
de  son  Iriaiiijrl»^  j)odaire  i  ii'^23  '>^% 
donc  DKL  est  une  inédian'::  tra 
pienaut  LG  =  LK,  ou  obli^nl 
un  parallélogrdtnme;  aiusi  les 
triangles  KFG,  ABC  sont  sem- 
blables comme  ayant  les  oÔtéB 
respectivement  perpendiculaires; 
d'ailleurs  GK=:a?,  GF=:y; 


donc 


Or  FGK  ou  F£K  n'est  que  le  tiers  de  D£F;  ainsi  : 
En  remplaçant  a*  -{-b^-^-c^   par  m"  et  se  rappelant  qu'on  a 


2aS 


2&S 


m 


r»  y 


m 


2cS 


(n"»  2357) 


Donc 


(On  peut  Toir  aussi  J.  M.  E.,  1885,  p.  79.) 


1M4. 


i.  Le  minimum  de  la  somme  des  carrée  des  dieUmcet 
point  d^une  droite  XY,  à  deux  pomU  dùimée  A  et  B,  correspond  m  pied 
P  de  la  perpendicuiaire  ahaiseée  sur  XY  du  peint  rniHeu  M  du  segment 
rectiUgneAB, 
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Le  lieu  dea  points  dont  la  somme  des  carrés  est  constante  est  une  eir- 
eonférence  décrite  du  point  milieu  M  pris  pour  centre;  or  la  plus  petite 
de  ces  circonférences  est  celle  qui  est  tangente  à  la  droite  XY;  or  la 
perpendiculaire  MP  détermine  le  point  de  contact  ;  donc  AP*  +  BP*  est 
la  BOmoie  minîma. 

Remarque.  LoFteque  h  droile  est  remplacée  par  un  cercle,  on 
joint  son  centre  C  au  point  milieu  M,  cl  celle  lij:ne  (iéterniine  sur  la  cir- 
conférence le  point  P  qui  doDoe  le  rainimuni  et  celui  Q  qui  donne  le 
maximum. 

Exeroice  1029. 

*2307.  Théorème.  Le  tna7H/!e  podaive.  du  point  de  Lemoine  K  est  le 
iriu}i(jle  imcvit  dont  la  somme  des  carrer  des  cotes  est  )ninf'»in. 

En  nllel,  si  ou  <^e  doni.c  rnorucnlanément  deux  des  souunels  II',  (/  du 
triangle  qui  rioiine  lo  minimum,  le  iroisit-nie  sommet  A'  étant  à  déter- 
miner sur  iiC  ou  a  du  trianj^le  primitif,  on  abni?srra  du  point  M  milieu 
de  A'R'  une  perpen  diculaire  MA'  sur  BC  in"  i^ti^i  .  .loue  MA'  est  médiane 
du  tj-iangle  deman<l;  A'B'C  ;  remarque  analogue  pour  le?  a[ilre«  pem- 
Hitils  ;  or  c'est  le  triangle  podaire  de  K  qui  admnt  ee  point  pour  t  enlj-- 
de  gravité  m"  23u8,>,  donc  ce  triangle  est  celui  dont  la  somme  des  cdrr»î^ 
est  minima. 

!K368.  aeoMkrqae.  Le  Ibéorème  est  de  M.  Lbhoinb. 
La  somme  des  carrés  des  trois  côtés  est  donnée  par 

128* 

a'^  -j-  6^  C* 

(J.  M.  E.,  IS84,  p.  53,  et  1885,  p.  79.) 

Ezeroioe  1926. 

2309.  Thémém»  de  Grèbe.  Sur  chaque  eôié  d'un  triangle  ABC,  avec 

C 


I1g.l4S8. 

cette  ligne  pour  dimc/isLunf  on  construit  un  carré,  de  manière  que  lêB 
trois  carrés  soient  extérieurs  au  trianyle,  ou  tùuê  troie  êur  ee  irtangle 


mêmê;  les  droites  qui  joignent  eha^  êommt  du  triangle  mu  pointàê  i 
riêneûf^tre  dm  oôtéê  oppoêéê.d^  oarréb  ùOfTêêpinidant»,  te  cotqmttmm  I 
i0tffM0  peÎÊii* 

Les  triangles  ABC,  A'B'C?  sont  homathéliqaet;  done  km  trm  droilei 
A'Af  B'B,  G'G  concourent  au  centre  d'homothétie. 

D'ailleurs  9  les  distances  de  G'  aux  côtés  a  et  6  égalent  resp^TcaM&t 
CD'  ou  CD  et  CE,  elles  égalent  a.  et  h  donc  C'G  est  la  symédiaoe  relttin 
au  sommet  C;  de  même  pour  les  autres  droites  :  ainsi  K  est  le  juist 
symédian  ou  le  point  de  Lemoine. 

2370.  Remarque.  Le  théorème  est  beaucoup  plus  général  que  TénoDC^ 
ci-dessus  :  il  suffit  de  mener  des  parallèles  à  des  di&laaces  a',  b',  ê  pro- 
porUonoelles  aux  côtés  Q,,h,  c, 

2371.  Hoto.  Le  théorème  est  d^uu  auteur  allemand  Gbebe,  il  a  éié  dooDè 
en  1847;  le  point  K  a  (Jour  oin=i  été  rencontré  accidentellement,  de  mAjue  qu'il 
Tavail  été  ontéricuroment  par  diver:^  ntileur-s.  rt  notamment  par  LiiyiUier, 
en  18<iG,  mais  sans  donner  lieu  à  aucune  étude  générale ,  tandis  qu^^  M.  Lemoim 
en  a  lait  connaître  les  principales  propriétés;  aussi  M.  Neubëug  a-t-il  donné  le 
nom  de  poin<  de  Lemoine  aa  point  symédian,  et  cette  désignation  est  ad<^ 
par  la  plupart  des  auteurs  (rançais^  belgea,  anglais;  néanmoins  les  AUesMiii 
le  nomment  JM>M|A  de  Grèbe  (voir  notamment  Die  lirocardêeken  Gébikie^nk 
D'  A.  ËMiiERicu);  on  pourrait  dire  aussi  :  point  de  Lhuittier,  de;  mais  on  Èà' 
rait  par  avoir  besoin  d*un  dictionnaire  de  aynonymie. 

2372.  Théorème.  Sur  chaque  côté  d'un  triangle  prie  pour  dwnètr^. 
on  décrit  un  cercle;  à  chaque  cercle  on  mène  deux  tan^mtee parûUèie$ 
au  diamètre  :  ces  taugentes  se  coupent  en  douze  points  «  on  joint  ièaam 
d'etuc  au  sommet  âétetmiiné  par  lee  côté»  parailèlee  aux  tangentes  q» 
dotitwnt  le  point  d* intersection  y  on  obtient  six  droites  qui  se  coupent 
trois  à  trois  en  quatre  points  :  au  point  de  Lemoiue  et  à  ses  trois pomtt 
associés. 

Les  douze  points  d'intersection  des  tangentes  sont  groupés  qaslre 
à  quatre  autour  des  sommets  A,  B,  C;  dans  chaque  groupe,  iU  ne 
donnent  lieu  qu^à  deux  droites,  parce  qu'ils  sont  les  sommets  d*un  paral- 
lélogramme dont  A  est  le  centre,  etc. 

Les  parallèles  sont  éloignées  des  côtés  a,  b,  e  de  grandeurs  proporiioo> 
nelles  à  ces  côtés;  donc... 

Les  trois  tangentes  extérieures  au  triangle  et  les  trois  inléri  ur  ' 
donnent  les  symédianes  proprement  dites  et  déterminent  le  point  K. 
deux  tangentes  extérieures  et  une  intérieure,  ou  réciproquement,  donnent 
une  symédiane  intérieure  et  deux  symédianes  extérieures;  ces  trois 
droites  passent  par  un  des  sommets  du  triangle  tangentiel,  et  comme  il 
y  a  trois  groupes  différents,  on  obtient  les  trois  points  associés  aupoMit  i 
de  Lemoine^  I 

I 

Exercice  1028» 

2373.  Th  Korcsnc,  Le  hcu  du  j)oiul  de  Lemoint  d'iui  tma>ujL^  yectiMgli 
dont  VhypotMHUse  t-at  donnée  est  une  elUpse  ayant  pour  gm^kd  OM  otUi 
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hypoténuse^  ût  éotU  10  petii  axe  a  p4mr  UmguêiÊt  la  mùUié  de  cgtU 


D 

Fîg.  145*. 


Kn  elTet,  le  point  K  est  le  point  milieu  de  la  hauteur  abaissée  du  som- 
met de  raogle  droit  sur  rhypolonuse;  donc  le  lieu  est  Tellipse  indiquée 
ci-dessus.  (Voir  d^ailleure     2156,  2.) 

2374.  Remarque.  Le  licu  du  point  Iv  pour  un  Irian^de  CAR,  dont  la 
base  CB  est  fixe  et  l'angle  A  constant,  est  au.ssi  une  ellipse  bi tangente  en 
B  et  C  au  triangle  tangcntiel.  Les  extrémités  du  petit  axe  correspondent 
au  cas  OÙ  GH,  IJ  sont  parallèles  à  la  base;  on  obtient  M  et  N. 

Cercles  de  Lemolne. 

2371>.  Hittorique.  LcB  dcux  ccrcles  connus  maintenant  sous  le  nom  de 
cerclci^  dr  f.rmoine,  le  crroupe  appelé  cercles  de  Tui  hcr,  et  dont  les  doux 
premiers  sont  des  eau  particuliers,  ont  été  découverts  par  M.  Lemoine  et 
communiqués  au  congrès  de  Lyon,  en  1873. 

Les  mêmes  cercles  ont  donné  lieir?uccossivenjenl  à  diverses  études; 
aiasi  M.  ISuvimat;,  eu  Belgique,  en  a  IraiLô  dans  Mathësis,  eu  1881,  p«to 
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en  Angleterre,  M'Cay  en  1883,     M.  Tucker  en  1885.  iCasey,  6-^  é  !=«ir 
pyt/p  101.)  M.  H.  Taylor,  en  Ibsi,  Ot  connaîlre  diveri^es  propriétés  a 
cercla  qui  porte  son  nom,  et  qu'on  rattache  aux  précé.ienls. 

Ayant  déjà  \epoi)ity  Vhc.r'((/i>nc ,  les  cercles  de  Lemoine ,  M.  Neusej 
proposa  d'appeler  cercles  de  Tin  ker  le  sy.^tènie  de  cercles  dont  ceui  c 
îj  iiîniiie  et  de  Taylor  ne  sonl  ijuo  des  ras  particuliers  ;  de  là  cette  <rcr.  ' 
f^t'quciice  inattendue  «pie  plusifurs  éciivains  arriveal  à  perdre  de  r- 
Tauleur  iiiènie  de  la  dëcouvcrt^i,  ou  du  inoins  à  passer  son  nom  so. 
silence,  ainsi  qu'on  peut  8*en  rendre  compte  en  lisant  l'ouvrage  si  rem^- 
quaMe  d'ailleurs  de  W.-J.  M'  Clella.nd  :  A  treatise  on  the  Gaometru  ^' 
tlie  Ctrele  :  aucun  point,  aucun  cercle  ne  rappelle  le  uoiu  de  LeniOic.- 
cependant  l'initiateur  de  la  Géométrie  dx  truiwjle  est  cité  honorcbi; 
ment  dans  la  Préface.  —  M.  Casey,  dans  sou  intéressant  vcluine  ^ 
Sefiucl  to  the  fu'st  suc  Books  of  the  Eléments  of  Euclid  (6<=  édition.  Iî5'': 
rend  pleineinenl  jiir^tico  au  principal  instigateur  de  la  Géométrie  rérc\iU 
Il  en  ett  de  mi  Uic  d'ailleurs  de  la  plupart  dos  auteurs  anglais  ;  MM.  Mil.sE- 
SiMMONS,  Nixon. 

«2376.  '  Déumitration.  NoUB  allûDS  traiter  directement  chaque  qoe^  ' 
tion,  afin  de  pouvoir  les  proposer  isolément  comme  Ejoercices  .  maisOL  1 
pourrait  se  borner  à  quelques  lignes  pour  chaque  cercle  de  Lut^À* 
pour  les  cercle$  de  Tueher,  pour  le  cercle  de  Taylor;  car  il  suffit  d'cti- 
blir  qu'on  obtient  dans  chaque  cas  trois  aotiparalièies  égales;  dès  lofr 
les  six  points  sont  concycUques. 

Exeroioe  1028. 


12377.  Théorème.  Premier  cercle  de  Lemoioe.  Par  le  point  de  m- 


Flg.  1405. 

cours  K  des  symédianes  d*un  triangle,  on  mine  dêi  parallèles  cmx  trm 
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côtés,  les  six  points  d'intersection  des  côtés  et  des  paraiieks  sont  concy- 
cliquea. 

Soien  t  DE,  FG,  IJ  les  parallèles  :  il  faut  proum que  Phexagooe  DFJfiGI 
esl  inscriptible. 

Les  parallèles  et  les  côtés  déterminent  trois  parallélogrammes  tels  que 
ÂDKF,  or  le  point  M  de  concours  des  diagonales  est  le  milieu  de  DF,  or 

AK  est  une  symédiane,  donc  la  droite  DF  qu'elle  divise  en  deux  parties 
ôcrales  est  aniiparalîèlc  h  PA'l  par  rapport  aux  côtés  de  Sangle  A.  De 
môme  IG  est  anliparallèl-^  de  Al',  rt  ,]K  fie  AH. 

Le<5  anti-Iôs  AFO,  AJE  sont  égaux  entre  eux,  comme  étant  respective- 
ment égaux  a  1  angle  <  à  cause  des  antiparallèles ,  et  par  suite  DFJE 
est  un  trapèze  isocèle;  il  en  est  de  même  de  FDin  et  de  JEGI.  Chacun 
d'eux  e^t  inscriptible,  or  le  cercle  qui  passe  par  les  poinls  F,  J,  F,  D 
passe  également  par  le  point  1.  car  le  quadrilatère  JFDI  est  inscriptible, 
puisque  DF  et  IJ  sont  antiparallèles  par  rapport  aux  deux  autres  côtés  ^ 
Uc  môme  le  cercle  passe  par  G. 

8378.  Bemar<|ue.  Le  centre  L  est  au  point  milieu  de  la  droite  OK,  qa\  ^ 
joint  le  centre  do  cercle  eirconserit  au  point  de  concours  des  symé-  * 
diaoesy  ou  point  de  Lemcme,  car  le  rayon  AO  est  perpendiculaire  &  Tanti* 
panllèle  DF»  et  la  perpendiculaire  ML  menée  par  le  milieu  de  AK  passe 
donc  par  le  mlileu  L  de  OK. 

2379.  Hot*.  Le  cercle  DFËG  est  nommé  premier  eerele  de  Lemoine;  le  poly- 
gone DFJKGI  est  Vhexagone  de  Lernoine. 

En  An glelerre ,  ce  cercle  est  nommé  fréqucnimen!  th*^  triplicate  ratio  cîrcle , 
à  cauâe  de  la  propriété  fort  remarquable  des  trois  segments  déterminés  par  ce 
cercle  (voir  ci -après  n<>  2381).  Cette  propriété,  mise  en  lumière  par  MM.  Cat 
et  TocKsa»  en  1883  al  1885,  sTait  été  d*aiUeiira  signalée  par  II.  Lbhoimb  (Mm- 
veUes  cmnolet  maihiimtiquet,  1873,  2«  aérie,  t.  XII,  p.  369,  n^  4). 


S380.  nèoftaM.  Le$  eâiés  d'un  irîangïe  iont  dimA  par  U  premier 
eerde  de  Lemoine  en  eegmentB  proporlionneU  aws  carré»  dee  eâiéê» 
Chaque  eeçment  extrême  correspond  au  carré  du  côté  qui  lui  eet  adje^ 
cent;  le  segment  intermédiaire  eomprie  dam  le  eerele  eorre^pend  au 
carré  du  côté  sur  lequel  il  êe  trouve» 

il  fout  prou? er  qu*on  a  pour  les  segments  de  BC  (fig.  i46S)  : 


or  les  triangles  BJË,  ËKG,  GIC  ont  même  hauteur  KN  ;  donc 

BJE      FKG  _  CIG 

Considérons  le  premier  rapport,  les  triangles  BJE  et  BAC  sont  sem- 
blables, puisque  EJ  et  AG  sont  antiparallèles;  ils  sont  entre  eux  comme 
las  canéi  des  cdtés  homologues  BB  et  AB;  donc,  en  représentant  ABC 
pars,  on  a  : 


BE 


EG 


CG 


BJE  BE' 


d^oa  BJ£=: 


S.BE» 
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Ainsi  g- BP  S,BE 

Ainsi  _^=.g^_^^_^ 


De  méoMii  pour  les  duux  autres  rapporU,  on  trouve  : 

EKG      S .  EG     ,    CIG      S  .  CG 

d'où,  supprimant  le  feeteur  coofimiii  S,  on  a  : 


Oa  aaraU  de  même 


JEG  _ 

CG 

a* 

b* 

Cl  ID 

DA 

A  F  FJ 

JB 

8381.  Thémétm%j  Le$  têgmmi»  interceptéi  sur  les  eM$  âfun  trim^  , 
par  le  premier  cercle  de  Lemoiae  sent  proportUmmU  mue  eubet  du  \ 
côiéê  earrmpondanU.  ' 

Il  faut  prouver  4a  od  a  (ûg.  :  ' 

EG  _  PI  FJ 
0?  ^  6«  —  e» 

Bn  dfsigi^joyt  par      surHue  4u  triajogle  BAC,  on  a  : 

mais  en  désignant  par  y ,  z  la  distance  du  poial.K  aux  côiés  b  et  c,  » 
sait  que  ces  trois  digtaaces  sont  directement  proportioaneUes  à  m 
mêmes  côtés  et  qu'on  a  : 

j\  .  ax     by      et  23 


«14.61+ci 

ainsi  £.=       |f       .  ^ly^i  »=-,  ^^  :"— _ 

3  Ul 

*2382.  Remarque.  Dans  sa  Note  sur  un  point  TOtnarquable  du  jdoM 
d'un  triangle  (N.  A.,  1873,  page  364),  M.  Luioaw  iodifiie  ^Mmii 

autres  propriétés  et  notamment  les  suivantes  : 

Le  rayon  p  du  premier  cerd<)  qui,  perte  .aiypttnd'iuii  acai  nam  eiidaii^ 

par  la  formule  : 
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Les  iras  aDiipmlldioi  égales  ont  pour  longueur  commune  l  : 

I  abc 

La  distance  d  du  poiot  K  au  centre  0  du  cercle  circonscrit  est  : 

2983^  Théorème.  Cercles  de  Tucker.  Lorsque  dmtx  triangle»  dùreçU'- 
nattt  semblables  ont  le  point  K  pour  centre  d*homothétie ,  les  prolonge» 
nents  des  côtés  du  triangle  intérieur  rencontrent  les  côté^  Vaufre 
riangle  en  six  points  coneycliques. 


Bu  effet-,  ADA'F  est  un  parallélogramme;  done  DP,  divisée  ea  deux 
(>arties  égales  par  la  symédiana  AK,  est  antiparallèle  à  BG  ;  de  même  EJ 
est  antiparallèle  à  CA,  et  GI  Test  à  AB;  ces  trois  antiparallélea  sool 
égales,  et  les  six  points  qa^olleadéterminent  sont  conejfdiqueSi  Le  {loint  L, 
miUett*da  00\  est  la  centre  daee  coriBle. 

Remarques,  lo  Les  aiiliparallèlos  se  reiiroiilrcnt  deux  ?»  (\onj 
sur  les  symédianes,  en  V  par  exemple,  car  ces  lignes  diviseui  AK,  CK  en 
parties  proporlionnelles ,  et  elle?  sont  parallèles  à  AT,  TT;  d'ailleurs  la 
symédiane  BKT  est  le  lieu  des  points  d'où  Ton  i  *  ni  [nouer  des  antiparal- 
lèles  égales  DF,  IG  par  rapport  aux.  côtés  des  angles  A  et  G. 

2°  Si  Ton  remarque  que  le  triangle,  dont  V  est  l'un  des  sommets, 
formé  par  les  trois  anti parallèles  égaies,  et  le  triangle  tangentiel  dont  T 
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est  Vm  des  flomiiietot  ODt  le  point  de  Lemoinm  K  poar  eeotie  dta^ 
théUe  directe  9  on  peut  énoncer  le  théorème  comme  il  suit  :  TmA  im^^ 
directemanl  hamothétique  par  rapport  au  triangle  tangentiêl,  et  ào^t*.  - 
nt  le  centre  d^homothétie,  ecupe  leê  eâté9  du  triangte  ineerit  ABC  « 
pointé  ctmeyeUqueê, 

d9  La  droite  OK  est  le  lien  des  centres  des  cercles  de  Tueker. 

iUercioe  1033. 

néorèBe.  Second  cercle  de  Lemoine.  Si  par  ie  point  K  i» 
trUmgle  on  mène  le$  antiparalliles  aux  côté»,  an  obtient  m  y- 

eoncycliqueê. 


Fig.  1457. 

Car  les  trois  antiparallôles  sont  égales  entre  elles  et  sont  diTiséai  v 
parties  égales  par  le  point  K,  donc... 

2386.  Remarque*.  1»  JF  cst  parallèle  à  BC,  etc.  ;  donc  les  iriangiei 

A'C'B'  et  AGB  sont  égaux. 

2o  jjgg  segmenté  intercepté$  par  le  cercle  $ur  leê  eôtéa  du  triangl 
donné  sont  reepecHoement  proporHonnelê  aux  connue  des  eagie 
opposés. 

En  effet,  le  triangle  isocèle  DKJ  a  ses  c^tés  égaux  perpendiculaires  sv 
côtés  égaux  du  triangle  AOB;  donc  l'angle  DKJ  eat  le  suppléoset  de 
AOB,  ou  supplément  de  deux  fois  C,  donc  y  =  G;  de  même  a  s  A* 
p=B. 

Soit  r  le  rayon  du  cercle  de  Lemoine,  oa  a  : 


donc 


-^  =  2cos«  ou  -^=2cosA,  etc. 

IG    _   EF  DJ 
cos  A      cosB  ~  cosC 
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A  cause  de  celle  propriété,  le  second  cercle  de  Lemoine  est  appelé  OD 
.rtkrle terre  coaine  circU;  ses  iroU  associés  méritent  le  môme  nom 
H"  2387). 

9»  Dans  la^ote  déjà  cit6e  (N.  A.,  1873,  p.  365),  M.  LiMon»  indique 
|ue  les  trois  antiparallèles  mentes  par  K  sont  égales  entre  dles  ;  ce  qui 
mondait  au  $eecnd  cercle  dont  nom  Tenons  de  parler» 

2387.  Théorème.  Cercles  aesociés  au  second  cercle  de  L^oine.  Par 
chacun  de»  point»  a»9ociés  au  point  K  où  se' coupent  le»  eymédiane»  d^un 
triangle,  on  mène  de»  antiparalièle» 
aum  côtés  du  triangle;  dan»  chaque 
cas ,  les  point»  d'intersection  sont  con- 
cy cliques.  Les  segment»  interceptés  sur 
le»  côtés  par  eh4uun  de  ce»  trois 
cercles  sont  proportionnels  aux  cosî- 
ntis  des  angles  du  triangle  donné. 

On  sait  que  les  points  associés  au 
point  K  sont  les  sommets  du  triangle 
tangentiel. 

Soit  C  un  des  points  associés, 
menons  DC'Ë  antiparallèle  à  AB;  les 
tangentes  C'A,  C'B  sont  respective- 
ment les  antiparalléies  de  BG  et  de 
AG.  Les  trois  antiparallèles  ne  don- 
nent qne  quatre  points  :  D ,  B ,  A ,  E  ; 
en  réalité,  A  et  B  sont  des  points 
doubles.  Le  quadrilatère  est  inscrip- 
tible,  car  les  triangles  BC'D,  AG'E 
sont  respectivement  semblables  aux 
triangles  isocèles  BA'C,  AB'C;  donc  G'D  =  C*B  =G'A  =  G'E. 
De  même  pour  les  autres  points  associés  A'  et  fi'. 

Les  segments  interceptés  DB,  BA,  AB  sont  dsns  le  même  rapport 
que  les  cosinus  des  angles  A,  G  et  B,  car  Tangle  BC'Ds  A'  est  le  sup- 
plément de  BOC  ;  sa  moitié  est  donc  le  complément  de  Tangle  de  A,  de 
même  Pangle  AG'B  est  le  complément  de  G;  donc 

-jjj-  =  co8A,  etc. 


Ftg.  1458. 


1.  1*  Les  cercles  adjoints,  aussi  bien  que  le  second 
cercle  de  Lemoine,  méritent  donc  le  nom  de  cosine  cirde» 

79  La  figure  DBAE,  avec  les  segments  doubles  AC  et  BC',  correspond, 
en  réalité,  à  deux  demi  «circonférences  superposées. 

Exercice  1035. 


m».  TMoteM.  Si  Von  détermine  trois  point»  A\  B\  C  qui  dsmtent 
en  porto  ffropcrtionndles,  dan»  le  même  sens,  le»  distances  du  point  K 
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de  Leinoinc  aux  sommets  A,  B,  C  du  triangle,  on  obtie^it  trois  gmy 
de  sù:  points  concijcliques  :  pour  cela  l'on  tni  ne  par  A',  B',  C  des  oa-v 
parallèles  jus<]u'à  la  rencontre  des  côtés  de  ABC,  puis  des  antiponMéê 
par  A»  B,      jusqu'à  la  rencontre  des  côtés  de  A'B'C,  enfin  en  €Mà£t 
rant  les  points  d* intersection  des  triangles  ABC  et  A'B'C. 

Cette  question  doit  être  considérée  comme  leréaumé  de  plusieurs  que- 
UoDS  précédentes. 


1<»  Les  anliparallèles  DE,  MN,  FG  soat  ô^^'ales  parce  que  les  wlipa'^'; 
lèles  menées  pai'  K  sont  égales  entre  elles,  et  qUe  les  points  A',  B^i^ 
divisent  ÂK,  BK,  CK  dans  le  même  rapport;  on  retombe  dooc  m 
question  connue  ;  Ton  détermine  le  centre  H  du  oerd»  df  fvt^t  * 
menant  B'R  parallèle  au  rayon  BO  du  cercle  circonscrit. 

2^  Les  segments  tels  que  PQ  interceptés  bur  les  cùlès  du  lriaDgl<û|'' 
conscrit  HIJ  sont  égaux  entre  eux,  pour  une  raison  analogue  à cell^ 
dessus;  donc  les  six  points  tels  que  P,  Q  sont  concjcliques ,  etll«fi'* 
a  même  centre  O  que  le  cercle  circonscrit. 
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3l>  Enfin  ies  intersections  des  côtés  des  trienî^les  ABC,  A'R'C  donnent 
trois  antiparallèlo«;  telles  que  UV  égeTles  entre  elles,  et  par  suite  six  [Miints 
tais  que  U  et  V  cODc^cliques.  Le  centre  g'obtieoi  eo  meDant  TS  paralièie 


2390.  Remarque*.  1"  Lc  cercle  circonscrit  correspond  à  des  segments 
aûtipai  ailèies  nuls  cri  A,      C  ;  c'est  donc  un  des  cercles  de  Tucker. 

2«  Pour  des  aiHii  arallèles  telles  que  U'V,  on  mènerait  la  parallèle 
T'S',  afin  d'avoir  le  centre  du  cercle  correspondant. 

S*  Au  delà  de  K,  par  rapport  aux  scRDmets,  on  peut  prendre  des  gran- 
deurs telles  que  KB'\  KA",  etc.,  proporlionnelles  à  BK,  AK,  elc;  les 
antîparallèles  telles  que  M'N'  sont  égales  entre  elles,  R'  est  le  centre  du 
cercle  correspondant. 

4<>  La  droite  lUlmifAe  OK  est  le  lieu  des  centrée  des  cercle$  de  Jïtcker. 


S391.  Théorème.  Cercle  de  Taylor.  Si  des  pieds  des  hauteurs  d'un 
triangle  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés,  les  six  pieds  de 
ces  perpendteulaires  sont  sur  un  même  circonférence. 


lr<=  Démonstration.  Les  trois  antiparallèles  DG,  EF,  IJ  sont  égales 
entre  elles  (n<»  2304),  donc  les  six  points  sont  concycliques.  —  Voici 
d'ailleurs  une  démonstration  fort  simple  qui  ne  présuppose  pas  la  con- 
naissance des  théorèmes  antérieurs. 

â«  lk't)iovsi raiiOH.  ÏÏ.n  joiirnant  <i<'nx  à  doux  les  pieds  G,  I  des  perpen- 
diculaires issues  de  deux  points  dillérents  M  et  N  et  les  pieds  li,  F  des 


àBO. 


leM. 


f<1g.  1460. 
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perpendiculaires  issues  d'an  même  point,  on  obtient  les  côtés  et  leâ  dia- 
gonales d'un  hexagone  EGIFDJ. 

Démontrons  d'abord  que  les  cotés  opposés  GI,  BG  sont  paraUèJfê. 
tandis  que  la  diagonale  EF  est  antiparallèle  à  ces  mêmes  côtés. 

La  droite  MN  qui  joint  les  pieds  de  deux  hauteurs  est  antiparallèle  ao 
côté  BC;  or  pour  le  triangle  ANM,  GI  est  antipar«1161e  au  côté  KM, 
donc  GI  et  BC  sont  parallèlet.  La  diagonale  EF  eat  parallèle  à  NM,  i 
cause  des  triangles  semblables  ELF,  NHM  ;  done  EF  est  aoti parallèie  à  BC 

De  môme  FD  est  parallèle  à  AB,  et  U  est  antiparallèle  au  mteci 
droites  AB  et  FD  ;  puis  fij  est  parallèle  à  AC,  tandis  que  CD  eal  aali- 
parallèle  à  ces  deux  droites. 

Ceci  démontré  y  il  est  facile  dMtablir  que  TheiagODe  est  inscriptible  : 
ainsi  le  quadrilatère  E6IF  est  ioscriptible  puisque  les  côtés  opposés  EF, 
Gl  du  quadrilatère  EGIF  sonl  anUparallèles  ;  le  quadrilatère  JBGI  est 
inscriptible,  puisque  AB,  IJ  sont  antiparallèles  par  rapport  aux  cèléi 
CA,  CB,  ou  par  rapport  aux  parallèles  i  ces  mêmes  cètés  EJ,  Gl. 

Les  deux  cercles  aysnt  trois  points  communs  E«  G,  I  se  eonfoodot; 
de  même  le  sixième  point  D  appartient  à  ce  cercle. 

2302.  Remarques.  1<>  Los  Irois  diagonales  sont  égales  entre  elles,  car 
le  trapèze  GIDJ  est  inscrit,  et  par  suite  symétrique;  FQR  est  le  iriangk 

médian  du  triatKjle  orihiqne  LMN  de  ABC. 

Le  cercle  inscrit  au  ti  ian^^le  POH  des  trois  diagonales  égales  estcofi- 
centriijue  au  cercle  circonscrit  EGIF;  le  centre  ?e  désigne  par  T. 

2°  Le  cercle  de  Taylor  appartient  au  groupe  général  des  c  rcles  de 
Lemoine  ou  de  Tuc.kkh,  car  h>s  six  points  concycliques  sont  déterminés, 
en  réalité,  par  trois  anUparallèles  égales  EF,  DG,  IJ. 

3"  Chaque  triangle  formé  par  un  côté  du  triangle  de  référence  et  aviïn' 
VorfhiireNtrr  H  pour  Foiiinifl  opposé,  admet  un  ct-rcle  ayant  avec  le  pre- 
mier d  intéressantes  relations  géométriques;  on  peut  voir  à  ce  sujet: 
Casey,  p.  193. 

2393.  Sole.  Le  cercU  de  Taylor  a  été  étudié,  en  1884,  par  Tauleur  dont  ii 

porte  le  nom;  mais  il  avait  été  signalé  en  1879  pnr  M.  Catalan,  Tht't)rcntt'' 
prohlènics  de  Géométrie ,  C'  édit.,  p.  132,  et  ant-  i  iniremenl,  dès  1877,  ii  a  ét. 
douné  par  le  Journal  de  mathématiques  do  M.  V  uiiichT,  1677,  pages  3û  el  43, 
n»  60. 

A  ce  sujet  on  peut  voir  JfolAÀît  »  1880,  p.  250,  et  las  EtemmUi  of  Eudid  bf 
JooN  Casbt,  1892,  p.  193.  —  N'oublions  pas  cependant  une  remarqiM  d^  CuH 

à  Toocasion  du  point  de  Lenwinê  i  Être  devancé  dans  la  découverte  d'un  théo- 
rème particulier,  que  les  premiers  auteurs  ont  rencontré  et  présenté  oomme 

question  isolée,  n*dte  point  le  mérite  de  ceux  (]\n  rencontrent  ulle^rieurcmerît  b 
mèmû  (]Liesliuii,  qui  la  creusent,  la  développent,  la  complètent  et  en  font  le 
sim|>lc  point  de  départ  d'une  étude  importante  et  bien  originale  :  c'est  ce  q\ii'* 
eu  lieu  pour  le  cercle  qui  nous  occupe  et  qui  porte  avec  Justice  le  nom  du  savâDl 
anglais  H.  M.  Taylor. 

Lieux  géométriques. 

ExenÛM  1037. 

2384.  ThéoréoM.  Le  lieu  de$  pointe  àoni  iee  dieianeee  à  doux  eegmeidt 

reetili^es  dontu'e  de  graftdeur  et  do  poeition  aont  direeiomont  profot- 


Digitized  by  CoogI 


GÉOMÉTRIE  DU  TfUANGLB 


lÛu7 


tionnelles  à  cen  mêmes  segments  est  mie  droite  qui  passe  par  le  pcirU  de 
concours  des  droites  de  ces  segments,  —  Construire  ce  lieu, 

1«  lieu  (fig.  1437).  Le  point  0  appartient  évidemment  au  lieu;  soit  L 
un  autre  point  tel  que  l'on  ait  : 

X  y 

Tous  les  points  de  OL  donnent  lo  même  rapport. 

2*>  Construction,  1®''  Moyen  <  fi'j".  l4;-)7).  Prenons  des  perpendiculaires 
a',  h*  proportionnelles  aux  setrments  a  et  6;  menoos  des  parallèles  EL^ 
FL,  le  poiat  L  appartient  au  lieu. 


FIg.  1457. 


FIg.  1468. 


Mourn  ffig.  1458).  Prenons  UA— [a,  [Ohz=zb  et  terminons  lefparal- 
iéiograoïme  OALB,  la  diagonale  OL  est  le  lieu  demandé,  car 


X 

IF 


y 


LA 


ou 


a  0 


239(5.  Théorème.  Le  lieu  des 
points  dont  les  jirojei  tions  I* 
et  <J  sur  deuj:  sfi/iiienls  recti- 
lignes  AB,  CD  do  uni  s  de  [jriin- 
deur  et  de  poftitimi,  (li}use)it 
ces  deux  segments  dans  un 
même  rapport  est  la  droite 
MN  qui  joint  le  point  M  d'in- 
tersection des  perpendicula  ires 
AM,  CM ,  un  point  N  où  se 
coupent  les  perpendiculaires 
élevées  sur  les  se  ty  ment  s,  aux 
points  correspondants  U  et  D. 

Ou  admet  que  es  extrémités 


45 
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A  6l  G  M  correspoodeni  et  qu'il  ea  aoil  de  même  de  B  6i  D  (fiç. 
et  1460). 


En  menant  par  M  ou  N  des  parallèles  aux  segments  doooés,  on  recoo- 
natl  que  pour  un  point  L  quelconque  de  MN  on  a  : 

MR      M  S  AP  CQ 


8387.  Rmarqucs.  i«  Si  i*oa  ne  désigne  point  les  eitrémîtés  qui  fe 
correspondent,  par  exemple,  si  lo  point  A  peut  aussi  correspondre  à  D» 
le  lieu  complet  se  compose  en  outre  d'une  seconde  droite;  les  desx  * 
droites  ainsi  obtenues  se  rencontrent  au  point  de  concours  des  perpco- 
dieulaires  élevées  au  point  milieu  des  segments.  j 

2o  Le  théorème  est  vrai  lorsqu'on  projette  obliquenaent,  uiais  Uans  de?  1 

directions  doonécs,  chaque  |>oint  du  lieu  demandé  :  par  A  et  B  on  mèut  1 

des  parallèles  à  la  direction  donnée  reiativetueut  à  AB  et  par  C  et  Dd£â  I 

parallèles  à  Tautre  direction.  I 

df*  Lorsqu'on  donne  trois  segments  recHlignes,  et  qu'on  leê  considère  | 
dettx  à  deux,  les  trois  droites  anaîagttes  à  MM  paascti^  par  un  mém  J 
point. 

Nous  allons  démontrer  directement  celte  proposition,  parce  que  ooss 
l'utiliserons  asses  fréquemment. 


Exercice  lOaS. 


8398.  ThèoféiM.  Oti  donne  trois  segmenté  rectilignes  AB,  A'B' 
A^'B"  de  longueurs  et  de  posittom  données;  pour  ces  segmenL^  con- 
sidérés deux  à  deux,  on  détermine  le  lieu  des  points  dont  les  pro- 
jections divisent  en  parties  proportionnelles  les  segments  considéra 
Prouver  que  les  trois  droites  MNy  WS\  W'ti"  concourent  ««  mêm 
point. 
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Soient  MN  le  lieu  pour  les  segmentg  AB,  A'B';  puie  M'N'  pour  A'B'  et 
A'^B".  Lee  deux  lieux  se  eoupent  en  un  point  L  qui  donne  : 

AP      A'P'     .    A'V      A"P"  AP  A"P" 

■  p"g»r»    O  ou    -pg-  =  -p^rgï/ 


PB 


ru'  ^*  P'B' 


FIg.  1401. 

dooc  le  point  L  appui  lient  au  lieu  M''N"  des  segments  AB  et  A"B''. 

C.  Q.  F.  D. 

2390.  Banarques.  Le  théorème  est  vrai  pour  des  projections 
obliques  et  se  démontre  de  même. 

2®  A  défaut  de  nom  cxpr»  >>if  plus  concis  «  nous  nommerons  le  point  L 
point  des  diviaions  pro^urtiotmelles,  pour  trois  segments  rcctiligoes 
donnés. 

3**  Pour  ies  trois  côtés  d\m   triangle,  pour  Ici?  cordes  d'un  même 
cercle,  le  point  des  divisions  proportionnelles  coïncide  avec  le  rcntro 
cercle  circonscrit;  les  côtés  du  Iriaogle  sont  divisés  en  deux  parties 
égales. 

4«  Scient  trois  segment»  AA',  BB\  CC\  si  Ton  peut  mettre  en  corres- 
pondance directe  une  quelconque  des  extrémités  de  chaque  segment,  par 
exemple,  A,  B  et  on  obtient  quatre  pointa  tels  que  L;  car  en  se  bor- 
nant à  une  seule  des  extrémités  des  segments»  on  a  les  groupes  sui- 
vants : 

A,B,C.   A,  B.C.   A,B',  G.   A',  B,  G. 
Chaque  groupe  fournit  un  point. 

L'ensemble  des  droites  qui  constituent  les  lieux  géométriques  com- 
prend six  lignes  différentes  qui  se  rencontrent  trois  à  trots  en  quatre 
points. 

BamiM  1040. 

iMUO,  Lieu.  On  donne  un  triangle  quelconquo  ART.  Quel  est  le  lieu 
des  points  des  divisions  proporiionnelies  des  côlv^j  pour  ces  mêmes  côtés 
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comidéréê  deuœ  à  deux,  —  L'ensemble  comprend  eix  droites  çut^Hustm 
par  un  même  point» 


flg.  14B2. 

C'est  une  simple  conFéquence  du      pr(jcêdeni  2399,  3"  et  4**. 

Constructions.  1«>  Les  diamètres  du  cercle  circonscrit  qui  partent  des 
sommets,  les  perpendiculaires  iiû>  CD  sa  coup€ût  à  rextréoiilé  du  dift- 
mèire  mené  par  A  et  0  ;  Toa  a  : 

PI  _  BJ 
BA  ~  BC 

Les  distances  peuvent  être  comptées  à  partir  des  sommets  soecesâfr 
A,  B,  etc.,  de  manidre  qu^on  ait  : 

AP  BO 

On  a  recours  à  la  constructioa  générale  (n«  2396) ,  les  perpeodica* 
laires  élevées  aux  extrémités  de  AB  et  celles  de  BC  se  coupent  en  H  et  N, 
donc  MN  appartient  au  lieu  demandé;  on  obtient  deux  autres  droites  ana- 
logues ;  les  six  droites  obtenues  passent  par  le  centre  du  cercle  circco- 
scrit  parce  que  ce  point  donne  les  milieux  des  côtés  et  que  ces  lignes 
se  irouvent  ainsi  divisées  en  parties  proportionnelles  dans  les  deux  sys- 
témes. 

Cservioe  104i« 

2401.  Problème.  On  âonvc  deux  scip/wiits  rertilnjnrs  en  !on'ju<. '-d' rî 
en  pOiiition.  Trouver  un  jtontt  ijui  soit  le  aomitfrf  eotnniun  de  dei'.s  tri- 
angles aemblables  ayant  respectivement  pour  Oaaes  les  segments  donttéi. 

i'^  solution.  On  trace  le  lieu  des  points  dont  les  distances  aux  seg- 
ments sont  directement  proportionnelles  aux  longueurs  données,  et  k 
lieu  des  points  des  divisions  proportionnelles  (n^2996).  Le  point  oomoran 
aux  deux  lieux  est  le  sommet  demandé. 
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Chaque  lieu  se  composant  de  deux  droites ,  on  obtient  quatre  points 
communs» 


2402.  2«  solution.  Soient 
ABy  CD  les  segmente  donnés  ; 
O  leur  point  de  concours. 

1®  Admellons  que  A  corres- 
ponde à  G.  Il  faut  décrire  les 
circonférences  ACO  et  BDO. 
Le  second  point  commun  M  à 
ces  deux  cercles  est  le  point 
double  demandé  (voir  ei-aprôp, 
n*"  2405).  En  effet,  les  triangles 
ABM,  CDM  sont  semblables  ^ 
car  Fangle  6=1),  etc. 

2«  Si  le  point  A  correspond  au 
point  D,  il  Tant  décrire  les 
circonfc^rences  ADO  et  B(;.0  ;  le 
point  N  répond  à  la  question. 


2403.  3°  soMion,  Circonférences  adjointes.  On  nomme  eireontérenees 
adjointes  d'un  triangle  ABC,  des  cîrconlftrences  telles  que  AMB,  AMG 


Fig.  1464. 

qui  passent  par  les  extrémités  des  cOtés  AB,  AG  et  qui  sont  respective- 
ment tangentes  à  AG  et  à  AB. 

Les  circonférences  accointes  AMB,  AMG  donnent  le  point  M  qui  répond 
à  la  question. 

En  effet,  les  triangles  AMB,  GMA  sont  semblables,  car  l'angle  B=p 
et  Y  =  C. 


Donc 


MP_AB     ,    AP  CQ 
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SI04.  BMMf^M.  io  La  droile  AM  est  le  lieu  des  poiaU  dont  les  dii* 
tances  aux  segments  est  dans  le  mdmè  rapport  que  ces  segments. 
La  droite  AN,  abstraction  faite  des  signes,  appartient  aussi  à  ce  lien. 

2<»  Le  problème  considéré  dans  toute  sa  géuei  .lilé  comporte  quatre 
solulions  M,  N,  M',  IS'  syaiôuiques  deux  à  deux  par  rapport  au  point 
coniiiiun  A. 

^.    .  NR       AB  AR  BD 

Ainsi  on  a:       -^  =  Tc:'^  P»»*  -Cs"="aS- 

3°  Dans  un  Iriangle,  pour  les  cAf^s  considérés  deux  à  deux,  ies  trûis 
droites  telles  que  AM  concourent  en  un  mèuie  point;  c'est  le  point  d£ 
Lemoine  K  (ri»  2353).  Deux  droili^s  telles  que  NN'  par  exemple,  celle  des 
sommets  B  et  G,  puis  la  droile  intérieure  AM  cuiK  oureut  en  un  même 
point  ;  on  obtient  donc  un  jjoinl  intérieur  K  et  trois  points  extérieurs 
qu'on  nomme  pointa  ainyocids  du  jwiut  de  Leinot/ze. 

Le  seul  point,  à  distance  finie,  dont  les  prujccliGns  divisent  les  trois 
côtés  d'un  triangle  dans  un  môme  ra[*|  (  rt  est  le  centre  du  cercle circoo- 
S( ni;  ce  point,  sauf  pour  le  triangle  équiiatéral,  ne  coïncide  pas  avec  le 
pouit  K. 

MHS.  PéSat  double.  On  nomme  p&int  double  de  deux  figures  direete- 
ment  semblables,  un  point  de  la  première  qui  est  son  propre  bomologse 
pour  la  seconde. 


Fig.  1465. 

La  construction  indiquée  précédemment  (n*  2408)  donne  le  point  double 
M .  j.our  les  segments  AB,  CD,  lorsque  A  correspond  à  C  et  B  à  D.  Lei 
triangles  AMB,  CMD  sont  directement  semblables;  par  la  rotation  de  l^n 
d'eux  autour  de  M,  le  côté  MC  viendrait  sur  MA»  le  côté  MD»  sur  MB  et 
CD  serait  parallèle  à  AB. 

Si  Ton  fait  correspondre  D  au  point  A  et  G  au  point  B»  on  IrouTS  .N 
pour  point  double,  «t  les  tridnL;los  ANB,  DNC  sont  aussi  direckment 
semblables. 
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Exeroioe  1042, 

2408.  lÀtm.  Déterminer  le  lieu  des  point»  deê  mmnente  égaux  pour 
deux  segments  reetilignes,  don- 
nés de  longueur  et  de  posi- 
tion. 

Le  moment  est  le  produit  du 
segment  par  sa  distance  au 
point  considéré* 

Soit  N  uû  point  da  lieu  d«» 
mandé  puisqu'on  a  : 

AB.NP  =  CD.NQ 
On  trouve 

AB  __  NQ 
"CD  —"NF 

donc  les  distances  du  point  sont 
mTeraement  proportionnelles 
aux  segments;  or  dans  un  tri- 
angle c^cst  la  médiane  dont  les 
points  jouissent  de  cette  pro- 
priété (n<*  1594);  pour  avoir  le 
lieu,  prenons  0B'=  AB,  OD  =:GD 
et  menons  la  médiane  CM. 

Le  lieu  comprend  aussi  Tanti-  Fig.  1466. 

médiane  OM'  ;  elle  donne 

AB.NV^CD.N'Q' 

2407.  Remarques.  1«  Les  droites  UX,  OY,  OM,  CM'  forment  un  fais- 
ceau liciimonique,  car  ON'  est  parallèle  à  la  droite  B'D'  que  les  trois 
autres  rayons  divisent  en  deux  parties  égales. 

2*»  L'ensemble  des  droites  OM,  OM'  est  le  lieu  des  sommets  des  Iri- 
angles  équivalents  NAB,  NCD. 

Exeroioe  104a. 

2408.  Problème.  Déterminer  le  lieu  des  moincnta  égaux  pour  trois 
segments  reetilignes  coiisirl ères  deux  à  deux.  Loi^emblc  se  compose  de 
six  droites  qui  se  rencontrent  trois  à  trois  en  quatre  points. 

En  procédant  comme  dans  la  question  précédente  (n»  2406) ,  on  déter- 
mine AM  et  ABlc  pour  lieu  relatif  aux  segmenU  a(i'  et  ya',  etc.  Les 
trois  droites  intérieures  se  coupent  en  un  môme  point  et  il  en  ont  de 
même  de  chaque  groupe  d'une  ligne  intérieure  et  de  deux  exié- 
rieures  ;  en  effet,  soit  BM  le  lieu  des  moments  égaux  pour  ap'  et  f^Y- 
On  a  d^abord  : 

a^'.MR=:Ya'.MO,    puis    af^' .  MB  =^  .'v' .  MP 
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donc  vx  ,  — -^y' .  MP  et  par  suite  le  point  M  appartient  au  Wtû 
relatif  à         V*'-  C.Q.F.D. 


Fig.  1407. 

De  mrme  Me  appartient  aux  lieux  des  trois  segmoalsj  on  trouverait 
deux  autres  points  analogues. 

2400.  ReoMfqiMt.  1®  Les  triaagles  Maô',  M^y  »  ^T*'  èquiraleoti. 

^  Ma,  M»,  Me  sont  les  points  tusodét  de  M.  D*après  ies  eonveoUons 
établies,  la  distance  Me  R'  est  négative,  et  il  en  est  de  mémOy  par  suite, 
du  moment  a^' .  M«  R',  et  les  triangles  équiraleots  Me  oLp*  et  M<r  sont 
de  signes  contraires. 

3'^  Le  centre  de  gravite  G  d'un  triangle  est  le  point  intérieur  des  mo- 
ments égaux  pour  les  côtés  de  ce  triangle;  on  connaît  aussi  les  trois 
points  qui  lui  sont  associés. 

2410.  GénérAlîMtion.  Les  propositions  relatives  au  triangle ,  sont  des 

cas  particuliers  de  celles  qu'on  peut  établir  pour  trois  segments  recii- 
lignes  donnés  de  longueur  et  de  position  :  c'est  ce  qu'on  a  déjà  signalé 
pour  le  point  des  distances  directement  proportionnelles,  ou  point  de 
Lemoiiie  dans  le  triangle;  pour  le  point  des  divisions  proporlionnellas, 
on  centre  du  cercle  inscrit  pour  le  triangle,  etc. 

£zemoe  1044. 

2411.  néovèine.  Cercle  des  moments  égaux.  Sur  chaque  eôté  (Tiiii  ' 
triangie,  ver$  l'intérieur  de  ce  triangle,  on  canetruU  un  trianyle  ùoeèU 
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âq)nvalcnt  au  tirrs  de  la  surface  dx  triangle  donné.  Prouver  que  les 
sonnneffi  des  trt(n}glrs  {socèfe^j'fjKiralcuts,  le  ce)it)'c  dît  cercle  circonscrit 
et  /  ■  I  entre  de  yv*<vitê  du  truDigle  donné  appartiennent  à  une  même 
cirun'fê renée.  Trois  nufreR  points  faciles  à  déterminer  d'avance,  appar- 
tiennent à  cette  7nème  circonférence. 


Fig.  1VC8. 

Soit  G  le  point  de  concours  des  médianes,  MO  la  médiatrice  de  AB;  la 
parallèle  GD  détermine  le  sommet  d^un  triangle  isocèle  équivalent  au 
tiers  du  triangle  total  ;  or  le  Fommet  D  de  Tangle  droit  ODG  appartient 
à  la  circonférence  décrite  sur  06  comme  diamètre,  donc... 

Remarque.  (  )n  sait  que  les  points  associés  à  G  au  nombre 
de  trois,  tels  que  G',  sont  les  sonimels  du  triangle  circonscrit  à  eûtes 
parallèles  à  ceux  du  premier.  La  propriété  précédente  subsiste,  sauf  la 
modification  de  signe  que  comportent  les  points  associés  :  ainsi  D',  E', 
F'  sont  les  sommets  de  trois  triangles  isocèles  équivalents  entre  eux, 
et  tels  qu^on  ait  : 

AD'B  +  AF'G  -  Bt;'G  =  ABC 


2413.  Cercle  des  huit  points.  Le  cercle  ayant  00  pour  diamètre  et  les 
trois  cercles  associés  passent  par  le  point  <>;  chacun  de  ces  trois  der- 
niers a  un  autre  point  roTinnun  avec  le  ccr*  le  <)(',,  co  point  se  trouve  sur 
la  médiane  correspondante  ;  ainsi  J  où  la  médiane  AGG'  coupe  le  cercle 
OG'  appartient  aussi  au  cercla  OG,  car  la  ligne  dea  centres  est  bimédiane 
du  Irianîrle  GOG'. 

Un  peut  donc  déterminer  trois  p«int<  analoL^ues  à  J,  sans  tracer 
le  cercle  00,  et  co  dernier  passe  ainsi  par  huit  points  déterminés 
d'avance. 

45* 
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£xeroice  1049. 

Liéu.  On  domie  nu  trianrjh'  ABT.,  d'n>i  même  point     on  abaisse 
des  perpcudiculaire^  LM  ,  LN  sur  les  côfrs  a  et  h  : 

Quel  est  le  liou  ihs  points  qui  donne  des  jirodttfffi  érfaux  d.CM  et  , 
b.CN,  Vorigiiir  des  segments  étant  le  sommet  coinatua  C. 

2*^  Lieu  des  points  tels  que  a.CP  =  b.AH;  le  sommet  C  étant  Vori- 
J-s  sp^fUients  déterminés  sur  le  côté  a  et  le  smnmet  A,  de  ceux  qui 
correspondent  à  b. 

A' 


Fig.  140». 


Totti  cercle  qui  passe  par  A  el  B  dODDO  : 

a.GM=:6.GN 

Or  les  perpendiculaires  LM ,  LN  étant  parallèles  aii.\  hauteurs  AP,  Bkj 
se  coupent  sur  la  baulour  abaissée  du  point  C,  el  comme  ce  sommet  C 
appartient  au  lieu,  la  hauleur  CUL  est  le  lieu  demandé. 

2'^  Il  suffit  de  détermifïtT  deux  points  du  lieuj  prendre  AH=GQ; 
le  point  0  appartient  au  lieu  puisqu'on  a  : 

a.GP  =  fr.GQ  =  d.AR 

F  est  le  point  qui  correspond  au  segment  AC  =  6,  ou  aui  valeurs 
a .  GJ  =s  6  •  AC  =  6';  donc  FO  répond  à  la  question. 

24IIS.  BeiwmiiM».  I»  Si  Ton  porte  CQ  de  G  en  6«  la  droite  OF  est 
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parallèle  à  CI,  c'est-à-dire  est  parallèle  à  la  hauteur  du  triaugle  BCA', 
daos  lequel  CA'  =  CA. 

2o  Sans  s'appuyer  sur  ia  propriété  connue  de  la  hauteur,  on  peut 
démontrer  facilement  que  le  lieu  des  poiols  L  est  une  droite,  car  de 

a.CM  =  6.CN   et  a.CP  =  fr.CQ 

...         CM      6     .    CP      h      ...    CM  CP 
on  déduit:  7jR-=7r  et  ^r^^-;^;  d'où  -^1^  =  7^ 

et  ie  lieu  du  point  L  est  la  droilc  CL  des  points  dont  les  projections  sur 
deux  droites  déterminent  des  grandeurs  directement  proportionnelles. 

24 Hî.  Énonoé  général.  On  donnr  th-nx  droites  AU,  A'H  ,  un  point  C  sur 
la  première  et  C  sur  la  ^econdey  aiiisi  fjue  deux  longueurs  a  et  a'.  Trou- 
ver le  lieu  des  points  L  tels  qu'en  les  projetant  en  P  et  P'  sur  les 
droites,  on  ait  les  produits  égaux    a  .  CP  =  a'  .  CP'. 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer,  suivant  que  les  segments  CP,  CP'  sont 
tous  deux  déterminés  dans  ia  direction  qui  va  de  C  et  (]'  vers  le  point  de 
conroLir-  S  i]e^  deux  droites  données,  ou  sont  tous  deux  comptés  dans  la 
direction  contraire;  dans  le  second  cas,  un  des  segments  CP,  par 
exemple,  est  dans  la  direction  CS,  tandis  que  CP'  est  dans  la  direction 
opposée. 

Le  lieu  pfiut  être  désigné  brièvement  par  le  nom  de  lieu  des  poififs  des 
segments  inverses,  p;jrcc  que  les  buguit  iils  déterminés  sont  inversement 
proportionnels  aux  longueurs  données  a  al  b  qui  leur  correspondent. 

Everdoe  1946. 


2417.  PtoUème.  Déterminer  un  point  tel  que  ses  projections  sur  les 
côtés  d'im  triangle  donné  donnent 
des  segments  qui,  étant  multipliés 
respectivement  par  le  côté  carres 
pondant,  donnent  trois  produits 
égaux.  —  Les  segments  considérés 
n*ont  point  d'extrémité  commune. 

Suivons  le  périmètre  du  triangle 
dans  le  sens  ABC. 

Menons  le  lieu  EF  des  points  des 
segments  inverses,  tel  qu*dh  ait 
pour  chacun  d*eux  : 

AB  .  AP     BC  .  BO 

puis  le  lieu  analogue  relatif  au 
sommet  B,  de  manière  qu'on  ait  : 

BC.BQsrsCA.CR 

Le  point  Z  commun  aux  deux  lieui  répond  à  la  question. 

É 

2418.  Rem«r<iue.  1«  Les  trois  lieux  analogues  se  coupent  en  un  môme 

point,  car  de  AB.AP  =  CA.Cl^  * 


Fiff.  1410. 


Digitized  by  Go' 


1068 


BXBRCICES  DE  GÉOMBTRIB 


on  conclut  que  le  point  Z  appartient  au  lieu  relatif  au  troiatème  mhk 
met  G. 

En  suivant  le  périmètre  du  triangle  dans  le  sens  ACB,  contraire  an 
premier,  on  détermine  un  second  point  Z' analogue  au  point  Z.  Ces  points 
peuvent  être  nommée^  par  rapport  aux  côtéa  du  triangle ,  points  det  teg- 
mmiê  invenes, 

EsMoioe  ia47. 

8419.  Théorème.  Par  le  point  symétrique  du  pied  de  la  hauteur  ^un 
triangle,  par  rapport  au  milieu  de  la  haee,  on  mène  une  parallèle  à 

cette  hauteur: 

\^  Lee  trais  droite»  analogm 
du  triangle  ee  coupent  en  un 
même  point  ; 

2*^  Chaguf*  droite  ainsi  menèf^ 
est  le  lieu  des  points  dont  h'> 
projections  sur  les  côtés  adja- 
cents à  la  base  considérée  dêtcr- 
r,  line  Vf  rfcx  segments  ^  à  jHirtir 
(le  cette  base,  inverserfient  pro- 
portiontuils  aux  longueurs  de? 
côtés  sur  lesiiuels  ils  sont  situés 

1»  Chaque  droite  telle  que  P  B', 
passe  par  le  point  H'  aymélrique 
de  Torthocentre  H,  par  rapport 
au  centre  du  cercle  circonfcrit 

i!*  La  hauteur  ÂP  est  le  lieu  du 
point  H  dont  les  projections  R  sur  les  cdtés  donnent  les  produits 
égaux  AC .  AQ = AB .  AR  ;  donc  P'H'  est  le  lieu  des  points  tels  qu*oo  a  : 
CA.CO'=BA.BR'. 

Exmrae  1048. 

2420.  Théorème.  Pofir  un  triangle  donné,  le  lieu  complet  du  point 
dont  les  projections  sur  les  côtés  considérés  deux  à  deux,  déterminetit 
des  sefpnents  qui  y  multipliés  respectivement  par  le  côté  corrc^f  otuîautf 
donnent  des  produits  égaux,  se  compose  de  douze  droites  parallèles  deui 
à  deux,  et  qui,  se  coupant  trois  à  trois  en  quatre  points,  donnent  lieu  à 
un  parallélogramme  dont  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  est 
B  point  de  concours  des  diagonales. 

Considérons  AB  et  CD. 

!•  Lorsque  l'origine  des  segments  est  en  A  et  D,  la  hauteur  AU  est  le 
lieu  demandé,  car  AB.AF  =  DC.DE. 

2"  Quand  on  prend  H  cl  C  pour  oripriîi'  >  'i' si  nts ,  le  Vwn  i' 
droite  PQ  parallèle  à  AT  t  t  symt'trique  par  raj»port  au  point  wWum  h  du 
côté.  Il  suffît  en  effet  de  prendre  les  poiuts  E',  ¥'  symétriques  de  E|  F 
par  rapport  à  M,      car  alors  : 

•   BA.BP  =  CD.GE' 
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Quand.on  prend  A  et  G  pour  origines,  on  a  RS. 

4**  Avec  D  et  B  pour  orisrines,  on  a  R  S'. 

A  '  iiase  de  la  construction,  on  voit  que  les  quatre  droites  forment  un 
^jàrallélogramiiie  dont  0  est  Je  centre. 

I 


Fig.  l'*72. 


Considérons  les  trois  côtés  pris  deux  à  deux  ;  chaque  groupe  donne 
quatre  droites,  donc,  en  tout,  le  lieu  pn  a  douze.  L'  S  trois  liauleurs  se 
coupent  en  H;  leurs  symétriques  en  11,  point  symétrique  de  Tortiio- 
cenlrc  par  rapport  au  centre  0. 

De  môrae  les  trois  droites  analogues  à  R'S'  se  coupent  en  un  môme 
point  symétrique  par  rapport  à  0,  du  point  où  se  coupent  les  droites 
telles  que  RS.  Donc... 

Ss«r€loe  1049. 

2421.  Lini  des  poi)>t>i  tch  q}ir  Icft  jKfralh' l>  s  tt^rrirps  par  chacun  d'eux 
à  deux  entés  ^  et  h  d'un  triangle  soient  égales  entre  elles»  —  La  parai" 
lèk  au  côté  a  est  limitée  aux  deux  autres  côtés,  etc. 

Le  lieu  est  une  droite  :  il  suffit  d'en  déterminer  deux  points;  or  si  Pon 
trace  le  triangle  anticomplémentaire  de  ABC,  ie  sommet  C  appartient 
au  lieu  des  droites  égales  parallèles  aux  côtés  a  et  6,  car  tes  segments 
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iotereeptés  entre  les  deux  «utreB  côtés  eB  A  et  B  sont  nuls.  Le  point  I  ! 
sur  la  base  eU  le  pied  de  la  bissectnce  Intérieure  de  Tangle  G,  car  alors 
ID=IE  *  donc  CI  est  le  iieu  demandé. 


Fîg.  im. 


2422.  Remarcpies.  1^  Il  est  facile  do  déterminer  d'autres  points  dLi 
lieu,  pnr  exemple  celui  qui  est  sur  le  cAlô  AC  :  il  faut  prendre  la  pdiai- 
lèle  HF  égale  à  AC,  etc.,  le  point  J  donne   JL  =  CA. 

2t>  Lo  point  1  étant  le  pied  de  Ja  bissectrice,  on  voit  que  le  lieu  demandé 
eu ,  divise  la  base  AB  en  segments  Bl,  lA  directement  proportiatmeb 
aux  côtés  adjacents  a  et  b. 

3»  Le  lieu  CIQ,  est  r antibissectrice  de  l'angle  C  du  triangle  anticm- 
pîémentaire  A'B'C)  c'est-à-dire  la  droite  isotomique  de  la  bissectrice 
G'P(QO  1242,  d),  car  CP  =  CQ;  car  on  a: 

OA'       ]B      a      CD*  PB' 

11  y  a  lieu  de  considérer  aussi,  comme  appartenant  au  lieu,  Taoti- 
bisseclnce  C'Q'  de  la  bissectrice  extérieure  CF* 

VantilnBseetrice  jouil  d'intéressantes  propriétés;  cette  droite  a  été 
étudiée  par  M.  d'Ocagne.  (J.  M.      1S80,  p.  158.) 

Cxmioe  lOSO. 

2423.  Dam  un  triangle,  déterminer  un  point  X  tel  que  lee  paraltèU* 
menées  par  ce  point  aux  côtés  du  triangle  et  limitées  à  ces  mêmes  càtét* 
soient  égales  entre  elles. 

On  mène  les  lieux  CQ,  A'N  relatifs  à  deux  sommets  du  triangle  sntir 
complémentaire  {fig.  4474)  :  le  point  X  répond  à  la  question. 

2424.  Remarques,  Ia\^  trois  lieux  se  coupent  au  màm^'  ]>'nnt  \  .  car 
les  parallèles  FF',  DD'  sont  éi/ales  entre  elles  parce  que  le  ponu  X  appar- 
tient au  iieu  de  A',  et  bb',  EE'  Bont  égales  parce  que  X  apparlicol  àl^U* 
puiscjue    EE'=:FF',    le  point  X  appartient  au  lieu  de  B'. 

"2^  Ou  déniootre  facilement  que  le?  trois  lieux  se  coupant  en  un  m^me  j 
point,  en  les  considérant  rotunie  les  antibissectrices  du  triangle  A'B'C'i  ' 
car  ces  droites  sont  isotoniiqucs  des  bissectrices  de  ce  même  triangle. 

3^  La  considération  des  trois  droites  du  lieu  qui  sont  tes  anUbifiiM-  ; 
trices  des  bissectrice:»  extérieures  de  A'B'C  donne  les  trois  points  ss^ 
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ci  is  de  X;  car  deux  anUbiasecliices  extérieures  et  une  intérieure  se 
coupent  en  uu  méaie  point. 

A.'  ,  JP  Ç. 


¥  La  question  précédente  a  éM  résolue  par  M.  Brocard,  avec  tiote  par 
M.  Neuberg,  Tauteur  même  delà  question,  {Mathésif,  lB8i,  p.  148.) 

ExmUm  1051. 

24Stt.  Dans  un  triangh  déterminer  un  point  X,  tel  que  les  pa- 

AV 


Flg.  147&. 

milèles  menées  à  trois  droites  données,  soient  égales  entre 
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Pur  les  sommets  A,  B,  C  on  luènc  des  droites  parallèles  aux  U^m 
données  :  soit  A'B'C  le  triangle  obtenu. 

On  ioseiit  trois  Begmeuts  parallèles  l,  m,  n,  égaux  entre  eux,  et  Tôt 
détermine  ainsi  un  triangle  homothéUque  de  A'B'C,  ci  l'on  môoe  AT, 
B'B",  C'C"  :  le  centre  X  d'homothétie  répond  à  la  question. 

S4M.  ■«BMf^M.  1«>  Il  y  aurait  lieu  de  considérer  aussi  les  droites 
analogues  aux  lieux  A'A'^  FB"  des  parallèles  égales,  mais  extérieom  m 
triangle,  ainsi  qu'il  a  été  indiqué  précédemment  ponr  rantibis8ectn''e 
extérieure. 

2«>  On  pourrait  demander  que  les  parallcleo  demandées  DD',  EE'.  FF 
fussent  dans  un  rapport  donné  :  il  suffirait  de  prendre  l,  m,  n,  dansCc 
même  rapport. 

3°  Les  trois  antiparallèles  égales  du  point  de  Lemoine  (n^  23Sol,de 
môme  que  les  trois  parallèles  aux  côtés  du  triangle  (n«  24i4),  ne  consti- 
tuent qu'un  ra»;  particulier  du  problème  général  ci-dessus;  on  peut 
même  y  rattacher  la  question  suivante. 

Exmîoe  IdSS. 

8497.  Dans  un  trianglê  ABC,  déterminer  un  point  X  tel  qu'en  menant 
f>nr  (  /  Jrs  droites  paratÛles  à  trois  lignes  données ,  les  segmenti 
XD,  XË,  XF  limités  respectivement  aux  côtés  a,  b,  c  soient  égaux  tntn 
eux. 


A 


Fig.  1476. 


Par  les  sommets  A,  B,  G,  on  mène  <it  >  droites  respect ivemeut  paral- 
lèles aux  lignes  données,  et  Ton  prend  d  s  Lrrmdeurs  é'j al .  »  aM,  BN.  CL 
puis  on  mène  par  L  une  parallèle  au  côte  (/,  i  Ir  A  A'  rsL  lo  lieu  des  p  »inls 
tels  que  A'G—  A'U,  etc.;  donc  le  centre  dliomotiittio  X  des  deuxlriaDgkà 
ABC,  A'B'G  répond  à  la  question. 

2128.  Henuur^pMf,  Il  y  aurait  trois  antres  solutions,  en  eoostdénBk 
les  points  associés  à  X. 
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2^  On  procéderait  d^ane  manière  analogue  si  XD,  XË,  XF  devaient  ôire 
Ldos  un  rapport  donné. 

3«  Daos  le  cas  particulier  où  XF^  XD,  XE  doivent  être  respectivement 
>ai*aUèle8  aux  côtés  a,  h,  le  point  X  est  un  paini  de  Jerabeh*';  en  con- 
^Y^térant  le  prolongement  de  EX,  de  X  jusqu^au  côté  a,  etc.,  on  obtient  le 
seoond  point  de  Jerabek,  (Matkésis,  1881 ,  p.  191.) 


Points  et  Cercle  île  lirocai'd. 


1053. 


12429.  ThéofèoM.  Sur  chacun  des  côtés  d'un  triangle,  comme  corde, 
on  décrit  un  segment  capable  du  supplément  d'un  angle  adjacent ,  en 
fyrenant  ces  angles  dans  le  même  sens,  lorsqu'on  parcourt  le  périmètre 
dtc  triangle;  ces  trois  segments  se  eoupent  en  un  point  M,  tel  qu'on  a  : 

angle  MA6  =  MBG  =  MGA. 


fig.  1477. 

1«  Les  segments  se  coupent  au  même  point,  car 

Il  —  A  +  iç  —  B  +  w  —  C  =  23t 


*  M.  JsaABSK,  pruï&8:k.-ur  à  Tele  (Muravic). 


Digitized  by 


1074 


EXEAClCfiS  DE  G&0MSTR1B 


2*  Chaque  segment  est  tangent  à  un  cMé  du  triangle;  ils  ont  été 
més  circonférences  adjcinies;  en  employant  les  centres  1,  ^  6,  on 
le  point  M. 

3^  Les  anf:;les  MiVB,  MCÀ  sont  égaux  comme  ayant  pour 
demi-arc  ÂM  du  segment  AMC,  etc. 

¥  En  employant  icb  centres  2,  4,  6,  on  obtient  un  second  point  N  ^> 
donne  angle  iSfiA  =  ^iACs:=NCB 

^  L*angle  ct>  =.  i»\  ear  pour  chacun  de  ces  angles  on  troii?e  la  lelalic: 
l  n«  2i33 )  col-,'  a>  srs  colg  A  +  coig  B  +  cotg  C 


2430.  Benarque.  Les  points  M  et  N  ont  été  nommés  points  de  Brocart' 
du  nom  du  mathématicien  qui  les  a  fait  connatire.  (N.  Â«  1875,  p. 

question  lltC,  solution  p.  286). 

Le  point  M  est  fréquemment  désigné  par  Q'  et  N  par  û.  (Oeptmdsc: 
Slliil0N8«  dans  Companion  io  ihe  weekly  Problems  Papers,  by  MiuiB,  fait 
le  contraire.)  On  a  proposé  récemment  de  désigner  M  par  0|  pt^mier po^nf 
de  Brocard  et  N  par  second  point  de  Brocard,  Suivant  Tordre  et  h 
mode  adoptés  pour  les  obtenir,  M  avait  reçu  les  noms  de  point  positif  <»: 
point  rétrograde  et  N  ceux  de  point  négatif  et  de  point  direcL 


M  ou  premier  point  a  pour  coordonnées  i 


1 

73 


ou  second  point  a 
(voir  n»  2t80  et  J.  M.  E.  1888,  p.  54). 


1     1  :  i 


îi-'itil.  Théorème.  Pour  obtenir  le  point  M  qui  donne  :  \ 

angle  MAB  =  MBC  =  Ma.  I 

il  suffit  de  décrire  un  9tu\  ■ 
segment  capabie  de  « — A  ; 
puis,  par  le  sommet  X,  m  , 
mène  une  parallèle  AD  jm-  ; 
gu'ti  la  rencontre  du  cenk 
décrit  sur  la  corde  AC  \  la  éa- 
gonale  DB  renconlt^  te  ieg- 
tnent  au  point  de  Brocard  .M. 

Soit  AMC  le  segment  ca- 
pable de  77  ^  A.  j 

L^angle  2  =  o»  à  cause  des  \ 
parallèles  AD,   BC;  or  lo 


l ig.  1478. 


angles  1 ,  ci>  et  3  sont  égaux  comme  ayant  même  mesure,  demi-arc  AM. 
donc... 

2432.  Hôte.  iNuus  avons  pris  celle  belle  et  simple  couslrucUuu  dans  le  iivr^ 
de  M.  Emmericb*  :  Die  Brocardschen  Gebilde,  1891,  p.  25.  Elle  se  tnavtsain 


*  Y  OH  Df  KuMXÊiea,  proteaseor  ait  gymaam  do  Mmketm-wr'Mmhr. 


Digitized  by  Googlè 


GÉOMÉTHIL  DU  TRIANGLE 


1073 


ans  Nixon  :  Supplément  io  EucUd  rëvited,  18dl,  p.  384;  ce  dernier  raltriboe 
M.  K.  b\  Davis 

Snrdce  lOUS. 

Théorème.  1<>  A  un  point  M  dmnant  angle  MAB=MBG  =  MCA 
orrespond  un  point  N  jouisaant  d'une  propriété  analogue. 

Les  six  points  obtenus  en  projetant  les  points  de  Brocard  sur  les 
iôtëa  du  triangle  donné  sont  coneyeUques, 


ng.  14791 


i'«  Détnonstration,  Faisons  to'  =  im.  On  sait  que  le  sommet  G  du 
triangle  isocèle  AGC,  dont  un  eàlé  passe  par  un  point  fixe  M,  décrit  la 
circonférence  OMG  telle  que  0  soil  le  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC  et  que  le  segment  MGO  soit  capable  d'un  angle  égal  à 
(18(W  — 2«>)  ;  or  dans  ce  cas  le  c6lè  CG  passe  par  un  autre  point  fixe  N 
<no  1086). 

Par  rapport  au  cercle  circonscrit,  GB  est  une  position  nouvelte  de  la  . 
base  AC,  car  Tangle  MBC=  cd,  et  si  Ton  Tait  Tangle  BCF  de  même  va- 
leur, le  sommet  F  du  triangle  isocèle  sera  sur  la  circonférence  déjà  décrite, 
et  \û  coL6  CP  passera  par  le  second  point  fixe  N  ;  de  même  pour  le  triangle 
isocèle  A£B ,  on  a  donc 

angle  NBA  =  NAC  =  NCB  =  o> 

Lu  bocoiid  lieu,  les  projections  d(j  M  cl  N  sur  la  b;ise  uiol/ile  BC  qui 
devient  succe.^^iveaiciil  iiA,  AC,  appaiiiejineiil  à  une  même  circonfôreuce 
a^aiil  pour  centre  le  point  milieu  de  MN  (n"  1U86). 

2"  Démonstration.  Tout  point  M  a  un  point  isogonal  N  tel  que  Pangle 
NCa=:MBC,  etc.;  or  les  angles  MAB,  MBG,  MCA  sont  égaux  entre 


*  B.  C  J.  Nlxom  et  H.  F.  Datia,  M.  A.,  profeMOurs  a  l  iinivci-ilio  ilc  Cauibridg©. 
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eux,  donc  il  en  est  de  même  des  trois  qui  correspondent  ao  poiiir> 
d^aiileurs  (i>'=«». 

En  second  lieu ,  les  projections  de  deux  points  isogonanz  If  et  ^'  «arj 
les  trois  cùtés  d'uo  triangle  sont  coocjrcliques^  donc,  etc.  | 

2)31.  Remarque*.  !<>  L'identlûcatlon  du  point  N  avec  le  second  poin 
de  Brocard  ressort  suffisamment  du  lemme  rappelé  (q®  1066;;  cepeâdà^; 
elle  n'est  établie  rigoureusement  que  par  le  calcul. 

2o  Les  points  de  Brocard  M  et  N  sont  des  points  isogonaux;  ils  ?cvalj 
les  foyers  d'une  ellipse  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  (n^  2333  :! 
la  rircnnrérence  qui  passe  par  les  projections  de  M,  N  sor  les  côtés, 
est  le  cercle  principal. 

L'ellip?e  est  noinm^'e  ellipse  de  Brocard  et  son  cercle  principal  inmcKi 
le  plus  petit  des  cercles  de  l'uc^er  du  triangle  ABC. 

2435.  Note-  Calv\d  de  l'angle  de  Brocard. 

Soient  x,  ?/,  :  les  coorUonnées  normales  du  point  de  Lemoine  K ,  par  nqipcrt 
aux  rôlc'g  correspondaûle  a,  b,  c;  soit  S  la  surface  du  IriaDgle  donné. 
Les  trois  triangles  isocèlcg  semblables  qui  correspondent  à  Taogle  m  donoisi 


X      y      z  tang  tù  x 


or  on  a  successivemeal  : 

ax      by        cz^  2S  . 

à*    -       —  c*  —  a«H-6»  +  <?» 

donc    tang  ù),  ou   "^S"  "=  a«  +  6»  +  ^  colg  w  =s  ^— 

Mais  pour  an  côté  quelconque  d*mi  triangle,  on  a  : 

a'=:6S  +  c>— 26e  oos  A,  6*esa*  +  c*— dûwï  cos  etc. 
d*où  en  remplaçant  a^,  6^,  c*,  par  leurs  ▼aleura  respectives  et  simplifiant,  ot 

.            *  é          2dc  cos  A  +  2ac  cos  B  +  2ab  cos  G 
irouve  :  coig  ui  =  -        —  —  

,         .           26c  ro»  A      2bc  cos  A        .    *  , 
d'auiro  ptrt   55—=  .^^-j^ =cotg  A,  elc 

donc  colg  (0  =cutg  A  -f  colg  B  +  colg  G  »5) 

1. 1»  En  posant    a'  +  6«  +  c» = m«, 


...  ...  2aS  26S  2cS 

on  déduit  de  tl)         x^-j^,        lïipr»  ^ 

2«  On  donne  diverses  démonstrations  de  Téquation  (2).  On  peut  voir  J<mmt 
de  mathématiques  élénietUaires  de  M.  BoimesT,  1879,  p.  57. 

Exeroiœ  lOM. 

2436.  Théorème.  Le  point  commun  aux  deux  circonférences  adjointe* 
des  côtés  d'un  même  amjle  d'un  triangle  donné  appartieni  à  la  tymt' 
diane  qui  jyirt  du  sommet  de  cet  angle;  et  cette  Ugne,  considérée depms 
le  sommet  Jusqu'au  cercle  circonscrit,  est  divisée  en  deux  parties  é^éks 
par  le  point  de  concours  des  circonférences  adjointes. 

Les  circonférences  adjointes  pour  les  cOlés  du  sommet  A,  passes! 
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far  A  et  B,  par  A  et  C,  et  sont  respectivement  tangentes  aux  côtés 

AC  et  AB;  donc  les  segments 
AOC,  AOB  sont  des  figures 
senablables  et  le  point  0  est 
Leur  centre  de  similitude, 
donc  les  distancerf  y  et  z  sont 
directement  pro[K)rtionnelles 
h  b  et  c,  donc  le  point  0  ap- 
artient  à  la  symédiane  de  A. 

s'^  Menons  BOË  et  DE. 

les  triangles  AOC,  BOA 
lont  semblables  ;  donc  Tangle 
OAC  =  ABO  égale  donc  ODE. 
De  même  angle  ACO  =  DEO. 

Ainsi   arc  CD  =  AE; 

%,  ;  arc  M'  =  AC; 

corde  DE  =AC; 

donc  DO=AO  C.Q.F.D. 

(Casey,  6«  édit.,  p.  180  ;  Spécial  Case  et  Cor.  1.)  Le  théorème  est  de 

M.  Lemoinb. 

2437.  Théorème.  Cercle  de  Brocard,  On  nomme  ainsi  le  cercle  qui 


Fig.  1480. 


<-  V, 


/// 


•  / 


\  V 

^  r 

X  / 

/'i / 

1       /  /  y 

^  x  \ 

s  X  \ 

f\                   VA  /*''^ 

\                                                       N.^M/''  ^ 

1^ 

i1f.i«81. 


passe  par  le  centre  0  du  cercle  circonscrit  et  par  les  deux  jwints  de  9rf>- 
card  d'un  triangle  donné. 
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i'^  En  joiguanl  chaque  sotnynct  du  trianyle  à  chaque  point  fie  Brocar^^ 
on  forme  trois  triangles  isocèles  semblables  ayant  pour  base  wnciesedlà 
du  triangle  donné,  et  les  sommets  sont  stir  le  cercle  de  Brocard. 

2«  Si  par  le  sommet  des  trois  triangles  isocèles,  on  mène  unepofà 
ièU  à  la  boiê  du  triangle  considéré,  U$  trois  droites  ainsi  mettût  • 
coupent  en  un  même  point  K  sur  le  cercle  de  Brocard  et  ce  pwû  à 
diamétralement  opposé  au  point  0* 

3^  Le  point  K  oà  les  parallèles  se  rencontrent  est  le  poiol  de  htam 
du  triangle  donné;  la  droite  OK  qui  joint  le  centre  du  cercle  dresascri 
au  point  de  Lemoine  est  le  diamètre  du  cercle  de  Brocard. 

1°  Les  sommets  E ,  F,  G  des  triangles  isocèles  tels  que  BFC,  se  tronui 

sur  le  cercle  M.\0  (n  2i3.3.  Ir-'  Dcmonsiration). 

2o  Le  sommol  K  ^e  trouve  aussi  sur  h  perpendiculaire  OF  élevoe  5: 
milieu  (le  IjC,  donc  si  l'on  rTiène  une  [  niallèle  l'K  à  la  hase  Hn.  elH 
parallèle  jta^^^era  à  l'oxirémité  du  diamètre  uK,  car  l'angle  en  F 
droit,  de  njciue  pour  EK  et  GK,  donc  ces  trois  parallèles  se  coupent  éû 
un  même  point  K  du  cercle  de  Brocard. 

3°  Le  point  K  ainsi  obtenu  est  le  point  de  Lemoine  du  triangle  donnt. 
en  eiïet,  à  cause  des  parallèie^^  telles  que  FK,  la  distance  du  poiDtk«f 
côté  BC  égale  la  hauteur  FH  du  triangle  isocèle  BFC. 

De  môme  la  distance  de  K  au  côté  CA  égale  la  hauteur  Gï,  etc.,  mai? 
Ie>  trois  trian«zles  isocèles  sont  semblables,  les  hauteurs  sont proporticc- 
nelles  aux  bases,  donc  les  distances  de  K  aux  côtés  BG  et  CA  î^ont  direc- 
tement proporlionnelles  à  ces  côtés,  et  par  suite,  le  point  K  appartient 
à  la  symédianc  issue  de  Tangle  G,  de  mèrue  pour  tes  autres  côtés ;iiD«^ 
K  est  le  point  N'/'>"'V/t(ut  ou  le  point  de  Lemoine. 

D'ailleurs  UK  ebt  le  diamètre  du  cercle  de  Brocard, 

1438.  Bemarque.  On  peut  procéder  autrement  et  dêduii,  par  exemple,, 
le  cercle  de  Brocard  comme  le  cercle  qui  passe  par  les  sommets  des  trois. 
trian<;le8  isocèles ,  puis  démontrer  que  lea  points  de  Brocard  a;  partieooeot  ; 
au  cercle,  ensuite  qu^il  en  est  de  même  du  centre  O  et  du  point  K  (J.  M-  E. 
1883,  Étude  par  M,  Morel,  pp.  10,  33,  62,  97,  169). 

5fc439.  PvoblèaïA.  Construire  Vangle  o»  de  Brocard  d^un  triangle  dom 


Fig.  14B2« 

-  Il  uffit  de  mener  la  tangente  CD ,  par  le  sommet  A ,  une  panUèUAl) 
au  côté  opposé  et  mener  BD. 


! 
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En  effet  ,  l'angio  ACD  esl  égal  à  l'angle  B  du  Iriangle,  Tangle  DCE 
^gale  Tangle  A. 

BH  =  h  cotg  a> 
CH  =  Il  cotg  DGH  =  h  cotg  A 
BG  s=  A  (coli;  B  +  cotg  C) 

BII:=HC-f  CH 

il  vient  ro(cf  oj  — cot£^  A  -f- cotg  B  +  cotgC,  donc  w  est  Vangte  de 
Brocard  (o»  2435  et  J.  M.  E.  1883,  p.  169,  M.  Morbl.) 


On  a  doDC 
>uûi 

II 

Coiiiine  on  a 


lo  CG  passe  par  Pautre  point  de  Brocard  et  L  est  le  som- 
met d*un  des  triangles  isocôles  semblables. 

2*>  La  parallèle  AD  est  un  côté  du  trinugle  anticomplémenlaire  de  ABC, 
tandis  que  CD  est  un  des  côlés  du  Irinngle  laui^cnliel,  donc  :  Si  l'on 
trace  le  trian(/lc  tmif/entiel  et  le  triam/le  anticomplémentaiy  e,  h's  }ioints 
d'intersection  d'uu  côté  du  premier  et  d'un  du  second  donnent  lieu  à  si^ 
droites  ({ui  donnent  les  deux  points  de  Brocard  et  les  trois  sommets  des 
uocèles  semblables  ;  d'ailleurs  en  joignant  chaque  commet  du  trian^lo  lan- 
gentiel  au  sommet  opposé  de  ABC,  on  obtient  \e  point  de  Lemoine;  par 
suite,  les  deux  triangles  auiiliaires  déterminent  très  simplemeut  six 
points  du  cercle  de  Brûcard* 


5M40.  Théorème.  Triangles  Semblables  au  triangle  donné,  Le  triangle 
qui  a  pour  sommets  les  sommets  des  trois  triangles  isocèles  semblables. 


Flg.  1483. 


dont  les  angles  à  la  base  égalent  l'aïvjie  u>  de  Brocard  est  semblable  au 
triangle  de  référence;  2**  Les  triangles  podaires  de  chaque  point  de  Bro- 
card sont  semblables  à  ABC  e(  ik  sont  égaux  entre  eux;  3^»  Les  triangles 
antipodaires  des  mêmes  points  de  Brocard  sont  aussi  semblables  uu 
triangle  donnée 
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I  Les  trois  niédiane«^  qui  déterminent  le  centre  O  du  cercle  circci^ 
cnL  au  triangle  duuiié  sont  resfK'ctiveinent  perpendiculaires  àùi  «t.î 
AU,  BC,  GA;  ellus  i^c  coupent  donc  sous  des  aiig-les  cer^twx  à  ccuiùcAi'~: 
donc  le  triantrle  podaire  du  point  K,  par  i appui  t  aux  ujciliatrices  e^l  1« 
Diômc  semblable  à  AI»(  :.  (n^  2-i87.) 

Le  triangle  des  souiiuuts  des  trois  isocèles  est  nouiiné  premier  irimi*}^ 
de  Brocard. 

2^  Soit  (x^-;  le  trianj^lc  podaire  du  premier  point  de  Brocard;  k  ^ec- 
ment  AUiB,  tangcnl  a  IK^  correspond  à  Tangle  tt  —  B,  or  Taogidft'i;: 
triangle  podaire  égale  Tangle  Au,b  —  t.  (n*^  2286)  ;  doue 

a  =  ir  — B  — G;   d*où   a  =  A 

demdme  ^=B,  7= G;  ainsi  a j^y  est  semblable  à  ABG. 

II  en  eat  de  mtoe  de  a'^Yî  ^^^^  triangles  lïodaires  sont  lot* 
eriptibles  dans  un  même  cercle  (n^  2423),  et  puisqu'ils  sont  semblable, 
ils  sont  égaux*  1 

3°  Le  podaire  d'un  point  et  Vantipodaire  du  point  isogonal  sont  9m- 
blable»  entre  eux  (n°  2328];  done  Tantipodaire  de  semblable  au  podiin 
de  U| ,  et  vice  versa,  est  semblable  à  ABC. 

On  prouve  d*ailieurs  avec  fiicililé  que  l*anUpodaire  de  cbaque  poîQl 
de  Brocard  est  semblable  au  triangle  de  réftrence.  I 

Exercice  lOâd. 


2441.  Théorème.  Le  Cercle  de  Brocard  pai>ife  par  les  duc  points  ci-apri^ 


Fig.  1401. 


centre  0  du  cercle  circonscrit ^  Us  deux  poiiUs  de  Brocard,  la  trou 
sommets  des  triangles  isocèles  semblables ^  le  point  K  du  L&noine  et  k> 
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Ir&is  points  où  les  circonférences  atl^ointes  reUitives  à  ten  même  OÊigie  $e 
coupent  deux  à  deux, 

La  proposition  est  démontrée  pour  les  sept  premiers  points,  il  suilil 
de  rétablir  pour  les  trois  derniers. 

Soient  Cl  MB  et  CINA  les  cercles  adjoints  relatifs  aux  côtés  de  Pangle 
C;  ils  ont  respectlTemeot  pour  centre»  les  points  1  et  6.  Soit  I  le  point 
de  rencontre  des  denx  arcs  de  segments  capables,  Tun  et  l*autre«  du  sup- 
plément de  l'angle  G;  on  sait' que  le  point  I  est  le  point  double  ou  le 
centre  de  similitude  des  deux  segments  semblables  et  que  par  suite  ses 
distances  aux  cétés  BC,  GÂ  sont  directement  proportionnelles  à  ces 
cdtés;  d^où  îl  résulte  que  ce  point  I  appartient  à  la  symédiane  issue  de  G, 
donc  GI  passe  par  le  point  K ,  centre  des  symédianes  ;  or  la  corde  GIJ  du 
cercle  circonscrit  est  divisée  en  parties  égales  par  le  point  I  (n«  3427)  ; 
donc  01  est  perpendiculaire  &  GJ  et  le  point  I  sommet  de  Tangle  droit 
OIK  appartient  à  la  circonférence  OK  ;  de  même  pour  L,  etc. 

2442.  Meesesqme.  Ainsi  qtt*on  l'a  déjà  indiqué,  le  triangle  EFO,  dont 
les  sommets  peuvent  être  considérés  comme  les  projections  du  point  de 
Lemoine  sur  les  médiatrices  de  ABG,  ou  comme  les  sommets  de  trois 
triangles  isocèles  semblables,  est  nommé  premier  triangle  de  Brocard. 
Les  trois  points  tels  que  I ,  II ,  L  où  se  coupent  les  cercles  adjoints  aui 
côtés  d'un  même  angie  de  ABC,  peuvent  aussi  être  considérés  comme  les 
projections  du  centre  0  sur  les  symédianes;  ils  donnent  lieu  à  un  triangle 
IHL,  nommé  second  triangle  de  Brocard. 


Exercice  1060. 

2443.  Théorène.  0»*  donne  trois  cordes  consécutives  ÂB,  BG,  GD, 
d^un  même  cercle  :  1®  Prouver  que  cette  figure  Jouit  de  la  plupart  des 
propriétés  établies  par  le  trianglCf  relativement  au  cercle  de  Brocard. 
î»  Quelle  conditiofi  devraient  réaliser  une  quatrième  corde  DP,  une  cin- 
quième  PQ  pour  avoir  mêmes  points  et  même  cercle  de  Brocard  que  les 
précédents? 

1«>  La  figure  siifOt.  Il  peut  ôlre  utile  de  faire  les  remarques  suivantes  : 
Les  constructions  analogues  à  celles  qu^on  a  faites  pour  le  triangle 
donnent  directement  neuf  points  (au  lieu  de  dix)  du  cercle  de  Bro- 
card. 

La  distance  du  point  K  aux  trois  cordes  sont  directement  proporUon- 
nellea  aui  longueurs  de  ces  mêmes  cordes,  on  a  : 

ap  jf^  s 

a     b  c 

X  étant  la  dislance  de  K  ou  de  F  au  côté  a,  etc. 

Si  Ton  formait  un  triangle  avec  les  mêmes  longueurs  les  trois 

distances  xf,  y',  z'  seraient  simplement  proportionaeUes  aux  précédentes, 
sans  avoir  leurs  longueurs  respectives. 

La  position  de  0,  de  K,  etc.  serait  changée. 

Enfin  le  théorème  ci-dessus  s^applique  même  au  cas  où  les  trois  lignes 
a,  bf  c  ne  permettraient  pas  de  construire  un  triangle. 

M  46 
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2<>  Il  faut  déterminer  DP,  puis  PQ,  rte.  de  manière  que  les  distancp* 
i\  w  de  ces  cordes  au  point  K  soient  telles  qu'on  ait  : 

w   X       v    z 

■  PQ  "~  a  "~  b  ~T 


V 

DP 


^9 

Fig.  1485. 

On  peut  aussi  procéder  comme  il  suit,  et  c'est  plus  facile  comme  cons- 
truction :  mener  DM,  faire  l'angle  MDP  égal  à  tu. 
Comme  vériûcalion,  il  faut  que  DM  et  PN  se  coupent  sur  le  cercle  de 

V  y 

Brocard  et  qu  on  ait  :  d  ^  T 

De  môme  pour  une  cinquième  corde  PQ;  le  sommet  du  triangle  isocèle 
est  au  point  R. 

214-4.  Remarque.  On  peut  conclure  comme  il  suit  :  Tout  polygone  ins- 
criptiblCf  ou  loule  série  de  cordes  consécutives  d'une  même  circonférence 
a  les  poitits  et  le  cercle  de  Brocard,  lorsque  ce  polygone,  ou  la  série  des 
cordes,  admet  un  point  K  dont  les  distances  à  chaque  côté  sont  respecti- 
vement proportio^uiclles  à  ces  mêmes  côtés. 

Les  polygones  qui  admettent  le  point  de  Lemoine  K  ont  reçu  le  nom 
de  polygones  harmoniques;  ils  ont  été  étudiés  par  MM.  Tucker,  Caséy. 
Neubebg,  Tarry  *.  (Voir  dans  Casev,  section  VI  et  VII,  p.  220.) 


*  M.  TAimv,  receveur  des  ConUibutlons  directes,  à  Alger,  auteur  de  rcuiarquabk»  n- 
cherche»»  e\ir  la  (iéométrit  du  triangle. 
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Eserdee  1001. 

2445,  ThAoïème.  Trots  cordes  d'un  même  cercle,  dans  une  situation 
quelconque ,  admet ient  les  points  de  Brocard  et  de  Lemoine  et  le  cercle 
de  Brocard, 


Fig.  1486. 


■  La  figure  suffit. 

Pour  déterminer  les  symédianes ,  du  plus  exactement  les  lieux  ÂK.L , 
CKR ,  etc.  des  poinls  dont  les  distances  sont  proportionnelles  aux  cordes 
coosidéréeA  deux  à  deux,  ou  a  recours  à  la  méthode  du  paraliélogrammo, 

prenant  AP  =  aP'  et  AQ^iyaSetr. 

Ex6r«ioe  1062. 

244tt.  FrobléoM.  Par  un  point  donné  dans  un  cercle,  mener  une  corde 
telle  que  le  rapport  de  la  longueur  de  celte  ligne  à  sa  distance  au  point 
donné  égale  un  rapport  donné.  Tracer  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
de  ces  cordes. 

Soit  K  le  point  et       le  rapport  donnés  ;  formons  un  triangle  isocèle 

ayant  K  pour  sommet,  la  hauteur  sur  le  diamètre  KU  et  tel  qu'on  ait  : 

EF  c 
KO  —  d 
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Ûa  obtient  aiosi  la  plusloogue  corde  AB  et  la  plus  courte  CD. 

Si  nous  prenons  CD'  éçâ!^ 
et  parallèle  à  CD,  les  coni^ï 
comme  longueur  devront  êtr^ 
comprises  enlre  les  limites  AB 
et  CD'. 

Soi  t  à  meoer  une  corde  égale 
à  U'N\ 

Par  M'  menons  M'il'  paral- 
lèle à  AK,  H'L'  e^t  la  disUoce 
au  point  K  de  la  corde  d^ 
mandée,  donc  cette  corde  est 
la  tangente  corn  ni  une  auideni 
circonférences  liont  Tune  a  h 
pour  centre,  11  L  pour  rajon. 
et  Tau  Ire  a  le  point  0  pour 
centre,  et  01/  pour  layon, (A 
trouve  MN  et  une  seconde »■ 
lutlon  symétrique  de  celte  première ,  par  rapport  à  KO. 

2447.  Remarie.  i°  Lofsque  le  point  donné  K'  est  hors  du  cercle,  leî 
tangentes  menées  au  cercle  par  ce  point  K'  répondent  à  la  question  :U 
corde  est  nulle  et  la  distance  aussi;  le  problème  n'offre  d'intérêt  qu'autant 
que  le  rapport  donné  ôiz.ile  celui  de  la  corde  des  contacts  à  sa  diàtaott 
à  K';  dans  ce  cas  K'  eal  Tcissocié  d'un  ^oint  de  Lemoine,  placé  à  llntt- 
rieur  du  cercle. 

2*^  L'enveloppe  des  cordes  telles  que  le  rapport  de  la  longueur  de  cha- 
cune d'elles,  à  sa  distance  à  un  point  fixe,  ait  une  valeur  donnée,  e«/ 
conique;  car,  en  prenant  pour  axes  deux  diamètres  rectangulaires, do»^ 
celui  dea  x  passe  par  le  point  Ûxe,  on  trouve  pour  équation  : 

RW(i  +  tw«)  +  t/«[R»  +  m«(R«  —  d})]  -  2dmH{'x  —  R«(R«  -  d«m«i =0 

dans  laquelle  m  représente  le  rapport  donoé,  et  d,  la  dletaoee  do  point 
fixe  au  centre  du  eercle  du  rayon  R. 

En  transportant  les  axes  des  coordonnées  au  centre  de  la  courbe 

on  obtient  pour  équation  de  TeuTeloppe  : 

(1  +  w*)* 

Bs«Nioe  199$. 

2448,  Théorème.  Cas  particulier.  On  décrit  un  cercle  tangcnf  à  ru4t 
des  cùtés  d*un  triangle,  à  c,  par  exemple,  et  qui  donne  sur  m  et  h  d» 
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cordes  quelconques  fj^  et  ya';  apri-s  avoir  déterminé  le  lieu  CL  s  dis- 
tances  proportionnelles  aux  cordes  interceptées ,  on  décrit  une  cwccnifé' 
rence^sur  ce  diamètre  OL,  le  point  L  étant  sur  le  côté  c;  celte  circonfé- 
rence passe  par  le  point  de  contact,  sur  le  côté  et  les  projections  de  L 
9ur  Us  médiairicoB  «ont  le$  Bommeis  de$  deux  triangloê  isocèles  sem- 
hUMes. 


A 


Fig.  im 


Les  triangles  I^Fy'  et  vGa'  sont  scmbliibles;  M  et  N  sont  les  points  de 
Brocard  du  système;  la  projection  E  du  centre  U  sur  <;  uppaiLieutau 
cercle  OML. 

M49.  néoiéni«.  On  donne  trois  serments  reciUigneB  de  longueurs  et 
de  position  quelconques  ;  on  détermine  le  point  K  des  distances  propor* 
Homnelles  aux  trois  segments,  et  le  point  L,  point  des  divisions  propor* 
tionneUes  pour  les  trois  segments  (poîot  tel  que  ses  projections  sur  les 
segments  divisent  ces  droites  dans  un  môme  rapport)  et  Ton  décrit  une 
eireonférenee  sur  le  diamètre  KL. 

i<>  Les  perpendiculaires  qui  projettent  le  point  L  sur  les  trois  droites 
données  rencontrent  le  cercle  en  trois  points  tels  qu'en  joignant  ^aeun 
d'eux  aux  extrémités  du  segment  rectiligne  correspondant,  on  obtient 
trois  triangles  semblables, 

2^  Les  côtés  homologues  passent  trois  à  trois  par  deux  points  détermi- 
nés du  cercle  LK. 


1^  Soit  L  tel  qu^oD  ait  : 
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Fig.  14». 


Les  triançrle  aES',  {'Fy'.  yGi'  sont  semblables  parce  que  les  hauleun 
flonl  i:gales  aux  distances  du  point  K  aux  trois  cotés  et,  par  suite,  pro- 
porlionnelles  aux  segments  donnés;  d'ailleurs  ces  hauteurs  diviseol  1« 
bases  des  trois  triangles  en  parties  proportionnelles;  donc 

aogle  a  ou  n) =p = Y  et  angle  «o'  oa  «'  =  ^'  =  y 

2^  sE  détermine  un  point  M  tel  que  l'arc  MFL  est  capable  du  complè- 
menl  de  Tangle  b> ,  donc  qui  fait  avec  GL  un  angle  ^gal  au  même 
campltoent  passe  par  le  point  M ,  de  même  pour  BP. 

Enfin  a'G ,  y'F,  p'E  passent  par  un  autre  même  point  N. 

♦ 

&4ttO.  ReBMKittM.  1«  Les  fmnts  et  le»  cercles  de  Brocard  d*un  triangle, 
ainsi  que  le  théorème  relatif  aux  trots  cordes  d'un  même  eercle,  as 
sont  que  des  cas  particuliers ,  mais  très  intéressants  de  la  propositioo 
ci-dessus. 

2«»  L'angle  co  des  trois  triangles  seuiblables  peut  varier  de  0<>  à  180*; 
tandis  que  dans  le  triangle  il  ne  peut  dépasser  30  . 

3*"  Le  théorème  relatif  à  troia  segments  est  applicable  à  tous  les  seg- 
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ments  recUlignes  qui  admelteot  un  môme  point  de  Lemoine  K  ei  on 
mdme  point  L  des  dÎYÎsioDs  proportionnelles. 

4^  Kn  tenant  compte  des  quatre  points  L  des  diyisions  proportionnelles, 
on  obtient  quatre  groupes  de  trois  triangles,  semblables  entre  eux  dana 
chaque  série. 

5**  On  peut  «e  proposer  un  trrand  nombre  de  questions  telles  que  la  sui- 
vante :  Détcnnincr  l'anrjle,  le  cercle  et  Iph  points  de  Brocard ,  pour  les 
froLn  cordes  inlerccjilccs  sur  les  côte's  (l'un  trUDigle,  par  le  premier  cerclô 
de  Lemoine ,  ou  pour  le  cercle  de  Taylor,  elc. 

Exercice  106S. 

Mlll.  TbéorèoM.  Par  un  même  peint p  on  mène  à  un  eerde  une 
conte  et  des  tangentes,  Von  joint 
iee  deux  points  d'intersection  de  la 
sécante  aux  points  de  contact  des 
deuœ  tangentes.  Prouver  que  les 
cordes  obtenues  sont  proportion' 
nellea  entre  elles, 

La  réciproque  est  mie. 
Les  triangles  semblables  M  AD, 
MBA»  etc.  donnent  : 


donc 


a  _  MB 

H  —  MA 


c  —  MC 


C,  Q,  F,  D. 


A 


24tt2.  RédproquMDeal.  Si  les 
cordes  sont  proportionnelles,  la  si-* 
eanle  BD  passe  par  le  point  de 
concours  des  tangentes;  car  si  Ton 
désigne  par  M  le  point  de  concours 
de  la  tangente  A  et  de  la  sécante,  puis  par  M' celui  de  la  sécante  et  de  la 
tangente  C,  on  aurait  : 

a      MB      ,    d      M'B  MB  M'B 

donc  iM  et  M'  ne  ëûuI  qu'un  seul  et  môme  point. 


24^.  SooUes.  1^  Dû 


a 


7  =  T'  on  déduit:  1  =  4' 


donc  la  sé- 


cante CA  et  les  tangentes  en  B  et  en  D  se  coupent  au  même  point  N. 

9»  De  la  proportion  ci -dessus,  on  déduit  :  ac  =  hd;  donc,  diaprés 
le  théorème  de  Ptolémée  {n^  1209),  chacun  de  ces  produits  est  la  moitié 
de  celui  des  diagonales  AC .  BD. 


!21^4.  Théorème.  Quadrilatère  iiarmonique.  Lorsque  dans  un  (Quadri- 
latère ^  les  produits  des  cotes  opiiOi^ca  sont  égaux  entre  eiu:  et  ('(/aux  à  la 
moitié  du  produit  des  diagonales  :  io  U  quadrilatère  est  imcriptUtla 
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a»  te,  tangente*  m*mimfmr  U,  extrémité»  d'une  diagonal,  se  coupent 
»m-  l  autre  dxagonàUj  »>Upckads  eotuxmr,  des  diagonales  e.l  h  Zi 


ng.  14BL 

(ii*iM9,°Î2Î0)î*^       inscnpliWe.  d'après  le  ihéor^  dé  PtoUméi 

2°  Deoc  =  6d  on  déduit 


c  a 


D^ailleurs  AC  est  de  luème  symôdiaoo  des  triangles  BAD,  BCD;  pcr 


suite»  -^^^    donc  ^-^^-^^^ 


TT^'  ^?  quadrilatère  qui  admet  un  point  de  Lemoine  est 
AÎ^f  ^^S^*^^  Aan>î07?igf.e;  il  a  le  cercle  de  Brocard  dérrit  sur  Je 
Qiametre  OK,  ti  admet  aussi  les  cardes  de  Lemoine  et  de  Tucker. 

2456  Moto.  Voir  la  b^Ilo  élude  que  M.  Neubeho  a  conetcfée  co  auMlrilAlAr. 
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de  rUnÎTersité  de  Uèire  y  donne  tes  propres  décoaverles,  Umi  en  résumant  et 
indiquant  celles  de  MM.  Tuckbr,  M*Cay,  Casey* 

On  peut  voir  aussi  Casey,  section  VI ^  Polygoneë  Harmomquêê,  p.  220,  et 
gecli'^Ti  VII,  p.  239  pour  la  Lif]>u'  Tarry. 

Le  quadrilnfèrp  inscriptible  dont  il  vient  d'èlre  question,  a  dû  être  nniurné 
quudrilaière  harmonique  à  cause  de  la  propriél»^,  bien  connue  sans  «if-ute,  que 
nous  avons  signalée  accidentellement,  dès  1882,  à  Poccasion  de  Vinversion  : 

Th.  Lorsque  rectangles  formés  par  lea  côtés  opposés  d'un  quadri- 
latère inscrit  sont  ctjuivalents,  toute  rlroile  qui  coupe  le  faisceau  formé  enjoi- 
gnant les  quatre  soïmnets  du  quadrilatère  à  un  point  quelconque  de  la  circon- 
férence circonscrite,  est  divisée  hamioniquenient  par  ce  faisceau.  (E.  de  G., 
2*  édil.t  p.  109;  >  edtt.,  p.  99,  n*  227.) 


Droites  isoclines. 

Ml$7.  DéfiDition*.  Od  sait  qu*on  donne  le  nom  de  normales  aux  per- 
pendiculaires abaissées  d'un  point  donné  S  sur  les  côtés  d'un  polygone, 
et  celui  de  polygone  podaire  au  polygone  obtenu  en  joignant  deux  à  deux 
les  piedâ  des  normales. 

1K4t$8.  Droites  isoclines.  On  peut  nommer  isoclines»  les  obliques  menées 
d'un  point  S  aux  divers  côtés  d'un  polygone,  et  les  rencontrant  sous  un 
angle  donné  et  dans  le  même  sens  lorsqu'on  suit  le  périmètre  de  ce  poly* 
gooe  d'un  mouveroent  continu. 

Le  mot  isoclines,  pour  lignes  de  même  indlDaison,  déjà  usité  en  phy* 
sique,  permettra  en  géométrie  d*é?iter  une  assez  longue  périphrase,  ou 
remploi  d'appellations  moins  claires,  telles  que  les  suivantes  :  podaires 
obliques  ou  même  normales  obliques. 

Les  obliques  égales  qui  partent  d^un  même  point  ont  des  inclinaisons 
de  même  valeur  absolue,  mais  de  signes  contraires  :  ces  lignes  ne  sont 
pas  isoclines,  dans  le  sens  adopté  ci-desaus,  mais  bien  anticlines. 

24iî0.  Fi'vrc^  isoclines.  Le»  droites  isoclines  peuvent  élro  men<''eB  par 
les  divers  soniniets  d'un  polygone;  dans  ce  cas,  ces  droites  .sont  toutes 
menée?  à  Textérieur  du  polygone,  ou  toutes  à  l'intérieur,  elles  font  des 
angles  è^iaux  avec  les  càiés  successifs  et  dans  le  nirmc  sens  :  les  deux 
polygones  sont  mutuellement  des  liyures  isoclines,  l'un  par  rapport  à 
Tautre. 

MOD.  Polygone  eopodaire.  On  peut  nommer  polygone  eopodaire,  le 
polygone  obtenu  en  joignant  deux  à  deux  les  pieds  des  isoclines  menées 
d'un  point  S,  en  donnant  à  polygone  eopodaire  le  sens  de  polygone  ana- 
logue et  corrélatif  ou  polygone  podaire  du  même  point  S. 

2491.  Polygone  anticopodaire.  De  même  qu'on  nomme  antipodaire  le 
polygone  obtenu  en  menant  par  les  sommets  A,  B,  G,...  des  perpendicu- 
laires aux  droites  SA,  SB,  SG...  qui  joignent  un  point  S  aux  sommets 
d'un  polygone  donné  ABC...,  de  même,  nommons  anticopodaire  le  poly» 
gooe  obtenu  en  menant ,  par  les  sommets  A,  B,  G...,  des  droites  isoclines 
aux  lignes  SA,  SB,  SG... 
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2462.  Théorème.  Tout  polygone  copodaire  iTun  point  S,  par  rapport 
à  un  polygone  donné  est  temblable  au  polygone  podaire  de  eè  même 
point» 


Fig.  1492. 


Soient  SA,  SB,  SC...  des  normales;  SA',  SB',  SC...  des  isoclioe*, ii 
faut  prouver  que  ABCD,  A'B'C'D'  sont  des  polygones  semblables 

Or  les  triaDgles  ASA',  BSB'...  sont  semblables  comaie  èlaol  éqm- 
angles. 

Les  trianglcb  ASB,  A'SB'  sont  semblables  comme  ayant  un  angle  c^al 
compris  entre  côtés  proportionnels;  donc  les  polygones  podaire  et  copo- 
daire sont  semblables  comme  étant  composés  de  triangles  senibUblei 
deux  à  deux  et  disposés  dans  le  même  ordre. 

2463.  ScoUes.  1^  Si  Ton  joint  un  point  S  aux  sommets  A,  B,  C. 
d'un  polygone  donné  et  qu'on  élève  des  perpendiculaires  HAE ,  EBF,  etc. 
tout  polygone  copodaire  A'B'C'D',  est  semblable  au  polygone  donné 
ABCD. 

2*^  Le  poly^  ne  podaire  ABCD  est  le  polygone  inscrit  minimum»  par 
rapport  au  poiut  S. 

39  II  a  point  de  maximum,  car  les  sommets  tels  que  A%  B^«..  peu* 
Tant  s'éloigner  indéfiniment  sur  les  droites  HE,  EF... 

4*  Le  point  S  est  le  centre  permanenl  de  hiiniiilude  des  polygones  iat- 
crits  semblables  entre  eux. 
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Exmnm  1066» 

8494.  Thèorime.  Cas  particulier  :  l^*  Jïun  point  queleonquê  du  eereU 
circonscrit  à  un  triangle  donné  ABC,  on  mène  des  isoclines  sur  chaque 
côté;  les  pieds  D,  E,  F  des  trois  obliques  sont  en  ligne  droite,  et  les  seg- 
nnents  DE,  ËF  sont  entre  eux  dans  un  rapport  constant  pour  un  point 
donné  du  cercle  circonscrit,  quelle  que  soit  d'aiUeurs  Vinclinaison  des 
isoclinrs. 

2^  Par point  de  MI  iik  I  d'un  quadrilatère,  on  mène  des  isoclines 
sur  chaque  côté;  les  pieds  des  quatre  obliques  sont  en  ligne  droite,  et  le$ 
rapports  des  trois  segments  rectilignes  sont  constants. 

Simple  conséquence  des  théorèmes  de  Simson  et  de  Miquel  (  d»*  21, 22, 
762,  767) ,  complétés  par  le  théorème  précédent  (n<»  2^62). 

On  peut  comparer  celte  démonstration  a?ec  la  démonstration  classique 
(tfi  1231),  et  même  celte  dernière  ne  fait  pas  connaître  que  le  rapport 
des  segments  est  constant. 

Exeroioe  1069. 

21fU>.  Théorème.  Du  cciitre  (hf  ccrch'  inscrit  à  un  triaufjft^  LMN  on 
décrit  un  cercle  q\n  coupe  les  iroi^  côtes,  en  joignant  les  pntiits  obtenus 
on  a  deux  triangles  égaux  entre  eux  et  semblables  au  triangle  podaire 
du  centre  du  cercle  inscrit. 


Ffg.  1103. 


On  joint  les  points  alternatirs  en  suivant  le  périmètre  du  triangle  à 
partir  d^un  sommet  N,  par  exemple,  et  Ton  obtient  les  triangles  ot^Y  el 
2'^' y'  ^aux  ^Dtre  eux  et  semblables  au  triangle  podaire  ABC. 

La  démonstration  directe  n^offk^  aucune  dimculté;  mais  il  est  encore 
plus  simple  de  dire  que  les  deux  triangles  obtenus  sont  copodaires  par 
rapport  au  point  1;  par  suite,  ils  sont  semblable;;  nu  triangle  ABC,  et 
égaux  entre  eux  parce  quMls  sont  inscrits  dans  te  même  cercle* 
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1070. 


£466.  Théorème.  AtUour  d'un  point  de  Brocard  O,  on  mène  de$  dniiei 
isoclinea  ilD,  ûE,  ûF,  par  rapport  à  ûA,  qB,  ûC;  prùnmr  U 
trimngie  D£F  asi  êembkibk  ow  trkmgU  donné  ABC. 


C'est  une  conséquence  des  questions  précédentes,  d'ailleurs  voici  : 
Les  Iriaugles  AUD,  BuE,  C<jF  sont  équiangles  et,  par  suite  sein- 

Aq       Bû  Cû 


blables;  iloiic  : 

d'où  ron  conclut  : 


ûD  —  ûfi  aF 
J)E  _  EF  FD 


C.  Q.  F.  D, 


Bmiifqneft.  1«  Si  on  abaisse  les  perpendiealaires  aP,  etc.  Le 
triangle  podaire  PQR  est  le  minimanit  car  il  correapood  à  la  Ttlsiir 
mazima  de  0. 

2»  Les  triangles  podaires  des  [)oints  Q  et  iV  sont  égaux,  car  iU  soal 
semblables  à  ABC  et  inscrits  dans  le  même  cercle. 


1071. 


2468.  Tbéorèoift.  L^rsquB  trois  eiroonféreneoa  paeaent  par  un  mêm 
point  S,  puis  se  coupent  deux  à  deux  en  trois  poinU  E ,  F,  ci  fou 
mène  les  cordes  communes  ADB,  AEG  à  deux  d*entre  elles,  la  dmk 
BC  passe  par  le  troisième  point  F  ^intersection. 

En  effet,  joignons  B  et  C  au  point  F,  il  sufiU  de  prouver  que  les  se^:- 
ments  et  CF  sont  en  ligne  droite;  or  les  an-lcs  A,  H,  C  r^^pective- 
ment  supplémentaires  des  angles  en  S»  appartiennent  à  un  même  trian^t 
donc  BFC  est  une  ligne  droite  (fig.  1495). 
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846».  S9Ô1ÊM.  {•  Les  triangles  ABC,  A'B'C  AOni  semblables. 

^  Lorsque  trois  circonférences  passent  par  un  mCtae  point,  le  rapport 


de  AB  à  âC  est  constant  et  Ton  a  : 

AB 


A'ir 

A'C 


Flg.  1405. 

3»  Les  triangles  ASB ,  A'SB'  sont  semblables. 

Exercice  1072. 


8470.  ThéofftaM.  On  donne  un  point  S  et  un  polygone  ABGD;  tout 
polygone  circonsent,  formé  par  des  ùoeline»  à  SA,  SB...,  est  semblable 
au  polygone  anUpodaire  de  ce  même  point. 


Fig.  1W6. 

HAE,  EBF,  etc.  respeetiTement  perpendiculaires  à  SA»  SB...  ; 
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puis  1rs  isoclines  H'AE',  E'BP,  il  faut  prouver  que  HEFG  et  H'E'FG'aiat 
des  polygones  semblable-. 

Comme  procédemmont,  on  déiiiontre  que  les  polygones  sont  COiapoièi 
de  triangles  semblables,  semblablcment  placés;  car  oo  a  : 

FF  F'F' 


2471.  Scoliet.  1°  Le  polygone  antipodaire  est  le  polygone  circonscnt 
maximum,  par  rapport  au  point  S,  cor  on  a  :  HE>>  FFE';  la  droite  HE 
est  11  plus  grande  corde  commune,  car  elle  est  parallèle  à  la  ligne  des 
centres  MN. 

2^  Le  polygone  aQticopor!nire  circonscrit  se  réduit  au  point  S,  lonqM 
les  droites  telles  que  E'AU'  sont  dirigées  suiFant  AS,  BS,  etc. 

dfi  Le  point  S  est  le  centre  permanent  de  similitude  du  polygone  ci^ 
conscrit,  qui  reste  constamment  semblable  à  lui --môme,  tout  en  chas* 
géant  de  position  et  de  grandeur. 


Exmioe  1073. 

2472.  néorène.  Les  droites  isocline»  menées  par  chaque  sommet  <f  m 
triangle,  relativement  à  l'un  de*  côtés  adjacents,  déterminent  un  triangle 
semblable  au  triangle  donné. 


L'angle  a  du  triangle   aPY  =      +  A,  ;   de  même  f^B, 

y^C;  donc  a^y  est  semblable  à  ABC. 
De  môme  si  Ton  lait  des  angles  égaux  à  rextèrieur  a'fi'Y  est  semblable 

à  ABC. 

Les  triangles  a^^t  ^^^Y       circonscrits  à  ABC. 

217;i.  Scoh'es.  1°  Le  triancrlc  inlérieur  peut  se  réduire  à  un  point,  et 
c'est  un  d(2S>  poinls  de  Brucard. 
Le  triangle  extérieur  est  majiimum  lorsque  chai^ue  c6tô,^Y  par  exeop^i 
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est  parallèle  à  la  lii^ne  des  centres  des  ses^ments  extérieurs  décrits  res- 
pectivement 8ur  BC  et  capable  de  Tangle  B  et  eur  CA  capable  de  Tangle  C. 

2^  Le  second  point  de  Brocard  s'obtiendrait  en  menant  les  Isoclines  « 
par  rapport  à  AB,  BC,  CA;  à  partir  de  A,  B,  C. 


2474.  Vote.  Calcul  du  côté  ay  ou  W  en  fonction  de  b  et  de  0. 
tA  Ogare  donne  «Y  ss  Ay  ~  Aa 

Dana  le  triangle  AyC,  on  a 

Ax_  «in  (O-e)  .       .    .       6  8in(G-0) 

nr  —       ri    ,  ûou  AT—   -.j^  p 


sio  c 

Daoa  le  triangle  AaB,  on  a 
A»  _  iio  0 


d»où  Aa=  ^^î-^  « 


ain  C 

b  f^in  C 
8in  B 


sin  0 
8in  A 


(1) 


(2) 


(3) 


En  tenant  compte  de  (2)  et  (3)  la  formule  (1)  devient 

 ,   I  sin  (C  —  0)         çin  C  sin  0  ) 

f     sin  C  slnAsitJi:  ] 

Condition  pour  que  le  triangle  apy  se  réduise  à  un  point. 

11  faut  que  l'on  ail  «7  =  0 

,    ,   ^  8in  (C  — 6)       sin  C  sin  0 

c  es  t  -  a  -  dire  — ~  —  ^ —  =  -  -r — .  — ^ - 

sm  t.  sui  A  bui  B 

ou,  en  diviflant  look  par  ain  d  et  aubsliiuant  ain  Casain  (A  +  B) 

ain  (C— a)  _  stn  (A  -f  B) 
atn  G  BÎn  0  ~  am  A  ain  H 

ou ,  en  développant  les  numératenra  et  effectuant  lea  dÎTÎsiona 

ootg  0  —cotg  G  s  colg  A  +  cotg  B 

oa  entîn  COlg  9  =  COtg  A  +  COtg  B -f- colg  C 

expression  connue  de  la  colangenle  de  Tangle  de  Brocard  (n»  2435). 

M.  BriocAnn  n  tr.iilé  cette 
môme  (ju  '^liou  dans  la  Nou- 
vellc  correspondance ,  1877, 
pp.  65,  IQû,  187;  paie  1879, 
p.  923,  etc.;  en  y  ajoutant, 
bien  entendu,  do  nombreux 
et  intéresaanta  développe- 
menta. 

Exeroioa  14174. 

217«.  Théorème.  Le» 
droites  isoclines  menées 
par  chaque  sommet  d'un 
triangle,  relativement  au  ^ 
côté  opposé,  déterminent 
un  triangle  semblable  au 
triangle  donné. 

L'angle  obtus  D  est  le 
8up[!lcmcnt  de  E,  doue  — 
le  quadrilatère  D^EB  est 

inscriptible;  par  suite,   ^  =  B.    De  môme   a  =  A  et  donc, 
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S«oliM.  1«  Les  iBoclines  sur  les  cùUb  opposés  font  des  angles  égaii 
a?ee  les  hauteurs  correspondantes;  par  suite  «  lorsque  Taogle  0  aui^meoto 
les  isoclines  se  rapprochent  des  hauteurs  et  pour  0=9Û"«  elles  se  cod 
fondent  avec  ces  lignes;  le  triangle  se  réduit  à  un  point,  à  Torlbo 
centre  H. 

2°  On  peut  voir  les  développements  de  la  question  ci-dessus  dans  le 
ihéorèiiics  et  problèmes,  par  M.  CàTALAN,  6«  édit.,  1878,  p.  90:  ou  dau 
leJounial  de  maihémaiiqueê  de  M.  Vuibbrt,  1879,  p.  147,  n*  147. 


Centre  permanent  de  similUudie* 


2476.  Le  centre  permanent  de  simitttude  d'un  polygone  qui  varie  d< 
position  et  do  grandeur,  mais  en  restant  si  [iiiilable  à  lui-niéme  est  /? 
point  homologue  commun  que  les  polygones  ainài  formés  admettent  dai^i 
certains  cas. 

Un  point  donné  S  est  le  centre  permanent  de  siniililu  Je  des  polygones 
podaire  et  copodaire  de  ce  point,  par  rapport  à  un  autre  polygone  donné. 

Le  polygone  podaire  inscrit  est  le  plus  petit  de  tous  les  polygones  iûé- 
crits  Beiiiblables. 

2477.  Un  point  donné  S  est  le  centre  permanent  de  similitude  de» 
polygones  antipodaires  et  anticopodaires  de  ce  point  circonscrit  à  on 
autre  polygone  donné. 

Le  polygone  antipodaire  est  le  plus  grand  des  polygones  cîrconsenit 

semblables;  ces  deroisri 
diminuent  de  grandeor 
diaprés  Pinclinaiaoa  des 
isoclines;  et  le  poljgooe 
circonscrit  peut  se  ré- 
duire à  un  seul  pofol, 
au  centre  mémo  de  simi- 
litude. 


ie7ft. 


247a.  Théorème.  Lon- 
qu'un  triangle  DEF  ûi- 

scrlf  à  nri  triangle  donné 
AIjI".  teste  semh!ahle  à 
I m  -  mcbiie  ,  rtiais  en  f?- 
riant  de  position  et  ti^ 
grandeur,  il  admet  un 
point  fuce  de  son  plan, 
comrn'  r  jiemnA' 
nent  de  nunditude. 

Le  théorème  est  la  coft- 
séqueoce  de  Pinvariabi- 


Ffg.  1409. 

1  lit)  de  position  du  point  commua  aux  trois  cercles  qui  passent  ra|^ 
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ivement  par  un  sommet  du  iriaof^le  donné  et  par  un  point  marqué  sur 
shacttn  des  cùUs  adjacents  {not  706  et  2S83). 
La  dAmonalratipD  direeta  n'offre  aucune  difficulté. 

Exercice  1076. 

2479.  Théorème.  Dans  un  triangle  ABC,  on  inscrit  un  triangle  X  fi fii 
9et7iblable  au  triangle  donné;  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AiB,C| 
d<mne  Ueu  à  un  second  triangle  inscrit  A^B^C,  semblable  aux  deux  pre- 
miers; les  centres  permanents  de  similitude  des  deux  groupes  sont  les 
pointe  de  Brocard  du  triangle  ABC. 


Fig.  lôOO. 


lo  Soit  A|B|Ct  le  triangle  semblable  à  ABC  et  ûi  le  centre  permanent 
de  similitude  pour  le  groupe  de  triangles  analogues  à  AiB^Ci. 

L'angle  Aû|B  =  GHh  Ai  (n««  706  et  2283)  ou  égale  A  +  C==ic~B, 
donc  le  point  û|  est  sur  Tare  de  segments  AûjB,  tangent  en  B  au  c^tè 
BC;  de  même  Pangle  Cûj A  =:B  +  C|  =  B  +  Cs=:ie  —  A;  donc  il  est  sur 
Tare  de  segment  GûA,  tangent  en  A  au  côté  AB,  etc.  Ainsi  le  centre  per- 
manent de  similitude  ûi  est  un  des  points  de  Brocard. 

Le  point  isogonal  de  ùi  obtenu  en  faisant  a»' =  (d  .  etc.,  est  le 
centre  permanent  de  similitude  des  triangles  tels  que  A^B^C,;  c'est  le 
second  point  de  Brocard;  d'ailleurs  l'angle  AûtC  =  BH- '^V,,  il  égale 
aussi  B  + A  comme  point  de  Brocard,  donc  A^^  A;  de  même  Bt=^  B, 

D  et  le  triangle  A^B^C,  est  semblable  aux  deux  premiers. 

24t0.  Vote.  On  sait  que  le  point  Q,  (jui  lionne  pour  les  angles  ; 

Û,AB  =  U,BC  =  Û,CA  : 
est  nommH  aoliv^llAmeni  premier  ymint  de  Brocard  (ri"  2-^130).  Hnppplnns  qu'au 
df'but  il  a  été  iJési^riié,  eu  Frauct'!,  par  0*,  w'  ou  û'  et  nommé  point  rétro- 
grade, par  opposai liou  à  Taulre  point. 

^uuioNs  {Compagnon  to  the  Weekly  Probtem  Papen)  le  désigne  par  Û  et  le 
nomme  point  positif, 
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Le  poÎDt  Û|  qui  dosne  :    O, = ûtCB = ÛiBA 

Mt  nommé  itcond  point  de  Brocard;  au  début,  on  le  désirait  par  0,  m  oafi. 
on  TappeUit  point  direct;  di? ers  auCeurs  anglaia  le  déaignent  par     et  lii 
nomment  point  négatif. 
Les  coordonnée»  barycentriques  du  premier  point  Ût  sont 

tandis  que  oelles  du  second  point  û|  sont 

_  1      1  1 

(J.  M.  E.,  18S«,  p.  5i  cl  258)  i 
Lorsqu'il  n'y  a  pas  lieu  de  distinguer,  on  se  borne  à  mettre  Q, 

Ezeroioe  lê77« 

2481.  Théorème.  Lo)Sijn'u7i  tricuigle  DEF,  ayant  S  pour  centre  perma- 
nent de  slrnilitudc,  est  ixscni  dans  un  irianyle  donné  ABC,  les  c-'-'.é^ 
de  ce  dernier  sont  coupes  par  le  cercle  circonscrit  à  DEF  en  trois  iiyn- 
veaux  points  donnant  lieu  à  un  second  triangle  Discrit  D'E'F';  f e  ^«*r- 
nier  triangle  variant  de  grandeur  et  de  position ,  en  restant  seinllalk 
à  lui-même,  admet  un  centre  permanent  S'  de  simiUlude.  Les  points 
Sf  S'  sont  deê  points  isogonaux. 


A 


Fig.  1801. 


Considérons  le  triangle  DEF  dans  la  position  parliculière  où  les  droites 
SD,  SE,  SF  sont  perpendiculatrea  aux  côtés  de  ABC;  délcrmiDOOs it 
symétrique  S'  de  S  par  rapport  au  centre  L;  les  pointe  S  et  S'  sont  iso- 

gonaux  (no2311),  les  projections  de  ces  points  donnent  six  points  coo- 
cycliques  et  U',  E',  F'  sont  les  projections  de  S'.  Ainsi  S'  est  le  centre 
permanent  de  similitude  du  groupe  de  triangles  semblables  à  D'E'F» 
11  est  d^ailleurs  facile  de  le  prouver  directement,  car  Tangie 
AS'B=ir  — («'H-^')  ou  it  — (a  +  p) 
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quantité  qui  ne  dépend  que  de  S;  donc  S'  est  déleraiinô  pnr  trois  arcs  de 
jegmonts  connus.  Le  théorème  est  dune  déoiuuLié  quelle  quesoit  la  yo^i- 
ion  du  premier  triangle  inscrit. 


I.  Soolîet.  Les  points  S,  S'  sont  les  foyers  d*une  ellipse  tangente 
iQX' trois  côtés  du  triangle  ABC,  le  cercle  DD'EE'PF'  en  est  le  cercle 
principal. 

2°  Si  1rs  triangles  h' E' F'  tournent  respectivement  autour  do  S 

et  S\  avec  des  vitesses  angulaires  égales,  mais  en  sens  amtraire,  leur$ 
som}}icts  sont  iojijours  sur  une  circonférence. 

3^  Le  lieu  dK  centre  du  ccnie  L  cire  jn^crif  à  DEF  est  une  droite,  car 
le  triangle  DLS  re^jtc  seinblaMe  à  lui-ni*'Mni'  jx^ndant  qu'il  pivole  autour 
du  centr'e  S  et  que  lo  .-ouiruv^t  D  tlcci'it  une  dr^ile  in'^  lltî;)), 

'Taylor,  Nclukuo,  .).  M.  E.,  iSHh,  pp.  lOP),  l:)!;  voir  surlout  une 
nOtc  placée  à  In  lin  de  Mathcsi.'^,  l^î?')  :  S{/r  /r.s  fii/io-es  sf  )nf)labl,emcnt 
variables ,  |iar  M.  J.  Niii  i^eik;,  o.xtrailf  d<  >  Peoceedin'/s  of  thc  London 
Mathcjyiatieal  Soriefij,  vul.  W'I;  cps  qiiclijues  pages  coiistitucnL  uu  vidi 
polit  chcl-d'œuvrc  de  Gcîomùtrie  clcaiLulairc.) 

Exercice  1078. 

M83.  Théorème.  Trois  droites  illimitées  donnent  un  triangle  ABC;  on 
donne  iroia  angles  oc,     y  dont  la  somme  égale  deux  droits  : 


l«  Sur  le  côté  a,  on  décrit,  vers  Vintévieur  du  triangle,  unsegment 
c^oWe  de  A  +  ï  ;  «ur  b,  wn  segment  capable  de  B+p;sur  c,  de  C+y; 


ILÛÛ 


lei  trots  $egment$  déterminent  un  poini  S  d&tti  iê  trigmg§B\ 
imêcrit  à  ABC  et  a  pour  angles  a,  ^,  y. 

2»  Sur  a,  on  décrit  un  iegment  capable  <b  A ^  a;  sur  b,  cf«  B~5 
«ur  G — *(lle$  troie  segmenU  déterminent  un  point  S'  dont  ie  iriaaçli 
podaire  cet  ex-inecHt  à  ABC,  et  qui  a  pour  angUe     p ,  y. 

On  peut  regarder  le  théorème  comme  démontré  (n«  2283)  ;  Déâii]iieiii| 
à  cause  de  Tintérét  de  la  quoetion,  elle  Ta  être  traîlée  directement  | 

1*^  Les  trois  segments  A-j-^»  ^"hP»  G  +  yse  coupent  en  un  mêri.- 
point  iiilériour  S,  parce  que  la  somme  des  angles  égale  quatre  droiU;  -  e 
sait  en  outre  que  lorsque  l'angle  BSC  =  A+a,  etc.,  le  Inangle  podaire 
inscrit  a  précisément  a  pour  angle  dont  le  sommet  est  sur  le  côté  e' 
{u^  7€6  et  22B3)  ;  de  même  pour  les  angles  des  deux  autres  sommets.  | 

2°  Les  différences  A  —  a,  B  — S,C  —  y  ne  sont  jamais  de  même  sigDe 
une  ou  (kux  sont  positives  et  deux  ou  une  sont  négatives,  tout  sei:a)ecl 
positif  doit  être  décrit  vers  l'intérieur  du  triangle  ABC,  tout  segmeot 
négatif  doit  ôtre  décrit  vers  Texlérieur.  ! 

Avec  les  données  de  la  figure,  A  —  oc  est  liégatif,  le  segment  corres-^ 
pondant  BS'C  est  à  Textérieur. 

L'angle  BS'C  égale  AS'B  +  AS'C.  On  a  en  effet  : 

a— A=B— ^+C— Y 
et  les  trois  segments  se  coupent  en  un  même  point  S'  (fig.  15(^}. 

2484.  Remarque*,     Les  pointa  s  et  S'  eooiiea  centres  permanents 
similitude  dea  trianglea  inaerita  on  ez-inacrita  semblablea  à  on  triangle 
donné,  ayant  pour  angle  «,  p,  7. 

X 


2^  Avec  les  nouvelles  données  (fig.  l'>03  la  diUérence  A  —  a  est  posi- 
tive les  deux  autres  sont  négatives;  le  triangle  podaire  e\-inscrit,  par 
rapport  au  aommet  a'  est  du  côté  même  du  triangle  donné ^  en  ré«lii<^. 

on  a  :  A  — a  =  p  — B+Y"^ 

3^  Dans  les  deux  figurée  4502  et  1603,  on  a  pris  le  môme  triangle  dt 
référence  ABC  afin  de  bien  manifeater  que  Umt  dépend  dea  anglee  donnés 
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4°  Dans  le  théorème  préoéd«Di  on  admet  implicitement  que  le  Bommei  « 
loît  être  Biir  la  droite  opposée  au  sommet  A;  que  ^  doit  être  Bur  h  ou  AG 
;t  Y  9ur  c  ou  AR ,  et  Von  obtient  deux  triangle9  podaires  eemblables; 
fun  est  inscrit  et  l'autre  ex-inscrit. 

Le  problème  général  admet  en  tout  douze  solutiODB,  ainsi  qu*on  va  le 
reconnaître  (Toir  ci-après,  n<>  2487). 

ExflMiee  1079* 

Mfitt.  Piroblèine.  Gas  particulier.  Déterminer  un  point  dont  les  projec- 
tions sur  irai»  droites  données  soient  les  sommets  d'un  tricmgle  équila-^ 
téral. 

Deuœ  points  répondent  à  la  question. 


triangle  équilatéraL  Sur  le  côté  a  vers  rintérieur  du  triangle  ABC,  il 
faut  décrire  un  aegmenl  capable  de  A  +  «,  c^eat-à-dire  de  A +  60» ^ 
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sur  h ,  de  B  -j-  60»,  sur  c,  de  C  +        ï^s  trois  arr?  se  coupent  au  ccriL't: 
peniiuutiil  do  similitude  S  de  tout  triangle  équilalti;iJ  inscrit  (n^  'I"}^' 
En  décrivant  des  segments  de  A  —  60",  B  —  60«,  G  —  tiU**  (lig.  ibOt 
on  obtient  S'  pour  les  triangles  équi Latéraux  ex-inscrits. 

2406.  floolie.  Suivant  la  valeur  deç  angles  de  ABC ,  le  triangle  éqoik-  ; 
téral  ev-inscrit  peut  avoir  une  des  dispositions  eî-contre  (fjg.  IcDi^ 
ou  1505). 


8487.  Théorème.  Dans  un  triangle  donné  ABC,  on  peut  dct*  rmif^er 
Six  centres  pennancnts  de  similitude ,  tels  qnc  le  triangle  p-  'dairf 
inscrit  f  relatif  à  chacun  d'eux ,  soit  semblable  à  un  autre  triauyie  dmmi 
a^Y,  ^9  Six  centres  pour  des  triangles  ex-inscrit, 

A  A 


1<»  Admettons  que  le  sommet  a  se  trouve  d*abord  sur  le  côté  a,  on  peat 
avoir  deui  dispositions  différentes  (fig.  1506  et  iSSÛT);  puis  le  sommet  f 
étant  placé  sur  a  donne  aussi  lieu  à  deux  positions;  y  placé  sur  a  es 
donne  deux  autres,  soit  en  tout  six  positions  différentes  résumées  dam 
le  tableau  ci- après  : 


I. 

i 

2 

3 

4 

a 

A  4- a 

A  4"  * 

A  +  ? 

A  +  fi 

b 

B  +  ? 

B  +  Y 

B+ï 

B+s 

c 

C  +  Y 

c+p 

C  +  a 

C  +  T 

B-l-i» 


A  +  T 

C-f-i 


En  décrivant  sur  chaque  côté  trois  segments  capables  rcâpecUremeot 

Sura,  deA  +  a,   A  +  f,    A -f -y 

Sur6,  deB  +  «,   B  +  p,  B-fy 

Sure,  de  C  +  a,  C  +  f,  C+y 
on  obtient  des  arcs  qui  se  coupent  trois  à  trois  en  six  points,  et  ces  pointe 
correspondent  aux  six  positions  indiquées  par  le  tableaa  L 

2»  On  obtient  aussi  six  centres  permanents  de  similitude  pour  des 
triangles  ex-inscrits;  en  décrivant  neuf  segments  diaprés  les  données  do 
tableau  suivant  : 

6 

A-T 
B-p 

C-» 


II. 

1 

2 

3 

4 

5 

a 

A  —  a 

A— a 

A-p 

A-p 

A-Y 

b 

B-Y 

B-Y 

B  — « 

e 

C-« 

C-Y  1 

C-p 
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Si-'i-lW).  Scolies.  1*»  En  tout,  on  peut  (loue  obtenir  douzr  cent res  jicnyia- 
né»nts  (le  similitude ,  tels  que  les  /rûi //'//<  . s  correspondants  soient  sem- 
blables à  un  triufKjle  donné  a^y  et  qu'ils  aient  respectivement  leurs  som- 
mets sur  trois  droites  dminécs  AB»  BC ,  CA. 

Dans  le  trtblenii  î,  poui-  chaque  groupe,  la  aomme  des  Iroid  valeurs 
correspond  à  'l-a.  Amsi  pour  2,  par  exemple, 

A  +  a  +  B  +  f +  C  +  P  =  4d. 

Dana  le  tableau  II,  un  des  aogles  est  la  somme  des  deux  autres. 

Eseroîoe  1081. 

2480.  Tbéoféme.  Les  six  centres  pertnanenU  de  similitude  des  triangles 
inscrits  sont  coneycliques  lorsque  le  triangle  inscrit  apy  est  semblable  au 
triangle  de  référence  ABC. 

Lorsque  A  =  flt,  B^p,  C==Y,  on  a  : 

A  +  a  =  2A,    A  +  S=:ic  — C.   A  +  y=«  — B,  etc. 

Le  tableau  I  devient  : 


lU. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

a 

2A 

2A 

71 

-C 

»  — C 

TT   -  B 

— B 

b 

2B 

7C  —  A 

7C 

—  A 

::  — G 

71-C 

2B 

c 

2G 

ic  — A 

-B 

2C 

ic  — A 

ir— B 

Or  le  point  du  premier  groupe  est  le  contre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  donné  ABC-  tout  segment  capable  d  uii  angle  2A«  21i  ou  2G  passe 
par  le  point  0. 

Les  segments  v  —  A,  ?i  —  B  et  tc  —  G  sont  les  circonférences  adjointes 
(n^  2419).  Ainsi  le  groupe  3  donne  le  point  de  Brocard  u;  le  groupe  5 
donne  Tautre  point  û'. 

Chacun  des  points  des  groupes  2,  4  et  6  est  donné  par  les  deux  circon- 
férences adjointes  tangentes  aux  c6tés  d^un  même  angle  (n»  2441). 

Les  six  points  obtenus  appartiennent  donc  au  cercle  de  Brocard, 

Exercice  1082. 

2480.  Théorème.  Lorsque  le  triangle  eaytnscrit  oLpy  doit  être  semblable 
au  triangle  donné  ABC,  on  n'obtient  que  deux  centres  permanents  de 
similitude,  à  éUstanee  finie» 

11  suffit  d'examiner  ce  que  devient  le  lalileau  11  des  six  centres  des 
triangles  ex -inscrits  (n'^  2'i87)  dans  le  cas  où  A  =  a,  B  =  f>,  C  =  y, 
on  obtient  le  résultat  ci-après  : 


IV. 

1 

2 

3 

4 

6 

a 

0 

0 

A-B 

A 

B 

A-C 

A 

-C 

b 

0 

B-C 

B 

A 

B~  A 

0 

c 

0 

C-B 

C-A 

• 

0 

G-B 

G 

—  A 

Seuls  les  groupes  3  et  6  donnent  trois  segments  qui  se  coupent  en  des 
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points  déterminés  S  et  S',  à  distance  finie;  ils  correspondent,  pourle 


,^  -:s' 


Flg.  1508. 


triangles  ex-inscrits,  aux  deux  points  de  Brocard  q  et  Q',  que  doni 
pour  les  inscrits  les  groupes  3  et  5  du  tableau  III  (qo  2489). 

Exercice  1083. 

2401.  Problème.  Déterminer  le  centre  permanent  de  similitude 


Fig.  1509. 


triangles  inscrits  à  trois  cercles  domiés  et  semblables  au  tnangle  oy^ 
les  trois  centres  pour  sommets. 
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Les  triangles  semblables  ABC  sont  les  seuls  qui  admeticûl  un  centre 
permanent  de  similitude;  car  si  deux  soninieLs  d'un  triangle  variable  de 
grandeur  et  de  position,  uiais  qui  reste  semblable  à  lui-môme,  glissent 
sur  deux  circonférences  données,  le  troisième  sommet  décrit  une  troi- 
sième cireonférencC)  et  le  triangle  des  trois  eectres  est  semblable  «u 
triaDgle  mobile. 

Le  problème  revient  donc  à  trouver  un  point  V  dont  les  distances  aux 
trois  centres  soient  proportionnelles  aux  rayons  correspondants  :  il  suffit 
donc  de  déterminer  les  centres  isodynamiqueê  V  et  W  des  trois  circon- 
férences (n*  1646,  6), 

On  sait  que  ce  sont  les  points  d^interseetion  dea  circonférences  décrites 
sur  les  diamètres  tels  que  El»  dont  les  extrémités  sont  les  centres  de 
similitude  des  cercles  considérés. 

Le  centre  W  donne  A'B'C  semblable  à  ABC;  pour  une  inclinaison  0,  on 
obtient  A"ir'C",  etc. 

Le  triangle  A'B'C  est  le  plus  grand  du  groupe  de  W;  le  plus  petit 
serait  donné  par  le  premier  point  d'Intersection  de  WA',  WB',  WC  avec 
les  cercles. 


Ezmi«e  1064. 


2492.  ThéovAM.  On  donne  un  triangle  ABC  et  trois  angles  a ,  ^ ,  y , 
dont  la  somme  égale  deux  droits  : 

1*  Sur  a  on  décrit,  vers  Vintérieur  du  triangle,  un  segment  capable 
de  7c  —  a;  sur  b,  de  n  —  P;  sur 
c,  de  «— Yî  ^  ''wa  segments 
déterminent  un  point  S  dont  le 
triangle  antipodaire  circonscrit 
à  ABC  a  pour  angles  ot ,  p,  y- 

Lorsqu'on  décrit  les  mêmes 
segments  vers  Vextérieur  du  tri- 
angle y  on  ohtietit  un  point  S' 
dont  le  triangle  antipodaire,  sem- 
blable à  a^y,  est  ex-inscrit  par 
rapport  à  ABC. 

Les  trois  segments  corres- 
pondent à  des  angles  dont  la 
somme  égale  quatre  droits,  on 
obtient  donc  un  point  S;  le  tri- 
angle antipodaire  «Py  a  pour 
angles  les  suppléments  de  BSC, 
CSA,  ASB;  Il  a  donc  pour  angles 

*i  T- 

^  Résultat  analogue  au  précédent;  mais  en  S'  un  dea  anglea  est  la 
somme  des  deux  autres  (voir  d'ailleurs  la  figure  1514  du  n*  2498,  qui 
donne  la  construction  pour  le  cas  où  les  triangles  circonscrit  et  ex -cir- 
conscrit sont  équilatéraux). 

^93.  Remarque.  Dans  le  premier  cas,  on  peut  dire  que  Ton  décrit  à 
Pextérieur  du  triangle  des  segments  capables  de  a,  ^,  y,  et  dans  le  second^ 
de  tracer  les  mêmes  segments  d\i  côté  môme  du  triangle  de  réfc- 

reoce. 

H.  47 


Fig.  1510. 
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Cxorcioe  1M5. 

2101.  Théorème.   On  peut  (U'ieviianev  1"  sir  C'-"h-i:S  jM'yttinnrnts  d' 
^! iiniitudc ,  teh  que  le  tricuhjb.'  autipodaire  de  i  h'U  >ni  (Feu  r  •soî» 
btable     un  triangle  donne  a^/y  e(  circonscrit  à  un  (fitrc  trian-jLe  ABC; 
2*  &ix  autres  centres  pour  un  trianyle  antipodaire  ex-cirvonscrit. 


En  admettant  que  le  Fomnu  t  -/  rorref^ponrîe  au  cAté  a ,  on  a  deuï  posi- 
tions (littérentes  (fig.  loii  et  151:^;  ;  donc ,  en  tout,  six  positions  pour 
afy  relativement  à  ABC. 

Le  tableau  suivant  indique  les  se^imenls  qu'il  faut  décrire  sur  cha^ 
cùié  a,  b,  c,  vers  riutérieur  du  triaogle  donné  ABC. 


V. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

a 

Tz  —  a 

Il  —  a 

75  —  Y 

■ 

n  —  p 

it  —  a 

e 

^  —  Y 

it  — p 

ir  —  ^ 

Le  naême  tableau  sert  pour  les  triangles  ex-circonserits  :  il  i>uiiiltic 
décrire  ces  mêmes  segments  vers  Textérieur. 


£xercioe  lOM. 

Théorème.  Uorthocnitre  et  les  points  de  Brocard  du  triangk 
ABC  so)(t  des  centres  iio-nianents  de  similitude  pour  les  triangles  anti' 
podaires  circonscrite ,  lorsque  afy  ^^^^  ^^^^  seinblablc  au  triangle  Se 
référence  ABC;  on  a  de  plus  trois  autres  centres. 

Lp  tableau  V  de  la  question  précédente  peut  suffire;  on  {)eiit  d  ailieiifi 
y  remplacer  a  par  A ,  par  B,  y  P*'*  jMiisque  a^Y  ^^^^  jteiui)JaUe 
à  Â6G.  Un  obtient  ainsi  : 


VLî  1 

2 

3 

4 

5 

« 

A 

7î  — 

G 

C 

T.-V. 

B 

«  — 

A 

w  —  B 

c 

it  — 

G 

7C—  B 

B 

Pour  les  triangles  antipodaires  circonscrits,  les  segments  doivent  élit 
décrits  vers  rii)t.  rieur  du  triangle  ABC:  or  le  crroupe  l  donne  IVrl*^ 
ccnlrtf  ou  puiiit  de  concours  des  hauteurs^  et  les  groupes  3  et  SdODMBi 
les  points  de  Brocard  a  et  y  ,  puisque  les  valeurs  qui  donnent  ces  puMs 
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correspondent  aux  cercles  adjoiots  déjà  indiqués  dans  une  question  pré* 

ccdente  (n»  2489). 

L'^oy-fhorf'Htrf*  du  crroupe  1  ci-deâsus  est  ie  point  isogonal  du  centre  0 
du  cercle  circonscrit  (  n"  2317). 

Les  trois  points  des  groupes  2,  4,  6  sont  les  isogonaux  des  trois  points 
trouvés  pour  les  triangles  inscrits. 

2498.  9eollM.  1*  Chaque  point  de  Brocard  d^on  triangle  est  à  la  fois 
centre  permanent  pour  nn  triangle  inscrit  et  pour  on  triangle  circonscrit 
seoiblable  au  triangle  donné  ABC. 

On  peut  conclure  aussi  cette  propriété  d'une  autre  question  connue 
que  le  triangle  podaire  dVn  point  est  semblable  à  l*antipodaire  du  point 
îaogoDal  du  premier  {tif*  2328);  or  les  points  de  Brocard  sont  isogonaux 
TuD  de  Tatttre. 

2^  Chaque  point  de  Brocard  est  le  centre  de  similitude  pour  le  podatre, 
le  triangle  donné  et  Tanlipodaire,  ainsi  que  ponr  tons  les  triangle»  ins- 
crite et  circonscrits  relatifs  au  même  centre  permanent  de  similitude. 


2A97.  nroUèaw.  Kcaminer  ce  que  deviennent  les  caUres  des  antipù- 
daires  eX'Circonsents  lorêque  a^y  est  semblable  à  ABC. 

Il  faut  recourir  au  tableau  VI  (n<»  2485),  en  se  rappelant  que  les  seg- 
mente doirent  être  décrits  à  l'extérieur 
du  triangle  de  réftrence. 

1'^  Chacun  des  groupes  3  et  5  donne 
un  point  bien  déterminé  S  et  S';  deux 
triangles  antipodaires  ex-circonscrits  cor- 
respondent au  deux  triangles  podaires  ex- 
tnacrils  déjà  étudiée  (n<»2484). 

2'*  Le  premier  trroupe  donne  trois  fois 
le  cercle  circonscrit»  car  le  setrnitnl 
it  —  A  décrit  sur  a  vers  i  exLtTieur  du 
triangle  n'est  autre  chose  que  le  cercle 
circonscrit:  de  mt^me  pour  t:  —  B  décrit 
à  Textérieur  sur  le  cnlô  6  et  pour  r  —  C 
décrit  sur  c;  donc  chaque  point  du  cercle 
dreanserit  est  un  centre  permanent  de 
simiUiude  d'un  triangle  antipodaire  ex -circonscrit  sctublahle  à  Aiit;, 
et  ce  triangle  ex-drcmiserit  se  réduit  à  un  point. 

Il  est  facile  de  vérifier  à  posteriori  cette  conséquence,  car  les  perpen- 
diculaires menées  par  les  sommets  aux  droites  SA,  SB,  SC  se  coupent 
en  un  même  point  M  du  cercle  circonscrit,  sous  des  angles  égaux  à  ceux 
de  ABC. 

il  en  serait  d^ailleurs  de  même  pour  les  droites  isoclines  que  Ton  mène- 
rait par  les  sommets  aux  droites  SA,  SB,  SC. 

30  Heste  à  élu Jier  les  groupes  analogues  2,  4  et  6;  pour  2,  [«ai  exemple, 
ià  fon  doit  décrire  le  segment  tt  —  A  sur  a,  r  —  C  sur  6,  x  —  B  sur  c, 
à  l'extérieur  du  triangle;  le  premier  de  ces  segments  se  confond  avec  le 
cercle  circonscrit,  les  deux  autres  se  coupent  au  sommet  A,  donc  ie 


Fia.  l^t*^* 


Digitized  by  Google 


ttÛ8  BXSftaCBB  DB  OBOMÉTBIB 

point  A  commun  aux  trois  seL^m-'ni-  est  un  centre  permanenl  de  simiih 
lude  pour  un  triangle  anfipodaire  ex-circonscrit ,  semblable  à  ABr. 

Les  perpendiculaires  menées  par  B  et  0  sur  les  roLés  &e  coupent  en  >; 
de  même  les  segments  décrits  sur  b  et  c  se  coupent  en  un  point  joùd;- 
menl  rapproché  de  A  ;  par  suite,  la  lanf-'onte  AT  est  la  iroile  qui  joiet 
le  pijiiiL  de  concours  des  segments  au  sonmiet  A,  la  |)erpei. Jiculaire  à  la 
tangente  est  un  diamèire  et  passe  par  N,  donc  ce  po:nt  N  eât  bieo  ul 
triangle  ex-circouâCril;  de  mt  me  pour  les  autres  sommets. 

Sroliei.  1«  Les  poioU  tels  que  N,  diamélraleoient  opposé  à  un  8omaH4. 
rcprôseote  un  triangle  inftmoieDl  petit,  ex-eireoneerit  semblable  à  ABC» 
et  il  correspood  à  deux  groupes  :  d*abord  au  groupe  I  «  puis,  dans  le  t» 
aetuel,  au  2^  groupe. 

2*  Les  divers  cas  partieuUers  ci-dessus  eorrespoDdent  aux  cas  partie»- 
liera  des  triangles  ex^inscrits. 


similitude  des  triangles  êquilatéraux  circonscrits  à  un  trianglê  dotn^'  I 
Deux  points  répondent  à  la  question. 

Sur  chaque  cMé  o,  h,  e  on  décril  un  segment  capable  de  ir  ^  Ot^,  eir  | 
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a  =  =  Y  =  60^;  on  obtieot  le  point  S,  et  le  triangle  anlipodaire  ôqaila- 
iéral  9Lpy  (a«  2484). 

Les  mêmes  segments  décrits  vers  rexlérieur  donnent  S'  pour  centre 
da  similitude  des  triangles  èquila- 
téraux  ex-cîrconscrits. 

21î)î>.  Théorème.  Lorsque  la 
il iuijoitalea  d'un  quailrHah  re  sont 
égales  et  orfhoyotialea ,  leur  pomi 
de  concours  est  le  cftttrv  perma- 
nent de  similitude  d'un  carré  cir- 
constrit. 

Les  perpendiculaires  monces  à 
SA,  SH,  ftc  ,  donnent  un  corré,  les 
droites  i<orhn»'>^  I^AK'.  etc.. 
doii lient  donc  auî^si  un  carr»',  et  le 
sy&ième  des  carrés  rirconscrits  a 
le  point  S  pour  centre  de  simili- 
tude. 


Fig.  1015. 


Deux  figures  semblables. 


*Ji><>0.  DéfînitioB.  Deux  figurcs  semblables  aduieltenl  un  centre  dr  <ihni' 
litiide  ou  ijomi  double ,  obtenu  par  la  superposition  de  deux  points  humO' 
iogues. 

On  sait  que  deux  ligures  sont  directement  sernblahlcs ,  lorsqu'on  peut 
les  rendre  homotliéliques,  en  faisant  glisser  Tune  d'elles  dans  le  plan 
même  qui  les  contient;  il  suffit  d'opérer  une  rotation  autour  du  point 
double  jusqu'à  ce  que  les  droites  homologues  des  deux  figures  soient 
parallèles  (n««  1146  et  suîvsnts). 

Deux  figures  sont  9yméiriquen\eni  seinblableB,  lorsqu'on  ne  peut  les 
rendre  homotbètlques  que  par  le  relournemenk  de  Tune  d'elles  hors  du 
plan  qai  les  contient. 

2^1.  Proprièiét  de  deuc  Bguret  0«bUl««.  Les  distances  du  point 
double  à  deux  côtés  homologues  quelconques  sont  proportionnelles  aux 
longueurs  des  côtés  homologues  (n^  2394). 

Le  point  double  est  le  centre  des  divisions  proportionnelles  pour  deux 

droites  homologues  quelconques  {n°  2396). 

Lorsque  deux  figures  sont  directement  semblables,  les  côtés  liom> 
logues  se  rencontrent  sous  un  angle  constant;  cet  angle  est  supplémen- 
taire de  celui  que  forment  les  rayons  qui  joignent  le  point  double  à  denx 
points  homologues  quelconqt:e=  :  t7  en  resuite  que  deux  points  homo- 
logues, le  point  de  concours  de  deux  droites  homologues  menées  par  cch 
points  et  le  point  double  du  système  appartiennent  à  une  même  circon- 
férence (n«  1527,  i*'^  moyen). 

Lorsque  deux  ligures  sont  inversement  ou  symùlriquemenl  8en> 
blablep .  jps  an^'les  formés  par  chaque  couple  des  rayons  qui  joignent  le 
point  doubie  à  deui  points  homologues  admettent  une  bissectrice  corn- 
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mune,  et  deux  côtés  homologue^  quelconques  rencontreol  cette  droiie  : 
sous  dt'S  angles  écraux  f  15-27  c).  \ 
La  bissectrice  commune  est  V'ray  âe  symétrie  du  système  :  en  repiran  j 
la  figure  autour  de  cette  U^nt  de  in.'ii)i(  re  à  faire  coïncider  les  doux  pa^-  | 
lies  du  plan,  ks  figureb  symétriquetucul  semblables  devicDnenl  hoQi  -  ' 
théliques.  j 

i 

P^lène.  Déterminer  le  point  d<mble  de  deux  figures  Bth  -  \ 

blabies. 

Moyen.  En  considérant  deux  cAtés  homologues  (|uelcoi)ques,  f!  ' 
détermine  le  lieu  des  points  des  dislances  proportioftîu  lU  >       2394 j  et  k 
lieu  (!(  s  divisions  propoi  Liiuim  Ues ;  le  point  coniinuD  aujc  deux  droite; 
répond  à  la  question  [  a"  2401  el  2i05). 

2*^  Moyen.  On  prolonge  deux  cMés  homologues  quelconques  AB,  A'B  .  î 
soit  C  le  point  de  concours  et  l'on  décrit  les  circonférences  ACA',  BCI-  l 
le  second  point  commun  aux  deux  circonférences  esl  le  point  douUt  | 
(no  24U2  et  12405).  | 

28<»1.  Remarque*.  1  Lc  premier  moyen  s'api  U  |ae  indiiï.  reninii  ni  aui  > 
figures  dtreclcinoit  ou  si/inctriquemcnt  semblables  i  le  deuxième  mo^u  \ 
ne  s'applique  qu'aux  ligures  directement  semblables. 

2<>  Les  constructions  se  simplifient  lorsque  1«$  segmeoU  ont  une  extr  i 
mité  commune  :  le  lieu  des  points  des  distances  proporlionDelles^li 
symédiane;  les  circonférences  du  second  moyen  deTÎennent  les  ci/vof*- 
férences  adjointes  des  côtés  de  Tangle  formé  par  les  deux  droites  tioa»- 
logues, 

3^  La  question  a  été  traitée  avec  tous  les  développements  qu'elle  com- 
porte (Yoir     1627  et  suirants). 

Eaereice  1#90. 

SSOtt,  Théorème.  Deux  figures  semblables,  situas  dans  un  même  pieu, 
peuvent  être  cotisidérées  comme  étant  deux  positions  d'une  même  figure 
invariable  de  forme,  mais  variable  de  grandeur  et  de  paeiiion. 

Il  y  a  lieu  d'étudier  séparément  les  figures  directement  semblables 
les  figures  symétriquement  semblables. 

2o06.  Figures  directement  seoiblablet.  Le  pOÎDt  double  S  est  Ï9  OCfltff 

permanent  de  similitude  d'une  figure  donnée  ABC  dont  les  somiMlt 
décrivent  des-Ugnes  semblables  (d«  1282,  1284),  a6n  de  davs- 
oir  A'B'C. 

Pour  Pétude  du  mouvement ,  il  suIGt  déconsidérer  le  déplacement d*fD 
des  sommets  de  A,  par  exemple,  et  rinclinaisott  d^une  droite  de  AB«  ysr 
rapport  au  rayon  yecteur  SA. 

2tl07.  TrijMtoM  (*).  lAgne  droite.  Le  sommet  A  peut  déorire  la  àrcîU 
AA';  on  retombe  sur  une  question  oonnue  {n^  247^  et  SQiv»lB)«  car  k 
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triangle,  relié  au  centre  S  par  SA,  SB,  SC,  tourne  aotoiir  du  point  doable 
pendant  que  chaque  sommet  glisse  sur  une  droite. 

L'inclinaison  de  AB  sur  le  rayon  SA  varie  d'une  position  à  la  suivante, 
car  le  rayon  SA  peut  être  perpendiculaire  à  A.V,  et  tendre  à  lui 
cic  venir  parallèle  aiA'U'C  a'éloignait  iAdôûfiitoeDt. 

2dOÔ  (b).  Spirale  fVArcininiih'.  l"n  prenant  pour  trajectoire  un  arc  de 
sj/irale  d'Archimède  ayant  S  pour  po'e  et  A  ,  A'  pour  positions  délernni- 
iiées,  rôlô^  de  la  figure  ABC  varient  de  grandeur  proporlionnellenient 
à  Tangle  de  rotation  :  ainsi  poor  âSA'  =  <ii  et  une  position  particulière 

A"B"C"  correspondant  à  Tangle  — .  w  décrit  par  le  rayon  vecteur  SA 
devenu  SA'\  on  aurait  : 

SA"  =  SA  +  -^  iSA'  — SA) 

et  de  môme  A"B"  =  AB  +  ™  (A'I5'  —  Ali) 

L'accroissement  de  la  figure  semblable  serait  donc  en  rapport  avec  la 
relation  effectuée:  nais  rinctlDaison  de  A"B"  sur  SA"  n^est  pas  égale  à 
cdle  de  AB  sur  SA ,  car  la  spirale  d'Archimède  coupe  ses  rayons  vecteurs 
successifs  sons  des  angles  variables. 

MO  (o).  Spirale  logarithmique,  La  propriété  caractéristique  de  cette 
courbe  étant  que  la  tangente  forme  un  angle  constant  avec  le  rayon  vec- 
teur du  point  de  contact  (voir  Exerdcee  de  Géométrie  descriptive,  1893, 


Fie  15Mk 


II  en  résulte  que  la  figure  muLilc  e^t  constamment  dans  une  mémo 
situation  flonn<^e  j»ar  rapport  à  sa  troj»*cloi!C.  En  d'autres  termes,  en  con- 
sidérant la  trajectoire  comme  faisant  corps  avec  la  ligure  donnée  elle- 
m<^nie,  on  pont  dire  que  l'ensemble  de  la  figure  plane  se  dilate  dans  sa 
rolalion  autour  du  centre  S«  maià  en  restant  semblable  à  eUe-même  dans 
toutes  ses  positions. 


Digitized  by-' 


1112 


BXBRaCBS  DE  OéOlfiTBIB 


ttlJIO.  Remarque.  De  même  que  la  droite  et  la  circonférence  sont  '^î 
Fonles  lignes  planes  qu'on  puisse  faire  glisser  sur  elles-rnême.^,  la  $pirvU 
logarithnnq^'r  p«t  la  seule  courbe  plane  qui  reste  senjblable  à  elle-mèmt! 
en  cha  un*  (ie  s(  s  pirties,  et  qui  puisse  plisser  i^ur  elle  -  mèine  dan? 'a 
dilatation  imiKinr'  ci-dej^su?.  En  un  mot,  cette  courbe  est  pour  les  fiçrurc^ 
variables  de  position  et  de  grandeur,  niais  invariable  du  [orme,  ce  qu'est 
la  circonférence  pour  les  figures  invariables  de  grandeur,  mais  Tariti^ 
de  position. 

Exercice  1(^91. 

'2.ill.  Problème.  Lorsque,  deux  figuïw^  d'un  itiéyne  plan  sont  symèln- 
qucnu  nt  scmblabh  s,  on  pi'ut  les  faire  coïncider  en  faisant  décrire  à  Vuh 
d'elles  une  spirale  logarithmique  conique ,  et  en  dilittant  les  liyiui  d^' 
la  figure  mobile  dans  le  même  rapport  que  les  rayons  correspotuianU  de 
la  spirale. 

La  spirale  lo'/arithmique  conique  est  la  ligne,  aulr*^  que  \c  cercle,  qni 
rencontre  les  génératrices  d*un  cône  de  révolution  p  ais  un  angle  constaDl 
La  projection  de  la  courbe  conique  sur  un  pian  perpendiculaire  à  Taie 
du  cône  est  une  spirale  logarithmique  proprement  dite;  il  en  est  ûe 
même  de  la  transformée  obtenue  en  développant  le  cône.  (Voir  Kxercice» 
de  Géométrie  descriptive ^  3«  édition,  n*^'  1217  à  1219. 

On  prend  poux  axe  du  cune  l'axe  de  symétrie  des  figures  semblable* 
(n^^  2502  ). 

Le  point  double  est  le  sommet  du  cùno;  chaque  rayon  tel  que  SA  est 
la  génératrice  du  cône  sur  lequel  le  point  A  décrira  la  courbe  pour  passer 
do  A  en  A'  ;  en  même  temps  le  point  B  décrit  une  courbe  analogue  sur  le 
cône  engendré  par  SB,  etc.,  et  la  figure  mobile  reste  constamment  sein* 
blable  à  elle-même. 

2t{12.  Soolîei.  On  peut  faire  caincider  deux  figures  symétriquemeni 
égales,  placées  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  gui  les  contient, 
en  imprimant  à  l'une  d^elUs  un  mouvement  hélicoïdal  (hélice  ^liii' 
drique). 

2»  La  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taie  du  cône ,  du  syi- 
tôme  des  figures  mobiles  et  de  la  spirale  logarithmique  conique,  ramèDc 
à  la  question  déjà  étudiée  (n«  2509)  lorsque  les  deux  figures  sont  dîrec* 
tement  semblables. 

2513.  Woto.  C'est  le  théorème  prt^cëdeDl  (  n«  2511  ) ,  lorsque  les  figures  sont 

aymélriquement  semblables,  qui  s'est  présenté  le  premier  et  qui  nous  a  conduit 
à  faire  choix  de  la  s^pirale  Io<rariihmi<]ue  pour  trajectoire  de  la  figure  mobile; 
enJin  il  a  conduit  anssi  au  théorème  général  ci-aprôs. 

Une  première  communication  de  ces  questions  a  élu  faite  au  Journal  dg  ma- 
thénuiliques  spécUiles  de  M.  de  Longcuaups,  1895,  p.  12;  avec  rectiâcitiofi 
ultérieuie  pour  le  lemme  éDonoé  dsos  oe  même  article ,  p.  159. 

Exmioe  1099. 

Deux  figures  semblables  à  trois  dimensions^  eorrespondanl  à 
des  figures  égales  par  superposition  (à  rexclusion  des  solides  éiflox 
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par  symétrie),  >>tu('enf  être  comidéi*ées  cotmnc  ét(t,n  deiLc  po^iinhis  ihf^ 
ff^reiiies  d'une  même  figure,  restant  semblable  à  ellr-mcme ,  pendant 
i£ue  chacun  de  ces  points  décrit  une  spirale  logarithmique  conique. 


Fig.  1517. 


Considérons  deux  foces  planes  homologues  a^f,  «{[^iYi,  placées  d^une 
manidre  quelconque  dans  Tespace.  On  saitqu^on  peul  toujours  détermi- 
oer  un  plan  sur  lequel  les  projections  orthogonales  des  figures  planes 
semblables  «Py  et  a,  p,  y,  soient  elles-mêmes  des  figures  directement 
Êembi€Uflea  (n^  1846  a  à  1846  d),  néanmoins  il  est  utile  d'examiner  suc- 
oessivemeni  les  deux  cas  principaux  qui  peuvent  se  présenter. 

icr  Cas  iIjk.  lolT).  Les  projcclioDs  ABC,  A,B,Ci  sont  des  ligures  direc- 
tement semblables  ^1846  a). 

47* 
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Preaona  ce  plâo  de  projection  pour  plan  horizontal,  déUruiinons  it 
poisl  (ftouble  S  (n*  itj&l);  par  une  rotsIioD  coa^enable,  acuenoos  AlC 
eD  Afifi^  sar  toul  plan  vertM,  les  projecliooe  Yerticales  A'|B',C',  d 
A',B',Ct  FeroDt  bomolhétiqaea  et  S,  S'  sont  les  projections  du  poiot 

double  de  Teepace  (Og.  iôtl). 

La  spirale  logaritbiDiqDe 
plane  ADA,  est  la  projecUoo 
horizontale  de  la  spirale  lop* 
rilhiBjque  conique  que  le  poiot 
(Â,  A')  décrit  poar  arrima 
(A4,  A',),  et  A'D'A'j  est  la  pr(h 
jectton  verticale  de  la  méote 
courbe.  La  droite  (SR,  R'S', 
est  Taie  du  cdne. 

«SI».  2«<U«  vfig.  1518).  Les 
premières  projections obteoees 
ABC,  AiHiC,  sont  inrerseneal 
semblables;  maia  sur  un  plu 
conyenable»  perpendiculaire  an 
premier  considéré,  on  adrax 
figures  directement  a^nblables 
(no  1846  c). 

L^axe  de  symétrie  des  pro- 
jections borixontales  étant  pris 
pour  ligne  de  terre,  les  prc- 
jections  Terlicales  donnent  S 
et,  par  8uiie,  S;  d^ailleon 
pour  obtenir  .ry,  connaissant 
ABC,  A^BjCt,  il  surat  de  divt 
ser  AA|,  GCt  en  parités  pst)- 
portionneiles  aux  côtés  home 
lègues  AC,  AfC,;  eQÛo,  S« 
point  S  peut  être  déterminé 
directement  (n<*  lo27  c). 

T/axe  du  cOne  est  la  droite 
SR,  S'R'  porallole  à  la  ligoc 
de  terre;  chaque  {«oinl  U  \  que 
(A,,  A',)  décrit  une  spiral? 
l02:arithniiqiie  conique  autour 
de  l'axe  (SM,  S'R'}  pour  veoir 
en  (A,  A  ). 


2.*»l(>.  Remarques.  1^  Ainsi  que  l'indique  l'énoncé,  on  ne  doit  con&idéfa 
que  des  fiprures  à  trois  dimensions,  telle-  qtie  ABCD,  A,B,C,Dj  /fig.  I5i9*. 
qui  correspondent  à  des  solides  égaux  par  superposition  ;  alors,  dans  l* 
mouvement  hélicoïdal  de  A,L;,C,D,  autour  de  1  axe  (SR,  S'H  ,  fig. 
le  point  L>„  qui  e&t  en  saillie  (fig.  1519),  vient  coïncider  avec  sou  boffin- 
logue  D,  qui  est  en  creux ,  lorsque  AjB|G,  dilaté  coincide  avec  ABC 

20  Les  question  précédentes  et  notamment  le  théarèim  lia  Çkatiet 
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pace,  pour  arriver  à  coïncider  avec  son  égale,  ne  sont  que  des  cas  partie 
culiers  du  théorème  précédent  (n^'  2514). 


Trots  figures  directement  semblables» 


2517.  Woto.  L*étud6  du  syalème  formé  par  trois  figures  directement  semblables 
est  une  des  parties  les  plus  intéressantes  de  la  Géométrie  récenie  du  triar^fle. 

Nous  avons  renoonlré,  à  notre  imu,  quelques-uns  (tes  cns  le?  plu-^  élrm^nl aires, 
en  généralisant  les  question?  relatives  aux  points  et  aux  cercle:^  de  Urocard 
(n"  2-^145.  24 'i9);  tandis  que  cos  dernières  propriétés  peuvent  èlre  ciô«inites , 
comme  cas  particuliers,  de  la  théorie  de  trois  ligures  directement  semblables. 

Conduits  é  ne  pas  développer  davautage  un  reeueil  d*Exerciee»  géométriques, 
déjà  fort  Toluniineux ,  nous  nous  bornerons  â  indiquer  les  principales  sources 
auxquelles  on  pourrait  recourir  pour  étudier  le  système  de  trois  figures  direc- 
tement semblables. 

Maihésis,  1881,  p.  73.  Très  bel  article  de  M.  Tary,  suivi  d'une  importaute 
note,  par  M.  NtUBERO. 

Celle  élude  semble  avoir  élé  le  point  de  départ  dta  travaux  cuultjinporains 
sur  la  question;  bien  qu'elle  ait  été  précédée,  comme  il  arrive  souvent,  par  des 
recherobes  qui  avaient  passé  inaperçues  :  tel  est  le  cas  du  remarquable  Mémoire, 
publié  en  1872,  par  M.  (^rouaho,  capitaine  d'artillerie  {Nouvelle  correspondance 
mathémaïuiue f  1830,  p.  321  ;  voir  aussi,  mÔme  volume,  une  lettre  de  M.  Nau* 

BEBG,  p.  2!9). 

M.  I  ahv  a  ^'énéraliâe  les  premiers  re-nllats  obtenus  <.Vf«^//t'5i.v,1886,  pp.  97, 1-^8, 
196).  L  auteur  de  ces  articles  iiuiiqne  qu  il  a  mis  à  protil  les  travaux  de  MM.  Tue- 
KER,  Gasey,  M'Cay,  NtiJUERu,  bur  les  polygones  harmoniques. 

Les  figures  semblables  ont  donné  lieu  à  un  beau  travail  de  M.  Gasey  dans 
son  ouvrage  :  A  Sequei  lo  tke  first  nix  boohi  of  EutHid  (6*  édit.,  i898, 
p.  199  et  suivantes).  Le  savant  auteur  y  expose  les  travaux  antérieurs  et  les 
complète  par  ses  propres  découvertes. 

Un  bon  r<>iumé  trouve  dans  le  traité  tout  r-cnt  de  M.  Lacmlan  ,  profes- 
fc(  iir  ;iu  cullëL'c  de  la  Trinité,  à  Cambride-e  :  An  Kienxenlary  Treatue  on  mo- 
dem pure  Geomelnj,  1693.  (Voir  cliap.  ix,  p.  12"*.} 
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Le  travail  le  p!ns  compiel  sur  le  sv«tt'^me  de  trois  licrures  directemeni  »on.- 
blables  eftt  celui  de  M.  Neuberg  :  Mémoire  sur  les  projections  et  conire-pt^'^- 
jections  d'un  triangle  fixe,  et  $u>'  le  sustème  de  Itoi*  figures  direcienieiU  tern- 
hiabîm  (1890,  §§.  VI  et  VU,  p.  49). 

Nous  lerinmoiit  me  le  regret  de  n*aTOÎr  pas  pu  utiliser,  «utaDi  que  doc» 
raurioDB  voulu ,  les  découvertes  si  nembreuses  et  si  itttéressaptas  <|ui  couti- 
tuent  la  Gé<miét»'iê  réeeiUe  du  triangle. 
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Droites.  —  Poiuto.  —  Cei*cleâ.  —  Polyyuuea. 

droite. 

Aatê  d'Jkomoiavte  (Pomolit).  Llmi  des  poinlt  d'Intaneotion  det  énitm  eorm- 
popdiatm  de  deux  flgares  honiolligiqae».  IMH*. 
Avt  radical  (Gaui.tiib  bb  Toubs).  Liea  dM  point*  d'égsle  patmnoe  p»r 

r;iî  port  û  deux  c<rclc?.  118*,  a. 

^'     C'erieniK  (À.  Puulain).  Droite  qui  Joint  un  sumtuet  d'un  triangle  à  on  point 
dn  oOté  oppoié  ;  w  mot  Tlrat  d»  Oéva  et  d*on  tliéoièiM  bien  oosmo.  1140,  k 

d>miplcaM  de  drcUtt.  BoMinble  des  droltae  qid  fonlaNiit  d'âne  niAnie  propriéti.  IM, 

Droitf  aiitihtssectricr.  Droite  iaotomlque  de  la  bissectrice  d'on  angle;  elle  divlae 
la  b«e  en  sepmfntH  inversement  proportionnels  nwx  «■ÔTt\s  adjacent?.  2423, 

DroiU  de  lin  Uni.  Corde  commune  h  deux  cercles,  ruala  rejetéc  à  rinfitii,  tandis 
Qne  l'entre  corde  eommnne,  Teze  redioat  eit  à  distance  Anle.  llSâ ,  «. 

*'  BroUe  de  J&emolne.  Polein  dn  potnt  de  Lenoloe.  fMé. 
w  Droite  de  SitMon.  Droite  qui  passe  par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
sur  les  côté;»  d'un  triangle  d*un  point  qu<lconqtic  du  cercle  circon^vrlt.    7C2    et    7M,  h* 

Droite  dfs  dtatances  proportioundUs.  Lieu  dcé  pointa  dont  les  distances  k  doux 
segtuents  reotlUguo^i  èunt  proportionnelles  ù  ces  segments.  9994. 

DroUê  diê  dlvMong  proportUnutOlleê,  Uen  des  pointi  tels  qœ  les  perpendien- 
lelree  nbateiées  de  diaeaa  dTenx  snr  denx  segmente  reetilignei,  diTlsent  eee  Ion» 
gueurs  en  partlfi»  proportionnelles.  SSM. 

Droite  des  inoinrnf^  t^jau-r  (F.  J.).  Lieu  des  points  tels  que  le  produit  d'un 
•cgmeut  nM!tiligoe  par  ta  diiitanoc  an  poitit  coniîidùrv,  ugale  le  produit  de  l'autre 
eegment  par  sa  distance  an  mine  point.  f  4M. 

DroUê  dtê  pDftnle  des  espinenCe  inverses.  Tolr.  1416. 

Droite  milieux  (Chaslkïî),  Lîen  «lu  jNJi'nt  milieu  des  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  les  )Kiint<  (^«juidietantd ,  pris  sur  los  c6tés  d'ua  angle,  à  partir  des 
originM  duunt'Cfl  ^ur  l  es  mCmes  côtés.  1091    et  1858. 

V  DroMe  d'itetor.  Ligne  qui  jdnt  rorthoœntre,  on  peint  de  ooneonrs  des  bnn- 
tem  d'un  triangle,  an  centre  dn  oerolo  ciroeoecrit.  M. 

Ihipf («s  anliparo/Iéfes  (ABHaud).  Tenue  connu.  S8,  IT    et  2291. 

Droitff  incersf.i  (MATTHirr).  Voir  droite?  Isogonales.  2307. 

Droiteê  iaochnes  (K.  J.).  L>roltes  partant  d'un  même  point  et  également  inoUnées 
sur  les  cotéti  d'uu  .poljgono.  34(8. 
^  DroUse  isoponoles  (NnonsBo).  Cériennes  partent  d*nn  même  eommet  d*nn 
tiieagle  et  également  Inelinées  enr  la  blaeectrioe  lesne  dn  mêitic  sommet.  1118  et  SS07. 

Droitf  *  iAOtomiqxif»  (De  LoxtiCHAMPs).  Cévlenncs  mené»  s  d'un  nu*  me  Rnmmct 
d'un  triangle  h  dot  point «i  Isotomlqnes  siiaés  sur  le  cOtô  opposé;  on  iei>  nomme 
uosil  iiroiU»  rtciproquen.  1843,  d    et  tZX9. 

MOiantê  anUparaUàUÊ  (Lmionn).  Voir  8ymé9tQniê,  899,  b. 

JTddialriese  (HnnBU»).  Ferpendienlalree  éleréee  an  mUlen  dee  o6tde  d'nn 
tdengle. 


443. 


*  Lee  nl^Urencei  se  npportent  aux  numim  de  ronvrsge  et  non  point  à  la  pegtuatlon. 
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Podairtê  <Miquu.  Toir  DroiUi  iêodUneê,  USL 
4   Symédiam»  (o'OcAosn).  ]>roite  iftiiétrlqiio  â«  la  médtane  par  nppoit  à  la 

bissectrice  iMnc  du  même  f^ommt  t.  Bff0»  b   «t  fBL 

,?//^>iAftfn7r  ,xf''rlnire  CTiituY).  Droite  extérieure  aa  triang^to,  «jMlt  plMteV» 

d<  a  pr<>pri«  u!>  liu  lii  médiane  de  même  Kommcl.  SlU. 
T^atiêVirsaUg  nciproquea  (Dx  LoxocuAMi^a).  Droite  menée  par  Iec$  points  isoto* 

mJqoM  dct  iMlntH  w  détermi—  nat  pranUn  (mnsfanale.  ItU. 

Poilltfl. 

Centre  d  hoinolO{fit  (Pon*  ki,et>.  Po!nt  <1c  cuQcourti  de«  ilrottca  qui  pa^MOit  par 
deux  points  corra*pondant8  de  d».-n.\  ilgun's  honiologlqucs,  ii49. 

t'tfitre  de  mmtlUfMlf.  Term»»  <<»miu.    -  Sa  dOttiuiinatlon.  liiî. 

Centrcë  vtotJynamiqueà  (KJitiibHo;.  Poiut»  <k  couci>ut'ii  ûen  irom  cttrdta»  d'ApoJ- 
lonins  d'nn  triangle.  IHt. 

Cnttrfn  i^o'jcneê.  PolDtH  dte  concouru  des  cercles  de  Torrioelll  d'un  tiiMùgle, 
c'est  à-'li  10  crn  ioa  circonscrits  anx  trlanele«  équllat^mn\  rr»n?truiti  ttir 
chnqtie  «  ôtè  de  c»  îrlanple;  tous     IVxtcritur,  "U  imU"^  «nr  lo  tri.iugJo  tionn<^.  ^4*. 

Cmtn  jfrrmatu.nt  de  éimilttude.  Oiuire  couiuiuti  do  ttiuaiitmle  de  deox  figures 
loicrfte  et  elroou«crlte,  lorsque  la  figure  Inicriie  ^rto  voOXkm  et  4e  gn»> 
dear,  mais  en  iwtaiit  semblable  4  eUe^niAme.  t^ri. 

Orthocf  ntrc  (Re^as  i  >.  P'/mL  de  concnitr--  des  haut*       Ttiu  triangle.  99,         et    Mt,  k 

Pofui  di  Oer-ionne.'Buiny  >i<:  conc'>i:rH  dee  cévlenoei  qui  aboutlweat  aux  poiaci 
de  contact  du  cercle  Inscrit  ù  un  Lrjangle.  3Srt,  » 

Pl»lfil  de  Note  dminé  par  la  «ntcon  àHemaBda  an  point  éi  Lmabu^ 
mais  oa  pownM  dire  anal,  am  plm  de  raiii»,  point  4e  LMUer.  M,  k 

Point  de  Jèraheci. .  p.>;iit.  d'où  Too  peat  mener  tfole  demS^droIlM  Ignleei  pml- 
lèîc<^  nnx  rAtAs  d'un  triangle.  J42<!',  -  . 

FotHt  ut  LttHutm  (Neubeko).  Point  de  com-ours  des     média ot*.  ]oZ    t  i  S9ii. 

Point  de  Miqiul  (Kanior).  Point  commou  at>x  quatre  cercles  de  Miquel  li  un 
quadrilatère.  il. 

Point  de  Nagf^K  Point  de  oonronr!^  ih^i  céviennes  qui  abontlf»oD(  aux  polstff 
de  rontnct  des  coU^a  mùmen  d'un  triangle  avec  les  ti  ols  cercles  ox  -  Inscrits.  tSÉ^a 

Point  des  tititnon»  i>rojiortionttêUeê  CF.  J.).  l'oint  commua  À  troia  droites  de 
diviâlouu  proportionnelles.  SJtS^  «  • 

Pûinl  àt»  e^^eirle  tnverwi.  Feint  coianiiin  à  tnrie  dictée  de  stgnienti 
fQTereet.  tfl^K 

Point  <h:  siriner.  QiKitri^me  point  ^nmnitin  an  cerele  etfooneedt  à  tm  nluiglv 

et  k  relit!"-:'       Stchicr  do  ro  même  Ul:iti^'i«'.  ÎJMS. 

Point  de  Tarry.  Point  ulamétraiemcnt  oi>pOi»é  au  point  de  St«lner,  êur  le  cervie 
circonicritt 

PDiale  «ueoef^  de  O.  Sommete  dn  triangle  antteoinpléinentaire  d'nn  tifuiifle 

donne. 

Poinfff  aiêocié*  de  Lemoinc.  Somroot<  dn  i  Hanglc  tangtnttcl  d'nn  UTiangto  donné: 
ccti  )>oiui!i  ont  (|uektiic8 -unes  des  propriétés  du  pomt  de  Leinoini*.  MM»  ! 

J'oinU  circulante  à  l  in/ini.  Points  communs  à  un  cercle  et  à  la  droite  de 
rinllnt.  m  » 

Pointa  eoneifcliquieSt'Boimté  appartenant  à  une  mAme  clnonfinnet:  on  dtt  aaai 

hOmOCi/diquff.  Jt»? ,  g    et  TOi' 

Points  de  ///•()  '/)  (/.  ro{ntA  déterminés  i>ar  trois  cIrconforeucoB  adjointes.    ir»s7    et  t€î3. 

Points  d'Euler,  ou  jx)int8  eutérieng  (F.  JJ  Point»  situés  sur  les  baateors  d'nn 
triangle  à  4gale  distanee  de  rordmeentre  et  de  ehaiint  eoninitt.  fIL 

Poinla  InMynst  (MAtnintr).  Tolr  Mnla  leefyonmini 

PoifUê  Uœydlqntê  (Beaiiis).  Voir  Inversion  syméirl^ut. 

Points  isoi/omtvx  (  'Sr.rv.'  r.>  :).  Points  lîoniiéH  par  deux  couples  de  c^rlmnc* 
isogonales  ;  chaque  couple  étant  l«»rmé  par  trois  droito"  conwunintcR.    1344.  a   ei  JJO*< 

Poini«  isotomiquea  (De  Loxociiamps).  Pointf^  situés  sur  nu  des  cftlée  d*ua 
triangle  à  égale  distance  dn  point  mlllen  de  ce  rofime  c6t4.  Ut). 

Pointe  junuauae  (Sonoura).  Pointa  donnée  par  denx  conpiee  de  trais  eerdei 
qui  ee  coupent  en  nn  m6ne  point,  passent  par  denz  dea  tommeta  d'nn  triangjto 
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V  t  iori»4iii6  dnqoft  carde  ihtn  gnup%  Mt  ijmétrlqiw  «Tua  etnte  d«  l'Mtre 

groupe.  l^Mw 

JPoinU  limite*  tiê  Foacei*L.  Points  communs  aux  cercies  qui  coupent  orUiogo> 
nalMBMt  dm  «hbIm  donDét.  ni  et  ISM. 

PoffU»  rfeljirofMie  (De  LomieKâiife).  FoM  domét  per  deux  eouplee  de 
ed V  ienaes  Isotomiques  ea  Mpieqttes,  ebeqne  eonple  étant  femé  per  trali  drollei 

coDcournntes.  184S,  d. 

roint  sym(iH'nt.  Nom  dourm  par  quclqaee  auteon»  «QgUls  «a  point  de  Lemolne, 
ou  poiut  de  concoui  tt  dm  syniédUnfls.  3299. 

Pôle  «TViMirafo».  Point  oomanm  dee  lejons  Teeteim  de  deux  figane  iR?eiiei*    ISÛS,  a. 


Clercles  et  autres  courlies. 

CtreU  êi  Braeat^.  Oerale  qnt  peste  per  les  points  -  de  Brocard  d'un  triangle 
et  peiT  le  eentre  du  eerole  cfimeeilt.  f«M  et  S4t7. 

Cercle  des  huit  point,'*  oa  Ctrele  âet  moment»  égaux.  Ct-rclo  qu!  passe  par  le 
■omnM^f.  <lo  tmii  triangles  IsocMos  construit,*!  stir  l*  *  cfit('<  (fun  triantrl»  ,  «Viul- 
Talents  au  tiers  de  la  &urface  de  ce  triangle  et  qui  passe  on  outre  |mu:  le  centre 
de  grevlté  et  par  le  eentra  du  oenle  elieouerit,  4411  et  I4U. 

Ctrd*  des  mmf  pointe,  cercle  qui  passe  per  loa  pieds  des  bamteurs  et 
des  médianes,  ainsi  que  per  les  trois  pointe  euMrlenB  des  baiuoiir<  iVua 
triangle.  21,  Ul    et  Î3©. 

Cercle  de  Tayiùr.  Oroin  qui  passe  par  lct>  projections,  sur  les  côtés  d'un  triangle, 
du  p«d  de  cliaquc  hauteur.  mi. 

Cercle  d'Mir.  Teir  ikrdê  éu  n«uf  pohtti,  710. 

Oert^ê  â^Apottoniuê  ^un  triangle  (Nerevito).  Cerde  décrit  sor  le  segment 

déterminé  par  les  blsflectriccs  iatérieuro  et  extérieure  d'un  luônie  angle  sur  le  c«>lé 
c>piH>«é,  ce  segment  étant  pris  pour  dbiniètre.  Le  triangle  admet  trois  cercles 
d'Apollonius.  1100,  b   et    1H6,  e. 

Ctrel«ê  éPApolloniUÊ  éTnn  quc^rUaUre  (P.  J.).  Analogues  à  ceux  du  triangle.  1917. 

Cbrdee  de  Lmoine,  Voir  IVentfer  it  teeond  eerde  d$  Aemolne.  287S. 

Cbi^s  de  r%aer«s.  Cerolse  décrits  du  eentre  d'une  elllpee,  avec  a+b  Ha—h 
pour  rayon».  Ces  cerch^  Jouissent  de  nombraosce  propriété?.  Voir  liathéM^, 

articlcB  de  M.  E.-N.  Barisuk.  I  j.»  ci 

Ctrcles  de  Miquel  d'un  quadrilatère.  Cercles  circonscrilii  à  ch.icun  des  quatre 
crlangks  qu'on  obtient  en  prolongeant  les  cdtés  opposés  d'un  quadrilatère  donné. 
Les  quatre  cerclm  ont  nu  "point  eonimnn  :  le  pefnl  ds  MiqueL  21   et  IftIT. 

rerelcf  dl  Jffuulberg.  Cercles  (lui  passent  par  les  sommets  dee  six  trlungUs  sem- 
blaV!e<<  f{uc  l'on  peut  construire  sur  cbaque  côté  d'un  triangle  donné  et  Ten 
rcxuiiieur  de  o«  trinnglc.  llOOi 

Cerdeti  dv  Tumctili.  Cm'cicii  circonscrits  auA  triangles  êqunuicrau.t  con^tiiiits 
snr  diaque  eâté  d'un  triangle,  7H. 

(krcUn  de  TmWm,  OerOlea'qnl  paesent  par  les  elx  pointe  que  détenninent  tnr  ' 

les  o6tés  tVun  trlatiglo  troi<  <c;.';<it:n!-;  antlp,irall*Mcs  ég.iTix  entre  eus.  Les  eerries 

de  Lenioiii'»  <'t  'U-  'r;iyîor  upi  .)  i  t  lerincut  a  <•»•  luf-iiic  groupe*  StH3. 

CefcUè  awers  :  Dk  L..n.,4.  hamps  ,  .Sciioujk.  M'<'av.  116u,  b. 

Cercles  orthogonaux.  Cerclett  qui  se  cuupcut.  à  augle  Umlu  6S0. 

Olreo^ffrenaM  aâjotnttt.  CIroonférenoes  qui  passent  par  deux  eommcta  d*nn 
triangle  et  qui  sont  tangentes  à  rm  des  eôlée.  Lee  etreenféreiieee  adjointes 
déterminent  lo-;  poiitl-<  de  Brocard, 

Coêliu  cirele.  Nom  duniié  j>ar  les  uot^iîn»  anglais  au  second  rf:i'dr      Txfrin\ni\  S3â6| 

Premier  cerclt  •!>'  Lfntotiit.  Cercle  qui  passe  par  les  six  puints  que  lU-br  mi  lient 
fcur  ie<i  côtés  d'uu  Ln^iuglt*  iu»  par^kllèictt  à  ce»  Uicaies  c^iu»,  niciitsea  pur  id  poiiU 
dsXemofne.  S377. 

Bwmd  mrelé  de  Lemolnc.  Cerde  qui  passe  par  les  six  p(AnU  que  déterminent 
les  antiparallèles  menées  par  le  point  de  Lemoine.  Siéi. 

Trii'UeaU  ratào  Qittk,  Non  donné  par  lee  auteurs  anglais  an  pnmiêr  ctrcle 
de  Lemoim, 
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Sttiime  dâ  Broeaf±  BUtpM  Inioriu  ajmBt  pour  fofen  1m  poiiito  de  Bromrd  da 

triiaglA.  l«M. 

EUip^f  (f«  AMiMT.  mtpM  Giroouinite  ftjuit  piNtr  e«nt«8  ki  oaDtr»  de  grarfté 

du  triangle.  ?939    e:  ZUt 

ParaboUê  dé  Artzt.  Enveloppe  de$  droitoi  qui  divisent  te*»  o6té»  d'aa  trUogle 

«1  ptfitot  iBTtnooMiifc  pvQpoitloiiBallêi,  à  putlr  d'un  uCna  Mmmet.  IM,  k 


Trlaugles  et  autres  polygones. 

Triangle  compUitunlain,  Triangle  obtenu  en  Joigoant  deux  à  deux  les  pointa 
nlllcttx  àm  dMm  â*iiD  trlAocto  donné;  le  triûcle  oomplémentim  Mt  awri 
noBuné  tfUmgU  méékuu  4M. 

Tritini/le  anticomptémf ntalre.  Triangle  obtenu  an  liMBiat  pVt  dMqiM  ■omOMl  ' 
d'un  tiiungle  donîîf*  îiiî^^  parallèle  au  cAté  oppo»é.  ilt,  k 

TriatigU  de  le/értnce.  Triangle  donné,  triangle  dont  Im  cùt^  sont  pri«  pour 
nx6t  dani  les  ByBtèmw  de  ooofdonnéae  trillnénirot,  angulaires»  etc.  îMl 

TriangU  du  «onloclt.  Triangle  obtenu  en  Joignant  denz  à  deox  lee  itolnti  de 
contact  du  cercle  Ineerlt  à  un  triangle  donné.  lllî,  a 

Trianyle  médian,  nommé  fréquemment  triayujîc  complénun taire.  itf, 

Trian(jir  orthique.  Triangle  obtenu  en  jolgnani  deux  à  deux  le«  pieds  des 
huutcuni  d'uu  iruinglo.  1  j  et 

Triamglt  orVutetnirique ,  nommé  melntenent  :  frtempli  orUM^nc.  iM,  k 

TriangU  piâal.  Triangle  obtann  en  Joignant  deoz  à  deux  lea  pleda  de  trela 
cévicnncs  concourantei;.  Li>  tr!.tnKle  orthfquc  eët  le  triangle  pédal  dCB  havlewi^ 
et  le  triangle  rompît^mcntairr  est  cpIuI  des  méillanee.  124^  t 

Triangle  potialrt.  Triangle  (^al  Joint  deux  à  deux  le4  projetons  d'un  point 
anr  ka  cétéa  du  triangle  de  réféniice;  le  Iriongla  orfhIgiM  eat  le  triangle 
podalre  de  rorlftoeenfra.  ma. 

Triart'jfe  coiHHlaire,  Aimloguo  au  triangle  podalre,  mald  obtenu  en  Joignant 
deiîx     ûvnx  ]o--  pif  !h  «le  trois  droites  itsoclliies  li-sueTi  d'un  même  point.  IKti 

Tnanglc  auLxpodaire,  Triangle  obtenu  en  menant  par  chaque  Moumtet  du 
triangle  de  rétérenea  une  perpondtenlalra  4  la  droite  qui  joint  ea  aonunet  4  na 
point  donné.  im. 

Triangle  anticopodaire.  Analogue  uu  ]>récéJent,  Bala  par  diaqne  eonunet-IMi  | 
mt'tie  des  l80cllne>4,  au  lieu  de  per]H.>iiillculaire«.  Séti.  { 

Triangle  tangmtiel.  Triangle  obtenu  en  menant  dos  tangente»  au  cercle  clr-  I 
eonterit  par  «haqne  aommet  dn  triangle  Inacrtt.  1117,  «  et  tn^ 

Trianifita  de  Broeard,  Trlanglea  Iniertta  dana  le  eerda  da  Aroeatitl;  Vvat 
a  )K)ur  oétéa  lea  midiathùei,  et  rentre  lea  «ytNédtofiea  dn  tHangie  de  réfé- 
rence. 3440    et  Uii, 

Triangles  orthoiogiques.  Triangles  tela  que  les  perpeudicnlaires  abalsaéca  àm 
aommeta  de  chacvn  d^enx  anr  lea  oOtéa  de  l*antre  sont  eoneoanatea.  UT. 

Contre  -  j'  irallélorjrammc.  Sy3t4'»me  ortlculé  de  quatre   tîgei  égales  deux  à  i 
deux»  et  correspondant  aux  diagonales  et  aux  cdtés  non  parallèles  d'un  trapèse 
toooèle.  «tr  et  IMf. 

QuadrUaUn  harmonique.  Quadrilatère  Inaoriptlble  UA  que  le  produit  de  denx 

cAtés  op{>o8és  égale  celui  des  deux  autres  cdtés,  c'est -à -dire  que  le  produit  de 

deux  cùiéH  oppiwës  quelc«jnqnf^  égale  le  deml-prodult  des  diagonales.      2-7    t-t    24M  i 

Quadrilatère  orthodiagonal.  (Quadrilatère  dont  le«  diagonales  sont  à  angle 
droit;  on  le  nomme  paeiuio-earré  lonqne  lea  diagonales  aont  égaler  IIM,  a  | 

HernQmif  ,jf  nri'uœhon.  Hexagone  droonscrit  k  une  conique;  lee  trois  diago> 
nnles  8unt  coucou ruu tes.  148    et  llll> 

U&jcagone  de  Catalan.  Hexagone  Inâcrlptlble  ayant  pour  aoinmeta  les  projoc- 
tlona  dea  pleda  des  hauteora  d*nn  triangle  anr  lea  oétéa  de  ea  même  titeagle: 

il  est  Incontci'table  que  Catalan-  a  précédé  Taylob.  tllL 
H*>rngnnr  iic  Lrm.Aue.  N.tin  dotiiié  par  CasKT  à  rbexagone  fnaarlptlble  qui 

corre8iH)nd  au  promit  t  >ercle  iU  Ltnunnt.  MJl. 

Beseofframme  mystique,  ou  hixagramme  de  PaêcaU  Hexagone  inscrit  dana  nne 
conique  :  laa  trois  pointa  d'Intersection  dea  oétée  oppoaéa  eoiit  en  ligne  dreite.  U»  H  lltm 
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XtiffW  de  Tarry.  Ligoc  pol^'gooale  aiiiucttant  le  point,  de  Lemoinc  ei  iea  point» 

Wigurêê  i$aeline$»  Flffuret  ttllet  qm  1m  o6tés  de  ohaame  d'eltet  lont  d«  Ugnct 
loooliiMs  par  nippon  «vx  oAtét  de  I*a«tt«.  tiM. 


Tétraèdre  orthogonal.  Tétraèdre  dont  les  arôtes  opposi^  eoia  a  augle  droit 
ru»  de  rentre.  ISta. 

Ckiordonnées.  —  Formules.  —  Inverseurs. 

Caarrlotniées  nngulairfs.  Lc9  trois  anglce  loin  lorqneli,  d'un  point  doimét  011 
voit  les  crtttS  du  trianplf  de  réféi-ence.  3316, 

Coordonnéts  barycentrique».  (Grandeurs  proportionnelles  aux  alrea  des  trol» 
triangles  qne  Ton  obtient  en  Jolgiwit  un  point  donné  aux  loninicts  dn  triangle 
«le  référence.  St09. 

Cof>rdonnées  n&rni  'Jr^.  Grandeur?  prnportlnnnellw  ans  dtstanoes  d*nn  point 
ilouDé,  anr  tro\f  çûu-ê  du  trfanjîle  do  rtft  rencr.  SMS. 

Coordomtct»  trilhiiairt$.  Nom  générique  donné  aux  coordonnées  nonnalosi  et 
«ras  coordonnée!  tiarjoentrlqMi,  SSéS. 

CoordonnèfÈ  Irlfiobiirw.  Qiandenn  proportionnelles  anx  dlttancei  d'nn  point 
«Sonné  aox  troli  fomneti  d*ntt  triangle.  tS88. 

FormuStÊ  d»  Orégory.  Beeherdie  de  la  valeur  ito  ic  par  le  ealenl  d«i  alrei  dei 
polygonee  régalien  Interlta  et  elreonieriti.  1748  et  1778,  o. 

Fortni(U:3  de  Lagendre.  Recherche  de  tt  par  le  calcul  de  l'apothèmf'  et  du 
rav  ri  d  un  polygone  régnllw  à  eorfaoe  oonataote,  malB  dont  le  nombre  de  côlé« 
crult  indéanlmeut.  17ftO   et    1773,  d. 

Fmrmv^M  âe  Saurln,  Cfciral  de  ic  par  la  méthode  d'Archlmède,  à  Talde  dei' 
pdrlmètree  de  poljpgonet  régnllen  iaierite  et  droonierits.  1488  et  1773»  b. 

Surmulet  de  Schwab,  ou  de  Jkêcarta*.  Méthode  des  Isopérimètxes.  1778,  a. 

Formule  riduU»  de  Slnuon,  pour  révaloatlon  det  nurfaees  plan»  et  des 
volumes.  Iti44, 

Jnverseura  ou  CompM  eompoiiÊ,^B4eiproquaUHr9,  etc.,  apparriN  funnée  de 
r  i!fo«  artlculéet,  employée  pour  le  tracé  deo  ligna  et  la  transformation  des  mou- 
vcuRiitii.  6S7    et  1203. 

JnverMurê  de  JJart,  J.  de  Kemp>e,  à  ciuq  tiges.  1808. 

/ttvereeur  Peaueétier  poor  tnntf<ninnr  un  mouvement  droulaire  en  moove* 
ment  reetlligne^  et  vlee  vena.  1188. 

Pantn.jraphe.  Appareil  à  tigi»  artloulécfl,  employé  pour  amplifier  on  ponr 
réduire  un  dessin.  1194. 

Questions  divei*se9. 

AnfXe  dé  Bromrd,  Donné  par  la  relation  : 

cot  f.)  =  cot  ▲  +  eot  B  +  cot  C.  Î4.15    et  8488. 

ÀrMo  et  Salinon  d^Archimèdê,  âarlaoee  enrvlllgnes  évaluées  par  le  grand 

géomètre.  IJ79. 

Bandeau.  Surface  pUne  compris  entre  deux  courbesi  équidii! tantes  l'une  de 
l'autre.  1887  et  1884. 

Oj/eHdê,  Sarface  enveloppe  dee  ephéree  Ungentet  à  trole  «phèiv  données.         1978.  b. 

Fi/Turfs  hnmologiquea.  Plgnros  dont  les  points  corres pondant!?  ?e  trotivt  nt  deux 
à  deux  sur  une  droite  passant  par  un  point  fixe,  nouiniu  cer^îre  d'hoitioioçte ,  et 
dont  les  droites  correspondanieii  »e  cuupeot  en  un  point  d'une  mfimc  droite, 
nommée  «wa  d^komotoffiê,  1849. 

Flgurtê  InverHê»  figures  dont  ke  points  correspondants  m  trouvent  sur  une 
droite  pa^s.nnt  p-ir  nn  p'dnt  flxp,  nomfuô  pôle  d'invertion ,  vt  dont  le  produit 
des  distanceti  é  deux  poiat«  conrei>p«>Ddaat«  quelconques,  a  une  valeur  con- 
itsnte^  817  et  1880. 

Oéumêtrié  non  evelidtenne.  On  distingue  celle  de  LoBAimnirsxv  et  celle  de 
RisnAior;  elles  ne  s'anmlent  point  sur  le  poÊtnlatuvn  d'Sudâdi.  486. 
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Oiomttrte  ri  ce  nu  du  triatigie.  Eoiemble  dm  découTerte»  coatepiporMnea  rela- 
tive» au  triaugle. 

HomognMpkài»  lied»  46  tmartemalien  dM  figures,  d6  à  Cbama 
IwmnHùi^  lloda  de  tramtomuitloii,  nomné  )adto  Iruim^rm^Woii  for  i—ww 

«fCteurf  ricipnqUÊtt.  To!r,  cl-(le«siM,  Figure*  inverse*.  »!- 

/nrerifon  i^o^rtmaf».  Mo<lo  de  tran''forn:iî!  ]':ir  l'emploi  dea 
nal^«  de  Neukbro,  nomm(>cs  nusM  droites  ntvtisf'»  do  ^Iathiei'. 

Inversion  gymétrique  de  Birn£«'.  Mode  de  irtiii»/oruiuiiou  jouissant  de  plu- 
ileun  des  prt>]irlécéi  éB  fêinm^Um  par  rayem  iredeara  véeiprâ«Be«»  à  pradnft 
«niftaiit.  1M4S, 

T  ":H>f»  d  Hin^truU.  Sortecee  plaDea,  k  pérlnièUre  €arrlllgiie«  éVAluée«  par 

liincHiuTK.  l^'l    ei  liî*. 

McXkadet  4â9  êeciiOfUt  comparées.  MétUodû  pour  cvaloer  le»  T<«lui&i»i,  btcQ 
eoBoiie  maHMeMM      suite  dia  ÉUmmUâ  de  OioméMë,  F. 

J^fiem  d'BUciide.  Àiooeée  de  tbéorèinee,  eoue  forme  plus  <m  moine  îneonkr 

plète.  UMw 

Prtitmo'fVJf .  ParaVéWidc  VnUnncs  H  rat  tés  par  dea  fac^  planes  parailèlÊ^,  'i  Uiê- 
raletueut  |M*r  la  nurfaec  engendrée  par  uue  droite  qui  s' appuie  sur  le»  perloieirek 
dee  deu  beies,  en  rseU&t  panlléle  k  un  pten  donné. 

râleur  dê     d'ayrte  diten  ealoiletem  , 
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PROBLÈMES  ET  THÉORÈMES  HISTORIQUES 


l*i*<il»lèiii«*K. 

Froblt  tue  aU  quuiuoi  Imeas  de  Pappus,  31*  ft*. 

JProtHkme  d^iUHaam»  ou  du  JNItanI  eirenfalrv.  154». 
l*roblème  de  Jhvearâ,  Détenutner  nu  point  O,  Ut\  que  les  angles  OAB,  OBC, 

OCA  s<n'ei)r  éganx  entre  etix  ;  question  propofco  en  1875.  906. 

iTobU-nv  de  Cufiiilan.  THnngio  inscrit  dâiu  un  cercle  donné  et  dont  lei  côtés 
passent  par  Uui»  points  auissi  donnij».  il. 

ProèUmê  de  Oerhtrt.  Balsdon  dans  le  triangle  rcctanglei  173t. 

ProWme  ât  Grégor^*  GMcitl  de  n  par  la  méthode  doe  aires.  174H. 

ProM'ème  de  la  cartt,  oq  P.  de  FiXAenol.  Détermtnw  un  point,  connalsnnt 
trol'i  antres  points,  etc.  908. 

ProblC'itc  dr  7a  ffction  de  Vc^^jmcr  (  Ai  uLi.oKirs).  332,  k 

Pmhlhne  <le  /<«     rtivn  de  rainoa  (.  Ar(>i.i.nNius ).  3ï?,  •    et  15IÎ. 

Froblème  de  la  section  déterminée  (  Ai  ollomus  ).  134    et  Ifiti. 

ProàUm»  dù  Itiwtûn.  Dans  un  segment»  Uml&é  par  uae  droite  et  par  ane 
eotirbe  quelceoqtie,  Iniorlre  le  rectangle  maslmuiD.  Id9. 

Problème  de  Pui'fuis.  Par  un  pfdnt  pris  sar  la  blsseetrlee  ^no  «aglc,  uk  ncr 
ono  léCBDte  de  longuonr  donnio.  30i«,  b  eb 

Prohlime  de.  Sturm.  Cooitruire  un  quadrilatère  luM;rlpiibk,  Uuut  on  connaît 
leeoôtée.  m  tt  US7. 

PrcbUtM  de  FiKe.  Dderire  un  eeiele  tangent  4  trois  oeroles  dooiids.  dd. 

iVoUémes  d^ÂpeiUnUwÊ*  Yolr  Mlo»  «te  toleo»»  d«  re^paee  et  ddleralnée.  nt. 

Théorème». 

TA.  d'wipoltoniui,  aor  les  diamètres  con)u|3rn(^«  des  coniquoa 

o'«  -f      =  a*  i  //-    .'t    a'6'       V  =  a6         »07S  et 

Th.  d'Aabtti.  Les  quatre  ortbucciiux'!»  de»  irlaugles  foriui^  par  quAUâ  droitoa 
qui  fe  eonpeot  deux  à  deux  sont  snr  «ne  mCme  droite.  767. 

Th.  de  BHaitcAon.  Les  dlsgonales  qoi  joignent  les  somnaets  opposAs  d'iui 
bcxag<me  circonscrit  h  une  conique  se  coupent  au  môme  point.  2121. 

Th.  de  Bru7ie.  ]K\r  \on  milieux  des  diagonales  d'un  qnadriiau  rt'  on  mène 
doa  paraliéltrit  à  ces  mduiui»  lignes,  le  quadrilatère  divi^i:  vu  qiuato  partiea 
éqnlvatantee  par  lee  droltee  qnl  Joignent  le  point  de  coneonn  des  parallèles  ans 
pointa  milieux  dee  quatre  cAtés  dn  qoadrllatère.  1^74. 

Th.  CarmL  f  Pelyguae  plan  eoopé  par  nne  tnmevwsales  relatloa  antre 
les  segmenta.  181. 

2<>  Cercle  coupé  par  un  inangle  :  relation  entre  les  seguientts  dcleruiiuéii  sur 
les  edt4a  d«  triangle.  itst*. 

S*  Coniqn*  qneleoiiqna,  coupée  par  no  triangle  :  extension  du  tMorènie  pi^ 
cèdent 


'  Les  f^éreners  se  rapportent  aux  naméroe  de  l'onvrage. 
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EXERCICES  DE  OÉOMÊTUIE 


de  rc«  a,BoUtloil  tatn  1«  legneuti  détormlnét  rar  IwcftUi  d'un  rnairgle 
par  tmts  cévienncs  conconrant*^.  167    et  lî*! 

r?».  tie  (  hftH^fn.  l"  Centre  <le  lu  itrojoction  >iojéogr.)phique  d'un  cercl^^.  ttk, 

2«  l>éplacement  d*niie  figure  plane  dans  «on  plan,  Uélerminaiion  du  ccAtrc  de 
roUtloiL  TH. 

s*  Théorème  corrélatif  dn  TA.  dt  Papfmê  (n*  ISU).  DMia  tout  qoadrliatére 
clrconitcrlt  à  un  cercle,  le  produit  (ll.>'tancett  d'iino  tangente  mobile  à  deux 
sommets  opposés  est  au  pfodoit  de  aea  dUUocca  aux  deux  autre»  aorniiieti  daaa 
un  rapport  constant.  12  If. 

Le  lieu  dti  fomiiiet  d*iiii  ongto  droit  drtonaortt  à  deux  t]lip>^câ  oonfoMata» 
«■t  vn  eerolo  de  même  centre.  SOtf  . 

Th.      Chiiraut.  Extension  <lu  (hckir^me  du  carrt^  <1c  rhjpotéDWe  :  panlltio* 
grammet*  coiustrults  t»ur  le**  cOti^  d'an  iriatiglo  quolcunque.  iMf, 

TA.  dt  Commandino.  Lies  quatre  droites  qui  Jolgccot  chaque  sommet  d'un 
tétraèdre  bq  point  de  ooneoore  dee  médlanei  de  la  taee  oppvée»  ee  coopeot  «a 
même  point*  tttS. 

Th.  lie  iVAU  mfterL  LeaeentTM  de  ilmllltQde  de  trole  dreonMreneee^  sont  troU 

à  trois  en  ligne  lirolte.  I7fi    #»t  Ifii. 

Th.  de  Dtaarguea.  1°  Involutiou  de  aix  points  déterminée  par  une  s<:-cante 
qol  rencontre  nne  elreonfémice  et  l«e  eftiée  oppwét  d*un  qnadrllatèn  ineeilt.  itlt. 

S*  Bxtenalon  Au  mAme  théto^oe,  dane  le  cai  d*ime  eonlqoe  qaeleoiKinf.  SIM. 

I*  Trianglee  bomologlque".  17T  et  lSé7. 

T'  .  ile  Dtifvi}!.  Le  JIcu  (In  point  de  cont-act  (î'tine  pphèr.-  moUle  taogCBte 
tt  troltt  t'phùn  s  t:xes  Pr-t  une  circonférence  *ur  chaiiuc  spli*  ro  Uxc.  Iff*. 

Th.  de  Fuerbach,  Le  cercle  des  neuf  points  est  tangent  aux  oerdes  inscrit  et 
ex-lneorite.  fS8  et  lUU 

n.  de  J^ue».  Pour  nne  baae  donnée  p  le  lien  dn  sommet  oppwé  d'un  triangle 
eph<^rlquo  est  un  grend  eercle,  lofMine  la  somme  dm  ares  Jatéranz  est  nne  dend' 
circonférence.  lit. 

Th.  de  aergonne.  Un  quadrilatère  sphérique  eat  clrconscriptiblc  lorsque  U 
lomme  de  denz  côtés  opposés  égale  celle  des  denx  antres  cétéa.  litt. 
Th,  âe  Ortbe,  81  Ton  oonstmit  des  carrée  snr  éhaqne  eOté  d^m  (rlaogle,  tons 

h  revt<^rieur  ou  tous  à  Tlntérlettr,  et  iiu'on  prolotigf^  les  crtt«'s  opposés  à  ceux  lu 
triangle,  Ir<  trol«4  droites  qni  Joigacnl  cliaque  point  de  concours  an  sommet 
corrtjBpoiidiiUt,  cuitcoureut  iii  un  mémo  point.  iHi. 

Tk»  de  Cua  de  Matvêi,  Dana  nn  tétraèdre  à  trièdre  tri  •rectangle,  le  carré  de 
la  face  opposée  à  ce  trièdre  égale  la  somme  des  carrés  des  trois  antres  leeas.  UîT. 

Th.  ih  Gti,'n>-ftu  <rAiimont.  Dans  un  quadrilatère  '^ph/Tlqne  iQserttt  In  «oœm-^ 
de  deux  angle-^  oiipo^cij  t-gale  la  somme  des  dom  autres  angles,  ItO  et 

Th.  de  ituldin.  Surlace  et  volume  des  corps  de  révolution.  iiê4 

Th.  de  La  Hire.  Un  point  quelconque  d'un  cercle,  qui  roule  san»  glissement, 
à  rintérienr  d*nne  clreonférenoe  de  rayon  donble,  décrit  nn  diamètre  de  celle 
clrc(>nférencc.  (  HypooycIoTde  roetUIgne,  mouche  de  La  lîlre,)  ItH» 

Th.  de  LdniUrt.  T^e  cercle  circonscrit  an  triangle  formé  par  txoia  tangentes 
à  la  i)Jirabole,  pus.'C  jw^r  le  foyer.  2141    et  ilii- 

Th.  de  Lcjull.  Le  lieu  du  sommet  d'un  triangle  sphérlquc  à  base  lise  et  k 
aire  cooetante  est  nne  droonférence.  IM). 

Th.  de  Madaurin.  1»  Volume  da  segment  ephériqne  on  foQctloik  de  In  hantenr 
et  de  la  .-nctlon  éqnîdtstante  de>  basf*^.  1*3:' 

i'o  Elllp-e«i  hnraothétlqiK  s  cl  oncentrlquci.  Wii 

Th.  (le  Mannhilin.  Description  organique  de  l'ellipse.  tiU. 

Th.  de  Moicheroni.  Volume  du  parallélulde.  IM^ 

Th.  <lB  Jféiélallt.  Transvenale  conpant  les  c6tés  d\in  triangle  :  relation  entre 
les  segmente.  w^,  l»)   et  IST. 

Th.  de  MiqricL  1'  Les  quatre  rirconfércnces  circonscrites  aux  triangh"--  formés 
en  i»rolonf?rant  les  voU'^  Kiiposès  d'un  quadrilntv rc,  pa,«ptiit  par  »in  aièaje  p«>ln».  Si. 

S«  La  somme  des  angles  d'un  triangle  curviligne  formé  par  trois  cercles  ifui 
ont  nn  point  commnn  égale  denx  droits.  M* 

Th,  de  Jf'JTenels.  UTonvean  mode  de  corrsspondanoe  d*niie  droite  et  d*nn  point  IW.  «• 

Th.  j(  ^rr,bi»s.  La  section  plane  d'nn  ellipsoïde  de  rérolntlon  est  nne  eHlpee, 
démonstration  élémentaire.  tll)> 
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Th,        Utmgt.  Lm  uteg  mdloAQz  de  troli  caralet  •«  crapant  an  même 
point.  1171. 

Th.  <fe  yogel.  ho^  ravons  qui  joignent  le  amlro  iln  ccrcln  circonscrit  anz 
iommets  d'an  triangle  donné,  sont,  perpondiculatrco  aux  côtéa  da  triangle 
orttaiqize  oormpondenr.  S99,  h  et  6ft3. 

Tk.  <r«  Newton.  1*  Lee  dtafootlce  dft<  qoedrlletères  poleires  ineerit  «t  dreon- 
écrit  h  une  ni6me  coniquo,  paeient  par  un  même  point.  1974. 

2«  l.n  droltr  qui  Joint  les  Tuflleux  des  dJegimalei  d'en  qoedrlletère  ciroonaerlt 
j»u*ise  par  le  centre  du  cercle.  1611. 

3*  Relation  entre  la  argmenta,  deieroiiué»  par  une  conique  sur  deux  sécantee 
mtnùm  dan»  one  direction  donnée.  9109. 

TA.  d€  PappuB.  T  e  produit  dos  distances  d'un  pi>int  du  cercle  clroonscrlt  à 
•îeux  cAté«  opi>ofi«s  d'un  quadrilatère,  égal.-  le  i)n)iiult  dfs  distances  du  ni^me 
point  aux  deux  antrrii  rAféi*.  Oafl  particulier  d»'  In  question  od  (ivntuor  lit)*as.  1214. 
Th.  dt  Peaucellier.  lielatlon  dans  le  loëHugc  lour  l'inverseur  ù  i^ept  ilgcs.  11M. 
Th,  de  FUoL  Le  tomme  dce  ettH  opponés  d'uu  quadrilatère  circonscrit  égale 
«•lia  dm  deux  nntrei  eOtée.  744* 

T?t.  de  Pdlock.  Triangle  rectangle  Inscrit,  donnant  lieu  i\  trois  arcs  tels  nw. 
les  polnt«  de  contact  de  trois  tangentes,  divis#«<  en  eea  points,  en  deux  partlea 
égSLles,  août  les  K>iumet4  d'un  irinnglo  équllatéral.  668. 

3%.  dê  POMOtL  1*  Polygones  ioteriU  de  2it  c6tés,  dont  (2n  —  1)  reatent 
parellM;  lee  deox  dernière  «^nt  aus^l  penUèlee.  719. 

9"  Polygones  Inscrits  df  (  2/*  -f  1  >  côtés,  doni  9n  rceCent  parellèlee;  le*  deux 
derniers  sont  égaux,  et' de  longueur  constante.  716* 

3«  ijQn  cerclea  orthogonaux  k  deux  cerclea  donnés  passent  par  deux  points 
flze«.  (  Potntâ  Hffiifet  de  PtmoOtL)  19S9, 
4*  Tbéorèmm  eor  les  ceoitiiiea.  9110  et  9116. 

Tft.  de  Provhet*  A|alTelenre  dce  poljgonee  de  9n  eôtée  qui  ont  les  mêmes 
milieux.  1575    et  1576. 

Th.  tir  l'u,Umé^.  RHittfon';  dans  le  quadrilatère  inscrit.     996,  1908,  1910   et  1211. 
Th.  de  Pythayore.  Carré  de  rhj"iM>t<^nnpç.  1560. 
Th.  de  Salmon.  1"  Len  circoufôrenoeh  di-criieit  sur  troi»  cordes  issues  d'un 
même  point  et  oonsfdéréee  eomme  dlamètree,  se  eonpent  «i  trofe  pointe  eltnés 
«a  ligne  droite.  760. 

2"  Lorsqu'on  a  deux  trianploî  polain-  ins-rlt  et  cir<"on««"i  lt  à  un  int-me  cVrcîe, 
le  rapport  des  dUtancas  du  centre  à  deux  sommets  opponia  de  ces  triangles, 
égtàe  le  rapport  des  distancée  de  ce  même  «entra  anx  côtés  oppoeée.  1177, 

Th.  dê  Spooiken,  I«orrqoe  les  extrflmltée  d*nn  segment  reetfligiie  glissent  smr 
deox  axes  coucou rnnts,  tout  point  de  ce  segment  décrit  une  ellipse.  9160. 

Th.  fff  Serict  (P.).  I/enveloppc  de§  c<\u'-i  dos  tHanglcf»  inscrits  dan^  un  cercle 
dunué,  qui  ont  même  ortboceutre,  est  une  ellipte  qui  a  pour  foyers  cet  ortbo- 
centre  et  le  oentre  dn  cerele  clreonserii.  190  et  9174. 

Th.  dê  atmêoM.  Les  projeetlotts  sur  les  eOtée  d*nn  triangle,  de  tout  point  dn 
cerrl'*  circonscrit .  nmt  en  ligne  droite.  99   et  709, 

Th.  lie.  s'ii'^f>éri)*.  Rniatlon  dans  le  eonira>penllélogramme  pour  l'inveneinr 
de  Haut,  h  cinq  liges.  1203. 

Th.  de  St€iner.  l"  TO>traè'ire  à  volume  constant  lorsque  deux  arêtes  opposées 
eoBt  dennéee  de  kmgneur  et  gUseent  snr  denx  droltee  données  de  poeltloB.  198. 

9*  L'aire  de  relllpee  engendrée  par  un  point  donné  d'une  droite  dont  les  extré- 
mités glissent  Mir  dcnx  nxcn,  est  indépendante  d»-  l'angle  de  ee^  axes.  9161. 

3*  Le  lien  des  points  dr  vue  d'où  un  cercle  a  i)Our  persfi^cttve  un  cercle,  sur 
uu  plan  periwndiculaire  au  premier,  cnt  un  hyperbololde  de  révolution,  ayant 
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H<MiT«>ltM  Aniiftlps  ntatfaématlqiMii,  res  foodst^o»,  «le. 

Ortho?»  ntre,  ou  point  ûv  coiiconr.'»  <ïe«  hauteurs. 

Point  de  concontB  âçt  droites  <int  Joi>rn<'iit  le  polal  milieu  de  ehaqiiii' iMu- 
tour,  au  point  milieu  de  la  base  con-eipuodanto. 

Foliiti  d«  ooneonni  im  oéTleniiM  qni  «booiiMent  toi  pointa  <I«  eoot»c( 
cercle*  inscrit  et  ex -lnw;ril(». 

P.  Int^  de  Lkmoise  et  de  Bh<h  ahd.  n*  907,  p.        n*  SSIO,  Ji. 

l'olntfi  de  BaocARD  :  noms  et  «ymboles. 

PoljMm  n'^Qltocp  :  cinq  eonT«xe>,  qnttre  non  conteitt. 

I*orUniM  D*£ccuD«  :  déftoitlor»i,  bibliographie. 

PoBttiUtum  r>'Kcri.Ti»ii ,  e?-al  dn  «lémonitratlon. 

Problème  «</  quaturr  Ittucoê  de  I'appus. 

Ptoblème  dé  Caotillom^  historique* 

Problème  de  la  carte,  on  do  FUTHINOT,  dO  à  SKILUC». 

Problème  de  la  Uingcntc  pour  Ico  œaxima  et  le*  rninlmu. 

Problème  de  Pai'PC».  eécuoto  dt*  looguenr  donnée  menée  par  uo  point 
de  1«  bfaeeetrloo  d*nn  angle ,  n«  8S1 ,  b ,  p.  160. 

PiohirmeD  d'Apollouio»  :  Df  Mfetione  rationaUa,  etc. 

Projections  i-t  contre- projections  d'iiii  tr-nnglc,  par  M.  M>liBl80« 

Quadrilatère  harmonique,  relation  londamentalc. 

ÔnadrilatAre  ortliodlagonal  lofcrlptlble,  ses  propriétéi. 

Bectldcation  relitive  à  la  date  de  nataianen  do  tauiiff. 

R-.laiinn  n'Err.Kn  :  rf*  —  Ri  R    7r  ). 

Eclationa  entre  diver»  élément»  d'un  tiiaiiglu. 

Belâtlow  de  ProLiuKii,  entre  les  cétés  et  les  dlagMuUte  d'un  qwdrlla- 
tère  InMoripUble. 

Rolatlon  on  th^on'mo  de  Stkwart,  lil.ïtorlcitie. 

.Sections  conUiues:  leur  étude  par  les  auteurs  anglais. 

Symédlaocs,  leur  point  de  cunoour^,  historique. 

Théorèmo  do  Hurvm  ot  C^éllde, 

Théorème  de  FrKHi:.\rit.  Démonstrations  diverses. 

Théorème  de  Newton*  ;  point  de  concourj*  des  diagonales  des  <i0adril»* 
tér<;s  polaii-es,  Inscrit  et  circonscrit  à  une  même  conique. 

Théorème  do  Prror,  son  complément. 

Théorème  fondanient.il  pour  l'invoisioa  lyvétrlqne. 

Théorèmes  «le  <ii  a  »  t  de  Tikhkac. 

Trant»formatlou  de  Schoutk,  par  cercles  symétriques. 

Tranafonaatloo  par  tnTonfcm,  son  origtno. 

Trauslation  parallèle,  son  emploi,  origine  dn  mot. 

Trunsversalos  réciproques  de  M.  G.  dk  LoxncHAMPS. 

Triangle  formé  par  des  droites  isoclines,  calcul  dc«  cd:és. 

Triangles  oompMnientafro  et  anticomplénionulre. 

Triangles  équibocardiens. 

Triangle  sphénqne.  évaluatiôn  de  l'aire. 

Trois  figores  directement  semblables. 

Tolnmc  détonnioé  par  deux  faoes  planes  parallèles,  n*  1864 .  p.  80«. 
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